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1. Introduction

Mon cours cette année portait sur les résultats récents (obtenus en collaboration
avec C. Consani [6]). Le résultat principal est que I’homologie cyclique que j’avais
introduite en 1981 (c¢f. [2]) pour les besoins de la géométrie noncommutative
(cf. [4], [5]) est aussi la bonne théorie pour obtenir les facteurs locaux archimédiens
des fonctions L des variétés arithmétiques. Le résultat principal est le suivant.

Théoréeme 1.1 Soir X une variété projective lisse de dimension d sur un corps
de nombres K et vico une place archimédienne de K. L’opérateur © agissant sur la
cohomologie archimédienne de X, satisfait

det o (5 (s —@))| HCH_(X,)

even

[T L,(H¥(X),s5) 0" =

: , seR. (1)
0<w<2d det o (3 (s=O))| es,(x,)

Le terme de gauche de (1) est le produit des facteurs archimédiens de Serre pour
la fonction L de X (cf. [10]). Dans le terme de droite, det., est le déterminant
régularisé (cf. e.g. [8]) et on pose HC& (X)) = Pp=pi>0 HCF (X)), HCYy(X,) =

Dn=sky1>1 HCF(X,).
L’endomorphisme © est défini par

ke‘HC"(X”):A(k)k*”, Vn >0, kENXCRi. 2)

et implique les A-opérations A(k), k € NX qui ont un sens en général pour I’homologie
cyclique des algeébres commutatives et des schémas. La nuance entre HC3 et
I’homologie cyclique HC,, est la méme que la nuance entre cohomologie de Deligne
et cohomologie de Deligne réduite.
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2. Cohomologie de Deligne et poles des facteurs archimédiens

Soit X une variété projective lisse sur un corps de nombres K. Soit vlco une place
archimédienne de K et X, (C) la variété complexe correspondante. Pour 0 < w < 2d
ou d est la dimension de X on considere le facteur local L, (H"(X),s) défini par
Serre (cf. [10]) comme produit de fonctions I'. Ces fonctions sont completement
spécifiées par les multiplicités de leurs pdles. Ces poles n’existent que pour
s=m<%¥ etun résultat de Beilinson ([1]), donne leurs multiplicités en terme du
rang des groupes de cohomologie de Deligne de X,,

ord -, L, (H"(X),s)~ ' =dimg H5 (X, ,R(w+1—m)) 3)

ou pour une place complexe v la cohomologie de Deligne de X,, est définie comme
I’hyper-cohomologie du complexe de faisceaux

R(r)p RS0 L1401 4. a1,

ot 2 =y est le complexe de faisceaux des formes différentielles holomorphes,
R(r) le sous-groupe (27i)'R de C (i=+—1) et € est I'inclusion : R(r) C C C Oxc)
= Q?(((C)' On a une suite exacte de complexes

Oﬁ(Qf(?c))[l]—)R(r)D —R(@r)—0. )

Suivant [9] (§ 3.6.4), on appelle complexe de Deligne réduit le noyau de
I’application surjective R(r)p — R(r) dans (4), i.e. le complexe de de Rham tronqué.
La cohomologie de Deligne réduite est I’hyper-cohomologie :

HD (X, R(r) = H"(X(C).(Q,c)[1]) = H" (Cone(F "y c) =y (5)

3. A-décomposition

Le semigroupe multiplicatif N* agit de maniere canonique sur 1’homologie
cyclique d’une algebre commutative ([9], [12]) :

Proposition 3.1 Soit A une algébre commutative et (Cy(A) = A®*+D b B) le
complexe mixte associé. Les \-opérations définissent des endomorphismes A« of
C«(A) préservant la graduation tels que

- Ny =A, A, Vn,me NX

— bA,, = A\,b, VYVm e NX

— A,B=mBA,, VmeNX

Cette construction détermine, pour une algebre commutative A sur un corps de
caractéristique 0, une décomposition canonique de 1’homologie cyclique de A
comme somme directe

HC,(A)= ®HCY(A)
Jj=0

qui diagonalise les endomorphismes A,, i.e.

Ap(@)=mia, YaeHCY(A), meNx.
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4. Homologie cyclique des variétés projectives lisses sur C

L’homologie cyclique des schémas est obtenue a partir des bicomplexes (b, B)
associés aux ouverts affines. D’apres [12] (Lemme 3.0) la A\-décomposition s’étend
au cas des schémas. Soit X une variété projective lisse sur C. On obtient une
décomposition finie

HC,(X¢)= ®HCY (Xe).
Jj>0

Le résultat clef est le suivant ([12], théoréme 3.3).

Proposition 4.1 Soit X une variété projective lisse sur C. On a un isomorphisme
canonique

HCP (Xo) = Hy ™" (X e R+ 1) = H2"(X(C).C)/ Fit,¥j >0,Yn>0. (6)

5. Cohomologie archimédienne et homologie cyclique

Considérons les couples (m, w) d’entiers qui apparaissent dans (3), ou dim X = d
(de sorte que w est un entier entre 0 et 2d).

Ay=1{(m,q)10 < q<2d, m< g2} )

La cohomologie archimédienne de dimension infinie de X, est dictée par (3)
comme la somme directe
@& HL(X,,R(g+1-m)). (8)
(m,g)eA d

Lemme 5.1 Soit d > 0 un entier. L’application qui au couple (n, j) associe
(m, q)
q=2-n, m=j—-n

est une bijection de E; = {(n, j) | n > 0,0 < 2j — n < 2d} avec A,.
Démonstration. L’ application inverse (m, q) € A, vers (n, j)oun=-2m+ q,j =
-m + ¢g. On a
n>00<2j—n<2d = j—n<Q2j—n)/2

et
0<¢<2d,m<q/2 = -2m+q>0,0<2(—m+q)—(—2m+q)<2d. O

La somme (8) vaut donc

& HL(X,Rg+l-m)= & HF"(X,R(+1)). )
(g.m)EA; (n,j)EE 4

La proposition 4.1, donne I’isomorphisme
~2j+l-n

DHC,(Xp)x D Hp Xc,R(+1)). (10)
n>0 (n,j)EEd
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Ainsi la différence entre la cohomologie archimédienne HC# (X, ) de X, (8) et
I’homologie cyclique HC«(X,) de (10) est simplement due a la nuance entre
cohomologie de Deligne et cohomologie de Deligne réduite. L’homologie cyclique
HC+«(X,) est a coefficients dans K, i.e. dans C pour une place complexe v et R pour
une place réelle, et joue le rdle de la cohomologie de de Rham relative. L’homologie
cyclique réelle périodique

HP® (X)) = HP«(C*®(X,,R)) C HP:(C*>(X,,C)) ~ HP:«(X,)

est définie en termes topologiques comme dans [4], et joue le role de la cohomologie
de de Rham. Si v est une place complexe on a une suite exacte

0 — HP¥ (X,)5 HC+(X,) — HC¥(X,) — 0 (11)

ou 7 est I’application naturelle de I’homologie cyclique périodique vers ’homologie
cyclique avec un twist de Tate Qi)+ . Ici O est le générateur des A\-opérations,
i.e. differe de © par la graduation de I’homologie cyclique.

Quand la place v | «o est réelle, on restreint la construction ci-dessus a HC,, (X,,/ R)
ce qui revient a appliquer la construction a X,, / C et a prendre les points fixes du
Frobenius anti-linéaire F., dans HC, (X, / C).

Alors que la suite exacte (11) suffit a définir HC#(X,) pour les variétés
projectives lisses, nous donnons aussi la définition générale de HC#' (X, ) en terme
d’un complexe construit a partir du complexe qui définit 1’homologie cyclique
négative et de celui qui définit I’homologie cyclique périodique réelle.
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