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1. Introduction

Mon cours a cette année pour objet la compréhension géométrique de l’homologie
cyclique et des l-opérations grâce à la théorie des topos de Grothendieck. Les
résultats ont été obtenus en collaboration avec C. Consani [6], [7], [8]. Nous
étudions le topos associé à la catégorie cyclique L [2] et à son raffinement
épicyclique. À une petite catégorie  correspond le topos C des foncteurs
contravariants de  vers la catégorie 61- des ensembles. Le topos ( )Λop ∧ est
obtenu en prenant pour 4 la catégorie opposée de la catégorie épicyclique L . Ce
choix est dicté par la construction qui associe à tout anneau commutatif R un
foncteur covariant : 5,1 ® 08 de la catégorie des ensembles finis vers celle des
groupes abéliens. À l’ensemble fini J correspond la puissance tensorielle
RÄJ = ÄjÎJ R vue comme espace vectoriel et le produit dans R permet de définir
l’action des morphismes de 5,1. Par composition avec le foncteur covariant
L ® 5,1 on associe à tout anneau commutatif R, un foncteur covariant R de la
catégorie épicyclique vers celle des groupes abéliens. En termes géométriques, R
est un faisceau de groupes abéliens sur le topos ( )Λop ∧ et l’homologie cyclique de
R et ses l-opérations s’interprètent en termes de ce faisceau. Nous donnons
(théorème 8.1) une interprétation conceptuelle de la catégorie épicyclique : c’est la
géométrie projective de dimension finie sur le semi-corps  := ℤmax des entiers
tropicaux. Nous montrons enfin (théorème 9.1) que la catégorie des points du topos
( )Λop ∧ est donnée par la géométrie projective de dimension arbitraire sur les
extensions algébriques de  := ℤmax.

2. Subdivision marginale

Une variante de la subdivision barycentrique (qui subdivise un n-simplexe en
(n + 1)! simplexes) est la subdivision marginale (edgewise subdivision) Sdk, définie
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pour tout entier k > 0, qui subdivise un n-simplexe en kn simplexes. Soit D le
squelette de la catégorie des ensembles finis totalement ordonnés. Pour k Î ℕ, Sdk
est le foncteur de D dans D qui associe à un ensemble fini totalement ordonné F
le produit

Sdk(F) := {0,..., k - 1} ´ F, Ordre lexicographique

f Î HomD(F, F′), Sdk(f) := Id ´ f

Le semi-groupe ℕ´ agit sur le topos D̂ par les morphismes géométriques Ŝdk, la
catégorie des points de D̂ est celle des intervalles. Un intervalle est un ensemble I
totalement ordonné avec un plus petit élément b et un plus grand élément t ¹ b.

Théorème 2.1. : L’action de Ŝdk sur les points de D̂ est donnée par le foncteur
Sd k* qui associe à un intervalle I le quotient Sd k* (I) de l’ensemble totalement
ordonné {0,…, k - 1} ´ I = Sdk (I) par la relation d’équivalence (j, t) ~ ( j + 1, b)
pour j Î {0,…, k - 2}.

Corollaire 2.2. : Le point du topos D̂ associé à l’intervalle [0, 1] Ì ℝ est un
point fixe pour l’action de ℕ´ sur le topos D̂.

3. La catégorie Dop  ℕ´

La catégorie Dop opposée de la catégorie D est celle des intervalles finis. On note
n* l’intervalle {0, 1,…, n + 1}. On considère la catégorie Dop  ℕ´ qui a les
mêmes objets que Dop et est obtenue en adjoignant à Dop les morphismes
pnk k n n: ( )* * *Sd ® tels que

p p pnk k n nk! % %
( 1) 1+ − =

et que pnk implémente Sd k* au sens où l’on a

α π π α α nk mk k n m= ∀ ∈Sd Hom op
* * *( ), ( , ).

Δ

Tout morphisme f de Dop  ℕ´ s’écrit de manière unique φ π β= nk  avec b
morphisme de Dop. L’application qui a un tel f associe k Î ℕ´ est un foncteur de
Dop  ℕ´ vers le monoïde ℕ´. On considère le foncteur I  I∗ qui associe à un
intervalle I l’ensemble pointé I∗ = I / ~ avec pour point base la classe de b ~ t.
À tout morphisme f : I ® J correspond l’application quotient f∗ qui préserve le
point base. Pour tous n, k soit ( )*pnk l’application de Sd k n*

*( *) dans n*
* donnée par

le résidu modulo n+ 1. L’application f f∗ définit un foncteurDopℕ´®5,1∗.

4. Réalisation géométrique

Dans la réalisation géométrique de la subdivision marginale du simplexe standard,
les faces non dégénérées sont paramétrées par le sous-ensemble suivant de
Hom SdopD ( *, ( *))*n nk ,

Σ
Δnk k nkn n: { ( , ( )) ( ) }* * *

*= ∈α π αHom Sd bijectiveop | 

Pour a∈Σnk on note Perm(a) la permutation ( )*π αnk  .
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Lemme 4.1. L’image de l’application Perm :Σnk nS→ est l’ensemble des
permutations dont le nombre de descentes est k - 1 - j < k. De plus

#{ ( ) }α α σ∈ = =
+

Σnk
n j

n
|Perm

( )

À toute application f :{1,…, n}®{0,…, k - 1} on associe le sous-ensemble

Xf := {j + (n + 1) f (j) | j Î{1,…, n}} Ì {1,…, k(n + 1) - 1}

et l’unique élément s f n nk( ) ( , ( ))* * *∈Hom SdopΔ dont l’image est Xf.

Lemme 4.2. L’application f  s(f) est une bijection de kn = {0,…, k - 1}n

avec Snk.

5. λ-opérations et le bord b

On rappelle que les l-opérations vues comme éléments de l’anneau du groupe
symétrique Sn sont données par la somme finie

lnk n
k jn j

n
=

+
∑ −

( )
ℓ

où, en désignant par Snu le sous-ensemble formé des permutations dont le nombre
de descentes est égal à u - 1, on pose

ℓnu
Sn

u
=
∈
∑
σ

ε σ σ( ) .

Pour relever ces opérations à la catégorie Dop  ℕ´ (puis à la catégorie
épicyclique), on définit d’abord les éléments suivants de l’anneau ℤ[Dop]

σ ε α αnk

n
k

: ( ( ))=∑
Σ

Perm

puis on les compose avec les pnk ce qui donne des éléments de l’anneau
ℤ[Dop  ℕ´] :

Λ
Σ

nk nk

n
k

: ( ( ))=∑ε α π αPerm 

Les éléments Lnk de l’anneau ℤ[Dop  ℕ´] vérifient

Λ Λ Λnk n nk k nℓ ℓ ℓ= ∀ ∈, , , ℕ

Le bord b de Hochschild donne également des éléments de l’anneau ℤ[Dop ℕ´].
Pour chaque n ³ 1 et i Î{0,…, n} on pose

d n n d j
j j i
j j ii

n
i
n∈ − =

≤

−






Hom

si

si
opΔ ( ,( 1) ), ( ) :

, ;

1, > .
* *
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On a di  dj = dj-1  di, "i < j. Cela suffit pour montrer que b2 = 0 où b = bn
est donné par

b d
n

i
i
n: ( 1) [ ]

0
= − ∈∑ ℤ Δop

La commutation de b avec les Lnk a lieu dans l’anneau ℤ[Dop  ℕ´]. On a
Lkb = bLk dans ℤ[Dop  ℕ´]. Cela signifie Λ Λn

k n n nkb b− =1 pour tout n ³ 1. On a

b dn nk
n

i
i
n nk

n
k

Λ
Σ

= −∑ ∑
∈0

( 1) ( ( ))
α

ε α π αPerm 

et Λn
k

n
k

n
k

− − −=1 1 1π σ , d’où

Λ
Σ

n
k n

n
i

n
k

i
nb d

n
k

−
∈

−= −∑ ∑
−

1
0

1
1

( 1) ( ( ))
β

ε β π βPerm

On a d di
n nk n

k k i
nπ α π α= −1

* ( )Sd Il reste à montrer, pour tout n ³ 1 et k Î ℕ´,
l’égalité suivante dans ℤ[Dop] :

0

*

0
( 1) ( ( )) ( ) ( 1) ( (

1

n
i k i

n
n

i

n
k

n
k

d∑ ∑ ∑ ∑
∈ ∈

− = −
−α β

ε α α ε
Σ Σ

Perm Sd Perm ββ β)) d i
n

Il y a (n + 1)kn termes à gauche et (n + 1)kn-1 à droite. La difference (n + 1)
(kn - kn-1) est un nombre pair, et l’on a des annulations deux à deux. Pour montrer
géométriquement ces annulations, on associe à chaque terme Sd k i

nd* ( )a une face
de dimension n - 1 de la triangulation du simplexe Dn obtenue par la subdivision
marginale. Chaque face interne apparait deux fois et avec des signes opposés.

6. La catégorie épicyclique

Elle est obtenue par produit semi-direct

Λ Λ:= ×ℕ
de la catégorie cyclique L par une action naturelle de ℕ´ par correspondances. La
catégorie cyclique L contient à la fois D et Dop et cette action va prolonger les
foncteurs Sdk et Sd k*. Commençons par formuler la description de la catégorie
cyclique L en termes d’ensembles archimédiens.

Définition 6.1. : Un ensemble archimédien est un couple (X, q) formé d’un
ensemble totalement ordonné X et d’un automorphisme q Î Aut(X) tel que
− on a θ(x) > x pour tout x Î X ;
− pour tous x, y Î X il existe n Î ℕ tel que y £ qn(x).

Les objets de la catégorie 0.7 sont les ensembles archimédiens (X, q) ; les
morphismes f : (X, q) ® (X′, q′) dans 0.7 sont les classes d’équivalence
d’applications :

f : X ® X′, f(x) ³ f(y) "x ³ y ; f(q(x)) = q′ (f(x)), "x Î X
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où la relation d’équivalence identifie f et g s’il existe r Î ℤ tel que g(x) = q′r( f(x)),
"x Î X. Soient (X, q) un ensemble archimédien et k > 0 un entier. Alors (X, qk) est
un ensemble archimédien

Yk(X, q) : = (X, qk).

Pour f Î Hom0.7 ((X, q), (X′, q′)), soit g : X ® X′ dans la classe de f. On a
g(qk(x)) = q′k(g(x)), "x Î X. Donc g semble définir un morphisme :

Yk(f ) Î Hom0.7 (Yk (X, q), Yk(X′, q′))
Mais g et q′  g donnent le même morphisme dans 0.7 et pas le même dans

Hom0.7 (Yk(X, q), Yk(X′, q′)). En fait, l’ensemble Yk(f) = {q′j  g | j Î ℤ / kℤ}
donne une correspondance Yk : 0.7® 0.7 qui vérifie :

Proposition 6.2. (i) Soit (f) Î Hom0.7 ((X, q),(X′, θ′)), alors Yk(f ) est fini de
cardinalité égale à k.

(ii) Soient ℓ, h des morphismes composables dans 0.7
Yk (ℓ  h) = Yk (ℓ)  Yk(h) : = {u  v | u Î Yk(ℓ), u Î Yk(h)}.

(iii) Pour tous k, k′ : Yk  Yk′ = Ψkk′.

Les objets de la catégorie 0.7  ℕ´ sont les ensembles archimédiens (X, q) ; les
morphismes f : (X, q) ® (X′, q′) dans 0.7  ℕ´ sont les classes d’équivalence
d’applications non décroissantes telles que pour un k Î ℕ´ on ait

f(q(x)) = θ′k( f(x)), "x Î X

où la relation d’équivalence identifie f et g s’il existe r Î ℤ tel que g(x) = q′r( f(x)),
"x Î X. L’entier k impliqué dans la condition d’équivariance est unique et définit
un foncteur :

Mod : 0.7  ℕ´ ® ℕ´
Soit (X, q) un ensemble archimédien. L’application identique de X dans X définit
un élément :

IdX
k Î Hom0.7  ℕ´ (Yk(X, q), (X, q))

Soit f Î Hom0.7 ((X, q), (X′, θ′)), alors pour tout g Î Yk (f ) on a

f  IdX
k = Id ¢X

k  g Î Hom0.7  ℕ´ (Yk (X, q), (X′, q′))
Soient h Î Hom0.7  ℕ´ ((X, q),(X′, q′)) et k = Mod(h). Il existe g Î Hom0.7((X, q),
Yk(X′, θ′)) tel que h = Id ¢X

k  g. De plus g est unique à multiplication par w′j près.
La catégorie épicyclique L est la sous-catégorie pleine de 0.7  ℕ´ formée des

ensembles archimédiens de la forme

n : = (ℤ, q), q(x) = x + n + 1, "x Î ℤ.

L’application identique de ℤ dans ℤ définit l’élément

Id Hom Homnk k k n n∈ =×ArcN Z Z( ( , ),( , )) ( ( ), )Ψ ΨΛq q 
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Dans la définition originale de Goodwillie, la catégorie épicyclique L  ℕ´ est
obtenue en adjoignant à la catégorie cyclique L de nouveaux morphismes
pnk k n n: [ ( 1) 1] [ ]+ − → pour n ≥ 0, k ≥ 1, qui vérifient les relations :

(1) pn1 = id n, p p pn n
k nk%
%

%! ( 1) 1+ − =

(2) απ π αmk nk= Sdk ( ), pour tout a Î HomD([m],[n])

(3) τ π π τn nk nk k n= + −( 1) 1.

L’inclusion i : Dop ® L se prolonge de manière unique en un foncteur fidèle

ι ι π: , ( )Δ Λop Idℕ×→ =
nk nk .

7. Opérateur B

On définit pour chaque entier n³ 0 un élément de l’anneauℤ[L] : B :=B0 AÎℤ[L]
où

A := eå (Perm(t))t, t Î AutL(n).

B0 Î HomL(n, n + 1),

B0(i + a (n + 1)) := 1+ i + a(n + 2), "i, 0 £ i £ n.

L’inclusion i :Δ Λopℕ×→  permet de considérer les Lnk Î ℤ[Dop  ℕ´]
comme des éléments de l’anneau ℤ[ ]L On garde la commutation avec b. L’inclusion
Λ Λ→  fait de B un élément de l’anneau ℤ[ ]L pour chaque entier n (on devrait le
noter B(n)).

Théorème 7.1. Pour tous entiers n, k ³ 1 on a l’égalité dans l’anneau ℤ[ ]L :

Λ Λn
k nkB kB+ =1

Définition 7.2. Un module épicyclique E est un foncteur covariant de la catégorie
épicyclique L vers celle des groupes abéliens.

Nous rappelons d’abord la construction du bicomplexe (b, B) normalisé pour un
module cyclique avant de donner l’action des L(k) dans le cas d’un module
épicyclique. Pour chaque n ³ 0 on pose

Cn(E) := E(n) / V(n), V(n) := (Å Im(sj))

où les s s n nj j
n= ∈ −−1 * *(( 1) , )Hom opΔ sont les dégénérescences, pour

0 £ j £ n - 1. L’opérateur B passe au quotient, en effet :

Lemme 7.3. (i) On a

B s sj( ) ( )⊕ ⊂ ⊕Im Im( ) ( )ℓ

(ii) Le sous-espace W(n) := Im(B0)Å V(n)Ì E(n) est invariant par les permutations
cycliques, E(t)W(n) Ì W(n).
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On a b2 = B2 = bB + Bb = 0. On met le bicomplexe (b, B) en degrés négatifs
avec

Ca, b := Ca - b (E)

et on définit l’homologie cyclique d’un module cyclique E par

HC E C b Bn n( ) : ,
0

,= +−

≤
⊕

( )
α

α β

Toute algèbre non-commutative définit un module cyclique en prenant garde à
l’ordre des termes dans la définition de A. Toutes les propriétés générales de la
co-homologie des faisceaux de groupes abéliens sur un topos s’appliquent.
L’homologie cyclique HCn(E) pour tout module cyclique E vérifie tous les résultats
comme la longue suite exacte SBI, le lien avec l’homologie cyclique négative.
L’intérêt de la catégorie épicyclique réside dans :

Théorème 7.4. Les l-opérations définissent une action de ℕ´ sur HCn(E) pour
tout module épicyclique E.

L’égalité suivante définit un endomorphisme du bicomplexe (b, B) :

q(k)x = k-aL(k)x, "x Î Ca, b

La translation (a, b)(a+ 1, b+ 1) donne un endomorphisme S du bicomplexe
(b, B) et l’on a

Sq(k) = kq(k)S

Si le foncteur E se factorise à travers 5,1 alors les poids sont entiers et l’on a
une décomposition

HC E HC En
j

n
j( ) ( )

0

( )=
≥
⊕

Il est facile, en tensorisant par une représentation de ℕ´, de construire des
exemples où les poids ne sont pas des nombres entiers.

8. Le topos épicyclique

Comme les objets importants sont les foncteurs covariants de L vers la catégorie
des ensembles, le topos qui joue un rôle central en homologie cyclique et l-opérations
est le dual de la catégorie opposée : = Λop.

En géométrie projective, les morphismes entre espaces projectifs
ℙ(Ej) = (Ej  {0}) / K j

´ (j = 1,2) sur des corps Kj, sont induits par les applications
semi-linéaires f : E1 ® E2 entre espaces vectoriels, telles que f -1({0}) = {0}.

Une application f : E1® E2 est semi-linéaire si elle est additive et il existe un
homomorphisme injectif s : K1® K2 tel que f(λx) = s(λ) f (x) "l Î K1 et "x Î E1.
Soit  = ℤmax := (ℤ È {- ¥}, max, +) le semi-corps des entiers tropicaux, on le
note multiplicativement, q est un symbole. L’addition Ú est donnée par qnÚ qm= qk,
avec k = sup(n, m). La multiplication est inchangée : qn qm = qn+m. Il est de
caractéristique 1, on a en effet 1 + 1 = 1. Pour chaque entier n Î ℕ´ on a un
endomorphisme Frn Î End() donné par Frn(x) := xn "x Î . Soit (n) le module
sur  obtenu à partir du module libre  par restriction des scalaires en utilisant
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l’endomorphisme Frn Î End(). On obtient une réalisation des propriétés de la
géométrie en caractéristique 1 suggérées dans [10].

(i) L’espace projectif ℙn : = ℙ((n+1)) est fini de cardinalité n + 1.
(ii) Les sous-modules E de (n) sont en bijection avec les sous-ensembles de
ℙ((n)).

(iii) Tout sous-module E de (n) est isomorphe à (k) où k est le rang de E.

Théorème 8.1. La catégorie épicyclique L est canoniquement isomorphe à la
catégorie +* dont les objets sont les modules *(n) sur * et les morphismes les
classes projectives d’applications semi-linéaires non nulles.

La catégorie cyclique Λ Λ⊂  est isomorphe à la sous-catégorie PF F1 ÌP ayant
les mêmes objets que  et dont les morphismes sont induits par les applications
linéaires.

9. Points du topos épicyclique

On considère la géométrie projective en caractéristique 1, où un espace vectoriel
a pour structure additive celle donnée par le max dans un ensemble totalement
ordonné.

Théorème 9.1. La catégorie des points du topos épicyclique est équivalente à la
catégorie  dont les objets sont les espaces vectoriels archimédiens E sur les
extensions algébriques K de  = ℤmax et les morphismes sont les classes projectives
d’applications semi-linéaires.

Pour déterminer les points du topos épicyclique, on donne une interprétation de
la catégorie 0.7  ℕ´ en termes de groupoïdes orientés.

Définition 9.2 : Un groupoïde orienté est un groupoïde G muni d’une sous-
catégorie G+ Ì G, telle que

G G G G G G+ +
−

+ +
−∩ = ∪ =1 (0) 1, .

(ici G(0) désigne les unités de G).

Soit (X, q) un ensemble archimédien, posons

G(X, q) := (X ´ X) / ~ , (x, y) ~ (qn(x), qn(y)), "n Î ℤ
et soient r et s les deux projections de G(X, q) sur G(0) := X/q. Muni de la
composition (x, y)  (y, z) := (x, z) et de G+(X, q) Ì G(X, q),

G+(X, q) := {(x, y) | x ³ y}

le couple (G, G+) est un groupoïde orienté qui vérifie les conditions suivantes :
(1) Pour tous x, y ∈ G(0) il existe g Î G+, s(g) = y, r(g) = x.
(2) Soit g Î G, s(g) = y, r(g) = x. Alors l’application :

ρ γ ρ γ∈ ∈−G Gy
y

xx# ! ! 1

est un isomorphisme de groupes ordonnés.
(3) Les groupes ordonnés Gxx sont isomorphes à (ℤ, ³).
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Proposition 9.3. Le foncteur G : (X, q) G(X, q) de la catégorie 0.7  ℕ´ vers
la catégorie des groupoïdes orientés est plein et fidèle.

La difficulté principale de la démonstration du Théorème 9.1 est de comparer les
colimites filtrantes dans deux catégories : celle des foncteurs plats F : Λop→ 61-
d’une part, celle des groupoïdes orientés d’autre part. Cette comparaison est obtenue
en reconstruisant un groupoïde orienté à partir d’un foncteur plat.
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