Théorie des Nombres

M. Don ZAGIER, professeur

COURS : Périodes des formes modulaires

La théorie des périodes donne une méthode élémentaire et en méme temps tres
puissante pour étudier les formes modulaires. Déja le cas le plus simple, celui
des périodes des formes modulaires holomorphes pour le groupe modulaire
I', = PSL,(Z), présente beaucoup d’intérét, ayant des liens avec (entre autres) :

— les valeurs spéciales (critiques) des fonctions L,

— la cohomologie des groupes,

— les séries théta de Jacobi,

— les fractions continues,

— les sommes de Dedekind,

— les valeurs de la fonction « double z&ta » d’Euler

qui sont tous des themes classiques en théorie des nombres. Le cours de cette
année a été dédié principalement a 1’étude de ce cas spécial. Les généralisations
aux autres groupes, aux formes modulaires de poids demi-entier et aux formes
modulaires non-holomorphes de Maass seront 1’objet de la suite du cours en 2003-
2004.

On rappelle que pour chaque entier n € Z il y a une opération notée |, du groupe
G = SL,(R) sur I’ensemble des fonctions holomorphes dans le demi-plan supé-
rieur de Poincaré %~ définie par

(1,900 = 2+ dyo f(ZE0) pour g=(¢ b)eG e r

On étend cette opération a une opération de 1’anneau Z[G] de la fagon évidente.
Une forme modulaire de poids k par rapport a un sous-groupe discret (fuchsien)
I" de G est une fonction holomorphe invariante par I’opération |, du groupe T et
a croissance polynomiale prés du bord de -# Le point de départ de la théorie des
périodes est I’identité de Bol qui affirme que
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k—1 k—1
gk ——i(Fl, @) = (%)‘kg
pour tout entier kK > 1, toute fonction F holomorphe en#; et tout g € G. Si f
est une forme modulaire de poids k, on choisit pour F une primitive (k — 1)-iéme
ou intégrale d’Eichler de f, c’est-a-dire une fonction holomorphe en # avec
F& -1 = f(ici et dans la suite on note par = I’égalité a un facteur scalaire pres,
ce qui simplifiera les formules). Alors 1’identité de Bol donne

dk,(Flu(l—y)) (dkl)\ A=-n=fld-r=0 (vyel)

et il s’ensuit que la fonction

r, = I, = Fl,_ (1 — 7

est un polyndme en z de degré < k — 2. Notons par V, I’espace des tels poly-
ndmes ; alors on voit aisément que le groupe G (et a fortiori son sous-groupe I')
opere sur V, par I'action |,_, et que I'application r,: ¥ = r, de " en V, est un
cocycle : on a

P = Flo (L —yy) = Fl, (A =y + 1 —y)=rly+r,.

Un autre choix de I'intégrale d’Eichler F changera celle-ci par un élément de
V, (puisque la primitive (k — 1)-iéme d’une fonction holomorphe est déterminée
a un polyndme de degré < k — 2 pres) et changera donc le cocycle r par un
cobord. On obtient de cette maniere une application

r:M@T)—>H(T, V)
de I’espace M (I") des formes modulaires holomorphes de poids k sur I" dans le

premier groupe de cohomologie de I" a coefficients dans V,. C’est I’objet central
de la théorie.

Spécialisons maintenant au cas ou I" est I}, le groupe modulaire, et f une forme
modulaire parabolique. Alors d’une part il y a un choix canonique (2 une constante
multiplicative pres) pour I'intégrale d’Eichler F de f qui est celle qui tend vers 0
quand Im(z) — = ; elle est donnée explicitement, soit par l'intégrale

F(z) = J f@@ =) 7dz (ze ),
soit par son développement de Fourier :

F(Z) = Vil:fkrfll) q", ou f(Z) = ia(m)qm, q= e2miz,

m=1
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Un calcul simple utilisant la modularité de f montre alors que
,y*l

(e2)
(F‘ka }/)(Z) = Jz f(z')(z _ Z’)kizdzy

pour tout ¥ € I',. Le cocycle r,, noté€ maintenant 7, puisqu’on a fait un choix bien
déterminé de la fonction F, est donc donné par

T 2) = J:M @)@ =)z,

ce qui rend sa nature polynomiale explicite. D’autre part, le groupe I'; est engen-

Z 214 11 . N = 0-1 .
dré par les deux éléments T = (0 1) (qui opere sur #parz = z+ 1) et S = (1 0) (qui
opere par z — —1/z), et il est évident que r,, = O puisque T fixe le point . Le
cocycle r; est donc déterminé totalement par sa valeur P, = r,; en S, qui est le

polynéme
k=2

Pi(2) = me(z)(z — )z =’Z it (k;z) P(f) 27",

ou les nombres P,( f) sont les périodes de f, données par

P =] S rdr (0snsk -2,

Un calcul classique de Hecke montre que ces nombres sont, a un facteur simple
pres, les valeurs critiques L(f,1), ..., L(f, k — 1) de la fonction L associée a f,
c’est-a-dire, de la fonction L( f,s) définie par le prolongement analytique de la série
de Dirichlet Z::Ia(m) m~s, ou les a(m) sont les coefficients de Fourier de f intro-
duits ci-dessus. C’est un exemple clé des théorémes et conjectures qui relient les
valeurs spéciales des séries L(s) motiviques dans les arguments critiques (c’est-a-
dire les valeurs intégrales de s pour laquelle ni le facteur gamma de L(s), ni sa
réflexion par 1’équation fonctionnelle devient infini) aux « périodes » générales (=
intégrales des formes différentielles algébriques sur des cycles algébriques). Ces
théorémes et conjectures sont 1’'un des piliers de la théorie des nombres et de la
géométrie algébrique arithmétique contemporaines et beaucoup des dévelop-
pements les plus spectaculaires des derniéres années y sont liés.

On peut maintenant développer la théorie en plusieurs directions différentes.
En voici quelques-unes qui ont été traitées dans le cours.

Méthode de Rankin et algébricité des périodes

N

La méthode de Rankin et Selberg, inventée en 1939, consiste a calculer
de deux fagons différentes 1’intégrale sur un domaine fondamental du produit
d’une fonction automorphe et d’une série d’Eisenstein. Si on I’applique au calcul
du produit de Petersson (f, E,h) = Jr\/ f@ E(Th(z) yi2dx dy (z = x + iy),
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ot f = Y a(m)q™ est une forme parabolique de poids k, E, la série d’Eisenstein de
poids (>2, et h = Y b(m)q™ une forme modulaire de poids kK — (, on trouve que
cette intégrale est, a un facteur simple pres, la valeur en s = k — 1 de la convo-
lution L(f®ﬁ,s) = Za(m)le)m* des séries L attachées a f et a h. Si on
spécialise encore au cas ou la forme modulaire /(z) est elle-m&me une série
d’Eisenstein de poids k — ( et ou f est une fonction propre pour 1’action des
opérateurs de Hecke, on obtient la formule ( fE E,_,) = 2'-5'P,_, (/)P,_,(f).
Les séries d’Eisenstein E, et E,_, ayant des coefficients de Fourier rationnels, le
produit de Petersson en question est un multiple algébrique (appartenant au corps
de nombres engendré par les coefficients de f) du produit de Petersson (f, f) de
la forme f avec elle-méme, et on déduit en laissant varier le nombre pair ( que
toutes les périodes P, (f) avec n impair sont algébriquement proportionnelles. Si
on généralise la méthode en remplagant le produit E, E;_, par le crochet de Rankin-
Cohen (étudi€ dans le cours de I’année passée) [E,.E, ],, ou L+ m + 2n = k, on
trouve la formule (f,[E,.E,],) = 21*"1'*'”(]{;2) P(f)P,,,.,(f). Le méme raison-
nement qu’avant montre alors que les périodes P (f) avec n impair sont égale-
ment algébriquement proportionnelles entre elles. Ces résultats d’algébricité sont
dus a Manin, mais avec une démonstration complétement différente.

Périodes des formes modulaires spéciales

Les résultats d’algébricité qu’on vient d’expliquer impliquent que 1’espace S,
des formes modulaires paraboliques sur I' posséde, outre la structure rationnelle
usuelle donnée par la rationalité des coefficients de Fourier, deux autres structures
rationnelles canoniques et mutuellement duales : si on définit S, (Q) (resp. S;(Q))
comme le Q-espace vectoriel des formes modulaires f€ S, avec P, (f) € Q pour
tout n pair (resp. impair), alors on a S{(@)®,C = S, (®,C = S, et (f,g) €Q
pour tout f € S;(Q), g € S, (Q). Il en suit que les formes paraboliques R, € S,
(n=0, .., k — 2) définies par la propriété que (f,R,) = P (f) pour toute forme
parabolique f'€ S, ont elles-mémes des périodes rationnelles : on a (R,,R,) =7,(R,,)
€ Q pour m # n (mod 2) et par conséquence R, € S=(Q) pour (—1)" = = 1. Pour
R, on posseéde la représentation explicite R, (z) izyerz"“\ . ¥ (Cohen), et en I'uti-
lisant on obtient une formule élémentaire exprimant le nombre rationnel (R,,,R,)
pour 0 <m, n < k — 2, m # n (mod 2), comme une combinaison linéaire simple
des nombres de Bernoulli B, ., et B, , , ., (Kohnen-Zagier). Cela donne une
base explicite sur Q@ de ’espace des polyndmes des périodes.

Fonction génératrice et séries théta de Jacobi

Un calcul 1ié aux deux qui viennent d’étre décrits mene a un résultat beaucoup
plus satisfaisant qui donne simultanément les périodes de toutes les formes modu-
laires (de tout poids) sur I, par une fonction génératrice. Si f€ S, (I'",) est une forme
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propre normalisée (a(1) = 1) pour les opérateurs de Hecke, on définit un polynome
en deux variables P/(X.,Y) comme c(P;(X)P;(Y)—P;(X)P/(Y))/(f.f), ou

= (20)%3/(k—2)! et ou P} désignent les parties paire et impaire de P,. Alors les
resultats ci-dessus montrent que P,(X,Y) est un polyndme a coefflclents dans @ et
que la fonction a trois variables Cf(X, Y;2) =% P(X.Y)f(z) € V®VAC [[¢]] (somme
sur toutes les formes propres normalisées f€S,) a des coefficients rationnels. Si
on étend la définition des polyndmes des périodes P;(z) au cas ou feM, n’est
plus parabolique (ce qui peut se faire de facon canonique et naturelle, les fonc-
tions obtenues pour les séries d’Eisenstein étant données explicitement en termes
de nombres de Bernoulli, mais n’appartenant plus a V), et si on remplace
C?(X,Y;z) par sa somme C(X,Y;z) avec une contribution venant de la série
d’Eisenstein normalisée G,(z), et avec Co(X.,Y;z) = (XY—-1)(X + Y)/X?Y?,
alors on a :

i _ 002 (XY — DT) (X + )T)

&, GXY 5 D T = =g T 0T 6T 0Ty

ol O(u) = 6,(u) est la série théta de Jacobi classique, donnée par exemple par la
formule

9(1/{) = ql/8 eu2 !jl (1 — qn) (1 — qneu) (1 — qn—le—u)

(« produit triple de Jacobi »). On peut extraire de cette formule des renseignements
complets sur les coefficients de Fourier et sur les polyndmes des périodes des
formes propres pour les opérateurs de Hecke en M,(T",) pour tout k.

Opérateurs de Hecke

Les applications r* : f = P; de S,(T")) en V, sont injectives avec des images
connues. On peut donc identifier les espaces des formes paraboliques avec des
espaces de polyndmes, et toutes les structures qui existent pour les formes modu-
laires doivent pouvoir se retrouver dans 1’univers plus simple des polyndmes.
En particulier, cela devrait étre le cas pour 1’opération de I’algebre de Hecke,
sans doute la structure la plus importante pour étudier les formes modulaires. Cela
a été fait d’abord par Manin et puis dans des versions différentes par plusieurs
autres auteurs (Mazur, Choie-Zagier, Merel, ... ). Rappelons que le n-ieme opéra-
teur de Hecke sur S(T") est défini comme f—f|,T, ou T, € Z[.#,](#,
I’ensemble des matrices en M,(Z)/{ =1} de déterminant n) est la somme de n’im-
porte quel systeme de représentants des classes T \.#,. Si on choisit pour 7,
I’élément T;> défini comme la somme de tous les éléments M de .#, avec
M(e0) = oo et 0 < M(0) < 1, alors la fonction F|, ,T= sera une intégrale d’Eichler
pour f|,T, et on en déduit que le polyndme des périodes de f|T, est donné par
P =P, T, ou T e Z[.#,] est w’importe quelle solution de 1’équation

A =T, =T(1 =) (mod (1 — T)Z[.7Z)).
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(Preuve : On a P, = F,. (1 = 8) = F|T;(1 = §) = F|(1 = $)T, = PJT,.) On
montre 1’existence d’une telle somme 7, pour tout n. (Pour n = 2 on peut prendre
par exemple T, = Ty + (2] ol).) Les formules obtenues de cette maniére
donnent non seulement un point de vue nouveau et trés élémentaire pour
comprendre les opérateurs de Hecke et une méthode simple pour les calculer expli-
citement, mais aussi une nouvelle démonstration (en fait, deux nouvelles démons-
trations) de la formule des traces d’Eichler-Selberg pour calculer les nombres
tr(T,, S,). La formule qu’on trouve est un peu différente de la formule classique
et I’égalité des deux résultats donne des identités élémentaires mais pas du tout
évidentes pour les nombres des classes des corps quadratiques imaginaires et pour
les nombres de Bernoulli.

Produit scalaire de Petersson

Une autre structure fondamentale dans I’espace de S (I')) est le produit scalaire
de Petersson (f,g) = '[r\ . f(z) gz) y*2dx dy, qui devrait donc étre lui aussi
calculable en termes des périodes de fet de g. C’est en effet possible (Haberland,
Kohnen-Zagier). On considere, au lieu de I'intégrale d’Eichler usuelle de g(z),
I’intégrale modifiée o
G*(z) = J gz — 2)dz

Alors la différentielle de f(z)G*(z) dz est un multiple scalaire de I'intégrand du
produit scalaire ( f,g) et en combinant cette remarque avec le théoréme de Stokes
et le calcul (simple) du comportement de G*(z) sous I’opération du groupe modu-
laire on arrive a une expression pour ( f,g) en termes de polyndmes des périodes
P et P, Cette formule a plusieurs conséquences, parmi lesquelles la détermina-
tion exacte de I’image de I’application r™ de S,(T")) en V,. (Les résultats classiques
d’Eichler-Shimura-Manin donnent seulement un sous-espace de V, qui contient
cette image avec codimension 1).

Reconstruction d’une forme modulaire a partir de ses périodes

Comme on I’a déja mentionné, on connait exactement I’image des applications

injectives r*

: S(T')) = V.. On peut cependant demander mieux, & savoir une
formule explicite qui permettrait de reconstruire une forme parabolique f(z)
dont on ne connait que le polyndme des périodes pair ou impair P (z). C’est en
effet possible, en utilisant d’une facon assez inattendue la théorie des fractions
continues. Etant donné un nombre réel x, on trouve sa fraction continue
x =ny, — 1/ (n; — 1/-) de fagon inductive en posant X, = x, x,,, = 1/(n, — x,) avec

10 -1
n, € Z,x;<n,<x,;+ 1. On a alors x, = y(x) avec ¥, = (0 1) ety =77 ("I‘ 0).
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D’autre part, ’expression pour 1’intégrale d’Eichler F' de f comme une somme
> oM “*a(m)e?™m= converge aussi pour z réel et on peut donc parler des valeurs
F(x) pour x € R. Les identités F|T = F et F|S = F — P, entrainent alors
Py, = (F — FIT"S)|y,, = F|¥,, — F|y et donc (aprés une vérification de conver-
gence) F(x) = *2;:1)(Pf\ 7)(x). On utilise maintenant le lemme surprenant suivant :

Lemme. Pour tout x € R irrationnel, I’ensemble des matrices {;, 75, ...} défini
par la fraction convergente de x est €gal a 'ensemble y e T, tels que 0 < y(e) <
1< yx).

En combinant ce lemme avec la formule f(z) = j F(t)(z — 0 *dt qui exprime

la forme parabolique f en termes de I’extension de son intégrale d’Eichler a R,
on obtient enfin la formule explicite

< P
023 @0 wee 0= el
YEL

LG — o ]

z-1
0<y(o0)<1

pour f(z) comme une somme infinie de fonctions rationnelles. On peut obtenir

d’autres représentations en changeant 1’algorithme des fractions continues utilisé.

Par exemple, avec 1’algorithme des meilleures approximations (x; et y, définis

comme ci-dessus mais avec x; — 1§ <n <x+ ]i ), I'analogue du lemme ci-dessus

dit que I’ensemble des ¥, (i = 1) pour un nombre réel x donné consiste en toutes
les matrices Y € T, telles que ¥(x) = 2 et % 1 - \/3) < Y(e0) < li 3 - \/3) ou

bien y(x) £ — 2 et % (- 3+ \/3) < Y(e0) < lz (—1+ \/3). Des résultats analogues

existent pour les méthodes de réduction associ€es a d’autres groupes que T, et
seront traités dans le cours de I’année prochaine.

CoURs A L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE : BOUILLON MATHEMATIQUE

En dehors du cours officiel sur les périodes des formes modulaires, un cours
supplémentaire a été donné a 1'Ecole Normale Supérieure, avec le titre « Bouillon
Mathématique ». D’apres la description dans la « plaquette » de ’ENS, « Ce cours
propose une promenade a travers les mathématiques hors des sentiers battus. On
rencontrera en chemin des thémes variés d’algebre, théorie des nombres, combi-
natoire et géométrie. Chaque séance sera consacrée a un sujet différent et ne devrait
pas nécessiter de prérequis ». En plus, certains éleves de I’Ecole ont rédigé, seuls
ou en petits groupes, leurs notes des cours et on a discuté ensemble les résultats
de ces exercices dans des « ateliers de rédaction ». Ce modele peu standard a eu
une résonance inattendue, puisque quelques 130 personnes ont assisté a la pre-
miere conférence et environ la moiti€é de ce chiffre a 1’intégralité du cours. Les
thémes traités étaient les suivants :
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1. Le bandit manchot et les volumes des tranches des cubes.
2. Des inégalités classiques et moins classiques.

3. Démonstrations combinatoires du théoréme de Fermat et de la loi de réci-
procité quadratique.

4. Un algorithme rapide pour la sommation des séries a termes alternés.
. L’équation d’Euler w* + x* + y* = 7%
. Sur la somme et le produit d’un ensemble avec lui-méme.

5

6

7. Deux problémes de probabilité.

8. La détermination de primalité en temps polynomial.
9

. Les nombres de Markoff.
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Les Houches, mars 2003 : Dilogarithms. Deux conférences 2 I’Ecole de Physique
des Houches « Frontiers in Number Theory, Physics and Geometry ».

Durham, Grande-Bretagne, février 2003 : The experimental side of number
theory. Collingwood Lecture, conférence spéciale annuelle pour les étudiants en
mathématiques.

Osaka, Japon, avril 2003 : Taylor coefficients of modular forms. Miniconference
on modular forms, Université d’Osaka.
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mics. Séminaire, Scuola Normale Superiore.
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conférence spéciale annuelle de la Scuola Normale Superiore.
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Universita di Roma 2.

Heidelberg, Allemagne, juin 2003 : Modulformen von innen und aupen.
Colloque, Universitit Heidelberg.

Graz, Autriche, juillet 2003 : The Taylor expansions of modular forms.
Conférence pléniere publique, Journées Arithmétiques 2003.

Paderborn, Allemagne, juillet 2003 : Die faszinierende Welt der Zahlen.
Conférence populaire dans la série « Faszination Mathematik » au Heinz Nixdorf
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Noncommutative Geometry and Number Theory.
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Utrecht, Pays-Bas, octobre 2002 : Soutenance de these de mon étudiant Sander
Zwegers (« Mock theta functions »), Universiteit Utrecht.

Paris, novembre 2002 : Co-organisateur en collaboration avec I’ Ambassade de
Norvege du colloque « Niels Henrik Abel Aujourd’hui » en ’honneur d’Abel et
de J.-P. Serre, College de France.

Bordeaux, décembre 2003 : Membre du jury, thése de Christophe Delaunay
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fiir Mathematik.

Oberwolfach, Allemagne, juillet 2003 : Co-organisateur (avec H. Cohen et
H. Lenstra) du workshop « Explicit methods in number theory » au Mathematisches
Forschungsinstitut Oberwolfach.
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