Théorie des Nombres

M. Don ZAGIER, professeur

Cours : Formes modulaires et opérateurs différentiels (suite)

On rappelle qu'une forme modulaire de poids k sur le groupe modulaire
I', = SL(2, Z) ou sur un sous-groupe I' T, est une fonction holomorphe dans le
demi-plan supérieur H = {z € C|Im(z) > 0} satisfaisant a I’équation fonctionnelle
f (fﬁ - Z) = (cz + d)*(2) pour tout (¢%) e I'; 'ensemble de ces formes sera noté
MT'). Les formes modulaires ont des propriétés arithmétiques, venant surtout de
la théorie des opérateurs de Hecke, qui les relient avec des questions centrales de
la théorie des nombres comme les courbes elliptiques ou les représentations galoi-
siennes. Mais elles ont aussi des propriétés moins bien connues et indépendantes
de la théorie de Hecke, qui proviennent de I’interaction entre la notion de modu-
larité et celle de différentiation (ou, si on veut, entre les sous-groupes arithmé-
tiques du groupe de Lie SL(2, R) et son algebre de Lie). Le but du cours de cette
année, comme du cours 2000-2001 dont il était la suite, était d’étudier cette inter-
action et d’en décrire quelques applications diverses dans les mathématiques et la
physique mathématique.

1. La fonction E, et les formes quasimodulaires
Pour tout entier pair k > 0 on a la série d’Eisenstein E, = E,(z), les trois pre-
mieres étant les fonctions
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(g = €°™%), qu’on note aussi P, Q et R. La fonction E, appartient a M,(I";) pour
k> 2, et on a méme M(T')) : = ®&M(T")) = C[Q, R]. Par contre, la fonction
P = E,, qui peut étre interprétée comme 1’'une des « quasipériodes » de la courbe
elliptique C/(Zz + Z) paramétrée par z, n’est pas modulaire : elle satisfait plutot
a I’équation fonctionnelle
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Ceci a plusieurs conséquences. D’une part, on déduit facilement de 1’équation (1)
qu’on a
1 df

! k !
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et aussi P' — 11—2P2 € M,T)), ce qui donne explicitement les formules bien connues

P=L@-0., 0'=1Po-R., R'=1PrR- 0. ®

Une conséquence de (3) est que chaque élément f de I’anneau des formes modu-
laires M.(I")) ou plus généralement de 1’anneau des formes quasimodulaires ﬁ*(l",)
= C[P, Q, R] (voir le résumé de cours de ’année 2000) satisfait a une équation
différentielle autonome non-linéaire d’ordre 3 ; en effet, les quatre fonctions f, f/,
f" et f" appartiennent a 1’anneau 1\’/7*(1"1) dont le degré de transcendance est 3 et
sont donc forcément algébriquement dépendantes. Pour f = P cette équation dif-
férentielle est I’équation de Chazy P" = PP" — %P'Z, découverte en 1910, qui joue
un role dans la théorie des équations de Painlevé, et dont on obtient ainsi des solu-
tions paramétrées par I’espace I' \PGL(2, C).

Les formes quasimodulaires — qu’on peut aussi définir de facon plus intrin-
seque comme les fonctions holomorphes f: H — C telle que (cz + d)-* f (ﬁ—IS)
est un polynome en Cz”+ S pour z € H fixé et (ZZ) eI variable — apparaissent dans
des contextes assez vari€s en mathématiques et en physique théorique, par exemple
dans la théorie récente de 1’« équation d’anomalie holomorphe ». On décrit ici
deux autres exemples. Le premier vient de la théorie de la « symétrie miroir » en
dimension un : il s’agit de compter (dans un sens précis) le nombre de revétements
d’un degré d donné d’une courbe de genre 1 par une courbe de genre donné g,
avec ramification générique. Si on note ce nombre (qui a cause des automorphismes
des revétements considérés sera en général rationnel et non entier) par N (d) et sa

fonction génératrice par F(z) = X7, N(d) ¢ alors on a la formule (Dijkgraaf)

exp

iFg(z) XZzH] = coeff. de {° (comme élément de Q[{,{-1][[¢, X1
g=1
dans le produit l:[](l —q") - 1:[l a - e"zx/sq"/zé’)(l - e-"zx/sq"/zi_f-l)

n iR\pair
et on peut en déduire (Kaneko-Zagier) que la fonction F, est quasimodulaire de
poids 6g — 6 pour tour g > 1, le premier exemple étant F, = (5P3 — 3PQ —
2R)/27345 = ¢* + 8¢® + 30g* + - -

Une deuxiéme apparition des formes quasimodulaires dans un contexte inattendu
est un théoréme récent de Gallagher (1997) qui décrit les moments M, =
I o2 dx et M, =J(1) f(x)3 dx des fonctions périodiques f : R/ Z — C, normalisées
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par | o J(x) dx =0, | o f'(x)2 dx =1 : I'ensemble des paires de valeurs (M,, M,?) pos-
sibles est la région bornée en dessous par I’intervalle ]0, 1] et en dessus par une
courbe paramétrée par des fonctions rationnelles en P(z), Q(z) et R(z), z € iR_,.

2. Séries de Taylor des formes modulaires

La maniere usuelle de décrire une forme modulaire f(z) est d’en donner le déve-
loppement en série de Fourier f(z) = Y a(n)q* (¢ = ¢*™=), comme on 1’a fait ci-
dessus pour les séries d’Eisenstein. Les coefficients a(n) de ce développement ont
des propriétés souvent tres belles (on cite la multiplicativité bien connue des coef-
ficients de Fourier 7(n) de la « fonction discriminant » A(z) = gII(1 — ¢")* €
S,(I')), mais en méme temps assez mystérieuses. Il se trouve que I'idée plus
simple de considérer le développement en série de Taylor de la fonction holo-
morphe f(z) autour d’un point z, € H mene a des coefficients qui ont eux aussi
des applications arithmétiques remarquables et qui sont beaucoup plus faciles a
calculer que les coefficients de Fourier de f.

La série de Taylor usuelle f(z) = Xf™(z))(z — z,)"/n! a le défaut d’avoir un
domaine de convergence |z — z,| < Im(z,) plus petit que le domaine d’holomor-
phie H de f. Pour y remédier, on fait le changement de variable w = Z;fo qui

= Z
donne une bijection entre H et le disque-unité D = {w € C : |w| < 1}. Les meilleurs
coefficients s’obtiennent si on incorpore aussi le facteur d’automorphie qui cor-
respond a ce changement de variables. On définit alors la suite des coefficients de
Taylor canoniques de f dans le point z, € H par la formule

(1 _1 W)kf(z(i :Z;(:}W =’§)C,,[f§ 2] % (w] < 1), 4)

mais 2 équivalence pres, deux suites {C,} et {C'} étant considérées comme équi-
valentes s’il existe o, B € C* avec C', = o 8 C, pour tout n. Les coefficients
C,[f; z,] sont des combinaisons explicites des dérivées f™(z,) (0 <m < n); on
les considere a équivalence pres parce qu’on pourrait tout aussi bien considérer
I’isomorphisme z — PBw entre H et un disque de rayon |f| et aussi parce que la
classe d’équivalence de la suite {C,[f; z,]},5, ne dépend que de I’'image de z,
dans H/T. Les coefficients canoniques ont alors deux propriétés primordiales :

* ils sont calculables par un algorithme élémentaire (« quasi-récurrence ») : on
aCJ[f;zl=P,0)ou {P, ()} est une suite de polyndmes qui satisfait & une équa-
tion récursive du type P,, (1) = AP (f) + BP(1) + CP, (1) ol A, B et C sont des
polynémes en n et ¢ ;

* si f est algébrique (c’est-a-dire, a coefficients de Fourier dans CD) et z, est un
« point CM » (= racine d’une équation quadratique sur (), alors les coefficients
canoniques sont algébriques a équivalence prés : il existe o, f € C* tels que
a B'C,[f ; z,] € Q pour tout n.
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Par exemple, les coefficients canoniques (a équivalence pres) de E,(z) en z = i sont
les entiers {1, 0, 20, 0, 360, 0, 25920, ...} = {P,(0)} ou les P (r) € Z[t] sont don-
nés par Py(f) = 1, P,() =tet P, () =m/2+ 1)t P() — (32/2 — 24) P\(r) —
n(n +3) P,_,(t) pour n = 1.

L’application la plus importante est le calcul des valeurs spéciales L (i, n) (0 <
n < k) de la série L de Hecke L(is, s) = Xi(a)/N(a)* associée a un « grossencha-
rakter » ¢ de poids k — 1 (= fonction multiplicative sur les idéaux d’un corps qua-
dratique imaginaire satisfaisant a )((1)) = A*~! pour tout A congru a 1 modulo un
idéal fixé). Cette valeur (pour n > k/2) s’écrit de fonction explicite comme com-
binaison linéaire finie de valeurs C,_,_,[f ; z,] ou f est une série d’Eisenstein de
poids 2n — k + 1 et z, un point CM. Les valeurs spéciales des séries L de Hecke
jouent un rdle dans la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (dans le cas de mul-
tiplication complexe) et on obtient ainsi des applications a des problemes d’ana-
lyse diophantienne classiques. Par exemple, un probleme posé par Sylvester vers
1850 est de savoir quels sont les nombres premiers p qui s’expriment comme
X3+ y3 (x, y € Q) ; modulo la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer on trouve
(Villegas-Zagier) que pour p de la forme 9n + 1, le seul cas difficile, ceci sera le
cas si et seulement si p|Q,(0), ot {Q, (1)} est une suite de polyndmes a coefficients
entiers satisfaisant a une récurrence analogue a celle donnée ci-dessus, et cette
condition est nécessaire sans aucune conjecture.

Une autre application provient d’un résultat, également due a Villegas-Zagier,
qui dit que dans certains cas les coefficients canoniques C,[O ; z,] pour une série
théta © de poids 1 dans un point CM z, seront les carrés des coefficients cano-
niques C,[6; z,] d’une autre série théta 6 de poids 1/2 dans un autre point CM z,.
Cela implique le fait — qu’on avait formulé longtemps avant comme conjecture
sur la base des calculs numériques — que les valeurs centrales L(i, k/2) sont, a
un facteur connu pres, des carrés. (Dans le cas k = 2, cet énoncé serait une consé-
quence de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, le carré en question étant
I’ordre du groupe de Shafarevich-Tate [L1). On obtient aussi le fait surprenant qu’il
existe des paires de suites de polyndmes {P,} et {Q,}, satisfaisant tous les deux
a des récurrences comme ci-dessus, avec Q,(0) = P,(0)? pour tout n, bien qu’il n’y
ait pas d’autre lien entre les polyndmes P, et Q,.

3. Equations différentielles linéaires et formes modulaires

Comme déja mentionné dans le résumé du cours de I’année passée, les formes
modulaires satisfont non seulement a une équation différentielle non-linéaire de
degré 3 (§ 1.), mais aussi a une équation différentielle linéaire a coefficients algé-
briques, si on les exprime comme fonction de #(z) au lieu de z, #(z) étant une fonc-
tion modulaire quelconque. Ce fait classique joue un rdle dans beaucoup de
questions intéressantes en mathématiques et physique. Un exemple frappant qui a
été mentionné dans le dernier résumé de cours est I’ interprétation modulaire, décou-
verte par Beukers, des récurrences utilisées par Apéry dans sa démonstration de
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I’irrationalité de {(2) et {(3). Dans le cours de cette année, on a donné d’autres
exemples, liés a la « symétrie miroir » et au calcul des valeurs supersingulieres
de I’invariant modulaire j en caractéristique p, qui ne seront pas décrits ici. On a
également discuté des calculs numériques qui suggerent une caractérisation
intrinséque dans certains cas des équations différentielles associées aux formes
modulaires. L’équation différentielle d’ Apéry pour le cas de {(2) est liée a la récur-
rence

(n+12A, =112+ 1ln+3)A, + A, (120; Aj=1)

n+l1

qui a la propriété surprenante d’avoir une solution avec A, € Z pour tout n (et
non seulement n!> A, € Z comme la récurrence I’'implique). On a étudié la récur-
rence plus générale

m+ 1A, =@?+an+b)A, —cn*A,_, n=0; Ay=1) 5)

n+l

pour une centaine de millions de valeurs des parametres (a, b, ¢) € Z3 et on a
trouvé qu’il n’y avait parmi eux que sept cas non-dégénérés (c’est-a-dire avec
c(a®> — 4c) # 0) ayant la méme propriété d’intégralité et qu’ils provenaient tous
des formes modulaires (plus précisément, des équations de Picard-Fuchs associées
a certains fibrés en courbes elliptiques sur P!). Inversement, en utilisant un résul-
tat de Beauville on peut démontrer que ces sept cas sont les seules récurrences du
type (5) qui viennent des formes modulaires. Les résultats expérimentaux cités
soutiennent donc I’hypothese que ce n’est que dans le cas modulaire que le phé-
nomene d’intégralité peut se produire. C’est un cas spécial d’une conjecture géné-
rale due a Grothendieck, Dwork, Bombieri, ... décrivant les équations différentielles
provenant de la géométrie algébrique et dont le calcul évoqué ici fournit donc une
corroboration expérimentale assez étendue.

Dans une direction 1égérement différente, on peut donner une interprétation
modulaire de la formule célebre de Cardy dans la théorie de percolation (Kleban-
Zagier). Cette formule donne la probabilité de percolation a travers un rectangle
R — disons, de droite a gauche, et par rapport a un réseau en carrés de taille ten-
dant vers 0 — comme une fonction hypergéométrique du birapport (rapport anhar-
monique) de ses quatre sommets. Le lien entre formes modulaires et équations
différentielles implique alors une formule pour cette méme probabilité, exprimée
maintenant comme fonction du quotient » des longueurs des cotés de R, en termes
modulaires : elle vaut C J:Qr](it)“dt, ou 1(z) est la fonction éta de Dedekind et
C'=2"¢ 2/\/31“(1/3)3. On trouve aussi a ’aide de la théorie des formes modu-
laires une caractérisation tres simple de cette fonction : c’est la seule fonction de
la forme P(r) = 3, . a,e 7"+ avec a, € C et oo € R_, ayant la propriété
P(r) + P(1/r) = 1. La derniere propriété étant facile pour la probabilité dont il
s’agit, cette observation fournirait une preuve trés simple de la formule de Cardy
si on pouvait trouver une raison a priori pour laquelle la probabilité en question
possederait un développement en série du type indiqué, un fait qui dans I’analyse
de Cardy est lié¢ a la théorie des champs conformes.
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4. Crochets de Rankin-Cohen et structures algébriques

La formule (2) implique immédiatement que si on a deux formes modulaires f
et g de poids k et [, alors le « crochet » [f, g], = kfg'— If'g est une forme modu-
laire de poids k + [ + 2 ; plus généralement, il existe pour tout n = 0 une combi-
naison linéaire [f, g], des produits f®g®~" qui est modulaire de poids k + [ + 2n.
Ces « crochets de Rankin-Cohen », qui ont déjé été mentionnés brievement dans
le résumé du cours de 1’année 2000-2001, sont une structure supplémentaire dans
I’espace des formes modulaires qui est I’'une des manifestations les plus impor-
tantes de I’interaction entre les formes modulaires et la différentiation. Dans le
cours on en a discuté plusieurs aspects, en particulier les relations avec les formes
modulaires de Hilbert (application de Doi-Naganuma) et de Siegel (théorie des
polyndmes sphériques généralisés développée conjointement avec T. Ibukiyama),
et aussi les liens avec les opérateurs pseudo-différentiels et les algebres vertex dont
nous donnons quelques indications ici.

Par « opérateur pseudo-différentiel » (une terminologie plus correcte serait : sym-
bole d’un tel opérateur) on entend une somme formelle F = ¥, _, f,(z)D~", ou D
est I’opérateur d/dz, avec multiplication donnée par la régle de Leibniz. Si les f,
sont des fonctions holomorphes dans H, alors le groupe T" opére sur ces objets et
on peut considérer I’anneau y(I') des opérateurs pseudo-différentiels I'-invariants.
Si un tel F a un développement de la forme . ., f,(z)D~", alors on voit facilement
que le premier coefficient f,(z) est une forme modulaire de poids 2k sur I'. On a
donc une filtration y(I') = y(I'),, D y(I),, D ... avec y(I),,/y(D),,,, = M, (),
et on démontre par une construction explicite que cette derniere application est un
isomorphisme, c¢’est-a-dire que chaque f(z) € M, (I') est le coefficient initial d’un
opérateur pseudo-différentiel I'-invariant. (On prend pour f,(z) un certain multiple
de la dérivée f-(z).) La multiplication dans 1’anneau y(I') induit alors une mul-
tiplication non-commutative dans 1’espace . 7 = [Tz, M,,(I'). On peut varier cette
construction et obtenir une collection infinie de multiplications sur .Z avec une
structure algébrique sous-jacente assez intéressante. Ces multiplications s’expri-
ment toutes a 1’aide des crochets de Rankin-Cohen par une formule de la forme
fxg=2_0c, [f, gl oules ¢, sont des coefficients numériques qui ne dépen-
dent que des poids de f et g et qui ont des propriétés combinatoires assez inté-
ressantes.

On peut, plus généralement, considérer la structure algébrique abstraite donnée
par un espace vectoriel gradué R = @ R, muni de crochets [, ],: R, ® R, = R,
de degré n (n = 0, 1,...) qui satisfont a toutes les identités que possedent les cro-
chets de Rankin-Cohen usuels. Ces objets, qu’on appelle algebres de Rankin-
Cohen, sont dans un certain sens analogues aux « algebres vertex » étudiées par
Kac, Borcherds, ... Plus concretement, on peut construire pour deux algebres de
Rankin-Cohen R et R'une multiplication associative (et commutative) sur le « pro-
duit tensoriel diagonal » R® R' = I, R, ® R, donnée par la formule (f ® f')
g®gH=23 1k DIf gl, ®[f, gl,, ou les v,(k, ]) sont des coefficients numé-



THEORIE DES NOMBRES 125

riques (mais assez compliqués) qui dans le cas modulaire proviennent du lien entre
les formes modulaires usuelles et les formes modulaires de Siegel de degré 2. Si
on choisit pour R' une certaine algébre de Rankin-Cohen standard, on obtient de
cette maniére une application de la catégorie des algébres de Rankin-Cohen dans
la catégorie des algebres associatives et commutatives munies d’une opération de
I’algebre de Lie sl, par des dérivations, et cette application s’avére étre un iso-
morphisme de catégories. Une construction analogue montre 1I’équivalence dans
un certain contexte de la catégorie des algebres vertex et les algébres de Lie munies
d’une opération de sl, par des dérivations. (Travail en cours d’élaboration avec
K. Nagatomo, Osaka).
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