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Espaces vectoriels symplectiques

» Un espace vectoriel symplectique est un espace vectoriel
(de dimension paire) muni d’une forme bilinéaire alternée
non dégénérée, appelée forme symplectique.
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» Un espace vectoriel symplectique est un espace vectoriel
(de dimension paire) muni d’une forme bilinéaire alternée
non dégénérée, appelée forme symplectique.

» Un espace vectoriel symplectique (E, w) (de dimension 2n)
est canoniquement orienté par A"w.
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Espaces vectoriels symplectiques

» Un espace vectoriel symplectique est un espace vectoriel
(de dimension paire) muni d’une forme bilinéaire alternée
non dégénérée, appelée forme symplectique.

» Un espace vectoriel symplectique (E, w) (de dimension 2n)
est canoniquement orienté par A"w.

» La formule

w(v,v)=tvQVv,

met en correspondance biunivoque les formes
symplectiques sur R2" et les matrices antisymétriques
inversibles Q € Ma,(R).
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Espaces vectoriels symplectiques

» Un espace vectoriel symplectique est un espace vectoriel
(de dimension paire) muni d’une forme bilinéaire alternée
non dégénérée, appelée forme symplectique.

» Un espace vectoriel symplectique (E, w) (de dimension 2n)
est canoniquement orienté par A"w.
» La formule
w(v,v)=tvQVv,

met en correspondance biunivoque les formes
symplectiques sur R2" et les matrices antisymétriques
inversibles Q € Ma,(R).

» La forme symplectique canonique sur R?" est associée a
la matrice
. 0o 1,
w9,
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» Le groupe GL(E) agit transitivement sur 'espace des
formes symplectiques sur E.
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» Le groupe GL(E) agit transitivement sur 'espace des
formes symplectiques sur E. Le stabilisateur d’'une forme
symplectique w est un sous-groupe de Lie de GL(E)
appelé groupe symplectique de (E,w) et noté Sp(E,w).
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» Le groupe GL(E) agit transitivement sur 'espace des
formes symplectiques sur E. Le stabilisateur d’'une forme
symplectique w est un sous-groupe de Lie de GL(E)
appelé groupe symplectique de (E,w) et noté Sp(E,w).
Les éléments de Sp(E,w) sont appelés automorphismes
symplectiques.
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» Le groupe GL(E) agit transitivement sur 'espace des
formes symplectiques sur E. Le stabilisateur d’'une forme
symplectique w est un sous-groupe de Lie de GL(E)
appelé groupe symplectique de (E,w) et noté Sp(E,w).
Les éléments de Sp(E,w) sont appelés automorphismes
symplectiques.

» Lalgébre de Lie de Sp(E,w), notée sp(E,w), est formée
des endomorphismes a de E vérifiant

w(v,aVv)+w(av,v)=0, Vv,V € E.
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» Le groupe GL(E) agit transitivement sur 'espace des
formes symplectiques sur E. Le stabilisateur d’'une forme
symplectique w est un sous-groupe de Lie de GL(E)
appelé groupe symplectique de (E,w) et noté Sp(E,w).
Les éléments de Sp(E,w) sont appelés automorphismes
symplectiques.

» Lalgébre de Lie de Sp(E,w), notée sp(E,w), est formée
des endomorphismes a de E vérifiant

w(v,aVv)+w(av,v)=0, Vv,V € E.

» Un automorphisme symplectique est de déterminant 1.
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» Le groupe GL(E) agit transitivement sur 'espace des
formes symplectiques sur E. Le stabilisateur d’'une forme
symplectique w est un sous-groupe de Lie de GL(E)
appelé groupe symplectique de (E,w) et noté Sp(E,w).
Les éléments de Sp(E,w) sont appelés automorphismes
symplectiques.

» Lalgébre de Lie de Sp(E,w), notée sp(E,w), est formée
des endomorphismes a de E vérifiant

w(v,aVv)+w(av,v)=0, Vv,V € E.

» Un automorphisme symplectique est de déterminant 1.
» Dans une base ou w est associée a une matrice Q, les
automorphismes symplectiques sont caractérisés par la
relation
IMQM=Q.
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» Le groupe GL(E) agit transitivement sur 'espace des
formes symplectiques sur E. Le stabilisateur d’'une forme
symplectique w est un sous-groupe de Lie de GL(E)
appelé groupe symplectique de (E,w) et noté Sp(E,w).
Les éléments de Sp(E,w) sont appelés automorphismes
symplectiques.

» Lalgébre de Lie de Sp(E,w), notée sp(E,w), est formée
des endomorphismes a de E vérifiant

w(v,aVv)+w(av,v)=0, Vv,V € E.

» Un automorphisme symplectique est de déterminant 1.
» Dans une base ou w est associée a une matrice €, les
automorphismes symplectiques sont caractérisés par la

relation
IMQM=Q.
Les éléments de sp(E,w) sont caractérisés par la relation
IMQ+QM=0.
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> Si \ € C est valeur propre de A € Sp(E,w), alors A, A",
A~' sont aussi valeurs propres de A.
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> Si \ € C est valeur propre de A € Sp(E,w), alors A, A",
A~' sont aussi valeurs propres de A.

» Si \ € C est valeur propre de a € sp(E,w), alors \, —\, —\
sont aussi valeurs propres de a.
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> Si \ € C est valeur propre de A € Sp(E,w), alors A, A",
A~' sont aussi valeurs propres de A.

» Si \ € C est valeur propre de a € sp(E,w), alors \, —\, —\
sont aussi valeurs propres de a.

» Soit (E,w) un espace vectoriel symplectique. Un
sous-espace vectoriel de E est dit isotrope s'il est contenu
dans son w-orthogonal,
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> Si \ € C est valeur propre de A € Sp(E,w), alors A, A",
A~' sont aussi valeurs propres de A.

» Si \ € C est valeur propre de a € sp(E,w), alors \, —\, —\
sont aussi valeurs propres de a.

» Soit (E,w) un espace vectoriel symplectique. Un
sous-espace vectoriel de E est dit isotrope s'il est contenu
dans son w-orthogonal, coisotrope s’il contient son
w-orthogonal,
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> Si \ € C est valeur propre de A € Sp(E,w), alors A, A",
A~' sont aussi valeurs propres de A.

» Si \ € C est valeur propre de a € sp(E,w), alors \, —\, —\
sont aussi valeurs propres de a.

» Soit (E,w) un espace vectoriel symplectique. Un
sous-espace vectoriel de E est dit isotrope s'il est contenu
dans son w-orthogonal, coisotrope s’il contient son
w-orthogonal, lagrangien s'il est égal a son w-orthogonal.
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> Si \ € C est valeur propre de A € Sp(E,w), alors A, A",
A~' sont aussi valeurs propres de A.

» Si \ € C est valeur propre de a € sp(E,w), alors \, —\, —\
sont aussi valeurs propres de a.

» Soit (E,w) un espace vectoriel symplectique. Un
sous-espace vectoriel de E est dit isotrope s'il est contenu
dans son w-orthogonal, coisotrope s’il contient son
w-orthogonal, lagrangien s'il est égal a son w-orthogonal.

» Le groupe symplectique Sp(E,w) opére transitivement sur
la variété grassmannienne des sous-espaces lagrangiens
de E.
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> Si \ € C est valeur propre de A € Sp(E,w), alors A, A",
A~' sont aussi valeurs propres de A.

» Si \ € C est valeur propre de a € sp(E,w), alors \, —\, —\
sont aussi valeurs propres de a.

» Soit (E,w) un espace vectoriel symplectique. Un
sous-espace vectoriel de E est dit isotrope s'il est contenu
dans son w-orthogonal, coisotrope s’il contient son
w-orthogonal, lagrangien s'il est égal a son w-orthogonal.

» Le groupe symplectique Sp(E,w) opére transitivement sur
la variété grassmannienne des sous-espaces lagrangiens
de E.

» Posons dim E = 2n. La variété grassmannienne
lagrangienne est de dimension 3n(n+ 1).
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> Si \ € C est valeur propre de A € Sp(E,w), alors A, A",
A~' sont aussi valeurs propres de A.

» Si \ € C est valeur propre de a € sp(E,w), alors \, —\, —\
sont aussi valeurs propres de a.

» Soit (E,w) un espace vectoriel symplectique. Un
sous-espace vectoriel de E est dit isotrope s'il est contenu
dans son w-orthogonal, coisotrope s’il contient son
w-orthogonal, lagrangien s'il est égal a son w-orthogonal.

» Le groupe symplectique Sp(E,w) opére transitivement sur
la variété grassmannienne des sous-espaces lagrangiens
de E.

» Posons dim E = 2n. La variété grassmannienne
lagrangienne est de dimension %n(n +1). Le groupe
Sp(E, w) est de dimension n(2n+ 1).
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Variétés symplectiques et symplectomorphismes

» Une variété symplectique est une variété de dimension
paire munie d’'une forme symplectique:
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Variétés symplectiques et symplectomorphismes

» Une variété symplectique est une variété de dimension
paire munie d’'une forme symplectique: une 2-forme
fermée partout non dégénérée.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Variétés symplectiques et symplectomorphismes

» Une variété symplectique est une variété de dimension
paire munie d’'une forme symplectique: une 2-forme
fermée partout non dégénérée.

En tout point d’une variété symplectique, I'espace tangent
est ainsi un espace vectoriel symplectique.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Variétés symplectiques et symplectomorphismes

» Une variété symplectique est une variété de dimension
paire munie d’'une forme symplectique: une 2-forme
fermée partout non dégénérée.

En tout point d’une variété symplectique, I'espace tangent
est ainsi un espace vectoriel symplectique.

» Soit (M, w) une variété symplectique. Alors A"w est une
forme volume, dite de Liouville.
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Variétés symplectiques et symplectomorphismes

» Une variété symplectique est une variété de dimension
paire munie d’'une forme symplectique: une 2-forme
fermée partout non dégénérée.

En tout point d’une variété symplectique, I'espace tangent
est ainsi un espace vectoriel symplectique.

» Soit (M, w) une variété symplectique. Alors A"w est une
forme volume, dite de Liouville.

» Soient (M, w), (M',w’) deux variétés symplectiques. Un
dlffeomorphlsme f: M — M est symplectique, ou est un
symplectomorphisme si f*w’ = w.
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Variétés symplectiques et symplectomorphismes

» Une variété symplectique est une variété de dimension
paire munie d’'une forme symplectique: une 2-forme
fermée partout non dégénérée.

En tout point d’'une variété symplectique, I'espace tangent
est ainsi un espace vectoriel symplectique.

» Soit (M, w) une variété symplectique. Alors A"w est une
forme volume, dite de Liouville.

» Soient (M, w), (M',w’) deux variétés symplectiques. Un
dlffeomorphlsme f: M — M est symplectique, ou est un
symplectomorphisme si f*w’ = w. Un tel difféomorphisme
préserve les formes de Liouville associées.
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Variétés symplectiques et symplectomorphismes

» Une variété symplectique est une variété de dimension
paire munie d’'une forme symplectique: une 2-forme
fermée partout non dégénérée.

En tout point d’une variété symplectique, I'espace tangent
est ainsi un espace vectoriel symplectique.

» Soit (M, w) une variété symplectique. Alors A"w est une
forme volume, dite de Liouville.

» Soient (M, w), (M',w’) deux variétés symplectiques. Un
dlffeomorphlsme f: M — M est symplectique, ou est un
symplectomorphisme si f*w’ = w. Un tel difféomorphisme
préserve les formes de Liouville associées.

Les symplectomorphismes de classe C" de (M, w) forment
un sous-groupe du groupe Diff" (M) noté Diff!,(M).
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Exemples. Espaces cotangents

» SurR?", R" x T" ou T?", munis des coordonnées globales
P1,---,Pn, G1,---,qn, ON a la forme symplectique
canonique

n
w = Z ap; A dq;.

i=1
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Exemples. Espaces cotangents

» SurR?", R" x T" ou T?", munis des coordonnées globales
P1,---,Pn, G1,---,qn, ON a la forme symplectique
canonique

n
w = Z ap; A dq;.

i=1

» Le fibré cotangent M = T*N d’une variété N est
naturellement muni d’'une forme symplectique w = dn.
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Exemples. Espaces cotangents

» SurR?", R" x T" ou T?", munis des coordonnées globales
P1,---,Pn, G1,---,qn, ON a la forme symplectique
canonique

n
w = Z ap; A dq;.

i=1

» Le fibré cotangent M = T*N d’une variété N est
naturellement muni d’une forme symplectique w = dn. La
1-forme 7 est définie par

n(v) =<p, Txpm(v) >, VxeN, pe TyN, veTy,pM,

ourn: T*N — N estla projetion canonique et < , >
indique la dualité entre espaces tangents et cotangents.
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Exemples. Espaces cotangents

» SurR?", R" x T" ou T?", munis des coordonnées globales
P1,---,Pn, G1,---,qn, ON a la forme symplectique
canonique

n
w = Z ap; A dq;.

i=1

» Le fibré cotangent M = T*N d’une variété N est
naturellement muni d’une forme symplectique w = dn. La
1-forme 7 est définie par
n(v) =<p, Txpm(v) >, VxeN, pe TyN, veTy,pM,
ourn: T*N — N estla projetion canonique et < , >
indique la dualité entre espaces tangents et cotangents.

» Sif: N — N estun diffomorphisme ente variétés, alors

T*f: T*N — T*N’ est un symplectomorphisme entre les
fibrés cotangents.
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Le théoréme de Darboux

Il n’y a pas d’invariants locaux en géométrie symplectique.
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Le théoréme de Darboux

Il n’y a pas d’invariants locaux en géométrie symplectique.

Théoréme:  (Darboux) Soit (M?",w) une variété
symplectique, et soit m un point de M. Il existe un
difféomorphisme f d’'un voisinage de 0 dans R2" sur un
voisinage de m dans M tel qu’on ait

n
ffw=">_dojAdg.

i=1
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Sous-variétés lagrangiennes

Une sous-variété L d’'une variété symplectique (M, w) est
lagrangienne si T,L est un sous-espace lagrangien de T,M pour tout
x e L.
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Sous-variétés lagrangiennes

Une sous-variété L d’'une variété symplectique (M, w) est
lagrangienne si T,L est un sous-espace lagrangien de T,M pour tout
x e L.

Proposition: Soit N une variété et soit 6 une 1-forme sur N.
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Sous-variétés lagrangiennes

Une sous-variété L d’'une variété symplectique (M, w) est
lagrangienne si T,L est un sous-espace lagrangien de T,M pour tout
x € L.

Proposition: Soit N une variété et soit 6 une 1-forme sur N. Le
graphe de 6, considéré comme une sous-variété de T*N, est
lagrangien ssi la 1-forme 6 est fermée.

Preuve: Lassertion est locale. Dans un systéme de coordonnées
7 . n
g1,...,qn, €crivons 6 = >, 6;dq;.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Sous-variétés lagrangiennes

Une sous-variété L d’'une variété symplectique (M, w) est
lagrangienne si T,L est un sous-espace lagrangien de T,M pour tout
x € L.

Proposition: Soit N une variété et soit 6 une 1-forme sur N. Le
graphe de 6, considéré comme une sous-variété de T*N, est
lagrangien ssi la 1-forme 6 est fermée.

Preuve: Lassertion est locale. Dans un systéme de coordonnées

ai,-..,Qn, €crivons 6 = 27:1 0;dqg;. Une base de I'espace tangent au
graphe de ¢ est formée des champs de vecteurs
a9; 0 j
= =1,...,n
X aQJ Z oq; 8P/
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Sous-variétés lagrangiennes

Une sous-variété L d’'une variété symplectique (M, w) est
lagrangienne si T,L est un sous-espace lagrangien de T,M pour tout
x € L.

Proposition: Soit N une variété et soit 6 une 1-forme sur N. Le
graphe de 6, considéré comme une sous-variété de T*N, est
lagrangien ssi la 1-forme 6 est fermée.

Preuve: Lassertion est locale. Dans un systéme de coordonnées

ai,-..,Qn, €crivons 6 = 27:1 0;dqg;. Une base de I'espace tangent au
graphe de ¢ est formée des champs de vecteurs
00; 0 j
= =1,...,n
X aQJ Z oq; 8P/
Pour la forme symplectique canonique w sur T*N, on a
00k 06;
Xi, X — -
( '/ k) 6qj aqk
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Sous-variétés lagrangiennes

Une sous-variété L d’'une variété symplectique (M, w) est
lagrangienne si T,L est un sous-espace lagrangien de T,M pour tout
x € L.

Proposition: Soit N une variété et soit 6 une 1-forme sur N. Le
graphe de 6, considéré comme une sous-variété de T*N, est
lagrangien ssi la 1-forme 6 est fermée.

Preuve: Lassertion est locale. Dans un systéme de coordonnées

ai,-..,Qn, €crivons 6 = 27:1 0;dqg;. Une base de I'espace tangent au
graphe de ¢ est formée des champs de vecteurs
00; 0 j
= =1,...,n
X aQJ Z oq; 8P/
Pour la forme symplectique canonique w sur T*N, on a
00k 06;
X7X a~ 717
(%X, Xi) = 9q;  0q«
d’'ou la proposition. [l
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Une variante de la proposition précédente

Soit N une variété, et soit 8 une 1-forme sur N.
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Une variante de la proposition précédente

Soit N une variété, et soit 8 une 1-forme sur N.

Proposition: Le difféomorphisme (x, v) — (x, v + 6(x)) de
T*N est symplectique ssi la 1-forme 6 est fermée.
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Une variante de la proposition précédente

Soit N une variété, et soit 8 une 1-forme sur N.

Proposition: Le difféomorphisme (x, v) — (x, v + 6(x)) de
T*N est symplectique ssi la 1-forme 6 est fermée.

La preuve est semblable a celle de la proposition précédente.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Champs de vecteurs Hamiltoniens

Un Hamiltonien est une fonction lisse H sur une variété symplectique
(M, w).
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Champs de vecteurs Hamiltoniens

Un Hamiltonien est une fonction lisse H sur une variété symplectique
(M,w). Le champ de vecteurs Hamiltonien Xy associé a H est défini
par

wx(v, Xu(x)) = dyH(v), Vxe M, veTM.
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Champs de vecteurs Hamiltoniens

Un Hamiltonien est une fonction lisse H sur une variété symplectique
(M,w). Le champ de vecteurs Hamiltonien Xy associé a H est défini
par

wx(v, Xu(x)) = dyH(v), Vxe M, veTM.

Dans des coordonnées de Darboux, I'équation différentielle associée
est

. OH . OH

L )
a op; I 0q;
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Champs de vecteurs Hamiltoniens

Un Hamiltonien est une fonction lisse H sur une variété symplectique
(M,w). Le champ de vecteurs Hamiltonien Xy associé a H est défini
par

wx(v, Xu(x)) = dyH(v), Vxe M, veTM.

Dans des coordonnées de Darboux, I'équation différentielle associée
est

qi = 8P/’ Pi = aqi’ — byl

On a dyH(Xu(x)) = 0, donc le Hamiltonien H est constant le long des
orbites de Xp.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Champs de vecteurs Hamiltoniens

Un Hamiltonien est une fonction lisse H sur une variété symplectique
(M,w). Le champ de vecteurs Hamiltonien Xy associé a H est défini
par

wx(v, Xu(x)) = dyH(v), Vxe M, veTM.

Dans des coordonnées de Darboux, I'équation différentielle associée
est

. OH . OH

=20 =20 i=1,...n
4= 50 PI= g

On a dyH(Xu(x)) = 0, donc le Hamiltonien H est constant le long des
orbites de Xp.

Le flot de Xy est constitué de symplectomorphismes:
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Champs de vecteurs Hamiltoniens

Un Hamiltonien est une fonction lisse H sur une variété symplectique
(M,w). Le champ de vecteurs Hamiltonien Xy associé a H est défini
par

wx(v, Xu(x)) = dyH(v), Vxe M, veTM.

Dans des coordonnées de Darboux, I'équation différentielle associée
est

qi = 8P/’ Pi = aqi’ — byl

On a dyH(Xu(x)) = 0, donc le Hamiltonien H est constant le long des
orbites de Xp.

Le flot de Xy est constitué de symplectomorphismes: on a en effet

Lxyw = (ix,d + dix,,)w = d(dH) = 0.
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Action des symplectomorphismes

Soit f : (M,w) — (M',w") un symplectomorphisme, et soit
H : M’ — R un Hamiltonien. Posons H := H' o f.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Action des symplectomorphismes

Soit f : (M,w) — (M',w") un symplectomorphisme, et soit

H' : M" — R un Hamiltonien. Posons H := H' o f.

Alors I'image par Tf du champ de vecteurs Xy est le champ de
vecteurs Xy.
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Action des symplectomorphismes

Soit f : (M,w) — (M',w") un symplectomorphisme, et soit

H' : M" — R un Hamiltonien. Posons H := H' o f.

Alors I'image par Tf du champ de vecteurs Xy est le champ de
vecteurs Xy.. En effet, pour x ¢ M, v € TyM, on a

W (Tif(v), Tuf(Xu(x))) = w(v, Xu(x))
— dyH(V)
= diH'(Txf(v))
= W' (Txf(v), X (f(X))),
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Action des symplectomorphismes

Soit f : (M,w) — (M',w") un symplectomorphisme, et soit

H' : M" — R un Hamiltonien. Posons H := H' o f.

Alors I'image par Tf du champ de vecteurs Xy est le champ de
vecteurs Xy.. En effet, pour x ¢ M, v € TyM, on a

W (Tif(v), Tuf(Xu(x))) = w(v, Xu(x))
— dyH(V)
= diH'(Txf(v))
= W' (Txf(v), X (f(X))),

donc Txf(Xu(x)) = Xe (£(X)).
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Exemple: le probleme des n corps

Les équations du probleme des n corps
- Q

C?-:—i P; = m;m; , i=1,...,n,
e P ’fuo QP
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Exemple: le probleme des n corps

Les équations du probleme des n corps

. i Q/ .
Q-:—’ P_E m;mj , i=1,....n,
Com ’HO Qilf®

correspondent au Hamiltonien

1P mim,
P
HQ Z Z 1o - qQl

I
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Compléte intégrabilité

Soit U une partie ouverte de R". Munissons T" x U des
coordonnées qi,...,Qn, P1, - - -, Pn et de la forme symplectique
standard w = ) dp; A dq;.
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Compléte intégrabilité

Soit U une partie ouverte de R". Munissons T” x U des
coordonnées qi,...,Qn, P1, - - -, Pn et de la forme symplectique
standard w = ) dp; A dq;.

Un Hamiltonien H sur T” x U est complétement intégrable s'il
ne dépend que des variables d’action py, ..., pn.
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Complete intégrabilité

Soit U une partie ouverte de R". Munissons T" x U des
coordonnées qi,...,Qn, P1, - - -, Pn et de la forme symplectique
standard w = ) dp; A dq;.

Un Hamiltonien H sur T” x U est complétement intégrable s'il
ne dépend que des variables d’action py, ..., pn. Les autres
coordonnées gy, ..., gn sont les variables angulaires.
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Complete intégrabilité

Soit U une partie ouverte de R". Munissons T" x U des
coordonnées qi,...,Qn, P1, - - -, Pn et de la forme symplectique
standard w = ) dp; A dq;.

Un Hamiltonien H sur T” x U est complétement intégrable s'il

ne dépend que des variables d’action py, ..., pn. Les autres
coordonnées gy, ..., gn sont les variables angulaires.
Les équations de Hamilton s’écrivent alors
oH . OH .
=——=0 = — =«aj(p), =1,...,n
pl aql 9 ql apl al(p)
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Complete intégrabilité

Soit U une partie ouverte de R". Munissons T" x U des
coordonnées qi,...,Qn, P1, - - -, Pn et de la forme symplectique
standard w = ) dp; A dq;.

Un Hamiltonien H sur T” x U est complétement intégrable s'il

ne dépend que des variables d’action py, ..., pn. Les autres
coordonnées gy, ..., gn sont les variables angulaires.
Les équations de Hamilton s’écrivent alors
oH . OH .
i=———=0 = ~—— =:1qai(p), =1,...,n
j oq; N ap; a,(p)

Lespace des phases T" x U est feuilleté par les tores {p = p..}
de dimension n, qui sont invariants par le flot de Xy.
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Chacun de ces tores est lagrangien.
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Chacun de ces tores est lagrangien. La restriction de Xy au
tore {p = p.} est le champ de vecteurs constant

! G
Xy(p.) = i(Px) =—.
(p.) ,;‘a,(p )3q
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Chacun de ces tores est lagrangien. La restriction de Xy au
tore {p = p.} est le champ de vecteurs constant

! G
Xy(p.) = i(Px) =—.
(p.) ,;‘a,(p )3q

» Lorsque les «;(p.) sont rationnellement indépendants, le
flot de X,(p,) est minimal et uniquement ergodique.
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Chacun de ces tores est lagrangien. La restriction de Xy au
tore {p = p.} est le champ de vecteurs constant

! G
Xy(p.) = i(Px) =—.
(p.) ,;‘a,(p )3q

» Lorsque les «;(p.) sont rationnellement indépendants, le
flot de X,(p,) est minimal et uniquement ergodique.

» Sinon, les adhérences des orbites sont des tores isotropes
de dimension < n.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Chacun de ces tores est lagrangien. La restriction de Xy au
tore {p = p.} est le champ de vecteurs constant

! G
Xy(p.) = i(Px) =—.
(p.) ,;‘a,(p )3q

» Lorsque les «;(p.) sont rationnellement indépendants, le
flot de X,(p,) est minimal et uniquement ergodique.

» Sinon, les adhérences des orbites sont des tores isotropes
de dimension < n.

» Lorsque les «j(p.) sont commensurables, le tore {p = p.}
est feuilleté par des orbites périodiques de Xj.
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Sous-variétés lagrangiennes invariantes

Soit N une sous-variété lagrangienne d’une variété
symplectique (M, w).
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Sous-variétés lagrangiennes invariantes

Soit N une sous-variété lagrangienne d’une variété
symplectique (M, w).

Theoréme: (Weinstein) Il existe un symplectomorphisme d’un
voisinage de N dans M sur un voisinage de la section nulle dans
T*N.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Sous-variétés lagrangiennes invariantes

Soit N une sous-variété lagrangienne d’une variété
symplectique (M, w).

Theoréme: (Weinstein) Il existe un symplectomorphisme d’un
voisinage de N dans M sur un voisinage de la section nulle dans
T*N.

Proposition: Si un Hamiltonien H est constant sur N, alors N
est invariant par le flot de Xy.
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Sous-variétés lagrangiennes invariantes

Soit N une sous-variété lagrangienne d’une variété
symplectique (M, w).

Theoréme: (Weinstein) Il existe un symplectomorphisme d’un
voisinage de N dans M sur un voisinage de la section nulle dans
T*N.

Proposition: Si un Hamiltonien H est constant sur N, alors N
est invariant par le flot de Xy.

En effet, on a

w(V, Xu(x)) = dyH(v) =0, Vx e N, veTN.
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Sous-variétés lagrangiennes invariantes

Soit N une sous-variété lagrangienne d’une variété
symplectique (M, w).

Theoréme: (Weinstein) Il existe un symplectomorphisme d’un
voisinage de N dans M sur un voisinage de la section nulle dans
T*N.

Proposition: Si un Hamiltonien H est constant sur N, alors N
est invariant par le flot de Xy.

En effet, on a

w(V, Xu(x)) = dyH(v) =0, Vx e N, veTN.

Donc Xy(x) est w-orthogonal a T;N;

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Sous-variétés lagrangiennes invariantes

Soit N une sous-variété lagrangienne d’une variété
symplectique (M, w).

Theoréme: (Weinstein) Il existe un symplectomorphisme d’un
voisinage de N dans M sur un voisinage de la section nulle dans
T*N.

Proposition: Si un Hamiltonien H est constant sur N, alors N
est invariant par le flot de Xy.

En effet, on a

w(V, Xu(x)) = dyH(v) =0, Vx e N, veTN.

Donc Xy(x) est w-orthogonal a T,N; comme N est lagrangienne,
Xu(x) appartienta T,N. [
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Tores invariants lagrangiens

Supposons que T C M soit un tore lagrangien, et que
H : M — R soit un Hamiltonien constant sur T.
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Tores invariants lagrangiens

Supposons que T C M soit un tore lagrangien, et que
H : M — R soit un Hamiltonien constant sur T.

D’aprés le théoreme de Weinstein, on peut se ramener au
voisinage de T par symplectomorphisme au cas ou

M=T"xU, T=T"x{0}, w=) dpAdg.
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Tores invariants lagrangiens

Supposons que T C M soit un tore lagrangien, et que
H : M — R soit un Hamiltonien constant sur T.

D’aprés le théoreme de Weinstein, on peut se ramener au
voisinage de T par symplectomorphisme au cas ou

M=T"xU, T=T"x{0}, w=) dpAdg.

Ecrivons alors

—00+ZX )pi + O(llpl?).
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Tores invariants lagrangiens

Supposons que T C M soit un tore lagrangien, et que
H : M — R soit un Hamiltonien constant sur T.

D’aprés le théoreme de Weinstein, on peut se ramener au
voisinage de T par symplectomorphisme au cas ou

M=T"xU, T=T"x{0}, w=) dpAdg.
Ecrivons alors
—00+ZX )pi + O(llpl?).
La restriction de Xy a T est alors le champ de vecteurs

ST Xi(9) 5%
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Tores invariants quasipériodiques

Soit a € R". Le tore lagrangien invariant T est
a-quasipériodique si Xj; |1 peut étre transforme, par un
changement de variables lisse h sur T", en le champ de
vecteurs constant X, =), 0"'6%,-'
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Tores invariants quasipériodiques

Soit a € R". Le tore lagrangien invariant T est
a-quasipériodique si Xj; |1 peut étre transforme, par un
changement de variables lisse h sur T", en le champ de
vecteurs constant X, =), 0"'6%,-'

Apres composition par le symplectomorphisme T*h de
T" x R", on a

n
H=co+ Y aip+ O(lpl*).

i=1
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Linéarisation des difféomorphismes de T”

Le théoréme suivant généralise un résultat vu auparavant pour le
cercle.
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Linéarisation des difféomorphismes de T”

Le théoréme suivant généralise un résultat vu auparavant pour le
cercle.

Théoréme: Supposons que a € T soit diophantien (o € DC).
Tout difféomorphisme f € Diff*°(T") assez proche de R,, (dans
la C*°-topologie) s’écrit de fagon unique sous la forme

f=RiohoRyoh™ ',
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Linéarisation des difféomorphismes de T”

Le théoréme suivant généralise un résultat vu auparavant pour le
cercle.

Théoréme: Supposons que a € T soit diophantien (o € DC).
Tout difféomorphisme f € Diff*°(T") assez proche de R,, (dans
la C*°-topologie) s’écrit de fagon unique sous la forme

f=RiohoRyoh™ ',

ou t € T" est voisin de 0 et h € Diff>*(T") est proche de
lidentité et vérifie [.,(h(x) — x) dx = 0.
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Linéarisation des difféomorphismes de T”

Le théoréme suivant généralise un résultat vu auparavant pour le
cercle.

Théoréme: Supposons que a € T soit diophantien (o € DC).
Tout difféomorphisme f € Diff*°(T") assez proche de R,, (dans
la C*°-topologie) s’écrit de fagon unique sous la forme

f=RiohoRyoh™ ',

ou t € T" est voisin de 0 et h € Diff>*(T") est proche de
lidentité et vérifie [.,(h(x) — x) dx = 0.

Remarque: Un difféomorphisme de T”, n > 2, homotope a l'identité
ne possede pas en général de nombre de rotation, mais seulement
un ensemble de rotation.
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Linéarisation des champs de vecteurs sur T”

Voici la version & temps continu du résultat précédent.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Linéarisation des champs de vecteurs sur T”

Voici la version & temps continu du résultat précédent.

Théoréme: Supposons que « € R" appartienne a HDC.
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Linéarisation des champs de vecteurs sur T”

Voici la version & temps continu du résultat précédent.

Théoréme: Supposons que « € R" appartienne a HDC. Tout
champ de vecteurs X de classe C* sur T", assez proche dans
la C>°-topologie du champ constant X, := >"7_, a,-a%, s’écrit
de facon unique sous la forme

X =X, + Th.X,,
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Linéarisation des champs de vecteurs sur T”

Voici la version & temps continu du résultat précédent.

Théoréme: Supposons que « € R" appartienne a HDC. Tout
champ de vecteurs X de classe C* sur T", assez proche dans
la C>°-topologie du champ constant X, := >"7_, a,-a%, s’écrit
de facon unique sous la forme

X =X, + Th.X,,

ou t € R" est voisin de 0 et h € Diff*°(T") est proche de
lidentité et vérifie [.,(h(x) — x) dx = 0.
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Linéarisation des champs de vecteurs sur T”

Voici la version & temps continu du résultat précédent.

Théoréme: Supposons que « € R" appartienne a HDC. Tout
champ de vecteurs X de classe C* sur T", assez proche dans
la C>°-topologie du champ constant X, := >"7_, a,-a%, s’écrit
de facon unique sous la forme

X =X, + Th.X,,

ou t € R" est voisin de 0 et h € Diff*°(T") est proche de
lidentité et vérifie [.,(h(x) — x) dx = 0.

Remarque: Soit E un hyperplan de R” transverse a Ra.
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Linéarisation des champs de vecteurs sur T”

Voici la version & temps continu du résultat précédent.

Théoréme: Supposons que « € R" appartienne a HDC. Tout
champ de vecteurs X de classe C* sur T", assez proche dans
la C>°-topologie du champ constant X, := >"7_, a,-a%, s’écrit
de facon unique sous la forme

X =X, + Th.X,,

ou t € R" est voisin de 0 et h € Diff*°(T") est proche de
lidentité et vérifie [.,(h(x) — x) dx = 0.

Remarque: Soit E un hyperplan de R" transverse a Ra. On peut
aussi écrire de fagon unique

X = X, + Th-Xsa,
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Linéarisation des champs de vecteurs sur T”

Voici la version & temps continu du résultat précédent.

Théoréme: Supposons que « € R" appartienne a HDC. Tout
champ de vecteurs X de classe C* sur T", assez proche dans
la C>°-topologie du champ constant X, := >"7_, a,-a%, s’écrit
de facon unique sous la forme

X = X; + Th.X,,
ou t € R" est voisin de 0 et h € Diff*°(T") est proche de
lidentité et vérifie [.,(h(x) — x) dx = 0.

Remarque: Soit E un hyperplan de R" transverse a Ra. On peut
aussi écrire de fagon unique

X = X, + Th-Xsa,

avec t € E voisin de 0, s voisin de 1 et h € Diff>*(T") proche de
l'identité, normalisé comme ci-dessus.
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Conditions diophantiennes homogenes

Pourn>2,7>0,~ > 0, on définit

HDC(y,7) :={a e R", | < k,a > | = | k|-, Yk € Z", k # 0}.
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Conditions diophantiennes homogenes

Pourn>2,7>0,~ > 0, on définit

HDC(v,7) :={a e R", | < k,a > | > ~| k||l ", Yk € Z" k # 0}.
On pose aussi

HDC(r) := | J HDC(y,7), ~ HDC := | J HDC(7)

>0 720
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Conditions diophantiennes homogenes

Pourn>2,7 >0,y > 0, on définit

HDC(v,7) :={a e R", | < k,a > | > ~| k||l ", Yk € Z" k # 0}.

On pose aussi

HDC(r) := | J HDC(y,7), ~ HDC := | J HDC(7)

>0 720

» o € HDC(v,7) <= ta € HDC(y|t|,T), Vte R*.
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Conditions diophantiennes homogenes

Pourn>2,7 >0,y > 0, on définit

HDC(v,7) :={a e R", | < k,a > | > ~| k||l ", Yk € Z" k # 0}.

On pose aussi

HDC(r) := | J HDC(y,7), ~ HDC := | J HDC(7)

>0 720

» o € HDC(v,7) <= ta € HDC(y|t|,T), Vte R*.
» a € DC(vy,7) = (1,0) € HDC(~, 7).
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Conditions diophantiennes homogenes

Pourn>2,7 >0,y > 0, on définit

HDC(v,7) :={a e R", | < k,a > | > ~| k||l ", Yk € Z" k # 0}.

On pose aussi

HDC(r) := | J HDC(y,7), ~ HDC := | J HDC(7)

>0 720

» a € HDC(v, 1) <= ta € HDC(v|t|,T), Vte R*.

» a € DC(vy,7) = (1,0) € HDC(~, 7).

» (g, ) € HDC(~,7) = a51a € DC(cv,T),0u la
constante ¢ dépend de n, 7, ap, ||c]|.
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L'équation différentielle associée a X,

Soient n > 2 et a € R". Pour ¢ € C'(T"), la fonction continue ¢
définie sur T" par
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L'équation différentielle associée a X,

Soient n > 2 et a € R". Pour ¢ € C'(T"), la fonction continue ¢
définie sur T" par
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L'équation différentielle associée a X,

Soient n > 2 et a € R". Pour ¢ € C'(T"), la fonction continue ¢
définie sur T" par

vérifie

b(k) =2rmi < k,a > P(k), keZ

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



L'équation différentielle associée a X,

Soient n > 2 et a € R". Pour ¢ € C'(T"), la fonction continue ¢
définie sur T" par

vérifie
b(k) =2mi < k,a > P(k), kel

Les conditions diophantiennes associées aux petits diviseurs
< k,a >,k € Z", k # 0 sont les conditions HDC(~, 7).

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



L'équation différentielle associée a X,

Soient n > 2 et a € R". Pour ¢ € C'(T"), la fonction continue ¢
définie sur T" par

vérifie
b(k) =2rmi < k,a > P(k), keZ

Les conditions diophantiennes associées aux petits diviseurs
< k,a >,k € Z" k # 0 sont les conditions HDC(~, 7).

Théoréme: Soienty >0, 7> 0,r > n— 1+ 7. On suppose que
s:=r—n—r7+1n’est pas entier et que « € HDC(~, 7).
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L'équation différentielle associée a X,

Soient n > 2 et a € R". Pour ¢ € C'(T"), la fonction continue ¢
définie sur T" par

vérifie
b(k) =2rmi < k,a > P(k), keZ

Les conditions diophantiennes associées aux petits diviseurs
< k,a >,k € Z" k # 0 sont les conditions HDC(~, 7).

Théoréme: Soienty >0, 7> 0,r > n— 1+ 7. On suppose que
s:=r—n-r7+1n’est pas entier et que o € HDC(~, 7). Pour tout
¢ € C§(T™), 'équation X,.1) = ¢ posséde une unique solution

e G§(T"),
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L'équation différentielle associée a X,

Soient n > 2 et a € R". Pour ¢ € C'(T"), la fonction continue ¢
définie sur T" par

vérifie
b(k) =2mi < k,a > P(k), kel
Les conditions diophantiennes associées aux petits diviseurs

< k,a >,k € Z" k # 0 sont les conditions HDC(~, 7).

Théoréme: Soienty >0, 7> 0,r > n— 1+ 7. On suppose que
s:=r—n-r7+1n’est pas entier et que o € HDC(~, 7). Pour tout
¢ € C§(T™), 'équation X,.1) = ¢ posséde une unique solution

1 € C§(T"), eton a

[¥lles < Gy Mdllers

avec une constante C = C(n, r, 7).
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Torsion d’'un tore quasipériodique lagrangien

Soit T un tore lagrangien a-quasipériodique, invariant par le flot
d’'un champ de vecteurs hamiltonien X.
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Torsion d’'un tore quasipériodique lagrangien

Soit T un tore lagrangien a-quasipériodique, invariant par le flot
d’'un champ de vecteurs hamiltonien X.

Aprés changement symplectique de coordonnées, on se
ramene au cas ou T est la section nulle de T*T" = T" x R" et
le Hamiltonien H s’écrit
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Torsion d’'un tore quasipériodique lagrangien

Soit T un tore lagrangien a-quasipériodique, invariant par le flot
d’'un champ de vecteurs hamiltonien X.

Aprés changement symplectique de coordonnées, on se
ramene au cas ou T est la section nulle de T*T" = T" x R" et
le Hamiltonien H s’écrit

H(q.p) =co+ > _aipi+ > by(q)pip; + O(lIpI®),
i ij

avec b;(q) = b;i(q).
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Torsion d’'un tore quasipériodique lagrangien

Soit T un tore lagrangien a-quasipériodique, invariant par le flot
d’'un champ de vecteurs hamiltonien X.

Aprés changement symplectique de coordonnées, on se
ramene au cas ou T est la section nulle de T*T" = T" x R" et
le Hamiltonien H s’écrit

H(q.p) =co+ > _aipi+ > by(q)pip; + O(lIpI®),
i ij

avec b;(q) = b;i(q).
La torsion de T est la matrice symétrique B; := [, bj;(q) dq.
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Torsion d’'un tore quasipériodique lagrangien

Soit T un tore lagrangien a-quasipériodique, invariant par le flot
d’'un champ de vecteurs hamiltonien X.

Aprés changement symplectique de coordonnées, on se
ramene au cas ou T est la section nulle de T*T" = T" x R" et
le Hamiltonien H s’écrit

H(q.p) =co+ > _aipi+ > by(q)pip; + O(lIpI®),
,. a

avec b;(q) = b;i(q).
La torsion de T est la matrice symétrique B; := [, bj;(q) dq.

Par exemple, si H = H(p) est complétement intégrable, la torsion du
tore {p = p.} est la matrice hessienne } -2 (p,) de Hen p..

8p ap;
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Forme normale de Birkhoff

Soit T un tore lagrangien a-quasipériodique de classe C™,
invariant par le flot d’'un champ de vecteurs hamiltonien Xy.
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Forme normale de Birkhoff

Soit T un tore lagrangien a-quasipériodique de classe C™,
invariant par le flot d’'un champ de vecteurs hamiltonien Xy.

Proposition:  (Birkhoff) Supposons que «a soit diophantien
(v € HDC).
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Forme normale de Birkhoff

Soit T un tore lagrangien a-quasipériodique de classe C™,
invariant par le flot d’'un champ de vecteurs hamiltonien Xy.

Proposition:  (Birkhoff) Supposons que «a soit diophantien
(o € HDC). Pour tout N > 2, il existe un changement
symplectique de coordonnées au voisinage de T qui
transforme T en T” x {0} et H en

H@.p)=c+ Y aipi+ > B’ +O(lplN*).
j 2<[J[<N
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Forme normale de Birkhoff

Soit T un tore lagrangien a-quasipériodique de classe C™,
invariant par le flot d’'un champ de vecteurs hamiltonien Xy.

Proposition:  (Birkhoff) Supposons que «a soit diophantien
(o € HDC). Pour tout N > 2, il existe un changement
symplectique de coordonnées au voisinage de T qui
transforme T en T” x {0} et H en

H@.p)=c+ Y aipi+ > B’ +O(lplN*).
j 2<[J[<N

La partie homogéne de degré 2 est donnée par la torsion.
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Forme normale de Birkhoff

Soit T un tore lagrangien a-quasipériodique de classe C™,
invariant par le flot d’'un champ de vecteurs hamiltonien Xy.

Proposition:  (Birkhoff) Supposons que «a soit diophantien
(o € HDC). Pour tout N > 2, il existe un changement
symplectique de coordonnées au voisinage de T qui
transforme T en T” x {0} et H en

H@.p)=c+ Y aipi+ > B’ +O(lplN*).
i 2<|J|<N
La partie homogéne de degré 2 est donnée par la torsion.

Le Hamiltonien H est donc, au voisinage d’un tore invariant
lagrangien diophantien, approché a un ordre arbitrairement
grand par un Hamiltonien completement intégrable.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Indication de preuve(N = 2)

On part de

H(q.p) =co+ > _aipi+ Y _ b(q)pipx + O(|1p]%).

J:k
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Indication de preuve(N = 2)

On part de

H(q.p) =co+ > _aipi+ Y _ b(q)pipx + O(|1p]%).

J:k

Le changement de coordonnées associé au temps un du flot du
Hamiltonien quadratique C(q,p) = »_; « Ci(q)p;p« veérifie
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Indication de preuve(N = 2)

On part de

H(q.p) = co + Za,p, +> bi(@)pipx + O(Ip|1%).-
J,k

Le changement de coordonnées associé au temps un du flot du
Hamiltonien quadratique C(q,p) = »_; « Ci(q)p;p« veérifie

qlfql 22011 p]+O||p|| )a

p,+z ’“ ~(d)pipk -+ OCIPI)

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Indication de preuve(N = 2)

On part de

H(q.p) = co + Za,p, +> bi(@)pipx + O(Ip|1%).-
J,k

Le changement de coordonnées associé au temps un du flot du
Hamiltonien quadratique C(q,p) = »_; « Ci(q)p;p« veérifie

qlfql 22011 p]+O||p|| )a

p,+z ’“ ~(d)pipk -+ OCIPI)

Dans les coordonnées (q’, p’), on a donc

H(q'.p') = co+ Za,p, + Z (@)Pipi + O(IPII°),
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ac;
;k(Q) bi(q Z 8;,(
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8c,k
llk(q) = b/k Z[: 8q,

En prenant b (q) = By, on obtient la version en temps continu de
I'équation aux différences. On écrit
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aCk
() = (@) + D 0175 (4)
i

En prenant b (q) = By, on obtient la version en temps continu de
I'équation aux différences. On écrit

bi(q Z b/k exp2ni < £,q >,
LETN ££0
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aCk
() = (@) + D 0175 (4)
i

En prenant b (q) = By, on obtient la version en temps continu de
I'équation aux différences. On écrit

bi(q Z b/k exp2ni < £,q >,
LETN ££0

ce qui donne

ck(@) = > Ck(t)exp2mi<(,q>,

£€Zn 040
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aCk
() = (@) + D 0175 (4)
i

En prenant b (q) = By, on obtient la version en temps continu de
I'équation aux différences. On écrit

bi(q Z b/k exp2ni < £,q >,
LETN ££0

ce qui donne
ck(@) = > Ck(t)exp2mi<(,q>,
LET 040
avec

R 1

Cik(£) = *mbjkw)
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aCk
() = (@) + D 0175 (4)
i

En prenant b (q) = By, on obtient la version en temps continu de
I'équation aux différences. On écrit

bi(q Z b/k exp2ni < £,q >,
LETN ££0

ce qui donne
ck(@) = > Ck(t)exp2mi<(,q>,
LET 040
avec

1

2 <, >bjk(€)'

La série de Fourier converge vers une fonction de classe C* car a
appartient a HDC. [
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Le théoreme KAM

Théoreme: (Kolmogorov 1954, Arnold 1963, Moser 1962)
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Le théoreme KAM

Théoreme: (Kolmogorov 1954, Arnold 1963, Moser 1962)
Soit Ty un tore lagrangien a-quasipériodique de classe C*°,
invariant par le flot d’'un Hamiltonien Hp de classe C*°.
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Le théoreme KAM

Théoreme: (Kolmogorov 1954, Arnold 1963, Moser 1962)
Soit Ty un tore lagrangien a-quasipériodique de classe C*°,
invariant par le flot d’'un Hamiltonien Hp de classe C*°.

On suppose que « est diophantien (« € HDC) et que la torsion
de Ty est non dégénérée.
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Le théoreme KAM

Théoreme: (Kolmogorov 1954, Arnold 1963, Moser 1962)
Soit Ty un tore lagrangien a-quasipériodique de classe C*°,
invariant par le flot d’'un Hamiltonien Hp de classe C*°.

On suppose que « est diophantien (« € HDC) et que la torsion
de Ty est non dégénérée.

Alors, pour tout Hamiltonien H C>°-proche de Hj, il existe au
voisinage de Ty un tore lagrangien a-quasipériodique T de
classe C*°, invariant par le flot de H.
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Le théoreme KAM a énergie fixée

Dans la variante qui suit du théoréme KAM, on fixe le niveau
d’énergie contenant le tore quasipériodique.
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Le théoreme KAM a énergie fixée

Dans la variante qui suit du théoréme KAM, on fixe le niveau
d’énergie contenant le tore quasipériodique.

La torsion est non-dégénérée a énergie fixée si la restriction a

Ihyperplan {3 «;jp; = 0} de R" de la forme quadratique
représentée par la matrice B; est non-dégéneérée.
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Théoreme:  Soit Ty un tore lagrangien a-quasipériodique de
classe C°, invariant par le flot d’'un Hamiltonien Hy de classe
C*°, contenu dans le niveau {Hy = H.} de Hj.
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Théoreme:  Soit Ty un tore lagrangien a-quasipériodique de
classe C°, invariant par le flot d’'un Hamiltonien Hy de classe
C*°, contenu dans le niveau {Hy = H.} de Hj.

On suppose que « est diophantien (o« € HDC) et que la torsion
de Ty est non dégénérée a énergie fixée.
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Théoreme:  Soit Ty un tore lagrangien a-quasipériodique de
classe C°, invariant par le flot d’'un Hamiltonien Hy de classe
C*°, contenu dans le niveau {Hy = H.} de Hj.

On suppose que « est diophantien (o« € HDC) et que la torsion
de Ty est non dégénérée a énergie fixée.

Alors, pour tout Hamiltonien H C>°-proche de Hy, il existe t
voisin de 1 et un tore lagrangien ta-quasipériodique T de
classe C*°, voisin de Ty, invariant par le flot de H et contenu
dans le niveau {H = H.} de H.
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Théoreme:  Soit Ty un tore lagrangien a-quasipériodique de
classe C°, invariant par le flot d’'un Hamiltonien Hy de classe
C*°, contenu dans le niveau {Hy = H.} de Hj.

On suppose que « est diophantien (o« € HDC) et que la torsion
de Ty est non dégénérée a énergie fixée.

Alors, pour tout Hamiltonien H C>°-proche de Hy, il existe t
voisin de 1 et un tore lagrangien ta-quasipériodique T de
classe C*°, voisin de Ty, invariant par le flot de H et contenu
dans le niveau {H = H.} de H.

Remarque: Ce résultat permet, sous '’hypothése de

non-dégénérescence, d’obtenir une famille a un paramétre de tores
invariants:

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Théoreme:  Soit Ty un tore lagrangien a-quasipériodique de
classe C°, invariant par le flot d’'un Hamiltonien Hy de classe
C*°, contenu dans le niveau {Hy = H.} de Hj.

On suppose que « est diophantien (o« € HDC) et que la torsion
de Ty est non dégénérée a énergie fixée.

Alors, pour tout Hamiltonien H C>°-proche de Hy, il existe t
voisin de 1 et un tore lagrangien ta-quasipériodique T de
classe C*°, voisin de Ty, invariant par le flot de H et contenu
dans le niveau {H = H.} de H.

Remarque: Ce résultat permet, sous '’hypothése de

non-dégénérescence, d’obtenir une famille a un paramétre de tores
invariants: on applique le théoreme a Hs) := H — s.
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