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Soit T2n = R2n/Z2n et w =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi la forme symplectique standard sur T2n, où dp ∧ dq

est la forme volume constante sur T2, (p, q) désignant les coordonnées sur T2.
Soit Gv le groupe des difféomorphismes f de classe C∞ de T2n, qui préserve la forme volume

v = ∧nw (i.e. f ∗v = v) et qui sont C∞-isotopes à l’identité. Par le théorème de Moser, il
revient au même de dire que f est C∞-isotope à l’identité comme difféomorphisme ou que f est
C∞-isotope à l’identité à travers des difféomorphismes de T2n qui préserve la forme volume v.

Soit Gw = {g ∈ Gv | g∗w = w} et G0
w la composante connexe de l’identité de Gw, le tout

pour la topologie C∞. Soit f ∈ Gv ; on définit le flux de f , ρ(f) ∈ T2n de la façon suivante : si

f̃ est un relèvement de f à R2n, alors f̃ − Id est Z2n-périodique et

ρ(f̃) =

∫
T2n

(f̃ − Id) v ∈ R2n

et
ρ(f) = ρ(f̃) mod Z2n ∈ T2n.

On montre que ρ : Gv → T2n est un homomorphisme de groupes, continu pour la topologie C0,
et que ρ est surjectif puisque Rα = α, où Rα : θ ∈ T2n 7→ θ + α ∈ T2n (voir [3] XIII). Posons
Hv = ker ρ. W. Thurston [5] a montré, si n ≥ 2, que le groupe Hv est un groupe simple.

Proposition. Si n ≥ 2, le groupe Gw n’est pas dense dans Gv pour la C0-topologie.

Démonstration. Supposons par l’absurde que Gw est dense dans Gv pour la C0-topologie.
Puisque l’application

Φ : Gv → Hv ,

f 7→ R−ρ(f) ◦ f ,
est continue pour la C0-topologie et surjective, le groupe Hw = Hv ∩ Gw est dense dans Hv

pour la C0-topologie. Comme Gw est localement connexe par arcs (pour la C∞-topologie), il
n’est pas difficile de voir (en utilisant que l’application Φ est continue pour la C∞-topologie)
que Hw est localement connexe par arcs et que H0

w = Hw ∩ G0
w est la composante connexe de

l’identité (pour la C∞-topologie) du groupe topologique Hw. Il suit que le sous-groupe H0
w est

distingué dans Hw.

Comme on suppose que Gw est dense dans Gv pour la C0-topologie et comme Gw est un
groupe topologique pour la C0-topologie, il suit que l’adhérence H0

w de H0
w dans Hv pour la

C0-topologie, est un sous-groupe distingué de Hv. Par le résultat de Thurston [5] H0
w = Hv

(puisqu’évidemment H0
w 6= {IdT2n}). Par le résultat de Conley-Zehnder [2], si g ∈ H0

w, g a un
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point fixe sur T2n (i.e. il existe x0 ∈ T2n tel que g(x0) = x0). Comme la propriété de ne pas
avoir de point fixe est ouverte pour la C0-topologie, il suit que tout g ∈ Hv a un point fixe sur
T2n. Soit

g(θ1, θ2, θ3, . . . , θ2n) = (θ1 + ϕ1(θ3), θ2 + ϕ2(θ3), θ3, θ4, . . . , θ2n)

où les ϕi sont des fonctions de classe C∞ vérifiant les propriétés suivantes :
– ‖ϕi‖C0 < 1 et

∫ 1

0
ϕi(θ3) dθ3 = 0 pour i = 1, 2 ;

– les ϕi n’ont pas de zéro commun.
Ainsi défini, le difféomorphisme g est dans Hv, mais il n’a pas de points fixes. On a ainsi abouti
à une contradiction et la proposition en résulte. �

Question. Est-ce que l’adhérence de Gv dans Diff∞(T2n) pour la C0-topologie est faite des
difféomorphismes g ∈Diff∞(T2n) préservant le volume et C0-isotopes à l’identité ? (La réponse
est sans doute bien connue si n 6= 2).
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