Cohérence et superfluidité
dans les gaz atomiques

Jean Dalibard

Chaire Atomes et rayonnement
Année 2015-16

LLEGE

FRANCE
1530




Refroidissement et condensation de Bose-Einstein

Refroidissement lumineux (mélasses optiques) + évaporation

Température ambiante Cours 2014-15 Le microkelvin,
300 Kelvins > voire en dessous

Si le gaz est assez dense, on observe le phénomene de condensation
pour des atomes régis par la statistique de Bose-Einstein

1995 : Boulder & MIT




Cohérence et superfluidité

Cohérence : conséguence directe de la condensation

Accumulation d’atomes dans un état donné : onde de matiere macroscopique

Superfluidité : conséquence de la condensation et des interactions entre atomes

Absence de chauffage quand le gaz est traversé par une impureté mobile
Existence de courants permanents métastables

« Rigidité » du fluide que I’'on cherche a mettre en mouvement



Le cours de cette année

Systemes homogeénes

Modele a deux fluides
Equation de Gross-Pitaevskii
Formalisme de Bogoliubov
Critere de Landau

Gaz sur réseau

Instabilité dynamique

Transition vers un état isolant

Ansatz de Gutzwiller

Transition de phase quantique et mode de Higgs

Nous étudierons uniguement le cas de bosons « sans spin » :
nous n’aborderons pas le cas des fermions, ni des mélanges bosons-fermions
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Le but de ce premier cours

Un probleme simple : quel est I’état d’équilibre d’un gaz parfait
dont les composants sont identiques ?

De Boltzmann a Bose & Einstein

Une nouvelle statistique, régie par I’émission stimulée

La condensation du gaz parfait

Systeme de taille finie et saturation des états excités, limite thermodynamique

Au dela du gaz parfait

Ordre a longue portée et critere de Penrose & Onsager



Bose (1924) et le rayonnement du corps noir

Lettre de Bose a Einstein :

In all cases it appears to me that the derivations
have not been sufficiently justified from a logical
point of view. As opposed to these the light
guantum hypothesis combined with statistical
mechanics ...appears sufficient for the derivation
of the law independent of classical theory.

Bose propose une nouvelle maniere pour compter les modes du champ
électromagnétique, en divisant I’espace des phases en cellules de taille /3
et en évaluant le nombre de facons de placer les quanta de lumiére dans
ces cellules.



Les trois idées essentielles du travail de Bose

Idées essentielles (mais implicites) [Pais 1979]:

* Nombre de photons non conservé
 Dénombrement fait pour répondre a la question
« Combien de particules dans une cellule donnée? » au lieu de

« Quelles particules dans une cellule donnée ? »

e Cellules indépendantes, mais on perd I'indépendance statistique des particules



Einstein 1924-25

« Note du traducteur :

Je considere que la dérivation de la formule de Planck par Bose constitue
une avancée importante. La méthode utilisée ici conduit également a une
théorie du gaz parfait quantique, que je discuterai en détail ailleurs. »

Mais aussi dans une lettre a Ehrenfest:
« La dérivation de Bose est élégante, mais son essence demeure obscure »

Remarque de Bose (cité par Pais):

« | had no idea that what | had done was really novel... | was not a statistician
to the extent of really knowing that | was doing something that was really
different from what Boltzmann would have done from Boltzmann statistics.”



Einstein 1924-25

Un probléeme de dénombrement : combien de facons de mettre N particules dans M boites ?

Prenons N=3 particules et M=2 boites :
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Vers le condensat

Ce nouveau comptage favorise les états « condensés »

N particules a répartir entre deux boites A et B

Quelle est la probabilité d’avoir toutes les particules dans la boite A ?

1
Boltzmann : une chance sur deux par particule p = oN exponentiellement petit

Bose-Einstein : une cloison intermédiaire a positionner parmi N + 1 cases possibles

olejelele]e]elX] p—

Perte de « I'indépendance » entre particules ? Echange entre Einstein et Schrodinger :

La différence entre statistique de Boltzmann et statistique de Bose-Einstein « exprime
de maniére indirecte une certaine hypothése sur une influence mutuelle des molécules
qui reste pour le moment d'une nature mystérieuse »
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A quel type de particules appliquer ce comptage ?

Einstein 1925 : « il y a un cas ou la nature a peut-étre réalisé, pour |'essentiel,
le gaz parfait saturé : c’est celui des électrons de conduction d’un métal »

Dirac 1926 : « The solution with symmetrical eigenfunctions must be the correct one
when applied to light quanta, since it is known that the Einstein—Bose statistical
mechanics leads to Planck's law of black-body radiation. The solution with antisymmetrical
eigenfunctions, though, is probably the correct one for gas molecules, since it is known to
be the correct one for electrons in an atom, and one would expect molecules to resemble
electrons more closely than light quanta. »

Les atomes sont des objets composites et leur statistique
(Bose-Einstein ou Fermi-Dirac) dépend de leur spin total (entier ou demi-entier)

atome neutre : Z électrons + Z protons + N neutrons

Bosons : nombre pair de neutrons Fermions : nombre impair de neutrons
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La loi statistique de Bose-Einstein pour un gaz parfait

E; Hamiltonien a une particule :
on connait ses états propres v, et ses énergies propres £

Eq

Le nombre moyen de particules occupant I'état v; s’écrit en fonction
de la température 1’ et du potentiel chimique u

1

N; = e(Ej—p)/ksT _ 1

On va justifier ici cette loi a partir de :
e |’émission stimulée
e une équation bilan pour les collisions binaires
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L’émission stimulée

On suppose qu’une particule peut passer de I'état |¢r) a I'état|¢;) sous I'effet d’une
perturbation donnée. Que se passe-t-il si I'état |¢;) est déja occupé par N particules ?

|P1) N +1
I_A_\
probabilité proportionnelle a
2 - 2 ‘¢l>
vt |” = [{Qr|0]¢n)]
N

’\I;.>_ 1 ( ’1¢2¢ N¢N—I—1¢>

i) = N 1 L Ok () Qo 9
+ [1:¢p;2:¢k; ...; Nigy; N+1:¢)+...
—+ |1:q5l;2:q5l;...;N:gbl;N—|—1:¢k>)

W) =11:¢152:¢15...5; N:gy; N+1:¢y)

ce qui conduit a: |Vir]® = (V)2 = (N + 1) |vg|?
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Bilan détaillé pour une collision (Boltzmann)

On se donne des états a une particule 71, j2 . Les collisions qui conduisent
a I’équilibre thermique sont du type:

J1+tJ2 = J3+ Ja si Fi1+ FEy=FE3+ Ey
Statistique de Boltzmann : équilibre si N;, N;, = N, N;,

On suppose que I'occupation moyenne ne dépend que de I'énergie: N, = N(E;)

La fonction IV (FE) doit donc vérifier la propriété mathématique suivante

N(El) N(EQ) = N(Eg) N(E4) s1 E1 -+ E2 = E3 -+ E4

Solution : on pose g(F) =log [N(E)] etonadonc g(E1) + g(E2) = g(E3) + g(E4)

Seules les fonctions affines g(E) = aF + b ont cette propriété

Donc: N(E) = e+t = =E)/keT guec kT = —1/a p=—b/a
15



Bilan détaillé pour une collision (Bose-Einstein)

On reprend la méme collision en prenant en compte |I'émission stimulée
j1‘|‘j2;\j3‘|‘j4 s1 E1+E2:E3+E4
Equilibresi: Ny, Nj, [1+ Ny | [1+ Ny, | = Njy Nj, [1+ Ny, | [14+ Ny,]

N Nj, N N

Oou encore . =
1+N;, 1+N;, 1+N,, 1+N,,

N(E)
1+ N(E)

On pose cette fois-ci g(EF) = log [ ] et on retrouve

g(Er) +g(E2) =g(E3) +9(Es) —  g(E)=aE+Db

. . N(E) _ aFE+b . — 1
ce qul entraine =€ Oou encore . N(E) — e—(aE+b) _ |

Loi de Bose-Einstein avec kg1l = —1/a p=-b/a
16



La condensation de Bose-Einstein du gaz parfait
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La saturation des états excités

h Gaz parfait dans une boite de taille L avec des conditions
aux limites périodiques :
>'Nexc 1 . 2 27h
E = e/ _ P _ 2mh
p ¢p<’r) Lg/ge Ep ~ om P = I n
-

Occupation de I'état d’impulsion p : N(p)

= o(BEp—n)/ksT _ |

Pour que cette expression ait un sens pour toutes les impulsions, il faut © < Eg =0

1
oBp/ksT _

Comme chaque N (p) est une fonction croissante de ., onapour p # 0: N(p) <

Borne supérieure pour la population de I’'ensemble des états excités :

Noye < N(max) (T) = Z eEp/kiT — valable en toute dimension

exc
p#0
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La saturation des états excités (2)

> NGXC

Nexe < Nmax) ()

excC

Si on met dans la boite un nombre d’atomes N qui
dépasse N(max)(T), on est certain qu’au moins

N — N(max) (T)

eXxcC

vont s’"accumuler dans I’état fondamental d’énergie £y = 0

Expérience de Cambridge : atomes de 8/Rb dans une boite lumineuse cylindrique

) /4
: 78
BN, ™ 4

| -

]
C

70 um

N e

6 um
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La condensation dans une boite (Cambridge 2013)
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Mesure de la distribution en
impulsion par temps de vol

Condensation autour de 30 nK
pour N=60 000 atomes

thermal atoms

condensed atoms
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Le cas d’un gaz piégé

-~
Les ingrédients nécessaires pour la saturation
du nombre d’atomes occupant les états excités
>'Nexc
* Un spectre en énergie discret By < F; < By < ...
—

assuré si le potentiel de confinement Ey
tend vers l'infini a grande distance

* Laconvergence a grande énergie de la somme discrete

1
(max) __
NexC T ; e(EJ_EO)/kBT _ 1
J

qui apparait guand le potentiel chimique se rapproche de sa
borne supérieure p — Ey

en pratique, toujours vérifié
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Le cas d’un potentiel harmonique

Etats d’énergie discretsen E; = (j + 1/2) hw
\ 5hw /2 /

\ 3hw/2 / , . , . , .,
Borne supérieure pour I'occupation des états excités :
hw /2 ( ) > 1
Newe (T) = Z ol ho/keT _ |

j=1

,LL—)E():FLLU/Q

I 10% £ E

H 10t

100 ¢

107 = 3
15 —-15 -10 -5 0 5 10 15

kg1 = 40 hw : ce n’est pas un simple effet de désactivation thermique !



La saturation dans un piege harmonique est-elle observable?

En pratique, a la différence de la boite, cette saturation n’a pas été observée :

 L’état fondamental est localisé dans I'espace, au fond du puits de potentiel

* Siun nombre significatif de particules s’accumulent dans cet état fondamental,
elles créent un potentiel répulsif qui augmente le nombre de saturation Ne(;%ax)

300

200+

100

... thermal atoms

'.'8

N c "ﬁ..’
/ Saturated gas

Cambridge, 2011
condensed atoms

T T T T T T T 1 3
0 00 o %0 total atom number (103)
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La condensation a la limite thermodynamique
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La limite d’une boite infinie

-~
Onprendlalimite L - o0 et N —
en gardant une densité spatiale constante
>. NGXC
Ep 3
3D: p=N/L
> o plus généralement en d dimensions: p(d) = N/Ld
0
. . L N{max)
La « survie » du phénomene de condensation dépend du comportement de ez:z

* tend vers une limite finie : la CBE survit au passage a la limite

e tend vers l'infini : la CBE ne se produit pas a la limite thermodynamique

La réponse a cette question dépend de la dimension d de I'espace accessible
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Condensation de Bose-Einstein en dimension 3

Si aucun des états excité n’introduit une singularité (a vérifier a posteriori) :

Pexc = I3 — L3 Z N _—> Pexc = 27Th /N
p#0

1

Quand on prend pour N(p) la valeur maximale possible
eEp/kBT _ 1

obtient une intégrale convergente

, 0N

2.612 V2 h
oxe = —3— A\p = ———— 2.612 = ((3/2
P )\% T kaT C( / )

La longueur d’onde thermique A7 représente la taille typique d’un paquet
d’ondes a la température 1'. La densité maximale correspond au point ou
le recouvrement entre paquets d’ondes devient significatif

Autre écriture en terme de la densité dans 'espace des phases D = p\>.

Dre* = 2.612

eXxcC
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Le point de condensation

La densité maximale autorisée pour les états excités varie comme

e _ 2612 N
exc )\% T W

Loi bien vérifiée expérimentalement dans le piege uniforme de Cambridge

200+ o
S
1301 00- ¢
=
0- - - ; -
0 30 60
T (nK)

A 30 nK, la densité critique est de 2 atomes/microns3
Energie d’interaction inférieure a 1nK (cf. chap. 3)
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Formulation en terme de densité d’états

Utilisation de I'énergie plutot que I'impulsion pour paramétrer le probleme

1 1/ L\ [, 1 @
p

3 [(2m\%/?
s an. (3 _ +1/2
aveca3D: p®(E) = 1 (h2 ) ETY/

L’existence de la condensation se raméene a la convergence de l'intégraleen £ =0

+oo
@ _ 1

D — _kgT
ex Ld 0

Cas fréquent: p(F) x E —— condensation si et seulementsi a > 0
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Le cas des dimensions réduites

p(E) x E7Y2 1D

Boite uniforme a une et deux dimensions :
p(E) o< EY 2D

pas de condensation a la limite thermodynamique pour le gaz parfait

EA

3D



Le cas du piege harmonique

Limite thermodynamique :

w
N — +00, w—>0 —> Nw? constant
revient a garder la densité centrale constante
Le piege harmonique 1D : niveaux équidistants, non dégénérés
Ei=0(+1)w —s p(l)(E) _ i x E° pas' de condensation-é
hiw la limite thermodynamique

Le piege harmonique 2D ou 3D : niveaux équidistants avec une dégénérescence
qui croit comme j ou ;2

p'P(E) x E p3(E) x E? : condensation a la limite

thermodynamique .



4.

La condensation de Bose-Einstein au dela du gaz parfait
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Le role des interactions

Les interactions peuvent déformer considérablement I’état d’équilibre
du gaz par rapport a I'’état fondamental a une particule

Quand c’est le cas, rechercher I'accumulation de la population dans
I’état fondamental a une particule ne présente pas d’intérét particulier.

Boite a une dimension avec des conditions aux limites de Dirichlet : (0) = (L) =0

Etat fondamental a une particule : ¢y (z) o sin(mz/L)

811’12(7'('33/[/)2, T T T T \ \ \ ‘—G‘:() 1
- —G =30
Qﬁ/\ |
1t . Solution d’énergie minimale
o5l <€ de I'’équation de
Gross-Pitaevskii (chap. 3)

0 | | | | | | | | |
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L’'opérateur densité a un corps

L’état du gaz en interaction est caractérisé par son opérateur densité p

On définit 'opérateur densité a un corps en prenant la trace partielle

sur N - 1 particules
p1 =N Tra .~ (p)

Par exemple, en point de vue position :

(r'|p1|r)y = N /d3r2 Ay (ri =7 re, . rN| plri =TT, N

Expression dans le formalisme de la seconde quantification :

(r'|p1|r) = Tr (\TJT(T) T (r') ﬁ) W (r) détruit une particule au point 7
Cet opérateur permet de calculer la moyenne de toutes les observables a une particule :
distribution spatiale, fluctuations de phase, distribution en impulsion

Il ne donne pas acces aux corrélations entre particules, comme les fluctuations de densité
33



Le critere de Penrose-Onsager

L'opérateur densité a un corps p1 est hermitien et positif

* || est diagonalisable
* Ses valeurs propres 1I; sont réelles, positives ou nulles

* Latrace de I'opérateur est égalea NV ,donc: Tr(p;) = Z II, = N
J

On note II; la plus grande valeur propre

Il'y a condensation si et seulement si: Il ~ O(N) quand N — oo

II, :fraction condensée
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La fonction d’'onde du condensat

On note () la fonction propre de p1 associée a sa plus grande valeur propre II,
p1 Yo(r) = Il to(r)

Yo (1) : fonction d’onde du condensat

Il peut arriver que quelques valeurs propres Iy, I1;, 115, ... soient d’ordre N
a la limite thermodynamique

Plusieurs états g, ¥1, 12 sont alors macroscopiquement peuplés

Situation que I’on rencontre rarement en pratique (possible avec des gaz spineurs)
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Ordre a longue portée

Revenons a la boite avec des conditions aux limites périodiques

L’invariance par translation entraine que la fonction du condensat (quand il existe)
est toujours la fonction d’onde uniforme méme en présence d’interactions

1
"gb()(’l“) - 1,3/2

N
Dém: [p,P]=0 avec P impulsion totale: P = Zﬁj
j=1

N N
(pl,---,DN|AIP1s-- -, PN) #0 seulementsi ij = ZPQ‘
j=1 j=1

Quand on prend la trace partielle sur N — 1 particules :
(p'|p1lp) = d(p — p') N(p)
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Ordre a longue portée (2)
Evaluons alors les éléments de matrice de p; en point de vue position
Gi(r' —7) = (r|pr|r) avec py =) TI; i) (]
J

En isolant la contribution de la seule valeur propre peuplée macroscopiquement,
on trouve

(7| py |r) =g o (r’) i(r) + > I ¢;(r') o (r)
370
=—§+ZH i (') ¥ (r)
Jj#0
L )
Y

superposition d’un grand
nombre de termes oscillants

lim Gi(r,r') = — . ordre non diagonal a longue portée
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Fonction (7 et distribution en impulsion

Dans le cas uniforme, G1(r,r’) = (v'|p1|r) ne dépend que de la différence u = ' —r

N(p) = (p|p1|p)

// (p|lr’y (v'|p1|7r) (v|p) d®r" d°r

_/ (’U,) e—1u p/h d3

N(p) et G1(u) sont transformées de Fourier I'une de I'autre (méme en présence d’interactions)

L’ordre non diagonal a longue portée entraine qu’il y a un pic de Dirac d(p) dans N (p)

Dans le cas général, on obtient une relation similaire avec une double intégrale :

1 .
N(p) = ﬁ/ el (R - %,R+ g) eiwP/h 43y B3R
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En résumé

Cas du gaz parfait

* Origine de la statistique de Bose-Einstein

toujours vraie pour un systeme de taille finie

* Saturation des états excités dépend de la dimensionalité et du confinement
a la limite thermodynamique

Premier jalon pour I’étude d’un gaz en interaction

Lien entre I'ordre a longue portée et la distribution en impulsion
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