
Comment. Math. Helvetici 59 (1984) 651-676 0010-2571/84/040651-26501.50 + 0.20/0 
�9 1984 Birkhguser Verlag, Basel 

L' invar iant  d e  W i t t  d e  l a  t o r m e  T r ( x  2) 

JEAN-PIERRE SERRE 

John C. Moore 

Introduction 

Soit E une extension finie s6parable d 'un corps commutat i f  K de 
caract6ristique ~ 2. La forme quadratique x ~ TrE/r(x 2) attach6e ~ cette exten- 
sion a 6t6 souvent 6tudi6e (cf. par exemple [2], [6], [10]). ll est naturel de 
s ' int6resser h son invariant de Witt. Dans ce qui suit, je donne une formule reliant 
cet invariant ~t la seconde classe de Stiefel'-Whimey de la repr6sentation de 
permutat ion du groupe de Galois de E (cette classe peut  aussi s ' interpr6ter 
comme l'obstruction d'un certain "probl~me de plongement" ,  cf. n ~ 3.1). 

La  formule en question fait l 'objet  du w sa d6monstration utilise 
l ' interpr6tation spinorielle de l ' invariant de Witt et de la seconde classe de 
Stiefel-Whitney. Le w est consacr6 ~ des pr61iminaires; le w donne des exemples 
et des applications (notamment  aux extensions ayant pour  groupe de Galois le 
"Mons t re"  de Griess-Fischer); le w &end les r6sultats du w ~ la forme 
x ~--~Tre/K(ax2), avec a c E*.  Les Appendices contiennent divers r6sultats auxi- 

liaires. 

w Notations 

1.1. Cohomologie galoisienne mod 2 ([11], [12], [15]) 

Dans ce qui suit, K d~signe un corps commutatif ,  Ks une cl6ture s6parable de 
K, et F~: le groupe de Galois Gal (KJK). On suppose que la caract6ristique de K 
est r 2 (le cas off car ( K ) =  2 est trait6 dans [1]). Si G est un groupe profini, on 
note Hm(G) les groupes de cohomologie H"(G,Z/2Z);  ce sont des espaces 
vectoriels sur le corps F2. Ceci s 'applique en particulier ~ G = FK ; pour  m = 1, 2, 
les groupes Hm(FK) ont une interpr6tation simple, fournie par  la th6orie de 

Kummer:  
(i) H~(FK)= Horn (FK, Z/2Z)  s'identifie au groupe K*/K*2; si a appart ient  

K*/K .2 (ou/~ K*),  on note (a) l'616ment correspondant  de Ha(FK); c'est l 'unique 

homomorph isme  X :FK - -~Z/2Z tel que ,/(~a) -- (-1)~(~x/aa pour  tout "y e FK; 
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comme on 6crit Ha(FK) additivement,  on a (xy)=  (x )+ (y )  si x, y ~ K*;  
(ii) H2(FK) s'identifie h Br2(K), noyau de la multiplication par 2 dans le 

groupe de Brauer  B r ( K ) =  H2(FK, K*). 
Si (ax) . . . . .  (am) appart iennent  h H~(FK), on note ( a 0 . . . ( a m )  leur cup- 

produit dans Hm(FK). Lorsque m = 2, (al)(a2) coincide avec l'616ment (al ,  a2) de 
Bra(K) = H2(FK) d6fini par  l 'alg~bre de quaternions {i 2 = a~, j2 = a2, ij = -ji}. On 
a (aO(a2)= 0 si et seulement si la forme Z z -  a~X 2 -  a2Y  2 repr4sente 0. 

1.2. Formes quadratiques ([4], [9], [11], [12], [18], [22]) 

Soit O = Q(X~ . . . . .  X , )  une forme quadratique non d6g4n6r6e de rang n sur 
K. Soit m un entier t>0, et soit w, , (Q)~Hm(FK)  la m-i~me classe de Stiefel- 
Whitney de Q, au sens de [4]. Rappelons que, si Q ~  a a X 2 + . . . +  a,  X2,, avec 

a i e  K*,  on a 

w,,(Q)= Y', (aO.-.(o., D. 
i l < - . . < i  ~ 

Si d = d ( Q ) ~ K * / K  .2 est le discriminant de Q, on a w l ( Q ) = ( d ) .  Quant h 
w2(Q) = Y.i<i (o,)(ai), c'est  l'invariant de Witt (appel6 aussi "invariant de  Hasse")  
de la forme Q;  il peut  s ' interpr6ter  en termes d'alg~bres de Clifford, cf. [9], [18], 
[22]. 

1.3. Extensions ~tales 

Soit E une K-alg~bre  commutat ive de rang fini n ~> 1. Nous supposerons que 
E est ~tale au sens de Bourbaki  A. V. 28, i.e. est produit d 'extensions finies 
s6parables de K;  le cas le plus important  pour  la suite (et auquel on pourrait  se 
ramener  si on le d4sirait) est celui oh E est un corps. 

Soit 4 Fensemble des K-homomorph i smes  de E dans Ks. On a Card  (4)  = n. 
Le groupe FK op~re de fa~on 6vidente sur 4 ,  d'ofi un homomorph i sme  continu 
e :Fr - -~  ~ ,  off ~ est le groupe des permutat ions  de 4 .  En identifiant 4 h 
[1, n], on t ransforme e en un homomorph i sme  continu 

e : F K - - * ~ . ,  

d6fini h conjugaison pr~s. D 'apr~s  la th6orie de  Galois (Bourbaki,  A. V. 
73), E est d4termin4e h isomorphisme pros par e, et l 'on  peut  se donner e 
arbi trairement;  dans le langage de [15], I I I ,  w l 'alg6bre E se d6duit de l 'alg6bre 
d6ploy6e K '~= K • . . .  x K par  torsion au moyen du 1-cocycle 

e :irk - - ~ .  = Aut  (K") .  
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On notera GE le sous-groupe e(FK) de ~ , .  Lorsque E = K[X]/(f), o~ f e s t  un 
polyn6me s6parable de degr6 n, le groupe GE est le "groupe de Galois de f " ,  vu 
comme groupe de permutat ions des racines de f; il est transitif si et seulement s i f  
est irr6ductible, i.e. si E est un corps. 

1.4. La forme QE 

Soit E comme ci-dessus. L'application QE:E--->K d6finie par QE(x)=  
TrEm(x 2) est une forme quadratique non d6g6n6r4e de rang n. Lorsque E = K",  
c 'est la forme unit6 X ~ + . . .  +X~.  Dans le cas g6n6ral, QE se d4duit de cette 
forme par  torsion (cf. [15], 111-4, prop. 4) au moyen du 1-cocycle 

e:FK --~ ~ .  ~ O . ( K ) ,  

oO O ,  d6signe le groupe orthogonal a n variables (relatif h la forme unit6). 
Le discriminant dE de QE est (par d6finition) le discriminant de la K-alg~bre 

E. L'616ment correspondant ( d e ) =  Wl(Qz) du groupe H~(FK)= Horn (F~:, Z /2Z)  
n 'est  autre que le compos6 

F~: * , ~ .  ~"~{+ l}=Z/2Z ,  

oh e,  est la signature (cf. Bourbaki,  A. V. 57, exemple 6). 
L'invariant de Witt w2(Qz) fait l 'objet  du w ci-aprbs. 

1.5. Les groupes Hr"(~,) pour m = 1, 2 

Ces groupes sont bien connus ([3], [13]): 

I'0 si n = 1 
H I ( ~ n )  / Z/2Z si n/> 2 

I 
0 si n = 1 

H2(~n)= Z/2Z si n =2 ,3  

I .Z /2Z (~) Z /2Z si n/> 4. 

L'616ment non nul de Hl(~n), n>~2, est la signature 

e.  : ~ .  --~ { •  Z/2Z.  

Les 616ments de H2(~n) sont d6crits dans [13] en termes d'extensions de ~ n  par  
un groupe ~ deux 616ments {1, w}. Nous aurons surtout besoin de l'616ment 
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S n E H 2 ( ~ . )  correspondant  ?~ l 'extension 

1--+ {1, to}--~ ~ .  -+ ~ .  -+ 1 

not6e (II') dans [13]. p. 355. On peut  caract6riser ~ .  (et s.) par  la propri6t6 
suivante: 

(C) Tout ~l~ment de ~ .  dont l'image dans ~ .  est une transposition (resp. un 
produit de deux transpositions fi supports disjoints) est d' ordre 2 (resp. d' ordre 4). 

(On peut  reformuler  (C) en disant que. pour  n t> 2, la restriction de s. au 
sous-groupe {1, (12)} de ~ n  est 0, et que, pour  n 1>4, la restriction de s. au 
sous-groupe {1, (12)(34)} est ~ 0.) 

A la pr6sentation standard de ~ .  par  n - 1  g6n6rateurs t~ (les transpositions 
(i, i + 1)) soumis aux relations 

t 2 = 1 ,  ( t i t i+l)3=l ,  titi=titi si l / - i l>~2 ,  

correspond une pr6sentation de @. par  des g6n6rateurs {~ et to, avec les relations 

t ' 2 = l ,  to2=1,  to[i=~to, ( ~ t i + 0 3 = l ,  t'i{i=tot'jt'i si Ij-il>>-2. 

On a s. = 0 si et seulement  si n ~< 3. Pour  n = 2, 3 l 'unique 616ment non nul de 
H 2 ( ~ . )  est le cup-carr6 e.  �9 e.  de la signature e.  ~ H I ( ~ . ) .  Pour n~>4, e.  �9 e.  et 
s. forment  une base de H 2 ( ~ . ) ;  de plus. la restriction de s. au groupe altern6 9.1. 
est l 'unique 616ment non nul de H2(gAn). 

Une  autre fagon de d6finir s. consiste ?~ utiliser la repr6sentation 6vidente 
~ .  --~ O . (R) .  A cette repr6sentation est associ6 un fibr~ orthogonal I. sur l'espace 
classifiant B ~ .  de ~ . ;  si m>~0, la classe de Stiefel-Whitney wm(l.) est un 
616ment du groupe 

Hm(B~,~, Z/2Z)  = Hm ( ~ . ) .  

Pour m = 2, on a w2(/~) = s. : cela se v6rifie en utilisant (C). Quant  ~ wl(/ .) ,  c 'est 
bien stir la signature e.. 

w Le r6sultat principal 

2.1. Enonc~ 

On reprend les notations des n ~ 1.3 et 1.4: 

E est une K-alg6bre  commutat ive  6tale de rang n, 
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dE ~ K * / K  .2 est le d i sc r iminant  de E, 

QE est  la f o r m e  q u a d r a t i q u e  x ~-~TrE/K(X2), 
e : FK ~ ~ ,  est  l ' h o m o m o r p h i s m e  (d6fini h con juga i son  pr6s) qui  c o r r e s p o n d  ?a 

E p a r  la th6or ie  de Galo is .  

Le  g r o u p e  H2(FK) = Br2(K)  cont ien t  les deux  614ments suivants:  

(i) w2(QE), invar ian t  de Wi t t  de  la fo rme  quad ra t i que  QE ; 

(ii) e*s,, image  r6c ip roque  pa r  e de  s ,  ~ H 2 ( ~ , ) ,  cf. n ~ 1.5. 

( C o m m e  e est  d6fini ~ con]ugaison  pros,  e*s, est d6fini sans  ambiguitY: cela  

r6sulte ,  p a r  exemple ,  de  [14], p. 124, p rop .  3.) 

Nous  al lons c o m p a r e r  ces 614ments: 

T H I ~ O R I ~ M E  1. On a 

w2(QE) = e*s, + (2)(dE). (1) 

L a  d r m o n s t r a t i o n  se ra  d o n n r e  au n ~ 2.6. 

Remarques. 1) Le  t e r m e  (2)(dr.) est  6gal (cf. n ~ 1.1) ~ (2, dE), classe dans  

Br~(K)  d e  l ' a tg~bre  de  qua t e rn ions  {i 1 = 2, j2 = dE, ij = --1i}- Ce  t e r m e  est  nul si e t  

s e u l e m e n t  si dE est de  la fo rme  x 2 - 2 y  2 avec x, y ~ K .  

2) C o m m e  ( d E ) =  e*e , ,  on  peu t  r6crire (1) sous la fo rme  6quiva lente :  

w2(QE) = e*s.  + (2) .  e*(e . ) ,  (r)  

ou  enco re  (cf. n ~ 1.5): 

w2(QE) = e ' w 2 ( / , )  + (2)" e*wl(In). (1") 

Question. ~ Y a-t- i l  une fo rmule  ana logue  5. (1") qui  re l ie  les wm(QE) aux 

e*w,,(l~), i .e.  aux classes de  S t i e f e l -Whi tney  de  ta r ep r6sen ta t ion  de  p e r m u t a t i o n  

de  irk associ6e h E ?  

Ainsi ,  p o u r  m = 3, on  a 

w3(QE) = e*w3(l.); (2) 

cela  se d r d u i t  du  th. 1 et  du fait  que w3=Sq~wz+wl  �9 w2. 

1 Cene question vient d'ftre rrsolue affirmativement par B. Kahn ("Classes de Stiefel-Whitney de 
formes quadratiques et de reprrsentations galoisiennes r6elles", 5, paraltre). En particulier, la formule 
(3) ci-aprrs est valable sans restriction surn. 

(Note ajoutre en mai 1984.) 
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D ' a u t r e  par t ,  on  peu t  v6rif ier  que ,  p o u r  n ~<7, on  a: 

e*wm (/~) si m est impa i r  

wm(QE)=te*wm(l~)+(2)" e*w,~_l(l,,) si m est pai r .  
(3) 

[ Ind iquons  b r i 6 v e m e n t  c o m m e n t  on  d 4 m o n t r e  (3) p o u r  n ~< 7. Par  un a r g u m e n t  

616mentaire  de  res t r ic t ion ,  on  peu t  s u p p o s e r  que  F~c est un p r o - 2 - g r o u p e .  D ' a u t r e  

pa r t ,  en  u t i l i san t  le f a r  que  (2 ) (2 )=  0 (cf. n ~ 2.2),  on m o n t r e  que,  si (3) est  vra ie  

p o u r  deux  a lg6bres  6 ta les  E1 e t  E2, el le  es t  aussi  vra ie  p o u r  l eur  p r o d u i t  E l  x E2. 

Ce l a  p e r m e t  de  se r a m e n e r  au cas off E est  un corps  de  degr6 n ~< 7. C o m m e  FK 

est  un 2 -g roupe ,  on  a n = 1, 2 ou 4. Les  c a s n  = 1 et  n = 2 sont  imm6dia ts .  Pou r  

n = 4 ,  on  4crit  E sous  la f o r m e  K(x/-xx, x/yy) avec x EK* et y ~ K(x/-x)*, e t  l ' on  

d 6 t e r m i n e  exp l i c i t emen t  les classes de  c o h o m o l o g i e  wm(QE) et  e'win(In); on 

t rouve  que  ces classes son t  nul les  p o u r  m >/3, ce qui  d 6 m o n t r e  (3), c o m p t e  t enu  

du  th.  1.] 

2.2. D&nonstration du thdor&me 1 pour n = 1, 2, 3 

D a n s  chacun  de  ces cas on  a s ,  = 0  (cf. n ~ 1.5) et  la fo rmule  ~ d 4 m o n t r e r  

s '4cr i t :  

w2(OE) = (2)(dE) (n = 1, 2, 3). (4) 

V6r i f ions- la :  

(i) n = 1 

O n  a w2(OE)= 0 et  ( d E ) =  ( 1 ) =  0, d ' o 6  ( 2 ) ( d E ) =  0. 

(ii) n = 2 
O n  a O E ( 1 ) = n = 2 ,  d ' o 6 0 E - 2 X ~ + a X ~ ,  avec  a ~ K * .  E n  c o m p a r a n t  les 

d i sc r iminan t s ,  o n  voi t  que  ( a ) =  (2dE),  d ' o h  

oE ~ 2x~ + 2aEx~, (5) 

et  w2(C!E)=(2)(2dtz)=(2)(2)+(2)(dE). Mais  ( 2 ) ( 2 ) = 0  pu i sque  la f o r m e  

Z 2 - 2 X 2 - 2 Y  2 r ep r6 sen t e  0 ( p r e n d r e  Z = 2 ,  X =  Y =  1). O n  ob t i e n t  donc  b ien  

w2(OE) = (2)(dE).  

(iii) n = 3 

M o n t r o n s  d ' a b o r d  que  l ' on  a: 

o~ ~ x~ + 2x~ + 2a~x~. (6) 
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Distinguons deux cas: 

(a) E se d6compose en E1 x E2, avec rg (E0  = 1, rg(E2) = 2. 
On a alors QE -- QE, ~) Q~;  la forme QE1 est isomorphe ~ la forme unit6 X2; 

d'apr6s (5) et le fait que (dE)= (d~), la forme QE~ est isomorphe ~ 2X2+ 2dEX~; 
on obtient bien (6). 

(b) E est un corps. 

Notons ce corps K' ;  c'est une extension cubique de K. Soit E ' =  K ' ~ K E  
l'alg~bre d4duite de E par extension des scalaires ~ K';  il est clair que E '  poss6de 
un facteur isomorphe ~ K', donc est du type (a) ci-dessus. I1 en r6sulte que (6) 

devient vraie sur K'.  Comme [K ' :  K] est impair, (6) est done vraie sur K, en vertu 
d 'un th6or6me de Springer [17]. 

Une fois (6) prouv6e, la formule (4) se d6montre comme dans le cas n = 2. 

Remarques. 1) Supposons n = 3, et c a r ( K ) ~  3. La restriction de QE aux 

616ments de trace 0 est non d4g6n6r6e; si l 'on note cette forme Q~, on a 
Q E -  3X~ ~ Q~, d'ofi, en utilisant (6): 

O'ts ~ 6X~ + 2dEX~. (7) 

On en conclut qu'il existe x ~ E tel que T r E / K ( X )  = 0 e t  TrE/K(X 2) = 6. Un tel x 

satisfait h une 6quation de la forme 

X3-3X+t=O,  avec t~K.  (8) 

On voit ainsi que route extension cubique de K peut &re obtenue par une 
6quation du type (8), si car ( K ) r  3. (Ce r6sultat peut aussi se d4montrer par un 

argument direct, et l 'on en d4duit alors (7) et (6).) 
2) Les formules (5) et (6) sont des cas particuliers de formules valables pour 

tout n, cf. Appendices I e t  II. 

2.3. Rappels sur 91, et le groupe des spineurs 

A partir de maintenant, et jusqu'~ la fin du w on suppose n >~ 4. On note a ,  

l'616ment non nul de H2(91,), et 91, l'extension centrale correspondante: 

1 --, { + 1 } - o  {L --, 91n --" 1. (9) 

(II est commode pour la suite d 'employer une notation multiplicative, i.e. d'6crire 

{:el} h la place de Z/2Z.) 
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On sait (cf. [3], [13]) que cette extension peut se construire h l 'aide du groupe 

des spineurs Spln.(K).  Rappelons  comment  on proc~de: 
On identifie 9.t. h u n  sous-groupe de S O . ( K )  grace au plongement  standard 

de ~ .  dans O . ( K ) ,  et l 'on utilise la suite exacte de groupes alg6briques: 

1 ---~ {+1}--> Spin~ ---~ SO.  ~ 1. (10) 

Par  passage aux points rationnels, on obtient une suite exacte: 

1 ~ {+} ~ spin.  (K) --, SO~ (K). (11) 

L E M M E  1. Le groupe 9 ~  est contenu dans l ' image  de l ' homomorph i sme  

s ~ .  (K) ~ s o .  (K), 

et son image rdciproque dans  Spin . (K)  est isomorphe h if.l.. 

Autrement  dit, on a un diagramme commutat if :  

1--*{+1} --* ~1. ---> 9.1. 

1 l 
1 ~ {+1} ~ Spin.  (K) ~ S o . ( g ) .  

Ddmonstrat ion.  Soit (ei), 1 ~< i ~< n, la base canonique de l 'espace V -- K" ,  muni 

de la forme quadratique standard Q: 

O ( e ~ ) = l ,  O(e~ ,e i )=O si i ~ j .  

Soit C l 'alg~bre de Clifford du couple (V, Q),  aut rement  dit l 'alg~bre 

engendr6e par  les e~ soumis aux relations 

e i a= l ,  e , e i = - e i e i  si i~=j. 

Le groupe Sp in . (K)  s'identifie ~ un sous-groupe de C*, te "groupe  de Clifford 
r6duit" au sens de Bourbaki ,  Alg.  IX, w n ~ 5 (ensemble des x ~ C* de degr6 pair 
tels que x V x  -1 = V e t  que x �9 x' = 1, ofa x ~-~ x'  d6signe l 'anti-involution de C qui 
est l ' identit6 sur V); l ' homomorphisme S p i a . ( K ) - - ~ S O . ( K )  associe ~ un tel 
616ment x la rotat ion v ~ x v x  -~ de V. 

Soient {i, i, k, l} des indices tels que i ~ j et  k r l. On a 

Q(ei  - ej) --- Q(ek - ez) -- 2. 
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Si l 'on  pose 

x = ~(ei - ei)(ek - el), 

on  v6rifie tout  de suite que x appart ient  au groupe  de Clifford r6duit,  i.e. 
Sp in . (K) ;  de plus, son image darts S O . ( K )  est 6gale h (i])(k/), produi t  des 
transposit ions (i]) et (kl). C o m m e  92[. est engendr6 par  de tels produits,  cela 
mont re  bien que 92[. est con tenu  dans l ' image de Spin . (K) .  Il reste ~ voir  que  
l ' image r6ciproque de 9.1. dans Sp in . (K)  est une  extension non  triviale de 92[.. Or,  

si l 'on choisit {i, j, k, l} distincts (ce qui est possible puisque n >/4), les 416ments 

e~ - e  i et ek --et sont or thogonaux,  donc  an t i commuten t  dans C, et l 'on en d6duit:  

x 2 = -�88 - ej)2(ek -- el) 2 = --�88 2 -  2 .  = --1. 

I1 en r6sulte que x est d'ordre 4 dans Sp in . (K) ,  ce qui d6mont re  la non trivialit6 

de l 'extension consid6rde. 

Remarque. Le fait que 92[. soit con tenu  dans l ' image de Sp in . (K)  peut  aussi 
se d6duire de ce que  9I. est engendr~ par des carr~s, donc  a une image triviale par  

la norme spinorielle SO. (K) - ->  K*/K .2. 

2.4. D~monstration du th~or~me 1 dans le cas altem~ 

Revenons  ~ la situation du th. 1, et supposons  que e:Fr- ->  ~ .  appl ique irk 

darts 91., ou  ce qui revient au m~me que (dE) = 0. La  formule  tt d6mont re r  s '6crit  

alors: 

w2(QE) = e*a, ,  (12) 

oh e est maintenant  consid6r6 c o m m e  un h o m o m o r p h i s m e  de FK dans 9~.. 
La  forme Q~ se d4duit  de la forme unit6 Q ( X ) =  X 2 + . . .  + X~ par  tors ion 

galoisienne au m o y e n  du 1-cocycle e:Fr- -> 9Jl. c S O . ( K ) .  Soit ~ la classe de e 

dans l ' ensemble  de cohomologie  

HI(K, S O , )  = HI(rK, SO,(K~)) .  

(I1 s 'agit  ici de cohomolog ie  non ab61ienne, c L par  exemple,  [15], chap. I, w et 

chap.  I I I ,  w 
Soit d ' au t re  par t  

6 : H i ( K ,  S O . )  --* H2(K, (• -~ H2(FK) 
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l 'op6rateur cobord associ6 ~ la suite exacte 

1 - ~  {+1}  --~ S p i n .  --~ SO,~ ~ 1, (10) 

cf. [15], p. 1-69. D'apr~s Springer ([18], formule (4.6)), on a 

w2(QE) = ~(~). (13) 

On obtient un 2-cocycle d(ot,/3) appartenant h la classe ~(~) par la construc- 
tion suivante: 

Pour  tout t re92 , ,  on choisit un repr6sentant tr' de o- darts ~/, c S p i n , ( K ) ,  cf. 
lemme 1. Si a ~ F K ,  l'616ment x~ = e ( a ) '  de Spin,(K~) a pour  image e(ot) dans 
SOn(K); si l 'on pose 

d(a, /3) = xact(xa)x~ ~ (a, /3 ~ FK), (14) 

on obtient un 2-cocycle sur FK, h valeurs dans {• dont la classe de cohomologie 
est ~(~), cf. [18], loc. cir. Comme les x~ sont rationnels sur K, la formule (14) se 
simplifie en 

a ( ~ , / 3 )  = x~x~x2~. (15)  

Le 2-cocycle d est donc simplement l'image rgciproque par e du syst~me de 
facteurs de l'extensicm ~ ,  ~ 92, (relativement aux repr6sentants choisis). On a 
donc: 

8(e) = e*a,, (16) 

ce qui d6montre (12), compte tenu de (13). 

2.5. Un risultat auxiliaire 

Soient E1 et E2 deux alg~bres 6tales, et soit E3 = E~ x E2 leur produit. 

L E M M E  2. Si la formule (1) du th. 1 est vraie pour deux des trois alg&bres El,  E2, 
E3, elle est vraie pour la troisi&me. 

Soit n~ le rang de E~, et soit e~ l 'homomorphisme de irk dans ~ associ6 ~ Ei 
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(i = 1, 2, 3). On a n 3 = n 1 + n2, et l ' h o m o m o r p h i s m e  e 3 : / ~ K  ~ ~n~ se factorise en: 

oh ] est  l ' inject ion naturel le  de ~ .~  x ~ .~  dans ~ .~  = ~ . , + . .  
Posons:  

w(Ui) = w2(Oz,) et w ' ( G )  = e*s., + (2)(dE,), 

de  sor te  que (1) 6quivaut  ~ w ( G ) =  w ' ( G ) .  
C o m m e  QE~ ~ QE, ~ QE~, on a (dE~) = (dE,) + (dE~) et  

w(E3) = w ( E O  + w(E2) + (dE,)(dF~). (17) 

D ' a u t r e  par t ,  l ' image  de s,~ pa r  l ' h o m o m o r p h i s m e  de restr ict ion 

1" : HZ(~.~)  ~ H 2 ( ~ . ,  x ~.2)  

est donn6e  par  la fo rmule  

] $  Sn ~ - -  $ $ * . - p ~ s.~ + p 2s.~ + p l e . ,  P ~ n ~ .  

off p~ d6signe la projec t ion  de ~ .1  x ~ ,~  sur son i -~me fac teur  (cela se voit ,  pa r  
exemple ,  en appl iquant  ~t l ' espace  classifiant B ( ~ .  1 • ~.~) la fo rmule  d o n n a n t  la 
classe de S t ie fe l -Whi tney  d 'une  s o m m e  directe).  

O n  d6duit  de lh: 

e's , , ,  = ( e l ,  e2)*j*s,, 3 = (el ,  e 2 ) * [ p * l s n l  + P~sa2+ P ~ G t 1 "  p * G J  

_ * * * . e * e , 2 = e * s , , + e * s , , + ( d E , ) ( d ~ ) .  - -  e 1 Sn I q- e 2 Sn 2 -~ e 1 Ent 

E n  a jou tan t  (2)(dz~)= (2)(dz,)+ (2)(d~) aux deux m e m b r e s ,  on obt ien t  

w'(E3) = w ' ( E , )  + w'(E2) + (dE,)(dE~). (18) 

En  c o m p a r a n t  (17) et  (18) on voit  que,  si w(Ei)  = w'(Ei)  p o u r  deux  des trois 
indices {1, 2, 3}, la m 6 m e  formule  vaut  pou r  le t ro is ibme indite .  Le  l e m m e  en  

r4sulte.  
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2.6. Fin de ta d~monstration du th~or~me 1 

Soit E2=K[X] / (X2-dE) ;  c'est une K-alg~bre &ale de rang 2 ayant m6me 
discriminant que l 'alg~bre E donn6e. La formule (1) est vraie pour  E2, cf. n ~ 2.2; 
elle est vraie pour E • E2 puisque le discriminant de E x E2 est 1, cf. n ~ 2.4; d'apr~s 

le lemme 2, elle est donc vraie pour  E, cqfd. 

Remarques. 1) D 'un  point de vue "galoisien",  la construction pr6c6dente 

revient h utiliser le plongement  6vident de ~ ,  dans 9.1,+2. 

2) Le d6tour par  le groupe altern6 n'est  pas indispensable. On peut faire des 
calculs analogues h ceux d u n  ~ 2.4 pour  le groupe ~ ,  tout entier, h condition 
d'61argir le groupe Spin,  en un groupe I ) ,  "deux fois plus grand",  se projetant  sur 
O,.  Le groupe ~ se r6alise alors comme un sous-groupe de O,(K~) form6 de 
points rationnels sur K(x/2), mais pas sur K (saul si 2 est un carr6). La formule (14) 
ne se r6duit plus ~ (15), mais ~: 

d(o~, [3) : (XaXDX~a)(Ol(X~)X;1); (15') 

le terme (x,,xax2~) donne e*s, et le te rme (ct(xe)x~ 1) donne (2)(dE). 

w Applications 

3.1. Le probl~me de plongement associ~ h e*sn 

Soit E~ la sous-extension de Ks engendr6e par  les corps q~(E), oh q~ parcourt  
l 'ensemble qb des K-homomorph i smes  de E dans K~, cf. n ~ 1.3. C'est  une 

extension galoisienne de K de groupe de Galois GE c ~n.  
Notons XE l ' image de s~ par  Res:  H ~ ( ~ ) - - ~  H2(GE),  et notons (~E l 'extension 

centrale correspondante;  le groupe GE s'identifie h l ' image r6ciproque de GE 

d a n s @ , ,  cf. n ~ 1.5. Si ~r d6signe la projection FK --~ Gz, on a 

e*s.=zr*XE dans H2(FK)=Br2(K). (19) 

En d 'autres  termes, e*s, est l 'obstruction au probl~me de plongement associ6 
l 'extension (~E ~ GE. Les deux propri6t4s suivantes sont 6quivalentes: 

3.1.1. e*sn = O. 

3.1.2. L'homomorphisme ~ : FK ~ GE se relive en un homomorphisme continu 

Lorsque xE~ O, i.e. lorsque GE est une extension non triviale de G E, tout 
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homomorphisme ,k satisfaisant a 3.1.2 est surjectif. Cela permet de reforrnuler 

3.1.2 de la mani6re suivante: 

3.1.3. Il existe une sous-extension galoisienne Eg de K~ contenant Eg, et un 

isomorphisme GE ~-- Gal (Eg/K) tels que le d iagramme 

0E --- Gal (E~/K) 

l 1 
GE -- Gal ( G / K )  

soit commutatif .  

Le th. 1 ram~ne le calcul de e*s ,  ~ celui de l'invariant de Witt de la forme QE. 

I1 permet, dans certains cas, de d6cider si les propri6t6s 3.1.1, 3.1.2 et 3.1.3 sont 

vraies ou non. Nous allons en voir quelques exemples. 

3.2. Extensions de degr~ 4 ou 5 

P R O P O S I T I O N  1. Supposons n = 4 ou 5. Pour que e*s ,  = O, il faut  et il suffit 

que QE soit isomorphe: 

a la forme X 2 + X 2 + 2 X  2 + 2 d E X  2 si n = 4, 

a la forme X ~ + X 2 + X Z + 2 X 2 + 2 d E X  2 si n = 5 .  

Supposons d 'abord n = 4 .  Si Q E - x Z + x ~ + 2 X ~ + 2 d E X  2, on a w2(QE) = 

(2)(2d~) = (2)(2) + (2)(dE) = (2)(dE) et le th6orhme 1 montre que e*sn = O. 

R6ciproquement, supposons que e*sn = 0, i.e. que w2(OE)= (2)(dE). D'aprhs la 
prop. 4 de l 'App. I, on peut 4crire QE sous la forme X~ + g(X2, X3, Xa), oh g est 

une forme ternaire. On a d(g) = dE et w2(g) = w2(Q•) = (2)(dE). I1 en r4sulte que 
g a m6me discriminant et m6me invariant de Witt que X ~ + 2 X ~ + 2 d E X ] .  

D'apr~s [22], Satz 11, cela entraine g ~ X ~  + 2 X  2 + 2dEX],  d 'oh le r6sultat 

cherch4. 
Le m4me argument s'applique h n = 5, compte tenu de ce que 

OE ~ x~ + x~ + g(X3, x4, xs) 

d'apr~s la prop. 4 de l 'App. I. (On peut aussi ramener le c a s n  = 5 au c a s n  = 4 par 

une extension convenable de degr6 impair du corps de base.) 

EXEMPLE.  Supposons que E soit une extension biquadratique de K, autre- 

ment dit un corps de degr6 4, compos6 de trois extensions quadratiques K(~x), 
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K(x/-yy) et K(x/z) avec xyz = 1. Le groupe GE est un groupe ab61ien 614mentaire de 
type (2, 2), et l 'on v6rifie facilement que GE est isomorphe au groupe H des 
quaternions. Si l 'on prend {1, x/-x, x@, x/-zz} pour  base de E, on voit que la forme QE 
est isomorphe ~t T2+  x X 2 +  y y 2 +  z Z  2, et l 'on a dE = 1. En appliquant la prop. 1, 

on en d6duit que e*s, est nul (i.e. que E peut  6tre plong6e dans une extension 
galoisienne /~ de groupe de Galois H )  si et seulement si les [ormes xX2 + y y 2 +  
z Z  2 et X2  + y 2  + Z 2 sont isomorphes (noter en effet que 2 Y 2 +  2 Z  2 est isomorphe 

Y2+Z2) .  On retrouve ainsi un r6sultat de Witt [21]. 

Remarque. Witt d4montre  davantage. I1 donne un proc6d6 permet tant  de 
construire/~ h part ir  d 'un isomorphisme de la forme X 2 +  Y 2 + Z 2  sur la forme 
x X 2 + y Y 2 + z Z  2. I1 serait int6ressant d '6tendre sa construction ~t d 'autres  cas. 

(Signalons une faute d ' impression dans [21], Satz, p. 244: le terme r(P11~l+ 

P22~2 -1- P33~3) doit 8tre remplac6 par  r(1 + Pll~x + P22~2 -t- P33~3)') 

Extensions icosa~driques du type de Klein 

P R O P O S I T I O N  2. Supposons que n = 5, dE = 1, et que 5 soit un carr~ dans 

K*.  Les propridt~s suivantes sont alors ~quivalentes: 

(a) e*s,  = ( - 1 ) ( - 1 ) ;  
(b) ~ 2 QE - X I + X 2 + X  2-X4-XS;2 2 

(c) II existe x ~ E, x ~ O, tel que TrE/K(x) = Trv./K(x z) = 0; 
(d) L'extension E J K  peut ~tre construite par le proc~d~ de Klein (cf. [16]). 

D 'apr~s  le th. 1, (a) 6quivaut ~ w z ( O E ) = ( - 1 ) ( - 1 ) .  Notons Q'E la forme 
quadrat ique de rang 4 obtenue en restreignant QE aux 616ments x e E tels que 

TrE/K(X) = 0. On a: 

O ~ 5X~l e , ~ , Q z  ~ X1 (t) QE, (20) 

puisque 5 est un cart4 dans K*.  Cela permet  de r6crire (a), (b) et (c) en termes de 

Oh: 

(a') w2(O~) = ( - 1 ) ( - 1 ) ;  

(b') O ' ~  2 2 2 2 E X 2 J i - X 3 - X 4 - X 5 " ~  

(c') Q'E repr6sente 0. 

D 'au t re  part,  la prop. 4 de l 'App.  I montre  que 

c?~ ~ x ~ + x ~ +  g(X~, x~, x~), (2a) 
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o1'1 g est une forme ternaire de discriminant 1. En comparant  (20) et (21) on 
obtient: 

t 2 

et (a'), (b'), (c') se r6crivent h leur tour: 

(22) 

(a") w2(g) = ( - 1 ) ( - 1 ) ;  

(b") g -  X ~ -  ~ X 4 - X s ;  
(c") g repr6sente 0. 

L'6quivalence de ces propri6t6s est maintenant imm6diate (cf. par  exemple [22], 
Satz 11)�9 Le fait que (a) et (c) soient 6quivalents ~ (d) est d6montr6 dans [16]. 

3.3. Extensions d~finies par une ~quation X ~ + a X  + b = 0 

Supposons que E ~- K [ X ] / ( X  ~ + a X +  b), avec n >/2, a, b e K, le discriminant d 
du polynBme X " + a X + b  6tant 4 0 .  On peut alors d6terminer QE, w2(QE) et 
e*s~ en termes du couple (n, d), cf. App. II. On trouve (cor. ~ la prop. 7): 

e *  s n = ( - 2 ) ( d ) + ( - 1 ) ( - 1 ) = ( - 2 ) ( - d )  si n = 4 , 5 ,  

= ( 3 ) ( - d ) + ( - 1 ) ( - 1 )  si c a r ( K ) r  et n = 6 , 7 ,  

= ( - 1 ) ( d )  s i n  =8,9 ,  

= ( 5 ) ( - d )  si c a r ( K ) r  et n = 1 0 , 1 1 ,  

= 0  si n =  18,19,50,51,98 . . . .  

EXEMPLES.  a) Supposons que n = 7  et d =  1, de sorte que GE est un 
sous-groupe de ~7. On a e * s v = ( - 3 ) ( - 1 ) .  I1 en r6sulte que le probl6me de 
plongement  est r6soluble si et seulement si - 3  est somme de 2 carr~s dans K. 

Exemple  num6rique: a = - 1 5 4 ,  b = 99, et [K: Q ] =  2. Le groupe GE est alors 

un groupe simple d 'ordre  168, isomorphe ~t PSLz(FT), cf. [5]; le groupe (~E est 
isomorphe ~ SLz(F7). On en conclut que, pour  que E J K  se plonge dans une 
extension galoisienne ~t groupe de Galois SLz(FT), il faut et il suffit que K soit 
imaginaire et que 3 soit inerte ou ramifi6 dans K/Q: en effet, on sait que ces 

conditions 6quivalent h dire que ( - 3 ) ( - 1 ) =  0 dans BrE(K). 
b) Supposons que n =  18 et GE = ~ , .  Comme  e*sn = 0 ,  le probl~me de 

plongement  a une solution: il existe une extension quadrat ique de Eg dont  le 
groupe de Galois sur K est ~ , .  (Comment  construire effectivement une telle 

extension?) 
Pour  d 'autres  exemples du m6me genre, voir [20]. 
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3.4. Exemples  oi~ K = Q et e*s ,  = 0 

Supposons que K = Q ,  et d6finissons des entiers r~, r 2 ~ 0  par  la relation 
habituelle: 

R @ E ----- R r~ X C'2. (23) 

On a rl+ 2r2 = n. La signature de la forme Oe est (rl + r2, r2). Notons Q ..... la 
forme quadrat ique ~ coefficients +1 ayant cette signature: 

O ..... - X ~ + . . .  2 2 . . .  + Xr,+,~-  (X,,+,~+l + + X~). (24) 

Nous allons comparer  QE et Q,,., : 

P R O P O S I T I O N  3. Les  deux propridt~s suivantes sont dquivalentes: 

(a) d e = l  et e * s , = O ;  

(b) re---=0 (mod4)  et Q E - Q  ..... . 

I ~  discriminant de Q ..... est ( -1 )  '2, et son invariant de Witt est 0 (sur Q, ou sur 
R) si et seulement  si r2--=0, 1 (mod4) .  Si (b) est v6rifi6, on a done de = 1 et 
w2(QE) = 0, d 'oh e*s ,  = 0, ee qui prouve (a). Inversement,  si (a) est vrai, r2 est 
pair. De  plus, QE est R- i somorphe  ~ Q ...... done a m6me invariant de Witt sur R;  
comme cet invariant est 0 ( v u l e s  hypoth6ses faites), cela montre  que r2=-O 

(mod 4). I1 en r6sulte que les formes QE et Q ..... ont m6me discriminant, m6me 
invariant de Witt, et m~me signature. Elles sont done isomorphes,  ee qui ach6ve 
de prouver  (b). 

Exemples  d 'extensions satisfaisant & (a) et (b) 

1) La propri6t6 (a) est no tamment  v6rifi6e lorsque le groupe GE est tel que 

H I ( G E )  = H 2 ( G E )  = 0. C 'es t  le cas, par  exemple,  lorsque G est un groupe simple 
non ab61ien dont le multiplicateur de Schur est d 'ordre  impair. On t rouvera la 
liste de ces groupes dans [7]; parmi  les 26 groupes sporadiques, il y e n  a 17 qui 
conviennent:  MH,  M23 . . . . .  et parmi eux le groupe de Griess-Fischer Fa. 
C o m m e  Thompson  a construit des extension de Q ~ groupe de Galois F1 (cf. 
[19]), on peut  leur appliquer la prop. 3: la [orme QE correspondante est isomorphe 

d la forme standard Q ..... . Signalons h ce sujet la question suivante: peut -on 
choisir E totalement r~eUe (i.e. r 2 ----0) telle que Ge-~ F~? (Noter que la m6thode 
de Thompson  fournit uniquement  des extensions imaginaires.) 
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2) La propri6t4 (a) est 6galement v6rifihe (sur un corps de base K quelconque) 
lorsque E est un corps, extension galoisienne de K, et que le groupe de Galois 

GE-~Gal (E/K) est tel que les deux premi&es classes de Stiefel-Whitney de sa 
representation r~guli&e sont nulles. Les groupes finis satisfaisant ~ cette condition 
ont 6t6 d6termin6s par B. Kahn [8]. I1 en est ainsi par exemple de: 

a) tout groupe ayant un 2-groupe de Sylow non m&acyclique, 

b) tout groupe simple non ab61ien et non isomorphe h PSLz(IFq), q--=• 
(mod 8). 

On peut donc appliquer la prop. 3 ~ toute extension galoisienne de O ayant 
pour groupe de Galois l 'un de ces groupes. 

w Une g~n~ralisation: la forme Tr (aX 2) 

4.1. Enonc~ du r~sultat 

Soit a un 414ment inversible de l'alghbre &ale E. S i x  ~ E, posons 

QE.~ (X) = TrE/K(aX2). 

On obtient ainsi une forme quadratique QE.~, qui est non d6g6n6rfe de rang 
n = rg (E);  pour a = 1, on retrouve QE- On peut se poser les m6mes questions 

pour QE,~ que pour QE. Les r6sultats sont tout ~ fait semblables, comme on 
v a l e  voir. 

Tout d'abord, si ~#, . . . . .  q~,, sont les diff6rents homomorphismes de E dans K~, 
et si • . . . . .  +/3, sont les racines carr6es de ~l(t~) . . . . .  ~ , (a ) ,  le groupe FK 
ophre sur les +/3~ par permutations et changements de signes. Cela conduit ~t 

introduire, h la place du groupe ~ ,  du n ~ 1.3, le groupe 

| = { + 1 } "  �9 ~., 

d'ordre 2"n !, produit semi-direct de {• et de ~ .  (ce dernier op&ant  sur {+1}" 

de fagon 6vidente). Une autre fagon de d6finir ~ ' .  est de dire que c'est le groupe 
de Weyl d 'un syst6me de racines de type B.  ou C.,  cf. Bourbaki LIE. VI. 

L'action de FK sur les r et les +/3 i d4finit un homomorphisme 

e. : FK --~ ~ ' . ,  

qui caract4rise le couple (E, er h ta multiplication prhs de a par un carr4. Ici 
encore, ~ ' .  s'identifie h u n  sous-groupe du groupe orthogonal O . (K) ,  et la forme 
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QE,,, se d6duit de la forme standard Y~ X ,  z. par torsion au moyen du 1-cocycle 

r :FK --* ~ ' c  O . ( K ) .  

Le discr iminant  de OE,~ est donn6 par: 

d(OE.~,) = dE" N a ,  

ofa N a  = NE/K(a)  est la norme de a ;  cela se v6rifie, soit par  un calcul direct, soit 
en explicitant l ' homomorphisme det : ~ "  --~ {+1}. 

En ce qui concerne l ' i nvar ian t  de Wi t t  de OE,~, on proc~de comme pour  OE. 
On d6finit d 'abord  un 616ment canonique s', de H 2 ( ~  ") par la m&hode  de la fin 
d u n  ~ 1.5, i.e. 

s ', = w2(l',), 

o~ l" est le fibr6 orthogonal sur 
~ ' - - - ~ O , ( l i ) .  L 'extension centrale 

B ~ "  associ6 h la repr6sentation 6vidente 
- -  t t ~ n  correspondant  ~ s .  est d6crite par  

g6n6rateurs et relations dans [3], p. 619 (prendre 3' = A = Ix = -1 ) .  L 'analogue du 
th6or~me 1 est: 

THt~OR1EME 1'. O n  a 

w2( QE,~) - * '  - e~,s, + (2)(dE). (25) 

Noter  que, clans le te rme (2)(dE), c'est bien de qui intervient, et non d(QE.~). 

4.2. Ddmons t ra t ion  du  th~or~me 1' 

On peut  proc6der de diverses manibres. J ' en  indique deux, sans entrer  dans les 
d&ails: 

Premiere ddmonstra t ion  

Elle consiste h se ramener  au th. 1, grace a l 'alg~bre de rang 2n: 

E '  = E [ X ] I ( X  2 -  ~) .  

Notons E0 l 'ensemble des x e E '  tels que TrE,m(x)=0.  L 'espace  vectoriel E '  est 
somme directe de E et de E~. De  plus, ces sous-espaces sont or thogonaux pour  la 
forme QE', et la restriction de QE, h E (resp. E~) est 2QE (resp. 2QE,,). On a 
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Oz '  ~ 2QE �9 2Oz,,~. (26) 

En  appliquant  le th. 1 h E et E ' ,  on obt ient  les valeurs de w2(OE,) et Wz(2OE), 
d 'o6 ,  grace h (26), la valeur de w2(QE,~). La  formule  (25) s 'en d6duit par  un calcul 
sans difficult6 ( remarquer  que la repr6sentat ion FK---~ ~ 2 ,  = Oz , (R)  associ6e ~ E '  
est somme  directe de FK---~ ~ ,  c O , ( R )  et F K - - - ~ ' c  O, (R)) .  

Seconde d~monstration 

Elle imite la d6monst ra t ion du th. 1. On  traite d ' abo rd  le cas ofa l ' image de FK 
dans ~ "  est contenue  dans le sous-groupe 9~' entendr6 par  9~, et par  les 616ments 

(ei) ~ {+1} n tels que  lqe~ = 1 (cela revient h supposer  (dE) = (Na) = 0). Notons  a"  la 
restriction de s" ~ N',, et soit N', l 'extension centrale correspondante .  C o m m e  au 
n ~ 2.3, on  a un d iagramme commutat i f :  

" l l 

La d6monst ra t ion  d u n  ~ 2.4 s 'applique alors sans changement ,  et mont re  que  

w2(QE,~) = e*a ' ,  d'ofa le th. 1' dans le cas consid6r4. 
Le cas g6n6ral se ram~ne au pr4c6dent  par un proc6d4 analogue h celui du  

n ~ 2.6. On  utilise les couples (El,  a l )  et (E2, a2) suivants: 

E 1 = K, a l  = Not 

E2 = K [ X ] / ( X  2 -  dz), a2 = 1. 

Le th. 1' se v6rifie imm6dia tement  pour  ces couples, ainsi que pour  leur produi t  

(El x E2, (al ,  a2)). D ' au t r e  part,  le produit  

(E  x E 1 x E2, (a, t~l, o~2)) 

est du type ci-dessus (i.e. cor respond h u n  h o m o m o r p h i s m e  de FK dans ~ '~ t+3 ) "  O n  
peut  donc  lui appliquer  le th. 1'. On  passe de 1~ ~ (E, a )  par  un l emme analogue  

au l emme 2 d u n  ~ 2.5. 
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Appendice I. Une d6composifion de QE 

Ecrivons  le rang n de E sous fo rme dyadique:  

n = 2 m , + ' " + 2  m., avec 0 ~ < m l < m 2 <  " ' ' < m h .  

P R O P O S I T I O N  4. (a) Si ~ mi est pair, on a 

O~ ~ x ~  + . . -  + x ~  + g ( X , + ,  . . . . .  xn) ,  

off g est une forme quadratiqae de rang n - h et de discriminant de. 

(b) Si ~ mi est impair, on a 

O E  ~ 2 x ~ + x ~ +  �9 �9 �9 + x ~ +  g ( X , + ,  . . . . .  x . 0 .  

o~ g est une forme quadratktue de rang n -  h e t  de discriminant 2dE. 

E X E M P L E S .  S i n  = 3, on  a m~ = 0 ,  m2 = 1, h - - 2 ,  et g est une  forme ~ 1 
variable de discriminant 2dE;  on re t rouve  le f a r  que  QE est i somorphe  
2 X ~ + X ~ + 2 d E X  2, cf. n ~ 2.2. 

S i n  = 5, on a ml  = 0, m 2 = 2, h = 2, et l 'on voit  que 

QE ~ X 2 + X 2 + g(X3, X4, Xs), 

off g est une  forme ~t 3 variables de discriminant  dE. I1 en  r6sulte ([22], Satz 11) 

que  QE est bien d6termin6 par  ses deux invariants de et W2(OE)- 

L E M M E  3. / / ex is te  une extension finie K'  de K, de degr~ impair, telle que la 

K'-alg~bre E ' = K ' C ~ K E  se d~compose en produit d'algbbres E'i ( l~<i<~h) de 
rangs 2".. 

Soit GE = e(/'K) le g roupe  de Galois de E, consid6r4 c o m m e  sous-groupe  de aM 
(n ~ 1.3). Soit P u n  2 -sous -groupe  de Sylow de GE, et soit K '  l 'extension de K 
cor respondan t  ~t P. Le  degr6 de K '  sur K est 6gal h (GE :P) ,  qui est impair. 

C o m m e  e(FK,) = P, les orbites de e(FK,) dans [1, n ]  ont  p o u r  ordres des puissances 

de 2. I1 en r6sulte une  d6composi t ion  de E '  en produi t  

E '  = I-I E I . (1 ~<j~<k), 

off le rang n i de chaque  E '  i e s t  une  puissance de 2. Choisissons une telle 

d4composi t ion  avec le moins de facteurs possible, i.e. avec k minimum.  Les nj 
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sont  alors distincts: en effet, si l ' on  avait  n i = nt pour  j #  l, on  pourrai t  r egrouper  

E '  i e t  El, et remplacer  k par  k - 1. C o m m e  n = ~ hi, ceci en t r a lne  que les n i sont  

6gaux aux 2 m,, h l 'ordre  prbs; d 'oh  le lemme.  

L E M M E  4. Soient q~ et tO des formes quadratiques sur K. Soit K'  une extension 

finie de K de degr~ impair, et soit g' une forme quadratique sur K'  teUe que 

q~ - to �9 g' sur K'.  II existe alors une forme quadratique g sur K telle que r ~ tO �9 g. 

Soit k le rang de tO. Pour  qu ' i l  existe g avec q~ - tO ~ g, il faut et il suffit que  

l ' indice  sur K de la forme q0 q) (-tO) soit >~k (cf. [22]). Or,  d 'apr~s un  th6orbme de 

Springer  [17], cet indice est le m6me sur K et sur K' .  D ' o h  le r6sultat. 

L E M M E  5. L a  forme quadratique 2'~1X 2 + �9 �9 �9 + 2m~X~ est isomorphe: 

it la forme X~ + . . . + X ~  si ~ mi est pair, 

it la forme 2 X  2 + X~ + . . . + X 2 si ~ mi est impair. 

O n  peut  6v idemment  remplacer  le coefficient 2". par  1 si mi est pair, et par  2 

si mi est impair.  Cela mont re  que la forme consid6r6e est i somorphe h: 

2 2 �9 +X~,  2 ( X ~ + .  �9 �9 + X ~ ) + X ~ < + . .  

o6 r e s t  le n o m b r e  des indices i tels que  mi soit impair.  Le l emme en r6sulte, 

compte  t enu  de ce que 2 X 2 + 2 y  2 -  X2+ y2.  

Ddmonstration de la prop. 4 

Vu les lemmes  3 et 4, on peut  supposer  que E se d6compose en  produit :  

E = [ I / 7 / ,  avec r g ( E i ) = 2  m', l ~ i < ~ h .  

O n  a Q E ~ Q E , O " ' "  GQE,,. C o m m e  Q E . ( 1 ) = T r E j K ( 1 ) = 2  "~', la forme QE, se 

ddcompose  en:  

QE, ~ 2re'X2 I~D gi, avec rg(gi) = 2 m, - 1. 

O n  en d4dui t  une  d4composi t ion de Qe :  

Oe ~ 2re 'X2+ �9 " " + 2 " ~ X 2 +  g(Xh+, . . . . .  X,,), 

et l ' on  conclut  en appl iquant  te l emme 5. 



672 JEAN-PIERRE SERRE 

Appendice H. D6termination de Q~ lorsque E est d6flnie par une 6quation de ia 
torme X "  + a X  + b -- 0 

Soient a et b deux 616ments de K, et soit n u n  entier >12. Posons 

f ( X )  = X "  + a X  + b. 

Le discriminant d de f e s t  donn6 par la formule: 

d = ( -  1 ) " ~ " - ' ) / 2 n " b " - I  + ( _  1)(,-,)(,-2)/2(n _ 1)"- '  a". (27) 

Supposons d e 0 .  L'alg6bre E = K [ X ] / ( X "  + a X + b )  est alors &ale, et (dE)= 
(d). Nous allons voir que l 'on peut expliciter la forme quadratique QE en fonction 

seulement de n et de d (cf. prop. 5 et 6 ci-dessous). Ce r6sultat m'a  6t6 signal6 
par P. E. Conner, pour n impair (le c a s n  pair est d'ailleurs plus facile); on 

trouvera dans la th6se de N. Vila [20] des r6sultats analogues pour certaines 
6quations du type X "  + a X 2  + b X  + c = O. 

I1 est commode de s6parer les cas suivant la parit6 de n: 

P R O P O S I T I O N  5. S u p p o s o n s  n pair. O n  a a lors:  

Q E - - X I X 2 + X 3 X 4 +  " ' "  + X , _ I X ,  si ca r (K)  d iv i se  n, (28) 

et  

QE ~ n X ~ - ( - 1 ) " / Z n d X ~  + X 3 X 4  + " " " + X ,  1Xn s inon .  (29) 

Soit x l 'image de X dans E. Les x ~ ( 0 < ~ i ~ n - 1 )  forment une base de E. 

D'apr6s les formules de Newton, on a 

TrE/K(1)=n et TrE/K(X i ) = 0  pour l~<i~<n--2.  (30) 

Si la caract6ristique de K divise n, le sous-espace de E engendr6 par 1, 
x . . . . .  x ("-2)/2 est totalement isotrope de dimension n /2 ;  la forme QE est donc 

hyperbolique, d'ofi (28). 
Supposons maintenant que car (K) ne divise pas n, et d6composons E en 

somme orthogonale 

E = K . 1 E ) E ' ,  

o f f  E '  est l 'hyperplan des 616ments de trace 0. On en d6duit QE -- n X  2 E) Q '  8, off 

C)k est la restriction de QE /l E ' .  D'apr6s (30) les vecteurs x, x z . . . . .  x ("-z)/2 
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e n g e n d r e n t  un sous -espace  t o t a l emen t  i so t rope  de  E '  de  d imens ion  ( n -  2)/2. O n  
a donc  

r 2 
Q z - c X 2 + X 3 X 4 + ' " + X , _ I X , ,  avec c ~ K * .  

C o m m e  d = d ( Q z ) =  n d ( Q ' e ) =  nc(-1)  ~n-2~/2 (dans  K*/K*2),  on a 

c = -(-1)"/2nd, 

d ' o 6  (29). 

P R O P O S I T I O N  6. Supposons n impair. On a alors 

Q E - X 2 + X 2 X 3 + X n X s +  " ' ' + X . _ 1 X "  si c a r ( K )  d i v i s e n - 1 ,  (31) 

et 

QE ~ X ~ + ( n  - 1)X~+(-1)("-3)/2(n-  1) dX~+X4X5+ "" �9 + X ,  1X, sinon. 

(32) 

O n  d4finit  c o m m e  ci-dessus  les x ~, l ' hype rp l an  E '  et  la fo rme  Q/~. Si ca r  ( K )  

E n  ut i l isant  les fo rmules  

TrE/K(X" 1) = (1 -- n)a et  TrE/K(X2. z) = (n -- 1)a 2, 

on  voi t  que  

TrE/K(ele l ) - -  1, Trz/K(ele2) = 0 et  Trz/K(e2e2) = n-- 1. 

O n  en d4dui t :  

QE ~ X ~ + ( n -  1)X2 (~) Q~,  

o6  Q "  E est la res t r i c t ion  de QE ~ l ' o r thogona l  E"  de V dans  U. 

e I = 1 + a - i x  n - 1  e t  e e ~ a 1 x n - l .  

divise n -  1, on a n = 1 dans  K, d ' o6  Q E -  X ~ Q ' E .  D e  plus,  les vec teur s  x, 
x 2 , . . . ,  x ~"-1~/2 e n g e n d r e n t  un sous -espace  t o t a l e me n t  i so t rope  de  E '  de  d i m e n -  

s ion ( n -  1)/2: cela  se voi t  en ut i l isant  les fo rmules  (30) ainsi que  le fair que  

Trz/K(x" 1) = (1 -- n)a = 0. L a  fo rme  Q k  est donc  hyperbo l ique ,  d ' o 6  (31). 

Supposons  m a i n t e n a n t  que  car  (K)  ne divise pas  n - 1, et  que  a 4: 0. Soit  V le 

sous -e space  de  E engendr6  par  les vecteurs  
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Les vec teurs  x i, avec ( n +  1 ) / 2 ~ i < ~ n - 2 ,  e n g e n d r e n t  un sous - e space  to t a l e -  

men t  i so t rope  de  E"  de  d imens ion  ( n -  3)/2. O n  a donc:  

Q " - c X 2 + X 4 X 5  . " "" + X , _ l X n ,  avec c ~ K * .  

C o m m e  d = d ( Q E )  = (n  - 1 )d (Q~)  = (n - 1 ) c ( - 1 )  (" 37/2, on  a 

c = (n - 1 ) d ( - 1 )  ("-3)/2 (dans K * / K * 2 ) ,  

d ' o 6  (32). 

Res t e  le cas oh  a = 0 et  oh  car  ( K )  ne divise pas  n - 1. La  fo rmu le  (27) m o n t r e  

a lors  que  car  (K)  ne divise pas  n (sinon d sera i t  0), et  que  d = (-1)("-1~/2n dans  
K * / K  .2 .  O n  a donc  Q E - n X 2 I ~ Q ' E  . . . .  C o m m e  les vec teurs  x, x 2, ,x ("  1)/2 

e n g e n d r e n t  un s o u s - e s p a c e  t o t a l e m e n t  i so t rope  de  E '  de  d imens ion  ( n - 1 ) / 2 ,  la 

f o r m e  Q '  E est hype rbo l i que .  D ' o h :  

QE ~ n X 2  + X 2 X 3  + X 4 X s  + �9 �9 �9 + X~_~X, , .  

Pour  p r o u v e r  (32), il suffit donc  de m o n t r e r  que  les deux  fo rmes  

X 2 + ( n - 1 ) X 2 + ( - 1 ) r  d X ~  et n X 2 + X 2 X 3  

son t  6quiva len tes .  Or ,  dans  la p r emih re  de  ces formes ,  on peu t  r e m p l a c e r  d p a r  

(-1)~ ce qui  d o n n e  X12 + (n - 1)X22 - n ( n  - 1)X2; on  ob t i en t  ainsi  une  fo rme  

t e rna i r e  de  d i sc r iminan t  - n ,  qui  r ep r6sen t e  0 ( p r e n d r e  X1 = n -  1, X2 = X 3  = 1); 

e l le  est  donc  b ien  6qu iva len te  ~t n X ~  + X2X3, cqfd.  

C a l c u l  d e  l ' i n v a r i a n t  de  W i t t  d e  Q z  

O n  pose  m = I n / 4 ] ,  de  sor te  que  n = 4 m ,  4m + 1, 4 m + 2  ou 4 m + 3 .  

P R O P O S I T I O N  7. Si  n = 4 m  o u  4 r e + l ,  o n  a:  

0 

w2(QE) = ( ( - 4 m ) ( d )  + m ( - 1 ) ( - 1 )  

Si  n = 4rn  + 2 o u  4 m + 3 ,  o n  a : 

{o 
w2(OE) = (4m + 2 ) ( - d ) +  m ( - 1 ) ( - 1 )  

si car  (K)  d i v i s e  m 

s i n o n .  

si  car  (K)  d i v i s e  2 m  + 1 

s i n o n .  
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Trai tons par  exemple le cas n = 4m + 1 (les autres cas sont  analogues).  Si 
car (K)  divise m, la prop.  6 mont re  que  

o E -  x ~  + . . . + x ~ m + l - ( x ~ , , + 2 +  . . . +x~m.l). 

On en d6duit:  

w2(QE)---- m(-- 1)(-- 1) ----0, 

car  ( - -1)(--1)= 0 dans tout  corps de caract6ristique ~ O. 
Si car (K) ne divise pas m, on a, d 'apr~s (32): 

2 2 + 2 + 2 2 
Q E ~ X  2 +  " "" " + - X 2 m - ( X 2 m + l  q- ' ' '  X 4 m _  1) 4 m X 4 m - 4 m d X 4 , , + l ,  

d ' o 6  

w2(QE) = ( -  1) ( -1)  + m ( -  1 ) ( -1)  + ( -  1)(4m) + ( - 1 ) ( - 4 r o d )  + ( 4 m ) ( - 4 m d ) .  

En  dgveloppant ,  et en utilisant la formule connue  ( x ) ( - x ) =  0, on obt ient  bien 

w2(QE) = ( - 4 m ) ( d )  + m ( -  1 ) ( -  1). 

C O R O L L A I R E .  Si n = 4m ou 4m + 1, on a: 

0 si c a r ( K )  divise m 

e*s,~= ( - 2 m ) ( d ) + m ( - 1 ) ( - 1 )  sinon. 

Si n = 4 m + 2  ou 4 m + 3 ,  on a: 

0 si car (K) divise 2 m +  1 

e*s~= ( 2 m + l ) ( - d ) + m ( - 1 ) ( - 1 )  sinon. 

On applique la formule  e's, ,  = w2(OE)+ (2)(d), en tenant  compte  de ce que  
( 2 ) ( - 1 ) = 0  [noter  que,  d 'apr~s (27), on a d = J : l  si n = 4 m  ou 4 m + l  (resp. 

4 m + 2  ou 4 m + 3 ) ,  et c a r ( K )  divise m (resp. 2 r e + l ) ] .  
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