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Introduction 

Soit k un corps. Soit G un groupe, et soient 1/1 et V 2 deux k[G]-modules de 
dimension finie sur k, autrement dit deux repr6sentations lin6aires de G. Soit 
V 1 | V z le produit tensoriel de V 1 et V z. 

Dans [3], p. 88, ChevaUey d6montre: 

(*) Supposons  k de caract~rist ique O. Alors, si 1/1 et V z sont  semi-simples, il en 
est  de m~me de V 1 @ V 2. 

(Autrement dit, la cat~gorie des repr6sentations semi-simples de G est stable 
par les op&ations tensorielles.) 

Je me propose de montrer  que ce thdor6me reste vrai en caract6ristique 
p > 0 pourvu que les dimensions des repr6sentations soient assez petites: 

(**) Supposons  que k soit  de caract&is t ique  p > 0  et que l 'on air: 

dim V~ + d i m  Vz < p + 2 .  

Alors, si VI et 1/2 sont semi-simples,  il en est de m~me de t/1 | V2. 
I1 y a un rhsultat analogue pour les produits tensoriels de m repr6sentations, 

avec p + 2  remplac6 par p + m ,  cf. n ~ 1.2, th. I. 

La d6monstration fait l 'objet des w167 1, 2, 3, 4 ci-apr&. 
Le w 1 contient des rhductions 61~mentaires. 
Le w traite le cas off G est le groupe des points d 'un groupe alghbrique 

quasi-simple simplement connexe, les repr6sentations consid&hes 6tant alg6bri- 
ques et <~restreintes~, On utilise les propri4ths des reprhsentations dont les poids 
dominants appartiennent & la ,pe t i te  alc6ve~, cf. [6]. Les principaux arguments 
intervenant dans la d6monstration m'ont  6t6 communiquhs en 1986 par J.C. Jant- 
zen (volt aussi [7]); je Fen remercie vivement. 

Let w &end les r6sultats du w au cas d 'un groupe alghbrique dont  la 
composante neutre est d'indice premier fi p. 
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Le w r6duit le cas g6n6ral au cas prSc6dent, gr,~ce/t un proc6db de <<satura- 
tions> (d6jfi utilis6 dans [8] et [9]) qui permet de remplacer les 616ments d'ordre 
p par des groupes additifs fi un param&re. 

1 Enonc6 du th6or6me, exemples, et premi6res r6ductions 

I.I. Notations 

Le corps de base k est de caract6ristique p > 0 ;  dans les w167 3, 4 on le suppose 
alg6briquement clos. 

On note G u n  groupe, et k [G] l'algSbre de G sur k. 
Par un G-k-module (ou simplement un G-module) on entend un k [G]-module 

de dimension finie sur k. Si Ves t  un tel module, Ves t  un k-espaee vectoriel 
de dimension finie, et raction de G sur Ves t  d6finie par un homomorphisme 
G ~ GL(V), autrement dit par une repr4sentation linkaire de G dans V. 

1.2. Enonc~ du th~orOme 

Soient 11'1 . . . .  , V,, des G-modules, et soit W= V 1 |  | V,, leur produit  tensoriel 
(sur k). Le groupe G opSre sur Wpar  transport de structure; on a 

g . ( x a | 1 7 4  si g6G, xi~Vi. 

Cette action de G fait de W un G-module. 
Le th6orSme que nous avons en vue est: 

Th6or~me 1 Supposons que les G-modules V~ soient semi-simples, et que I'on ait: 

m 

~ ( d i m  V~- t) <p .  
i = 1  

Alors le G-module 1/1 |  | Vm est semi-simple. 

Le cas particulier m = 2 donne le r6sultat 6nonc6 dans rintroduction: 

Corollaire 1 Si 11"1 et V2 sont semi-simples et si dim V~ + d i m  V2 < p +  2, alors 
1/1 | V2 est semi-simple. 

On en d6duit: 

Corollaire 2 Soit V un G-module semi-simple de dimension <(p+ 1)/2. Alors les 
G-modules End (V), Sym2V et A2V sont semi-simples. 

D'apr6s le cor. 1, V@ Vest  semi-simple. II enes t  donc de mSme de Sym2V 
et de A 2 V, qui en sont des quotients. D'autre  part, la semi-simplicit6 de Ventralne 
celle de son dual V*; d'ofi, par le m~me argument, la semi-simplicit6 de 
V |  V* = End(V). 

Remarque. La majorat ion ~ ' (dim V~- 1)< p du th. 1 est essentiellement optimale, 
comme le montre le cas of 1 G=SL2(k), cf. n~ Par contre, l'in6galit6 
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dim V<(p+ 1)/2 du cor. 2 peut &re am6lior6e d'une unit6 en ce qui concerne 
/x 2 V, cf. Appendice. 

Question. Y a-t-il un 6nonc6 analogue fi celui du th. 1 pour les repr6sentations 
lin6aires des k-schOmas en groupes, non n6cessairement lisses (ou, ce qui revient 
au mame, pour les comodules sur les big6bres ayant une antipode, cf. [5], II, 
w Le cas particulier le plus int6ressant (et sans doute crucial) est celui des 
~groupes infinit6simaux de hauteur < 1 ~, qui correspondent aux p-alg~bres de 
Lie ([5], II, w 7, n ~ 4). 

1.3. Exemples 

Prenons G=SLz(k), consid6r6 comme groupe de transformations lin6aires en 
deux variables x, y: 

(x,y)~-~(ax+by, cx+dy) ,  a d - b c = l .  

Si d > 0 ,  notons V(d) le k-espace vectoriel des polyn6mes homog6nes de degr6 
d en x et y. L'espace V(d) a pour base: 

X d, X a -  1 y ,  . . . ,  y d } .  

On a dim V(d)=d+ 1. L'action naturelle de G sur V(d) en fait un G-module. 
On sait que ce G-module est simple si d<p. Le module V(p) a un sous-espace 
stable V' de dimension 2 stable par G, fi savoir celui de base {x p, yP}, le quotient 
V(p)/V' 6tant isomorphe ",i V(p-2) .  La projection V(p)~ V ( p - 2 )  est donn6e 
par: 

1 1 
.f ~ - ~  a f / a x =  - x c~ f /ay.  

On a done une suite exacte: 

O~ V ' ~  V(p)~ V(p--2)-~0. 

Lorsque le nombre d'616ments de k est >2,  on v6rifie que la suite exacte de 
G-modules ci-dessus n'est pas scindde; le G-module V(p) n'est donc pas semi- 
simple. 

Choisissons alors des entiers dl . . . . .  d,,, compris entre 1 et p - 1 ,  tels que 
d i = p. L'application produit 

( L  . . . . . .  f.~) ~ L  ... f .  

d6finit un homomorphisme de G-modules V(dl)|  | V(d,~)--, V(p). Cet homo- 
morphisme est surjectif. Comme V(p) n'est pas semi-simple, le produit tensoriel 
V(dl) | ... | V(d,~) n'est pas semi-simple. 

Or les V(di) sont semi-simples (et m~me simples), et l 'on a dim V(dl)- 1 =d~. 
D'o6:  

~ (d im  V(d~)- I) = p, 

ce qui montre que l'in6galit6 du th. 1 ne peut pas ~tre am61ior6e. 
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1.4. Pr~liminaires ~ la d~monstration du th~orkme 1 

1.4.1 On peut supposer que m > 2, et que le th6or6me est vrai pour m -  1 modules. 

1.4.2 On peut supposer que les Vii sont + 0  (si l'un d'eux est 0, leur produit 
tensoriel est 0), et mSme que ce sont des G-modules simples. 

On a donc dim Vi>l  pour  tout i, d'ofl dim V/<p puisque la somme des 
dim Vii- 1 est < p. 

1.4.3 On pourrait  supposer (mais nous n'en aurons pas besoin) que dim V/> 1 
pour tout i. En effet, si par exemple dim I/1 = 1, l'hypoth+se de r6currence 1.4.1 
ci-dessus montre que V 2 |  @ V,, est semi-simple. Or le produit  tensoriel d'un 
module semi-simple par un module de dimension 1 est semi-simple (les sous- 
modules sont les mSmes). Cela montre la semi-simplicit6 de I/t |  | V,,. 

1.5. Extension des scalaires 

Soit k' une extension de k. 

Proposition 1 Si le th. I e s t  vrai pour Ge t  k', il est vrai pour Get  k. 

Soient V/ des G-k-modules satisfaisant aux hypoth6ses du th. 1, et soit W 
leur produit tensoriel. Nous devons montrer  que W e s t  semi-simple. D'aprSs 
1.4.2, on peut supposer que les V/sont simples et que dim V~ < p pour tout i. 

Par extension des scalaires, les V/d6finissent des G-U-modules V/'. De m~me 
W d6finit un G-k'-module W', qui est isomorphe au produit tensoriel (sur k') 
des V{. 

Lemme 1 Les Vii' sont des G-k'-modules semi-simples. 

Soit Di le commutant  de l'image de k[G] dans End(V/). D'aprSs le lemme 
de Schur, c'est un corps. Soit Zi son centre, qui est une extension finie de k. 
Le module V/est un Zi-espace vectoriel, et l 'on a: 

dim V/= [Z i : k]. dimz, V/. 

En particulier, on a [Z~:k] < dim V/< p, ce qui montre que l'extension Z~/k est 
s~parable. D'aprSs un critSre connu (cf. e.g. [4], th. 7.5, p. 145) il en r6sulte 
que V~ est absolument semi-simple, doric que V/' est semi-simple. 

On a suppos6 que le th. 1 est vrai pour G e t  k'. On dSduit de lit, et du 
lemme 1, que W ' =  V; |  | V/, est semi-simple. Or on sait que, si un module 
devient semi-simple aprSs extension des scalaires, il est semi-simple. On en d6duit 
donc que West  semi-simple, ce qui dSmontre la prop. 1. 

Ainsi, on peut remplacer k par une cl6ture alg6brique. Cela nous permettra, 
dans la suite de la d6monstration, de supposer que k est alg~briquement clos. 

2 Le cas crucial 

A partir  de maintenant le corps de base k est suppos6 alg6briquement clos. 
Le but de ce w est de d6montrer le th. 1 dans le cas particulier suivant: 

G est le groupe des k-points d'un groupe alg6brique G quasi-simple; les V~ sont 
des G-modules simples alg6briques (i.e. provenant de repr6sentations alg6briques 
de _G), de type restreint (cf. n ~ 2.1). 



Sur la semi-simplicit6 des produits tensoriels 517 

2.1. Notations 

On note G u n  groupe alg6brique semi-simple connexe et simplement connexe. 
On pose G =_G(k); on se permet d'identifier G e t  G. 

Toutes les repr6sentations lin6aires de G sont suppos6es alg6briques. 
On choisit un tore maximal T de _G, ainsi qu'un sous-groupe de Borel B 

contenant _T. On note X le groupe Hom(_T, G,,) des caract6res de T, et R le 
syst6me de racines correspondant;  on a R c X .  Soit Y=Hom(X,  Z) le Z-dual 
de X;  si ~ER, on note c~ v l'616ment correspondant de Y(~racine duale~)); l 'ensem- 
ble des c~v est le syst6me de racines dual R "  de R. Le choix du sous-groupe 
de Borel _B d6finit une base B de R. Un  616ment de X est dit positif s'il est 
combinaison lin6aire fi coefficients > 0  des 616ments de B; les racines positives 
forment une partie R+ de R. 

Soit 2 un poids (i.e. un 616ment de X). On dit que 2 est dominant si (2, ~"  ) > 0  
pour tout ~eR+ (ou pour tout ~eB, cela revient au m~me). L'ensemble des 
poids dominants est not6 X+.  Un  poids dominant 2 est dit restreint si ron  
a (2, ~ V ) < p  pour tout ~EB. 

Si 2 est un poids dominant,  on note L(2) l 'unique G-module simple dont 
le plus haut poids est 2 (cf. [6], IL2). 

2.2. La petite alcove 

A partir  de maintenant, et jusqu'& la fin du w 2, on suppose que G est quasi-simple, 
i.e. que le syst6me de racines R e s t  irr~ductible (cela revient ~ dire que le quotient 
de G par son centre est un groupe simple). 

On note f l"  la plus grande racine de R v, et l'on pose 

p=k Z ~. 
~ e R  + 

On sait ([-2], VI, w prop. 29) que p e s t  la somme des poids fondamentaux 
~o, (~eB) associ6s ~t la base B de R. 

On dit qu 'un poids dominant  2 appartient fi la petite alcove si l 'on a 

(2.2.1) ( 2 + p ,  fiv)<=p. 

On note C l'ensemble de ces poids. 

Remarques. 1) Si 2~C, on a ( 2 + p ,  ~ " ) < p  pour tout a~R. Cela r6sulte du 
fait que (2, c ~ " ) < ( 2 ,  f l " )  puisque f l " - ~ "  est combinaison lin6aire h coeffi- 
cients > 0  d'616ments de R.~. L'ensemble C coincide donc avec l 'ensemble 
X + c~ C z de [6], p. 247-248. 

2) Soit h le nombre de Coxeter de R (ou de R " :  c'est le m~me). On a 
(p, f l V ) = h - 1 ,  cf. [2], VI, w prop. 31. Cela permet de r6crire (2.2.1) sous 
la forme: 

(2.2.2) (2, f l " )  < p - h +  1. 

3) Tout  616ment 2 de C est un poids dominant  restreint, au sens du n ~ 2.1. 
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En effet, d'apr+s la Remarque 1) ci-dessus, on a ( 2 + p ,  c~v)-<p pour tout ~EB. 
Comme (p, ~" ) = 1 (cf. [2], VI, w 1, prop. 29), cela entralne bien (2, ~ ' / )  <p.  

L'int6rSt de la petite alc6ve C provient (entre autres) du r6sultat suivant, 
dfi essentiellement ~ Verma et Humphreys:  

Proposition 2 Soit V une reprOsentation lin~aire de G_, et soit X (V) l'ensemble 
des poids de _T dans V. Supposons que X+ n X ( V )  soit contenu dans C. Alors 
Vest  semi-simple. 

Le module V admet une suite de composition dont les quotients sont des 
modules simples L(21), avec 2 i~X(V)n  X +, donc 2ieC. Tout revient fi voir que 
les extensions successives qui interviennent dans V sont triviales. Avec les nota- 
tions de [6], 1.4.2, on est donc ramen6 ~ prouver: 

Lemme 2 Si 2 et # appartiennent ~ C, on a Ext,(L(2), L(/t))=0. 

Si 2=/1, la nullit6 de Extb(L(2), L(#)) est un fait g6n6ral ([6], II.2.12). Si 
2:##, 2 et/~ ne sont pas conjugu6s par le groupe de Weyl affine ~ ([6], II.6.2.(5)); 
la nullit6 de Extb(L(2)), L(#)) r6sulte du tdinkage principle~) ([6], II.6.17). 

(Variante Avec les notations de [6], 11.5.6, on a L(/~)=H~ et L(2) 
= H ~ (2)= L(--Wo 2)*= V(2). On peut alors r6crire Ext 1(L(2), L(I~)) sous la forme 
Ext,(V(2), H~ et l 'on applique le fait que ce groupe est 0 quels que soient 
2, ktEX+, cf. [6], 11.4.13.) 

Remarque. La d6monstration montre en outre que Vest somme directe de modu- 
les du type H ~ (2), 26 C, donc que V ~ se relive ~) en caract6ristique 0. 

2.3. Modules simples restreints de dimension < p 

Le r6sultat suivant est dfi ~ Jantzen ([7], 2.1): 

Proposition 3 Soit 2 un poids dominant restreint (cf. n ~ 2.1), et soit L(2) le G_-module 
simple correspondant. Supposons que dim L(2)< p. Alors : 
(i) On a (2, ~'~ ) < p  pour tout ~eR+.  
(ii) On a ~ (2, a v ) < dim L(2). 

a e R  + 

Rappelons la d6monstration. On utilise le lemme suivant (o~ aucune hypo- 
th6se sur 2 n'est n6cessaire): 

Lemme 3 Soit ~ ~ R + tel que l "entier n= (2, r " ) soit < p. AIors 

sont des poids de L(2) (i.e. appartiennent ~ X(L(2))). 

Cela r6sulte facilement des propri6t6s des repr6sentations du groupe SL2. 

Soit alors Ra l 'ensemble des a~R+ tels que l'in6galit6 (i) de la prop. 3 soit 
vraie. L'hypoth6se que 2 est restreint montre que Rz contient la base B de 
R. D'autre part, si oteR~, et si m~=(2 ,~ tv ) ,  le lemme3 montre que 2, 
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2 - a ,  ..., 2 - m ~  sont des poids de L(2). Lorsque ~ varie dans Rx, le nombre 
total de ces poids est 

1+ Z m,=~+ E <~,~>- 
a~R.~ ~t~R A 

On en conclut: 

(2.3.1) ~, <2, ct" > < dim L(2) - 1. 
~ R ~  

Lemme 4 L'ensemble R~ ~, est une partie close de RV (au sens de [2], VI, w 
d6f. 4). 

I1 faut voir que, si ~ e R ; ,  ~ e R ~  et ~ + ~ y ~ R  v, on a ~ + ~ e R ~ .  
Or (2.3.1) montre que 

<2, ~ > + <2, ~ ;  > < d i m  L(2)-- 1, 
d'ofl 

(2, a ~ + r162 ) __< dim L(2) - 1 < p, 

ce qui d6montre le lemme. 

Le lemme 4 montre que R~V est une partie close de R v contenant la base 
B v. D'apr6s [2], VI, w prop. 19, eeci entra~ne R~ ~ R ~ ,  d'ofi R ~ = R + .  Cela 
d6montre (i). Quant  ~ (ii), il r6sulte de (2.3.1) combin6 avec l'6galit6 R z =  R+. 

Remarque. La prop. 3 pourrait  aussi se d6duire du lemme 6nonc6 dans [8], 
n ~ 4.6. Malheureusement, la d~monstration donn6e dans [8] est insuffisante. 

2.4. Une in@alitd 

Le r6sultat suivant n'a rien ~i voir avec la caract6ristique p: 

Proposition 5 Soit 2 ~ X + ,  24:0. On a: 

(2.4.1) <2+p,  f l V ) < l +  ~ ( 2 , ~ " > .  
ct6R+ 

(Rappelons que p e s t  la demi-somme des racines >0,  et que /3 v est la plus 
grande racine de R v, cf. n ~ 2.2.) 

Observons d 'abord que, si l'in6galit6 (2.4.1) est vraie pour deux poids domi- 
nants 2 et p, elle est aussi vraie pour 2 + p. On a en effet: 

<~+p+p, flv >=<2+p,/~ >+ @+p,/~v 7_ <p, fl~) 
< 2 +  ~ <2, c~">+ ~ ( # , c t v ) - K p ,  fl v> 

__<1+ y, < ~ + ~ , ~ ) + l - < p , #  ~> 
~ER~ 

__<I+ y, <;L+u,~v>, 
a eR + 

car <p, flv > = h -  1 est > 1. 
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II suffit donc de dbmontrer (2.4.1) lorsque 2 est ind~composable, autrement 
dit lorsque 2 est le poids fondamental ~a~ associb ",i une racine simple yeB. On 
a alors @ ) ~ , 7 " ) = 1  et ( co~ ,c t " )=0  pour c~B, c~y .  Si l 'on 6erit fl" sous 
la forme fl" = ~ q~ct", et si l 'on pose: 

~ B  

2pv= Y~ ~V=Zc~V, 
~teR + ~t~B 

on a (coy, fl ~ ) = q~ et ~ (o~,  ct" ) = (o)~, 2 p '1 ) = c~. L'in6galit6 ~ d~montrer 
s'6crit alors .~R. 

q~+h-- l__<I+c~. 

En rempla~ant R par R " ,  on volt que l 'on est ramen6 fi prouver le r6sultat 
suivant: 

Proposition 6 Salt r le rang de R, et soient cq, ..., ~ les Oldments de B. Salt 
~q ie i  la plus grande racine de R, et salt 2 p = ~  cicti la somme des racines >0. 
On a: 

(2.4.2) ci>=qi+h-2 , 

off h est le nombre de Coxeter de R. 

Cela se v6rifie cas par cas, en utilisant les tables de [2], VI, w 4, qui donnent  
les valeurs des ci, des qi et de h: 
Type A, (r >- 1): h = r + 1 ; cl = i ( r -  i + i);  qi = 1. L'in6galit6 (2.4.2) est stricte, sauf 
si i =  1 ou r, auquel cas c'est une 6galit6. 
Type B~ (r> 2): h = 2 r; ci= i(2 r - i ) ;  qi = 2 pour i >  1 et q l = 1. L'in6galit6 (2.4.2) 
est stricte, sauf si i = 1 ou si r = 2 et i = 2. 
Type C,(r>_3): h = 2 r ;  c ~ = i ( 2 r - i + l )  pour i < r  et c~=r(r+l)/2; q i = 2  pour 
i<r et q ,= I. L'in6galit6 (2.4.2) est stricte, sauf si i=  1. 
Type D~(r=>4): h = 2 r - 2 ;  c i = i ( 2 r - i - l )  si i<=r-2, et c~_l=c~=r(r- l ) /2;  
q~= 1 pour i =  1, r -  1, r et q i = 2  pour 2<_i<_r-2. L'inbgalit6 (2.4.2) est stricte. 
Type E6: h =  12; (c~)= 16, 22, 30, 42, 30, 16; (q~)= 1, 2, 2, 3, 2, 1. 
Type ET: h= 18; (cl)= 34, 49, 66, 96, 75, 52, 27; (qi)= 2, 2, 3, 4, 3, 2, 1. 
Type Es: h=30 ;  (c~)=92, 136, 182, 270, 220, 168, 114, 58; (q~)=2, 3, 4, 6, 5, 
4,3, 2. 
Type F4: h= 12; (c~)= 16, 30, 42, 22; (q~)=2, 3, 4, 2. 
Type G2: h = 6 ;  (ci)= 10, 6; (qi) = 3, 2. 

Pour  chacun des types exceptionnels E6, Ev, Es, F4, G2, l'in6gatit6 (2.4.2) 
est stricte, fi la seule exception du cas de G2 off il y a ~galit6 pour i =  2. 

Note. Les prop. 5 et 6 re'ant 6t6 sugg6r6es par des in6galit& que Jantzen m'avait 
signal6es en 1986. 

Remarque (ajout6e ~i la correction des 6preuves). 

G. Lusztig m'a signal6 que la prop. 6 peut se d6montrer sans utiliser la 
classification des syst6mes de racines: 

Si l 'on note c~(ct) le coefficient de cq dans la racine ~t, il s'agit de montrer 
que 

~, ci(~t)>=h-2+c~(8) pour tout i, 
a t > 0  
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oO ~ est la plus grande racine de R. Or on sait (cf. J. Tits, Invent Math. 17 
(1972), p. 174, lemme A.2) que, pour tout ~eR+ ,  ~ ,  il existe ~ 'eR+ tel que 
~ ' - - ~ B .  On d6duit de 1~ qu'il existe une suite de racines {~i . . . . .  YN} ~reliant)~ 
cg fi ~, i.e. telles que: 

71=cg, 7N=~, et 7 j - - 7 1 _ ~ B  pour I < j < N .  

On a N = h - 1  d'apr6s [2], VI, w prop. 31. Les 7~ son t>0 ,  et l 'on a c~(7~)> 1 
pour tout j. La somme des ci(7~) est d o n c > h - 2 + g ( ~ ) ;  il en est a fortiori de 
m~me de la somme des ci(cO pour ~ R + .  

Une  d6monstration analogue m'a 6t6 communiqu6e par G. Seligman. 

2.5. DOmonstration du th. 1 dans le cas restreint 

Nous allons maintenant  d6montrer le th. i dans le cas particulier off les V~ 
sont des G-modules simples de type L(21), avec 2i restreint. De faqon plus pr6cise: 
Proposition 7 Soient 2t, ..., 2,. des poids dominants restreints (cf. n ~ 2.1) tels que 
~(d im L(,~i)- 1)< p, et spit W le produit tensoriel des L(2~). Alors: 
(i) W e s t  somme directe de modules simples du type L(2), avec 2 restreint. 
(ii) Si l'un des ~.i est ~eO, W est somme directe de modules simples du type L(2), 
avec 2~C (cf. n~ 2.2). 

(En particulier, West semi-simple.) 
Le cas of~ tous les  2i sont 0 est trivial: le G-module Wes t  isomorphe au 

G'-module unit6 L(0). Ce cas ~tant 6cart6, posons/~=~)o~. On a /~cX+ et/~4:0, 
d'ot~: 

(I~ + P,/3" ) < 1 + ~ (/~, ~ v ) (prop. 5) 
~ t e R ,  

__<1+ Z y (,~,,~v~ 
i = e R  t 

< 1 + ~ ( d i m  L(2 , ) -  1) (prop. 3) 
i 

< p  (par hypoth6se). 

Cela montre que le poids dominant  # appartient ~ la petite alc6ve C. Or tous 
les poids de W=(~)L(2i) sont de la forme 2 = p - ~  n~ct, avec n~>0. Comme 

~t~B 

(ct,/3~ ) > 0  pour tout ~eB ([2], VI, w prop. 25), on a 

( )~+p , /3~)<- (p+p ,  f l ~ ) < p .  

Ainsi, les poids de W=(~L(2~) qui sont dominants  appartiennent h C. Les 
assertions (i) et (ii) en r6sultent, grace fi la prop. 2. 

3 Le eas ot~ (G: G ~ est premier h p 

On rappelle que le corps de base k est alg+briquement clos. 

3.1. Enoncd 

Dans ce w G d6signe un groupe alg6brique lin6aire (lisse), que l 'on identifie 
au groupe G(k) de ses points rationnels. La composante neutre de G est not6e 
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G ~ On se donne des G-modules simples (alg6briques) F~ satisfaisant ~ la condition 
du th. 1 : 

~ ( d i m  V~- 1)<p. 

On se propose de d6montrer le th. 1 pour ces modules, sous l 'hypoth6se suppl6- 
mentaire que (G : G ~ est premier ~ p. Autrement  dit: 

Proposition 8 Supposons que le groupe fini GIG ~ soit d'ordre premier f p. Alors 
le produit tensoriel des V~ est semi-simple. 

La d6monstration se fera en trois &apes: 
(i) G est quasi-simple simplement connexe (n ~ 3.2); 
(ii) G est connexe (n ~ 3.3); 
(iii) cas g6n6ral (n ~ 3.4). 

Remarque. L'hypoth6se (<G/G ~ est d'ordre premier ~ p>> est tr6s restrictive: elle 
exclut le cas, a priori le plus int6ressant, off G est un groupe fini d'ordre divisible 
par p. C'est pour traiter ce cas que la technique de ~saturation>> du w sera 
n6cessaire. 

3.2. Le cas quasi-simple simplement connexe 

On suppose G quasi-simple simplement connexe, comme au w 2. D'apr6s le th~o- 
rkme de d~composition de Steinberg ([6], II.3.17, p. 224) chacun des G-modules 
simples F~ s'6crit comme produit  tensoriel: 

i ,  1 r i , 2  ~ " ' "  

off les V~,, sont des G-modules simples h poids dominant  restreint (cf. n ~ 2.1), 
et l 'exposant [n] repr6sente une torsion de Frobenius d'exposant p", cf. [6], p. 153 
et p. 223. 

On d6duit de 1~ une d6composition de W-(~)V~ en: 

w =  Wo t~ | Wl ~j | wt21 | . . . .  

avec W.= (~) V~,.. Comme dim Vi.,< dim F/pour  tout n, on a 
i 

~ ( d i m  V~,.- 1) <p,  
i 

et la prop. 7 du n ~ 2.5 montre que IV, est somme directe de modules simples 
de la forme L(2), avec ), restreint. I1 r~sulte de hi que W e s t  somme directe 
de produits tensoriels de la forme: 

L(2o) t~ | L(21) tll | . . . .  

off les 2, sont restreints. Or un tel produit  tensoriel est un module simple d'apr6s 
le th6or6me de Steinberg d6jfi cit6. I1 en r~sulte bien que West  semi-simple. 
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3.3. Le  cas connexe  

On suppose G connexe. Soit N le noyau de la repr6sentation lin6aire de G 
fournie par la somme directe des V/. D'apres un r6sultat connu ([1], lemme 2.2), 
G / N  est r6ductif. Quitte fi remplacer G par G/N,  on peut done supposer que 
G est r~duct i f  connexe.  

On peut alors r G comme un quotient d'un produit direct 

G ' = G  I • ... • G n, 

off les Gj sont, soit des tores, soit des groupes quasi-simples simplement connexes. 
Quitte ~t remplacer G par G', on peut supposer que G = G'. Chacun des V~ s'6crit 
alors comme un produit  tensoriel V~= (~)V~,j, off les V~.j sont des Gfmodules  

J 
simples (alg6briques, bien stir). Le produit tensoriel W des V~ s'6crit donc 

w=| o~, %=| 
i i 

On a dim V~.j<__dim V/pour tout j. Les Wj sont  des Gymodules  semi-simples: lors- 
que Gj est un tore, c'est 6vident, et lorsque G~ est quasi-simple simplement 
connexe, cela r6sulte de ce qui a 6t6 fait au n ~ 3.2. 

On en d6duit que W est somme directe de produits tensoriels de la forme 
(~)Ej, off Ei est un Gimodu le  simple; comme un tel produit  est un G-module 

J 

simple, cela montre bien que West  semi-simple. 

Variante. La semi-simplicit6 de W peut aussi se d6montrer en utilisant le fait 
qu'un (G1 x ... x G,)-module est semi-simple si et seulement si c'est un Gfmodule  
semi-simple pour tout j, cf. [7], w 3. 

3.4. Le  cas off (G : G ~ est premier fi p 

La semi-simplicit6 de W r6sulte alors du r6sultat suivant, appliqu6 fi H = G  
et N = G ~  

Lemme 5 Soient  H u n  groupe, N u n  sous-groupe normal de H, et  V un H-module .  
(a) Si V est  semi-simple comme H-module ,  il est  semi-simple comme N-module .  
(b) Si V e s t  semi-simple comme N-module ,  et  si (H : N) est  f i n i  et premier gt la 
caraet~rist ique de k, alors V e s t  semi-simple comme H-module .  

Rappelons la d6monstration (cf. [7], w 3): 
Pour (a), on peut supposer que Ves t  un H-module simple. Soit V' le plus 

grand sous-N-module de V qui soit N-semi-simple. Du fait que N e s t  normal 
dans H, V' est stable par H. Comme V+0,  on a V '+0 .  D'ofi V '=V,  ce qui 
d6montre (a). 

Pour (b), soit W un sous-H-module de V. Comme Ves t  N-semi-simple, il 
existe un projecteur q: V ~  W qui commute /~ raction de N. Soit s l 'indice 
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de N dans H, et soient h~ . . . . .  hs un syst6me de repr6sentants de H / N  dans 
H. Posons 

1 
c] = s ~" h~ q h 7 1 (moyenne des transform6s de q). 

On v6rifie facilement que ~ commute fi l 'action de H, et que c'est un projecteur 
de V sur W. Ainsi, Wes t  facteur direct dans V comme H-module. Cela prouve 
que Vest H-semi-simple. 

Ceci ach6ve la d6monstration de la prop. 8. 

4 Saturation 

4.1. S o u s - g r o u p e  fi un  paramOtre  ddf in i  par  un  dlOment d 'ordre  p 

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, et soit sEGL(V) tel que s p =  1. 
On a s = l + u ,  avec uP=0. Si t ~ k ,  on peut d~finir un 616ment s t de GL(V) 
par la formule du bin6me tronqu6: 

L'application t~---,s t d6finit un homomorphisme de groupes alg6briques 

q~s: G,  ~ G L v ,  

off G,  d6signe le groupe additif. Cet homomorphisme poss6de les deux propri6t6s 
suivantes, qui le caract+risent (cf. [8, 9], ainsi que [5], II, w n ~ 2.6): 

(4.1.2) (ps(l)=s. 

(4.1.3) ~0~ es t  de degrO < p ,  i.e. l 'application t~--,~os(t) est une application polyno- 
miale de degr6 < p. 

R e m a r q u e s .  (1) On sait ([5], loe. cir.) que tout homomorphisme Ga--* G L v  s'6crit 
de faqon unique comme produit  

t~--,tpso(t) tps, (t p) ~o~2(t "~) . . . .  

off les si sont des 616ments de GL(V), commutant  entre eux, tels que siP= l 
pour  tout i, et st = 1 pour i assez grand. 
(2) Une autre fagon de d6crire l e s s  t consiste ~ utiliser l ' e xpon en t i e l l e  t ronqude  
x~-~e(x) ,  d6finie si xP=0,  par:  

(4.1.4) e (x )  = ~.  x i / i !  = 1 + x + xZ /2  + . . .  + x p -  1/(p _ 1)!. 
i<p 

L'616ment s = 1 + u s'6crit de fagon unique sous la forme e(x),  avec 

x = ~ ( -  1) i+ 1 u~/i = u -  u2 /2  + . . .  - u p -  X / ( p _  1), 
O < i < p  
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et l 'on a 

(4.1.5) s '=e( tx )  pour tout t~k. 

MultiplicativitO des s t. 
Soient s i=  l +ui (1 < i < m )  des 616ments de GL(V), commutant  deux fi deux, 

et tels que s f = l  pour tout i. Le produit s=s l  ...Sin est alors tel que sP= l .  
On dtsire comparer s t au produit des s~: 

Proposition 9 Supposons que l'on ait [ I  uT'= 0 pour toutes les families d'entiers 
ni>=O telles que ~ni>= p. On a alors: 

(4.1.6) st=s~ ... s~ pour tout t~k. 

En effet, il est clair que I 'homomorphisme t~--~s] ... s~ satisfait aux conditions 
(4.1.2) et (4.1.3). 

Corollaire. La formule (4.1.6) est valable s'il existe des entiers vi>O tels que 
~(v i - -1 )<p,  et que u~'=O pour tout i. 

En effet, si les (nO sont tels que Y ni>p, on a ni>v ~ pour au moins un 
i, et le produit des u~' est 0. 

Remarque. I1 est essentiel de faire une hypothtse restrictive sur les ui. En termes 
d'exponentielles tronquhes, cela tient fi ce que la formule naive 

(4.1.77) e (x )e (y )=e(x+y)  si xP=O, yP=0, x y = y x ,  

n'est pas valable en ghntral. La formule correcte est: 

(4.1.7) e(x) e(y) = e(x + y -  Wp(x, y)), 

1 . p , 
off Wp est le polyn6me de Witt, r6duction (modp) de p ( (X+y)  - x  - y  ). Par 
exemple: 

W2 = x y, W3 = x y(x + Y), Ws = x y(x + y)(x2 + x y + y2), 

WT= x y(x + y)(x + 3 y)2(x + 5 y) 2. 

On appliquera ce qui pr6c~de fi la situation suivante: 
L'espace vectoriel Vest somme directe de sous-espaces V~, ..., V,,. Pour tout 

i, on se donne si~GL(Vi) tel que s~= 1. Si IV-  V 1 |  | V,,, l 'automorphisme 

s=s~ | ... |  

de West  tel que s p = 1. 

Proposition 10 Supposons que ~.(dim Vi - 1) < p. On a alors 

pour tout t ~ k. (4.1.8) s t =s~ |  | s,, 
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Si v i=d im V~, on a ~ ( v ~ -  1)<p, et (s~- 1)v'=0 pour tout i (Hamilton-Cayley). 
On en d6duit que 

( s l -  1)v' |  i | 1 7 4  1 = 0  . . . . .  1 | 1 | ... |  1)vm=0, 

et l 'on applique le cor. g la prop. 9. 

Corollaire. Tout sous-espace vectoriel de 1/1 |  | V,, qui est stable (resp. fixO) 
par s = s l  | ... | est stable (resp. fixO) par les st | ... |  

En effet, il est clair qu 'un tel sous-espace est stable (resp. fix6) par less  t. 

Remarque. Pour m = 2, on peut montrer  (sans faire d'hypoth6ses sur les dim V 0 
que tout 616ment de 1/1 | Vz fix6 par  sl |  est fix6 par les s~ |  Ce r6sultat 
ne s'6tend pas fi m > 3. 

4.2. Sous-groupes satur~s de GL(V) 

Soit H u n  sous-groupe de GL(V). Nous dirons que H est saturO si tout 616ment 
unipotent s de H poss6de les deux propri6t6s suivantes: 

(4.2.1) s p = 1. 

(4.2.2) On a s t~H pour tout tek. 

Remarque. Lorsque dim V< p, la condition (4.2.1) est automatiquement  satisfaite. 
On d6duit de lfi qu'il existe un plus petit sous-groupe satur6 de GL(V) contenant 
H; on l'appelle le saturO de H. 

Exemples. (a) S in  < p, le groupe symplectique Spn et le groupe sp6cial orthogonal 
SO, sont satur6s. I1 en est de m~me, plus g6n6ralement, de tout groupe d6fini 
par des invariants tensoriels de degr6 2: cela r6sulte de la derni6re remarque 
d u n  ~ 4.1. 
(b) En caract6ristique 7, le groupe altern6 A 7 a une repr6sentation simple de 
dimension 5. Son satur6 dans cette repr6sentation est le groupe orthogonal  SOs. 
(c) En caract6ristique 11, le groupe de Janko ,/1 a une repr6sentation simple 
de dimension 7. Le satur6 correspondant est le groupe exceptionnel G2. 

Proposition 11 Soit H u n  sous-groupe alg~brique de GL(V) et soit H ~ sa compo- 
sante neutre. Supposons que H soit saturn. Alors (H : H ~ est premier it p. 

On utilise le lemme bien connu suivant: 

Lemme 6 Soit H u n  groupe algdbrique lindaire et soit Y un ~l~ment de H/H ~ 
d'ordre une puissance de p. II existe alors un ~l~ment unipotent de H dont l'image 
dans H / H  ~ est Ogale it 7. 

Rappelons la d6monstration. Soit x un repr6sentant de 7 dans H, et d6compo- 
sons x en x = s u, avec s semi-simple, u unipotent, s u = u s. En utilisant la structure 
des groupes de type multiplicatif, on voit qu'il  existe un entier N premier fi 
p tel que sN~H~ d'autre part, u est d 'ordre une puissance de p. Soient g e t  
ti les images de s e t  u darts H / H  ~ On a g~=f~g=~,. Comme ~i et y sont des 
p-616ments et que g est d 'ordre premier fi p, on  a g= 1, d 'o6 ti = 7, cqfd. 
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Si maintenant (H : H ~ 6tait divisible par p, le groupe fini H / H  ~ contiendrait 
un 616ment y d'ordre p. D'apr6s le lemme 6, on pourrait repr6senter 7 par un 
616ment unipotent s de H. Mais, comme H est satur6, s est contenu dans l'image 
du sous-groupe ~ un paramStre t~-*s t, qui est connexe. On a donc seH~  d'ofi 
7 = 1, ce qui contredit le fair que 7 est d'ordre p. 

4.3. Fin de la d~monstration du th~or~me i 

Nous revenons fi la situation du th. I. Soient donc V/(1 <-i<m) des G-modules 
simples, avec 

(4.3.1) ~ ( d i m  V~- 1)<p. 

Comme au n~ soit V - V I ~  ... �9 V,, la somme directe des V~, et soit 
W= 1/1 | ... | Vm leur produit tensoriel. 

Consid6rons le sous-groupe H de GL(V) form6 des 61bments x ayant les 
deux propribt6s (4.3.2) et (4.3.3) ci-aprSs: 

(4.3.2) x laisse stables les Vii. 

Notons xi la restriction de x fi V/. Le produit tensoriel X w = X l  | ... |  
op6re sur W. La seconde propri6t6 impos6e ~ x est: 

(4.3.3) Xw laisse stable tout sous-espace vectoriel de W stable par G. 

Le groupe H est un sous-groupe de GL(V) contenu dans G L ( V 0 •  ... 
• GL(V,,) et contenant l 'image de G dans GL(V). Par construction, les sous- 

espaces vectoriels de W stables par H sont les mSmes que ceux qui sont stables 
par G. 

Proposition 12 Le groupe H est un sous-groupe alg~brique et satur~ de GL(V). 

Que H soit un sous-groupe alg6brique de GL(V) est 6vident: la condition 
~tlaisser stable un sous-espace)~ est algSbrique. 

D'autre  part, si s=(s~, ...,  s,,) est un 616ment unipotent de H, on a s f =  1 
pour tout i, puisque dim F~_<p. D'ofl sP= 1. II reste ~i v6rifier que l e s s  t, t ek ,  
appartiennent ~i H, i.e. satisfont aux conditions (4.3.2) et (4.3.3). C'est imm6diat 
pour (4.3.2): tout sous-espace vectoriel de V stable par s est stable par less ' .  
Pour (4.3.3), cela r6sulte du corollaire ~i la prop. 10. 

Nous pouvons maintenant achever la d~monstration du th~ordme 1. Tout  
d'abord, les V/sont des H-modules alg6briques simples (puisqu'ils sont simples 
comme G-modules). D'aprSs la prop. 12, et le corollaire & la prop. 11, l'indice 
( H : H  ~ est premier & p. On peut donc appliquer & H la prop. 8 du n ~ 3.1. 
On en d6duit que W e s t  semi-simple comme H-module. Mais les sous-espaces 
vectoriels de W stables par G sont les mSmes que ceux stables par H. I1 en 
r6sulte bien que West  semi-simple comme G-module. 

Remarques. (1) A la place du groupe H, on aurait pu utiliser le plus petit sous- 
groupe alg6brique satur6 de GL(V) contenant l 'image de G. 
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(2) Dans la d6monstration du th. 1 donn6e ci-dessus, l 'hypoth6se sur les dim V~ 
est intervenue deux fois de fa~on essentielle: d 'abord dans les calculs de poids 
de la prop. 7 (pour assurer que W ne fait intervenir que la petite alc6ve), et 
ensuite dans la prop. 10, pour la formute s'=s] | ... |  

A p p e n d i c e  - S e m i - s i m p l i c i t 6  d e  A 2 V 

I1 s'agit d'am61iorer d 'une unit6 la borne donn+e dans le cor. 2 au th .  1. Autre- 
ment dit: 

Th6or~me 2 Soit V un G-module semi-simple de dimension <(p+3)/2. Alors le 
G-module IV-- A 2 V est semi-simple. 

La d6monstration est analogue ~t celle du th. 1. Je me borne / ten  indiquer 
les grandes lignes. 

Tout d'abord, l'6nonc6 est 6vident si p =  2, car alors dim V< 2. I1 est facile 
si p = 3  car, si d imV=3 ,  on a /h2V~L| *, 0s V* est le dual de V et 
L = d e t ( V ) = A  3 V; la semi-simplicit6 de V entra~ne celle de V*, doric aussi celle 
de L|  puisque d i m L = l .  On peut donc supposer p>5 ,  d'ofi d i m V < p .  
Cela permet, comme au n o 1.4, de supposer que k est alg6briquement clos, et 
que Vest  un G-module simple. Les arguments des w167 3 et 4 se transposent 
alors de la mani&e suivante: 

w Ici, on suppose que G est quasi-simple connexe, et que V-L(2) ,  off 
2 est un poids dominant  restreint, que l 'on peut supposer + 0. D'apras les prop. 3 
et 4, on a: 

( 2 + p ,  fl")=< 1 + ~ (2, c~ v ) =< dim L(2) <= (p + 3)/2. 
~ R +  

Or tous les poids de A 2 V sont de la forme # = 2 2 -  y, off 7 est une combinai- 
son lin6aire h coefficients >0,  non tous nuls, des 616ments de la base B. On 
a alors: 

@ + p, flv ) =  Z (2 + p, flv ) _ ( p ,  /3v ) _ ( y ,  f l y )  

= < p + 3 - ( h - 1 ) - ( 7 ,  f l " ) .  

On a h -  1 + (7 ,  f l v ) > 3 ,  car: 
ou bien G est de type A~, et h = 2 ,  (7, f l"  ) > 2 ;  
ou bien G est de type A2, et h = 3 ,  ( 7 , / ~ v ) >  1; 
ou bien G n'est ni de type A~ ni de type Az, et h=>4, (7, fl" ) > 0 .  

On d6duit de lfi ( /~+p,  f l " ) < p .  Les poids dominants de W appartiennent 
donc ~i la petite alc6ve C, et il en r6sulte que West  semi-simple de type restreint, 
cf. prop. 2. 

- w - On suppose que G est alg6brique lin6aire, avec (G:G ~ premier fi p, 
et que V est un G-module alg6brique. Les d6monstrations du w 3 se transposent 
sans grand changement. L'une des faqons de proc6der consiste ~ remarquer 
que, si V se d6compose en V= V ' |  V", avec dim V '>  1, dim V " >  1, alors A 2 V 
est quotient de V ' |  V ' |  V ' |  V", qui est semi-simple d'apr6s le th. 1. Cela 
permet de supposer que V e s t  ~dnd6composable)> (comme produit  tensoriel), 
ce qui facilite beaucoup les arguments. 
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(Une autre possibilit6 est d'utiliser les formules: 

A2(V' | V ' ) = A  2 V' | Sym 2 V" • Sym 2 V' | A 2 V" 
et 

Sym2(V' | V" )=Sym 2 V' | Sym 2 V" �9 A 2 V' @ A 2 V".) 

- w Ici, le point essentiel consiste ~t prouver que, si s~GL(V) est tel que 
sP= i, et si dim V<(p+3)/2, on a: 

(A 2s) t = A  2s t pour tout tek, 

ce qui se fair en v6rifiant que l 'application t~-~A 2 s t est polynomiale de degr6 
<p. On introduit ensuite, comme au n~ le sous-groupe H de GL(V) form6 
des 616ments x tels que A2x laisse stable tout sous-espace vectoriel de A2V 
stable par G. Le groupe H est alg6brique satur6; d'apr6s la prop. 11, (H:  H ~ 
est premier fi p. En appliquant fi H les r6sultats du w 3, on en d6duit que AZV 
est semi-simple comme H-module, donc aussi comme G-module. 

Remarques. (1) Pour p > 5, la borne dim V<(p + 3)/2 est optimale. Cela se voit, 
comme au n ~ 1.3, en prenant pour G le groupe SL2(k) et pour V le G-module 
V(d), avec d = (p + 3)/2. On a dim V(d) = I + (p + 3)/2, et V(d) est simple. D'autre 
part, on d6finit un morphisme surjectif 

O: A 2 V(d)~  V(p+ 1) 
par 

0 ( fA g) = Jac (J~ g) = (3 f /~  x.  8 g/8 y--  (3 f/c~ y. 8 g/O x. 

Comme V(p+ 1) n'est pas semi-simple, A 2 V(d) ne l'est pas non plus. 
(2) Pour p = 2, la borne dim V< 5/2 du th. 2 n'est pas optimale. On peut la rempla- 
cer par d i m V < 3 .  En effet, si dim V=3, on a A 2 V " - ~ L |  * 01.1 V* est le dual 
de Is,, et L=A3 V, cf. ci-dessus; la semi-simplicit6 de V entra~ne celle de L |  V*. 
La borne dim V< 3, elle, est optimale. Cela se voit en prenant G =SL2(k), avec 
]k[> 4, et V= V(3); le G-module V est simple de dimension 4, et l 'on peut v6rifier 
q u e  A 2 V n'est pas semi-simple. 
(3) Pour p = 3 ,  la borne dim V<3  du th. 2 n'est pas optimale. On peut la rempla- 
cer par dim V<4.  Pour le voir, il suffit de traiter le cas off Vest  un G-module 
simple de dimension 4, de sorte que IV= A 2 Vest  de dimension 6. Si l 'on choisit 
une base de A 4 V, le produit ext6rieur 

W |  W--* A4 V 

d6finit sur W une forme bilin~aire sym~trique non dOg~n4rke, qui est quasi-invari- 
ante par G (i.e. invariante ~ un facteur pr6s). (L'application s ~ A 2 s  d6finit un 
isomorphisme de SL(V)/#2 sur SO(W); cela traduit I'identit6 des syst6mes de 
racines de types A3 et D3.) On v6rifie (par exemple en comparant  les sous-groupes 
paraboliques de SL(V) et de SO(W)) que les sous-espaces totalement isotropes 
de W stables par G correspondent aux sous-espaces de V stables par G. Comme 
on a suppos6 V simple, il n'y a pas de tels sous-espaces (/t part 0 et V). On 
d6duit de 1~ que, si H est un sous-espace vectoriel de W stable par G, et H' 
son orthogonal,  on a H n H ' = O .  D'ofi W = H @ H ' ,  ce qui montre que H a 
un suppl~mentaire stable par G. Doric W est semi-simple. 
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La  b o r n e  d im V < 4 ,  elle, est opt imale .  Cela  se voi t  en p r enan t  G = S L z ( k )  
et V= V(1)03 V(2), qui  est semi-s imple  de d imens ion  5. Le G-module  W=A2V 
con t ien t  a lors  V(1) | V(2), qui  n 'est  pas  semi-s imple,  cf. n ~ 1.3. 

Question. Peu t -on  & e ndr e  le th. 2 aux autres  puissances  ext6rieures? De  fa~on 
plus  pr6cise, soit  V un G-modu le  semi-s imple  de d imens ion  n, et soit  m un 
e n t i e r > 2 .  Est-il vrai que /x"V est semi-simple si p >m(n--m)? C'est  vrai  p o u r  
m = 2  d 'apr6s  le th. 2, et aussi  si p > m ( n -  1) d ' a p r &  le th. 1. 
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