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Bases normales autoduales et groupes unitaires en caractéristique 2

Jean-Pierre Serre

A E.B. Dynkin pour son 90-iéme anniversaire

Introduction

L’origine du présent travail est un théoreme de Bayer-Lenstra dont voici

I’énoncé :
Théoreme A ([BL 90, th.6.1]) - Soit k un corps de caractéristique 2, et soit
L/k une extension galoisienne finie de groupe de Galois G. Supposons que G soit
commutatif. Pour que L/k posséde une base normale autoduale (cf. ci-dessous),
il faut et il suffit que G n’ait pas d’élément d’ordre 4.

[Lorsque la caractéristique de k est # 2, le méme énoncé est valable, & condition
d’y remplacer “d’ordre 4” par “d’ordre 2” - ce qui revient a dire que l'ordre de G doit
étre impair.]

Rappelons (cf. [BL 90]) qu’une base normale autoduale (en abrégé : “BNA”) de
L/k est une k-base B de L qui est stable par 'action de G et qui est telle que

0 si z,ye B, x
Tr, /i (zy) ={ Y 7Y

1 si z,ye B, z=y.

Il est naturel d’essayer d’étendre le théoreme A au cas ou G n’est pas com-
mutatif. C’est ce que nous allons faire. Le résultat est le suivant (il est annoncé
dans [Se 05]) :

Théoréme B - Soit k un corps de caractéristique 2, et soit L/k une extension
galoisienne finie de groupe de Galois G. Pour que L posséde une BNA, il faut et
il suffit que G soit engendré par des éléments d’ordre impair et par des éléments
d’ordre 2.

[Noter le cas particulier ou G est d’ordre impair, déja traité dans [Ba 89].]

Ce qui est surprenant dans cet énoncé, c’est que 'existence d’'une BNA ne
dépende que de la structure du groupe de Galois G, et pas des propriétés du
corps de base k, ni de celles de I’extension L ; ce n’est pas ce qui se passe quand
car(k) # 2, comme le montrent de nombreux exemples, cf. [Ba 89], [BFS 94],
etc.

Nous démontrerons le théoréme B au §6 (corollaire 6.1.10), comme conséquence
d’un critere d’isomorphisme pour les G-formes trace de deux G-algebres galoi-
siennes (théoreme 6.1.5). La démonstration se fait en traduisant la question en
termes de cohomologie galoisienne, comme dans [BFS 94]. Le groupe algébrique
qui intervient est le groupe unitaire de 1’algébre & involution k[G]; cela nous
amenera & étudier la structure des groupes unitaires des algebres & involution
en caractéristique 2, ce qui ne semble pas avoir été fait jusqu’a présent en de-
hors de cas tres particuliers. De facon plus précise, soit £ un corps parfait de



caractéristique 2, soit A une k-algebre a involution de dimension finie, soit Uyx
le groupe unitaire correspondant (vu comme groupe algébrique sur k), et soit
U§ la composante neutre de Ua. Le théoréme de cohomologie galoisienne dont
nous aurons besoin est :

Théoréme C - On a H'(k,UQ) = 0, autrement dit tout UQ-torseur a un point
rationnel.

Pour prouver ce résultat, on peut supposer que U} engendre l'algebre A.
Faisons cette hypothese. Le cas ot A est semi-simple est facile. On décompose
A en produits d’algebres simples, et 'on constate que Uy est connexe et que,
apres extension des scalaires, c’est un produit de groupes linéaires et de groupes
symplectiques. La trivialité de H'(k,UQ) = H'(k,U,) en résulte, grace a I'hy-
pothese que k est parfait de caractéristique 2, cf. §4.7.

Pour passer de la au cas général, il est naturel d’introduire le radical v de A
et de comparer les groupes Ug et Uy, grace a la projection 7 : Ug —= Uaye -
Le noyau de 7 est un groupe unipotent connexe qui est négligeable du point de
vue de la cohomologie galoisienne. La vraie difficulté est que 7 n’est pas surjectif
en général, contrairement a ce qui se passerait si la caractéristique de k était
= 2. Toutefois on peut démontrer que 7 est “presque surjectif” : son image est
un sous-groupe réductif de rang maximum de Uy /. qui se décompose en produit
comme Uy . ; la seule différence est que certains facteurs symplectiques Spy,,
de Uy, sont remplacés par des groupes orthogonaux SOgz,. La démonstration
de ce fait occupe le §2 et le §3; elle repose sur une propriété tres particuliere
des poids des tores maximaux des groupes unitaires : la “propriété PL”, décrite
au §1, qui vaut, plus généralement, pour les groupes définis comme fixateurs de
tenseurs de degré < 2, cf. §1.4.

Une fois ce résultat obtenu, la nullité de H'(k,UY) se démontre par des
arguments cohomologiques standard, cf. §4. On peut alors passer au cas dont
nous avons besoin : A = k[G], cf. §5. Ici il n’est plus nécessaire de supposer que
k est parfait; 'un des principaux résultats est une caractérisation de G N U§
comme le sous-groupe de G engendré par les éléments d’ordre 2 et par les carrés
(théoreme 5.3.1). On déduit de 1a le critére d’isomorphisme de G-formes trace
mentionné plus haut ; c’est 'objet du §6, qui en donne diverses applications, par
exemple au principe de Hasse, lorsque k est un corps global (théoréme 6.1.18). Le
§7 contient des compléments variés, et mentionne plusieurs questions ouvertes,
notamment la suivante : si G est un 2-groupe, est-il vrai que G — Ug /U est
surjectif ?

Notations.

Si A est un anneau, on note A* son groupe multiplicatif.

On note X LY la réunion de deux ensembles disjoints X et Y.

Si X est un schéma sur un corps k, et si K est une extension de k, on note
X,k le schéma que I'on déduit de X par extension des scalaires a K, et I'on
note X (K) ensemble des K-points de X.

Si X est un schéma, on note X9 le schéma réduit associé.



Le terme de “groupe algébrique” (sur un corps k) est utilisé au sens de
“schéma en groupes affine de type fini”, autrement dit “sous-schéma en groupes
fermé de GL,, pour n assez grand”, cf. par exemple [KMRT 98, chap.VI] et [Wa
79] ; le faisceau des anneaux locaux peut avoir des éléments nilpotents # 0. En
fait, le cas le plus important est celui ou le groupe est lisse, mais les éléments
nilpotents interviennent parfois (par exemple pour le groupe p, des racines
carrées de 1'unité, ou aussi pour la définition du noyau d’un homomorphisme).

Si G est un groupe algébrique, sa composante neutre est notée G, et son
algebre de Lie est notée Lie(G).

Les autres notations sont standard.

81 - Les tores de type PL
1.1. La propriété PL.

Soit L un Z-module libre de type fini. Soit 2 une partie finie de L. Nous
dirons que Q est “presque libre” (en abrégé “ PL ”) g'il existe une partie w de
Q telle que :

(1.1.1) w est libre au sens usuel de ce terme : les éléments de w sont Z-
linéairement indépendants.

(1.12) Ona Q C {0}UwWU —w.

[Dans cette formule, —w désigne l'’ensemble des —a pour a € w. Nous utiliserons
souvent ce genre de notation dans la suite.|

[ Autre caractérisation :

(1.1.3) Toute partie w de 2 telle que wN —w = & est libre.

Ezemple. Si {x1, 2, x3} est une partie libre de L, Pensemble {0, z1, z2, x5, —21 }
est presque libre.

Cette notion a les propriétés de stabilité suivantes, qui sont immédiates :

(1.1.4) Si L' est un sous-groupe de L et si Q C L', alors Q est presque libre
dans L' si et seulement si il ’est dans L.

(1.1.5) Si Q' C Q et si Q est presque libre, alors ) est presque libre.
1.2. Tores de type PL.

Soit k un corps algébriquement clos (de caractéristique quelconque) et soit
V' un espace vectoriel de dimension finie sur k. On note GLy le groupe des
automorphismes de V', vu comme k-groupe algébrique.

Soit T" un k-tore opérant sur V', autrement dit muni d’un homomorphisme
¢ : T — GLy. Soit X(T') = Hom(T, G,,) le groupe des caractéres de T'; comme
d’habitude, on écrit X additivement, ce qui amene a noter tX 'image d’un point
t de T par le caractere x. L’espace V' se décompose en V = @, cxVy, ou V, est
le sous-espace propre relatif & x, i.e. Pensemble des v € V tels que ¢(t)v = tXv
pour tout t. On dit que x est un poids de V si V, # 0.

Définition. On dit que l'action de T sur V est de type PL si ’'ensemble 2 de ses
poids est de type PL au sens du §1.1.



Remarque. Si 'action de T sur V est de type PL, et si W est un sous-espace
vectoriel de V' stable par T, alors l'action de T sur W est de type PL, et il
en est de méme de son action sur V/W. Cela résulte de (1.1.5). Dans la suite,
T sera le plus souvent un sous-tore de GLy, et ¢ sera 'injection canonique
T — GLy. Dans ce cas, on dira simplement que T est un sous-tore de GLy de
type PL. En fait, le cas général se ramene a ce cas particulier : en effet, si I'on a
@ :T — GLy et si T” désigne I'image de T dans GLy, alors (T, @) est de type
PL si et seulement si 7" est de type PL : cela résulte de (1.1.4), puisque X (T")
est un sous-groupe de X (7).

1.3. Premiers exemples de tores de type PL.

1.3.1. Un tore maximal de GL, : l'ensemble de ses poids est libre a n
éléments.

1.3.2. Un tore maximal de Sp,,,, ou de SOq,, : 'ensemble de ses poids est
de la forme w U —w, oll w est libre a n éléments.

1.3.3. Un tore maximal de SOg,41 : 'ensemble de ses poids est de la forme
{0} Uw U —w, out w est libre & n éléments.

Rappelons que, lorsque la caractéristique est égale a 2, le groupe orthogonal
O, est lisse; le groupe SOs, est sa composante neutre; c’est le noyau de
l'invariant de Dickson Osg, — Z/2Z, cf. [KMRT 98, §12.12]. Par contre, le
groupe orthogonal O, 1 n’est pas lisse, comme le montre déja le cas n = 0, ol
c’est pqy; le groupe SOgp 41 est défini comme le noyau de det : Ogy,11 — Giy;
c’est un groupe lisse, et 'on a Ogp41 = g X SO2p41.

1.3.4. Si A est une algebre a involution, et U le groupe unitaire correspondant
(vu comme sous-groupe de GL 4 par ’action par les translations & gauche), alors
tout tore maximal de U est de type PL, cf. proposition 3.2.5.

1.4. Exemple : tores maximaux des fixateurs de tenseurs de degré < 2.

Les différents exemples du §1.3 sont des cas particuliers du suivant :

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur k (supposé algébriquement
clos, pour simplifier). Soit (6;);c; une famille d’éléments de I'un des huit types
suivants :

) un élément de V';

) un élément du dual V' de V';

) un élément de ®2V ;
1.4.4) un élément de ®*V’;

) un élément de V@ V' =End(V);

) une forme quadratique sur V;

) une forme quadratique sur V' ;
1.4.8) un sous-espace vectoriel W de V.

Soit G C GLy le fixateur des 6;.
[Précisons ce que cela signifie : si k" est une k-algébre commutative, un point g € G(k')
est un automorphisme de k' ® V' qui fixe les tenseurs déduits des 0; par extension des



scalaires de k & k' (“fixer” a un sens clair pour les sept premiers cas, et pour (1.4.8),
cela signifie que g laisse stable k' @5 W).]

Proposition 1.4.9 - Les tores mazimaux de G sont de type PL.
Démonstration. Nous allons prouver un résultat plus précis :

Proposition 1.4.10 - Soit M un sous-groupe de G de type multiplicatif (cf.
[SGA 3, II, exposés VIII et IX]), dont le groupe des caractéres ne contient aucun
élément d’ordre 2.1 Il existe un sous-tore M de G qui contient M et qui est de
type PL.

[Cet énoncé entraine la proposition précédente, car, si on ’applique & un tore

maximal 7" de GG, on obtient un tore T" de G qui est de type PL et qui contient
T, donc qui est égal & T'.]
Démonstration. Soit X = Hom(M, G,,,) le groupe des caracteres de M, que nous
écrirons additivement. L’action de M sur V décompose V' en somme directe
V= er « Vi de sous-espaces propres. Soit M le groupe des automorphismes
de V' qui, sur chaque V,, sont égaux a une homothétie ¢, satisfaisant aux deux
conditions :

(1411 t, =1 si x =0;

(1.4.12) t,t_, =1 pour tout x.

Ce groupe contient M. Nous allons voir qu’il convient. Autrement dit :
Lemme 1.4.13 - Le groupe M est un sous-tore de G de type PL.
Démonstration du fait que M est un tore de type PL. Soit 2 I'ensemble des x # 0
tels que Vj, # 0; c’est un ensemble fini; choisissons une partie w de € qui ne
rencontre pas —w, et qui est maximale pour cette propriété. Un point de M est
déterminé par ses coordonnées t, avec x € w, et celles-ci peuvent étre choisies
arbitrairement. Cela montre que M est un tore dont le groupe des caractéres a
pour base les éléments de w (vus comme caracteres de M, et non plus de M) ;
de plus, 'ensemble des poids de ce tore est contenu dans {0} Uw U —w, donc est
presque libre.

Démonstration du fait que M est contenu dans G. On doit montrer que les 6;
sont invariants par tout point (¢,) de M. Il y a huit cas & considérer, suivant
que 6; est de type (1.4.1), (1.4.2), ..., (1.4.8) :

Type (1.4.1). On a 6; € V'; comme 6; est invariant par M, il appartient & Vj,
et il est invariant par M puisque les éléments de M fixent Vy d’apres (1.4.11).

Type (1.4.2). On a 6; € V' : méme démonstration, avec V remplacé par V.

Type (1.4.3). Ona 0; € VRV = @y, 1, Vy, ® Vy,. Puisque 6; est invariant
par M, il est contenu dans la somme directe des V,, ® V_, ; or ceux-ci sont fixés
par M, d’apres (1.4.12).

Type (1.4.4). Méme démonstration que celle du type (1.4.3), avec V remplacé
par V.

1. Lorsque k est de caractéristique 2 - ce qui est le cas intéressant pour la suite - cette
hypothese équivaut a dire que M est lisse.



Type (1.4.5). On a 6; € End(V). Dire que 6; est invariant par M signifie
qu’il commute a I'action des éléments de M, ou encore que les V, sont stables

par 6;; cela entraine que #; commute a ’action de M.

Type (1.4.6). Dans ce cas, 6; est une forme quadratique. Soit b la forme
bilinéaire associée. Soit t = (t,) un k-point de M. D’apres le cas (1.4.4), ¢ fixe
b (en effet b est fixée par G). Il en résulte que la forme bilinéaire associée a
la forme quadratique ¢(6;) — 6; est 0; autrement dit, c’est le carré d’une forme
linéaire £ sur V. On doit montrer que ¢ = 0, et il suffit de le faire sur chaque V, ;
c’est clair pour x = 0 puisque ¢ fixe Vp; c’est non moins clair pour Vj,, x # 0,
car la restriction de 6; & V,, est 0 (puisque M agit sur V, par des homothéties
de rapport arbitraire).

Type (1.4.7). Méme démonstration que celle de (1.4.6), avec V' remplacé par
V.

Type (1.4.8). Dans ce cas 6; est un sous-espace vectoriel W de V. Dire qu'il

est stable par M équivaut a dire qu’il est somme directe des W N V,, et il est

donc stable par M puisque ce groupe opere par des homothéties sur chaque V.

Remarque. Supposons que car(k) = 2. La proposition 1.4.10 entraine que, si p
est un nombre premier # 2, tout p-sous-groupe fini commutatif de G est contenu
dans un tore maximal (et en particulier est contenu dans G°). Cela donne des
renseignements non triviaux sur la structure de G; par exemple, d’apres [St
75, th.2.27 et th.2.28], cela montre qu’aucun quotient de G° ™9 n’est un groupe
simple de type Fq,Eg, E; ou Eg (ce qui résulte aussi des résultats du §2.6, qui
éliminent également le type G).

Compléments. Mentionnons brievement quelques autres propriétés de G :

(1.4.14) Si la caractéristique de k est # 2, le groupe G est lisse. [On vérifie que, si
X € Lie(G), alors (1+tX)(1—¢X)~" appartient & G(k) pour tout ¢ tel que 1 +¢X et
1 — tX soient inversibles; on en déduit un morphisme d’un ouvert de la droite affine
dans G; comme la droite affine est un schéma réduit, 'image de ce morphisme est
contenue dans G™? ; d’ot, en dérivant en ¢ = 0, le fait que 2X appartient & Lie(G™?);
on a donc Lie(G*%) = Lie(G), ce qui entraine la lissité de G.]

(1.4.15) Si 2 € G(k), alors 2> € G°(k). [Utiliser le fait que (t 4+ 2)(t + 2~ 1)™*
appartient & G(k) pour tout ¢ d’un ouvert de la droite affine contenant 0, et en déduire
qu’il appartient & G°(k).)

(1.4.16) Si k est de caractéristique 2, et si aucun des tenseurs 0; n'est de type
(1.4.6) ou (1.4.7), alors tout x € G(k) d’ordre 2 appartient o G°(k). [Utiliser le fait
que t — 1+ ¢(z 4+ 1) est un homomorphisme du groupe additif G, dans G, donc dans
G°]

Nous reviendrons au §3.3 sur ces deux dernieres propriétés dans le cas particulier
ol G est un groupe unitaire.



82 - Structure des groupes linéaires a tore maximal de type PL
2.1. Enoncé du théoréme, dans le cas irréductible.

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 2, soit V' un k-espace
vectoriel de dimension finie, et soit G un sous-groupe algébrique conneze lisse
de GLy ayant la propriété suivante :

Les tores maximaux de G sont de type PL au sens du §1.2.
Nous dirons alors que (G, V) est de type PL.

On se propose de décrire tous les (G, V) de type PL, sous ’hypotheése que
V est un G-module semi-simple, ce qui entraine que G est un groupe réductif.
Commengons par le cas ol V' est irréductible (le cas général sera traité au §2.6) :

Théoreme 2.1.1 - Soient V' et G comme ci-dessus et supposons que V soit un
G-module irréductible. 1l n’y a alors que quatre possibilités :

(a) G=1let dimV =1.

(b) G=GLy.

(c) Il existe une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur V telle que G
soit le groupe symplectique correspondant ; on a G ~ Spy avec N pair > 0.

(d) Il existe une forme quadratique non dégénérée de rang pair N > 2 sur
V telle que G soit le groupe spécial orthogonal correspondant ; on a G ~ SOy.

La démonstration sera donnée au §2.3 dans le cas non autodual et au §2.5
dans le cas autodual.

Remarques.

1) Dans (d), il est nécessaire d’exclure le cas N = 2 car I'action du groupe
SO5 n’est pas irréductible : il y a deux droites stables. De méme, on doit exclure
les groupes SOy avec N impair > 1, car leur action n’est pas semi-simple.

2) Si la caractéristique de k était # 2, on devrait modifier (d) en supprimant
Ihypothése que N est pair (mais en gardant celle que N # 2); on pourrait
supprimer (a), car c’est le cas particulier de (d) ou N = 1.

2.2. Rappels sur les représentations irréductibles des groupes réductifs.

On se place dans une situation plus générale qu’au §2.1 : on considére un
groupe réductif? G sur un corps algébriquement clos k, et une représentation
irréductible V' de G (non nécessairement fidele). On ne fait pas d’hypothese sur
la caractéristique de k.

Soit T un tore maximal de GG, soit X le groupe des caracteres de T, et soit 2
I’ensemble des poids de T" dans V. Soit N le normalisateur de T" dans G et soit
W = N/T le groupe de Weyl; le groupe W agit sur T et sur X ; on a W.Q2 = Q.

Un élément « de 2 est dit extrémal si c’est un élément extrémal de I'enve-
loppe convexe de 2 dans Xgr = X ®z R, cf. [EVT II, p.10 et p.47]. Comme 2
est fini, cela équivaut a :

« n‘appartient pas a l'enveloppe convexe de Q — {a},

¢ ¢

¢ connexe ”.

2. Dans toute la suite, on convient que “ réductif ” entraine



ou encore :
Il existe un homomorphisme f : X — R tel que f(a) > f(B) pour tout 8 € Q
distinct de «.

Notons Q. ’ensemble des éléments extrémaux de €. C’est un ensemble non
vide. De plus :

(2.2.1) Le groupe W opére transitivement sur .

(2.2.2) St x € Qe, la multiplicité de x est égale a 1 (i.e. dimV, =1).

(2.2.3) La représentation V est déterminée a isomorphisme prés par .

(2.2.4) Remplacer V' par sa duale remplace 2 par —Q) et Qe par —$.

(2.2.5) Pour toute orbite Y de W dans X, il existe une représentation
irréductible de G dont l’ensemble des poids extrémaux est'Y .

[D’aprés (2.2.3), cette représentation est unique, & isomorphisme pres. On obtient ainsi
une bijection entre les classes de représentations irréductibles de G et les orbites de
W dans X ]

Note. Les énoncés ci-dessus sont traditionnellement énoncés d’une maniere différente,
cf. par exemple [Ch 58, exposé 16], [Ja 03, I1.2], [MT 12, §15] et [St 67, §§12 -
14]) : on se ramene au cas ot G est semi-simple et I’on choisit une chambre de
Weyl C dans Xg. Comme toute orbite de W dans X rencontre C' en un point et

un seul, on remplace €2, par son intersection avec C, que I’'on appelle le plus grand
poids de Q (ou de la représentation) ; cela conduit a classer les représentations
irréductibles de G par les éléments de C' N Xgr. Dans les démonstrations qui
suivent, il ne serait pas commode d’avoir a choisir C.

Ezxemples.

(2.2.6) On prend G = GL,,, T = tore diagonal, X = Z" et V = représentation
standard de dimension n. L’ensemble 2 est alors la base canonique {es, ..., e, }
de X ; son enveloppe convexe est le simplexe de sommets eq, ..., e, ; ses points
extrémaux sont les e;, de sorte que Q, = Q.

(2.2.7) On prend G = Sp,,, ou G = SOg,, et V = représentation stan-
dard de dimension 2n. L’ensemble Q est de la forme {ey, ..., e,, —€1, ..., —e, }, oul
{e1,...,en} est une base de X ; son enveloppe convexe est formé des Y z;e; avec
> |wi] < 1; cest un “hyperoctaedre” de dimension n (le polaire d’un n-cube).
Ici encore, les points extrémaux sont les sommets et 'on a 2, = €.

Rappels.

Lorsque la caractéristique de k est 2, le groupe SOs,, est conjugué a un
sous-groupe de Sp,,,. De facon plus précise, soit C(z,y) une forme alternée non
dégénérée sur V fixée par Sps,,, et soit T' un tore maximal de Sp,,, ; on vérifie
facilement qu’il existe une unique forme quadratique g sur V ayant les deux
propriétés suivantes :

(2.2.7.1) La forme bilinéaire associée & ¢ est C.
(2.2.7.2) On a ¢(v) = 0 pour tout vecteur propre v de T.

Cette forme quadratique est invariante par 7. Le groupe orthogonal O, qu’elle
définit est contenu dans Sps,, et contient T'; c’est 'unique groupe orthogonal
ayant ces deux propriétés; son algebre de Lie est indépendante du choix de ¢ :



c’est ’ensemble des matrices de la forme z+ z*, ou z* désigne ’adjoint de z par
rapport a la forme alternée C.

2.3. Démonstration du théoréme 2.1.1 : premiers cas.

Nous revenons aux hypotheéses et aux notations du §2.1. En particulier, k&
est algébriquement clos de caractéristique 2, G est un sous-groupe réductif de
GLy, et V est un G-module semi-simple de type PL.

Soit T" un tore maximal de G et soit () I’ensemble des poids de T dans V.
Comme la représentation de 1" dans V est fidele, (2 engendre le groupe X des
caracteres de T'. Par hypothese, T est de type PL; il existe donc une partie libre
w de Q telle que Q soit contenu dans {0} Uw U —w, cf. §1.1.b); il en résulte que
w est une Z-base de X. Il y a différentes possibilités, que nous allons considérer
séparément :

(2.3.1) Ona w=2.

Dans ce cas, 2 = {0}, et T =1, d’ot G = 1; c’est le cas (a) du théoréme 2.1.1.

A partir de maintenant, on suppose w # &. Considérons d’abord le cas ou
QN —w = @. Ce cas se divise en deux :

(2.3.2) Le cas Q2 ={0} Uw.
L’enveloppe convexe de () est alors le simplexe dont I’ensemble des sommets est
Q. Tous les sommets sont extrémaux. Or, W fixe 0; comme w # &, W n’agit pas
transitivement sur les points extrémaux. D’apres (2.2.1), ce cas est impossible.

(2.3.3) Le cas Q =w.

Tous les éléments de w sont extrémaux; leur multiplicité est 1, d’apres
(2.2.2). Si l’on pose n = |w|, on a dimV = n = dim7, d’ou le fait que T
est un tore maximal de GLy . De plus, le commutant de G dans GLy est réduit
aux homothéties. Nous allons voir que cela entraine G = GLy/, autrement dit le
cas (b) du théoreme 1. Pour cela, remarquons que, d’apres (2.2.1), W permute
transitivement les éléments {ey, ..., e, } de w, lesquels forment une base de X. On
peut donc identifier W a un sous-groupe transitif du groupe symétrique S,,. De
plus, W est engendré par des réflexions; or les seuls éléments de S,, qui soient
des réflexions sont les transpositions, et le seul sous-groupe transitif de .S,, qui
soit engendré par des transpositions est Sy, cf. e.g. [Hu 67, p.171]. On a donc
W = S,,. Cela entraine que le groupe dérivé G’ de G est de type A, _1, donc de
dimension n? — 1. Comme G contient le groupe des homothéties, on a

dimG =1+dim G’ = n? = dim GL,,
d’ot G = GL,, ; c’est le cas (b) du théoréme 2.1.1.

2.4. Le cas autodual : structure du groupe de Weyl.

Nous venons de démontrer le théoreme 2.1.1 dans le cas particulier ou €2 ne
rencontre pas —w. Supposons maintenant que 2N —w # &. Dans ce cas, 0 n’est
pas extrémal, et les autres éléments de €2 le sont. On a donc

Q=0s0¢Q et Q=0-{0} si0cQ.



Le groupe W opere transitivement sur §2.; or 2, N —€2, est stable par W,
et non vide; il est donc égal a €., ce qui signifie que 2 contient —w. On a,
soit @ = {0} Uw U —w, soit = wU —w, autrement dit il existe une base
{e1,...,en} de X telle que Q, = {e1, ..., €4, —€1, ..., —€ }. D’apres (2.2.4), le fait
que Q. = —€Q, signifie que la représentation V' est autoduale (isomorphe a sa
duale), ce qui n’était pas le cas au §2.3.

Le groupe W permute les e;, aux signes pres. Il est donc contenu dans
le groupe noté usuellement {£1}".S5,, autrement dit le groupe de Weyl d’un
systeme de racines de type C,, : produit semi-direct de S,, par le groupe I =
{£1}". Les éléments de I sont les (\;)1<icn avec A; = %1 pour tout i; on
les identifie aux automorphismes de X de la forme {e; — \;e;}. Les (\;) avec
[T = 1 forment un sous-groupe J de I d’indice 2. D’out un sous-groupe J.S,
de 1.S,, d’indice 2.

Proposition 2.4.1 - Le groupe W est égal, soit a4 1.S, = {£1}".S,, soit a
J.Sy,.

[Autrement dit, W est isomorphe, soit au groupe de Weyl d’un systéme de
racines de type C,,, soit a celui d'un systeme de type D,,.]

Le cas n = 1 est clair. On va donc supposer n > 1 dans ce qui suit.

La démonstration repose sur les deux propriétés suivantes de W :

(2.4.2) 1l est engendré par des réflexions (lorsqu’on le considére comme un
groupe d’automorphismes de Xg ~ R").

(2.4.3) Il opére transitivement sur Qe = {e1, ..., €n, —€1, ..., —€p }.

[La premiere propriété est commune & tous les groupes de Weyl. La seconde
résulte de (2.2.1).]

Noter, & propos de (2.4.2), que les réflexions appartenant a 1.S,, sont de trois
types (correspondant aux racines courtes et aux racines longues de C,,) :

(24.4) t; (1<i<n) te; v —e; et eprep si fF£
(24.5) s;; (1<i<j<n):e; +>e; et eg<rep si (#1475,
(2.4.6) sgj(1§i<j<n):ei<—>—ej et ep<rep si £F#£1,7.

L’image de ¢; dans S, est I'identité; celle de s;; (resp. de s;j) est la trans-
position (7).

Démonstration de la proposition 2.4.1.

Lemme 2.4.7 - (a) La projection W — S,, est surjective.

(b) Pour tout couple (i,j) avec 1 <i < j<n, W contient s;; ou si;.
Démonstration. La démonstration de (a) est la méme que celle utilisée pour
(2.3.3) : I'image de W dans S,, est un groupe transitif qui est engendré par des
transpositions, donc c’est S,,. Pour (b), on remarque qu’il existe au moins un
couple (4, j) tels que W contienne s;; ou sgj : sinon, 'image de W dans 5,, serait
triviale, ce qui est impossible puisque n > 1. Par conjugaison, on en déduit que
tous les couples (7, j) ont cette propriété : en effet, S,, opere transitivement sur
les couples (7, j) avec i # j.
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Lemme 2.4.8 - [l existe des \; € {+1} tels que W contienne le groupe des
permutations de {Aie1, ..., Anen}.

Démonstration. Soit i tel que 1 < i < n. D’apres le lemme 2.4.7 (b), appliqué
au couple (i — 1,1), il existe dans W une réflexion o; qui permute e;_1 et p;e;,
avec u; = £1, tout en laissant fixes les ey avec £ < i — 1 ou £ > i. Posons :

€1 = €1,

€2 = 01(51) = M1€2,

€3 = 02(52) = M202(62) = H1p2€3,

La réflexion o; permute ¢;,_1 et ¢;, et fixe les autres ¢;. Or les transposi-
tions (12), (23), (34), ... engendrent le groupe symétrique S,,. D’ou le lemme, en
prenant :

At =1, Aa = p1, A3 = p1pa,

Fin de la démonstration de la proposition 2.4.1. D’apres le lemme 2.4.8, on peut
supposer que les e; ont été choisis tels que leur groupe de permutations soit
contenu dans W. On a donc S,, C W. Cette inclusion est stricte, a cause de
(2.4.3). On en déduit, d’apres (2.4.2), que W contient au moins une réflexion
n’appartenant pas a Sy, i.e. du type t; ou du type s;;, cf. (2.4.4) et (2.4.6).
Supposons d’abord que W contienne 'une des ¢;. Vu la transitivité de S,
opérant sur [1,n], W contient tous les ¢;. Or ceux-ci engendrent le groupe I =

{£1}"™. On a donc W = 1.5,,.

Supposons maintenant que W contienne 'une des sgj. Vu la transitivité de
Sp sur les couples (i,j) avec i # j, le groupe W contient tous les sgj, et il
contient aussi les produits sijs’ij = t;t5. Or les t;t; engendrent le sous-groupe J
de I. Donc W contient J.S,,, et, comme ce groupe est d’indice 2 dans 1.5, on

a, soit W = J.S,,, soit W = 1.5,,.

2.5. Le cas autodual : fin de la démonstration du théoréme 2.1.1.
On conserve les notations et hypotheses du §2.4.

Puisque la représentation V est autoduale, le groupe G ne contient pas les
homothéties. C’est donc un groupe semi-simple.

Considérons d’abord le cas n = 1. Le groupe G est de rang 1, et la représentation
irréductible V' a pour poids, soit {e1, —e; }, soit {e1,0, —e1}; de plus e; est une
base du groupe X des caracteres de T'. Le premier cas conduit & G = SLe = Sp,,
la représentation V de G étant la représentation naturelle de dimension 2. Le
second cas est impossible, car toute représentation irréductible non triviale de
SLs en caractéristique 2 est un produit tensoriel de transformées de Frobenius
de la représentation standard, et 0 n’en est pas un poids.

A partir de maintenant, nous supposons n > 1. D’apres la proposition 2.4.1,
il y a deux possibilités :

(2.5.1) On a W = 1.5,,; le systéme de racines de G est de type B,, ou C,,.

(2.5.2) On a W = J.S,; le systéme de racines de G est de type D,,.
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[Pour n = 2, le type Dy doit étre interprété comme A; x A;; cela traduit le
fait que SOy est isogene a SLo X SLy. C’est le seul cas ou le systeme de racines
n’est pas irréductible.]

Il reste & préciser la structure du groupe G (pas seulement & isogénie pres),
et celle de sa représentation V. Nous allons pour cela déterminer le systeme de
racines R de G. Soit « une racine; c¢’est un poids de T dans Lie(G) C End(V),
et c’est donc la différence de deux éléments de €2 ; on en déduit que a est de I'un
des types suivants :

(2.5.3) o =te; L ej avec i # j;

(2.5.4) o = £2¢;;

(2.5.5) a = +e;.

[Le troisiéme cas ne peut se présenter que si 0 est un poids de V]

Lemme 2.5.6 - Supposons n = 3. Il y a au plus trois possibilités pour le systeme
de racines R :

(i) c’est l'ensemble de tous les éléments de X de type (2.5.3).

(ii) c’est l’ensemble de tous les éléments de X de type (2.5.3), et de tous ceuz
de type (2.5.4).

(iii) c’est l'ensemble de tous les éléments de X de type (2.5.3), et de tous
ceux de type (2.5.5).

Démonstration. La proposition 2.4.1 montre que W opere transitivement sur
chacun des trois types. De plus, les types (2.5.4) et (2.5.5) ne peuvent pas
coexister, car aucune racine n’est le double d’une autre. Le type (2.5.3) doit
étre présent, car sinon le systeme de racines serait de type A; X ... X Az, ce qui
n’est pas le cas, on I’a vu [c’est ici que 'hypotheése n > 3 est utilisée : lorsque
n =2, le type Dy est isomorphe & A; x A;]. D’ou le lemme.

Lemme 2.5.7 - Conservons les hypothéses et notations du lemme 2.5.6. Alors :

Dans le cas (i), on a G ~ Sp,,, et V est la représentation naturelle de G de
dimension 2n.

Dans le cas (ii), on a G ~ SOa,, et V est la représentation naturelle de G
de dimension 2n.

Le cas (iii) est impossible.
Démonstration. Dans le cas (i), le lemme 2.5.6 montre que le systéme de racines
R est celui du type C,,, les poids étant ceux de la représentation naturelle. D’ou
le résultat. Méme argument pour le cas (ii), avec C,, remplacé par D,,. Quant
au cas (iii), il donne un systeéme de racines de type B,,, avec pour poids ceux
de la représentation naturelle de dimension 2n + 1; en caractéristique 2, cette
représentation n’est pas irréductible : la représentation irréductible correspon-
dant aux poids extrémaux =e; est le quotient de la précédente par 'unique
sous-espace stable de dimension 1; I’élément 0 de X n’en est pas un poids, et
par conséquent les +e; ne peuvent pas en étre des poids [d’ailleurs 'image de
SO2,+1 dans cette représentation n’est pas de type B, : c’est le groupe Sp,,,,
qui est de type C,].
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Le lemme 2.5.7 entraine le théoreme 2.1.1, lorsque n > 3. Le cas n = 2 se
traite de fagcon analogue. La seule différence est que, dans 1’énoncé du lemme
2.5.6, il faut ajouter les deux cas suivants :

(iv) le systeme R est formé des éléments de X de la forme +2e;;

(v) le systéme R est formé des éléments de X de la forme *e;.

Les deux cas conduisent a un groupe G de type A; x A;; le premier donne
pour V le produit tensoriel des deux représentations naturelles de dimension 2 ;
cela donne le groupe SO,. Le second cas ne serait possible que si 0 était un
poids de V', ce qui ne peut pas se produire. On a donc bien obtenu tous les cas
énumérés dans le théoreme 2.1.1.

Remarque. Une curieuse conséquence du théoreme 2.1.1 est que, si V est irréductible
non triviale, alors 0 n’est pas un poids de T. Ou, de fagon équivalente :

(2.5.8) Si V' est une représentation semi-simple de type PL d’un groupe
linéaire connexe lisse G, tout élément de V qui est fixé par un tore mazximal
de G est fixé par G.

C’est 1a une propriété spéciale a la caractéristique 2. Il serait intéressant d’en
avoir une démonstration a priori.

2.6. Le cas semi-simple.

Passons maintenant au cas ou V est une représentation semi-simple, mais
non nécessairement irréductible, du groupe G. Comme au §2.1, nous supposons
que la représentation considérée est fidéle, i.e. qu’elle donne un plongement de
G dans GLy ; d’apres [SGA 3, VIg, cor.1.4.2], cela revient & dire que son noyau,
au sens de la théorie des schémas, est trivial.

De facon plus précise, considérons le cas ol la représentation V' se décompose
en :

(2.6.1) V = ®ier Vi,
ou chaque V; est irréductible, et :

(2.6.2) Si i # j, V; nlest isomorphe, ni a V;, ni d sa duale.

Notons G; 'image de G dans GLy;. Le groupe G est un sous-groupe du
produit direct HieI G;.
Théoréme 2.6.3 - Si la représentation V est de type PL, on a G = [],c; Gi;
en particulier, G est isomorphe a un produit de groupes de type GL,Sp et SO.

Démonstration. Soit T un tore maximal de G, et soit T; 'image de T' dans G;.
OnaT C[[,e; T

Lemme 2.6.4- On a T =[],.; T.

Démonstration du lemme 2.6.4. Soit X; le groupe des caracteres de T;, et soit
X celui de T. La projection T' — T; donne une injection X; — X, ce qui nous
permet d’identifier les X; & des sous-groupes de X ; le fait que T — []7; soit
injectif montre que X est engendré par les X;. Le lemme 2.6.4 revient a dire
que ® X; — X est injectif, i.e. que X est somme directe des X;; c’est ce que
nous allons démontrer.
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Puisque les V; sont de type PL, le théoreme 2.1.1 montre qu’il existe une
base w; de X; qui est formée de poids de V;, donc de poids de V. On a :

(26.5) Sti#j,oma wiNw; = et w;N—w; =3.

En effet, supposons que w; et w; (resp. —w;) ait un élément commun. Comme
cet élément est un élément extrémal de V; et de V; (resp. de la duale V/ de Vj),
cela entraine, d’apres (2.2.3) et (2.2.4) que V; est isomorphe a Vj (resp. & sa
duale), ce qui contredit ’hypotheése (2.6.2).

En particulier, les w; sont disjoints. Soit w = U w;. D’apres (2.6.5), on a
wN—w = @. D’apres (1.1.3), cela entraine que w est une partie libre de X, d’out
le fait que X est somme directe des X;.

Fin de la démonstration du théoréme 2.6.3. Le lemme 2.6.4 montre que le rang
(dimension d’un tore maximal) de G est égal a celui de [[ G;. L’égalité G = [[ G;
en résulte, en vertu du résultat suivant :

Proposition 2.6.6 - Soit H; une famille finie de groupes réductifs, et soit H
un sous-groupe réductif de [[ H; ayant les deux propriétés suivantes :

(2.6.7) Les projections H — H; sont surjectives.

(2.6.8) Le rang de H est égal & la somme de ceux des H;.
On a alors H =[] H;.

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas ou il y a deux groupes H; et Hy. Si
l'on pose N = Ker(H — H1) = H N {1} xHy , le rang de N est égal a la
différence de ceux de H et de Hy, autrement dit a celui de Hy. Mais N est un
sous-groupe normal de Hy. Le rang de Hy/N est donc 0, ce qui n’est possible
que si N = H,, auquel cas H = Hy; X Hs.

Corollaire 2.6.9 - Tout sous-groupe réductif V' de [[ H; de rang mazimum est
produit direct des V N H;.
[Rappelons qu'un sous-groupe d’un groupe réductif G est dit de rang maximum si son
rang est égal & celui de G.]

Démonstration. Soit V; la projection de V sur le i-iéme facteur. En appliquant la
proposition précédente au produit des V;, on voit que V =[[V; et V; = VN H,.

83 - Groupes unitaires sur un corps algébriquement clos de caractéristique 2
A partir de maintenant, le corps de base k est supposé de caractéristique 2.

3.1. Algébres a involution et groupes unitaires - préliminaires.

Soit A une algébre a involution sur k. Rappelons que cela signifie que A est
une k-algebre associative, a élément unité, munie d’une application k-linéaire
a +— a* telle que a** = a et (ab)* = b*a™ quels que soient a,b € A. On suppose
en outre que dimy A < oo.

Nous associerons a A deux groupes algébriques :
(3.1.1) Son groupe multiplicatif GL1_4. Il représente le foncteur
K — (A®g k'), ou k' parcourt la catégorie des k-algébres commutatives;

en particulier le groupe de ses k-points est A*.
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C’est un sous-groupe algébrique du groupe GLy, ou V est le k-espace vec-
toriel sous-jacent a A. C’est un groupe connexe et lisse, qui est réductif si A est
une algebre absolument semi-simple; il est muni d’une anti-involution g — g*,
déduite de celle de A.

(3.1.2) Son groupe unitaire schématique Uifh ; ¢’est le sous-groupe du précédent
formé des points u tels que uu* = 1. Ce n’est pas en général un groupe lisse :
lorsque A =k, on a GL; 4 = G,, et Uffh = Uo.

Soit Uya le schéma réduit associé & US™. Lorsque c’est un sous-schéma en
groupes de U5, nous 'appellerons le groupe unitaire de Aj; cela se produit
lorsque k est parfait (cf. [SGA 3, exposé VI, §0.2]), ou, plus généralement,
lorsque A est déduit, par extension des scalaires, d’une algebre & involution sur
un corps parfait (exemple : A = k[G], ot G est un groupe fini, cf. §5).

3.1.3. Algébres de Lie. L’algebre de Lie de Ujfh est 1'espace vectoriel H 4 des
éléments hermitiens de A, autrement dit des éléments a € A tels que a* = a, le
crochet étant défini par la formule [a, a'] = aa’+a’a : cela résulte de la définition
de U5®, appliquée a l'algebre k' = k[x]/(2?) des nombres duaux. L’algebre de
Lie de Uy est une sous-algebre de H 4. Nous en donnerons quelques propriétés
plus loin (cf. proposition 3.3.1), mais je n’en connais pas de description générale,
mis & part le cas, du & Merkurjev, ou A est 'algébre d’un groupe fini; dans ce

sch

cas, on verra au §5.1 que Lie(Uy4) est un hyperplan de Lie(U5™").

3.2. Sous-algebres étales et tores maximaux.

Jusqu’a la fin du §3, on suppose que k est algébriqguement clos (et, bien sir,
de caractéristique 2).

Soit A une k-algebre a involution de dimension finie, et soit C' une k-sous-
algebre commutative de A satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(3.2.1) Elle est stable par l'involution de A.

(3.2.2) C’est une algebre étale, autrement dit (puisque k est algébriquement
clos), c’est une algeébre diagonalisable, i.e. un produit de copies de k, cf. [A V,
§6, n° 3].

D’apres (3.2.2), on peut écrire C sous la forme C' = k! ot I est un en-
semble fini que 'on peut interpréter, soit comme le spectre de C, soit comme
Homy,s(C, k), soit comme l'ensemble des idempotents indécomposables de C.
L’involution de C' opere sur I ; on peut donc décomposer I en deux parties :

Iy = éléments de [ fixés par i +— i*;

I, =1 — Iy = éléments i de [ tels que i* # 1.

Le groupe unitaire Ux de C est formé des familles (u;);cs telles que u; = 1
sii € Iy, et u;u;+ =1 si4 € I1. Sil’on décompose I sous la forme I, = J U J*,
avec J N J* = @, on voit que les valeurs de u; pour ¢ € J déterminent toutes
les autres, et peuvent étre choisies arbitrairement. En particulier, Us est un
sous-tore de Uy, isomorphe a (G,,)”. De facon plus précise, pour tout i € I,
I’application e; : u +— u; est un caractere de Ug;onae; +e+ =0 et e; =0si
i € Iy; les (e;);es forment une base wy du groupe des caracteres X (Uex) de Ue.
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Soit maintenant V' un C-module de dimension finie sur k. Le groupe Ug
opere sur V.

Lemme 3.2.3 - L’action du tore Uc sur V' est de type PL, au sens du §1.2.

Démonstration. La décomposition de C' en produit donne une décomposition
correspondante de V' en produit de V;. Les poids de Ux dans V sont les e;, avec
multiplicité dim V; ; ils sont contenus dans ensemble {0} Uw ;U —w s, ot wy est
la base de X (U¢) définie ci-dessus. La condition (1.1.2) est donc satisfaite.

Lemme 3.2.4 - Si T est un tore maximal de Uy, il existe une sous-algebre C
de A, satisfaisant auz conditions (3.2.1) et (3.2.2), telle que T = Uc.

Démonstration. Soit C' la sous-algebre de A engendrée par le groupe T'(k) des k-
points de T'. Comme T est un tore, cette algebre est étale : c’est 1a une propriété
générale des sous-tores de GL,,. Comme T est stable par I'involution de A, il
en est de méme de C. Les conditions (3.2.1) et (3.2.2) sont donc satisfaites, et il
est clair que T' est contenu dans Ug ; comme T est un tore maximal, on a donc
T=Uc.

Les lemmes 3.2.3 et 3.2.4 entrainent :

Proposition 3.2.5 - Soit V un A-module d gauche de dimension finie sur k.
Si T est un tore maximal de Uy, Uaction de T sur V est de type PL.
[Précisons que l'on fait opérer A* et Uy sur V par multiplication & gauche.]

Noter que cela s’applique en particulier au cas ou V = A, avec sa structure
naturelle de A-module a gauche : on a Uy C GL; 4 C GLy, et 'on voit que les
tores mazimaux de Uy sont de type PL, comme annoncé au §1.3.4.

Remarque 3.2.6. Ce dernier résultat peut aussi se déduire de la proposition 1.4.9,
appliquée au groupe Ujfh. En effet, ce groupe est le fixateur d’une famille de
tenseurs quadratiques de V' = A. De fagon plus précise, soit (e;) une base de
V et soit (¢;) une base du dual V' de V'; notons 6; € End(V) la multiplication
a droite par e; et notons 6; € ®2V’ la forme bilinéaire (a,b) — £;(a*b) . On
vérifie facilement que :

le fixateur des 0; est GLj 4;

le fixateur des 6; et des 6; est U5,

3.3. La composante neutre du groupe unitaire.

Soit U9 la composante neutre du groupe U,. Cest la structure de ce groupe
qui va nous intéresser. On a tout d’abord :

2

Proposition 3.3.1 - (a) Si u € Ux est tel que u*> = 1, on a u € UY et

14+ue Lie(UA).

(b) Sixz € A commute a x*, on a x+z* € Lie(Ua); si de plus x est inversible,
on az tz* € US.
[Dans cet énoncé, ainsi que dans les suivants, on identifie les groupes lisses Uy
et UY & l'ensemble de leurs k-points, de sorte que “u € U,” signifie u € Ua(k),
autrement dit “u € A et uu* =1"]

Démonstration de (a). Ecrivons u sous la forme v = 1 + ¢; comme u? =1 , on
a €2 = 0. Puisque u est unitaire, on a v* = u~! = u, d’olt €* = €. Si t est un
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élément de k, posons u; = 1 +te; on a uyu; = u? = 1. L’application f : ¢ +— uy
se prolonge en un homomorphisme du groupe additif G, dans le groupe Ujfh ;
comme G, est connexe et lisse, 'image de f est contenue dans UY ; on a donc
u; € US pour tout ¢, d’ott u = uy € U3 ; comme la dérivée de f en 0 est €, on a
€ € Lie(UA).

Démonstration de (b). Soit C' la sous-algebre de A engendrée par = et x*. Clest
une algebre commutative, qui est stable par I'involution de A. Pour tout y € C'*,
Iélément y~'y* est unitaire. L’application y — y~'y* définit un homomor-
phisme ¢¢c : GL; ¢ — Ua dont I'application tangente en 1'élément neutre est
y — y + y*. Cela montre que Lie(U4) contient tous les y 4+ y*, et en particulier
contient x 4 z*. De plus GL; ¢ est connexe, puisque c’est un ouvert dense d’un
espace affine; 'image de ¢ est donc contenue dans U§.

Corollaire 3.3.2 - Pour tout u € Ua, on au? € U et u+u~"' € Lie(Uya).

On applique (b) & z = u~!, ot * = u, ce qui donne x~1z* = u?.

Corollaire 3.3.3 - Le groupe Ua/UY est un 2-groupe abélien élémentaire.

En effet, c’est un groupe fini dont tous les éléments sont de carré 1 d’apres
le corollaire précédent ; on sait qu'un tel groupe est abélien (utiliser l'identité
ayz~ty~t =2 (a7 (y™h)2)

La condition d’engendrement.

Soit A’ la sous-algebre de A engendrée par les k-points de UY. Cette algebre
est stable par I'involution de A, et I'on a US, = U9 ; autrement dit, on ne change
pas le groupe UY lorsqu’on remplace A par A’. Nous pourrons donc par la suite
nous borner aux algebres A satisfaisant a la condition :

(3.3.4) On a A = A, autrement dit A est engendrée comme k-algébre par
les k-points du groupe US.

3.4. Exemple : le cas ou1 A est une algébre semi-simple.

Ce cas ne présente pas de difficulté : on décompose A en produit d’algebres de
matrices ; les différents facteurs sont, soit stables par I'involution, soit permutés
deux-a-deux; on est ainsi ramené a déterminer les involutions sur une algebre
de matrices M,,(k), n > 1. Lorsque n = 1 on a M;(k) = k, avec l'involution
triviale. Pour n > 1, le fait que la caractéristique soit 2 entraine que l'involution
est associée a une forme bilinéaire B qui est symétrique et non dégénérée. Si B
est alternée, n est pair, on a U ~ Sp,,, et la condition (3.3.4) est satisfaite. Si
B n’est pas alternée, ensemble des © € k™ tel que B(x,z) = 0 est un hyperplan
qui est stable par Uy ; la condition (3.3.4) n’est donc pas satisfaite. D’ou :

Proposition 3.4.1 - Si l’algébre a involution A est semi-simple, et satisfait a la
condition d’engendrement (3.3.4), elle est produit direct d’algébres a involution
A; de l'un des trois types suivants :

(3.4.2) Le corps k. On a alors Uiﬁh =y et Uy, =1.

(3.4.3) Le produit M,,, x M{PP d’une algebre de matrices par l’algebre op-
posée, Uinvolution étant (a,b) — (b,a). On a alors U™ = Us, = GL,,.

17



(3.4.4) Une algébre de matrices Ma,,, munie d’une involution symplectique.

On a alors US™ = Uy, ~ Sp,,, .

Noter que cela entraine que U4 est un groupe réductif; en particulier, c’est
un groupe connexe.

3.5. Structure de certains sous-groupes de U,, pour A semi-simple.

On conserve les notations du § précédent ; en particulier, A est semi-simple,
et on la décompose en produit d’algebres & involution indécomposables :

A=T]]A4,
ol les A; sont de 'un des trois types décrits dans la proposition 3.4.1. On a
Ua=][Ua,.
Théoréme 3.5.1 - Soit H un sous-groupe algébrique lisse et connexe de Uy
satisfaisant o la condition :

(3.5.2) Les éléments de H(k) engendrent l’algébre A.

Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :
(3.5.3) L’action de H sur A par multiplication a gauche est de type PL.
(3.5.4) Le groupe H est réductif de rang égal a celui de Uga.
(3.5.5) Le groupe H est produit direct de ses projections H; sur les Uy,, et
lon a :
H; = Uy, dans les cas (3.4.2) et (3.4.8),
H; =Ua, ou H;~ 8Os, dans le cas (3.4.4) ou Uja, =~ Spy,,.

Démonstration. S’il y a des facteurs de A de type (3.4.2), on peut les supprimer
sans changer ni Uy ni H. Supposons donc qu’il n’y ait aucun tel facteur.

On a évidemment (3.5.5) = (3.5.4). D’autre part, si (3.5.4) est satisfaite, les
tores maximaux de H sont des tores maximaux de Uy, et 'on a vu que ceux-ci
sont de type PL, cf. proposition 3.2.5; cela montre que (3.5.4) entraine (3.5.3).
Reste & prouver que (3.5.3) implique (3.5.5). Supposons donc que (3.5.3) soit
satisfaite, et, pour chaque indice 7, soit V; ’espace vectoriel défini de la maniere
suivante :

Si A; est de type (3.4.3), on prend V; = k™.

Si A; est de type (3.4.4), on prend V; = k%",

Dans chaque cas, il y a une action naturelle de Uy, sur V;. On en déduit une
action de Ug sur V = ®;¢V;. De plus, les V; sont des H-modules irréductibles
d’apres (3.5.2). On peut donc appliquer au H;-module V; le théoréme 2.1.1 du
§2.1; cela donne les assertions sur la structure de H;. D’autre part, un argument
analogue a celui fait ci-dessus montre que, si i # j, la représentation V; de G
n’est isomorphe, ni a Vj, ni a sa duale. D’apres le théoreme 2.6.3, cela entraine
que H est le produit des H;, ce qui acheve la démonstration.

3.6. Structure de U9 dans le cas général.

Soit A une k-algebre a involution de dimension finie.
Théoréme 3.6.1 - [l existe une suite exacte

(36.2) 1 =N — U} - H —1,
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ot N est unipotent connexe, et ou H est un produit de groupes H; isomorphes,
soit a GLy,, soit 4 Spy,,, soit a SOay,.

[Rappelons que k est supposé algébriquement clos; le cas plus général ou k
est parfait sera examiné au §4.]
Démonstration. On peut supposer que A satisfait & la condition d’engendre-
ment (3.3.4). Faisons cette hypothese, et soit v le radical de A. L’algébre A/t
est une algebre a involution semi-simple ; son groupe unitaire U4/, est un groupe
réductif, cf. §3.4. Soit m : U] — U4 /e 'homomorphisme défini par A — A/,
soit N le noyau de 7 (au sens schématique) et soit H son image (“image
schématique”, i.e. plus petit sous-groupe de Uy, contenant I'image par 7 des
k-points de U9). On a alors la suite exacte (3.6.2) ; en effet, la proposition 2.5.2
de [SGA 3, exposé VI A, édition révisée, p.319] montre que I"’homomorphisme
US/N — Uy /e est une immersion fermée, et son image est égale a H car US
est réduit (parce que quotient d’un schéma réduit), et donc lisse (car c’est un
schéma en groupes sur un corps parfait) 3. Il reste & prouver :

Lemme 3.6.3 - Le groupe N est unipotent connexe. Le groupe H satisfait aux
propriétés du théoréme 3.5.1 relativement a A/¢; en particulier, ¢’est un produit
de groupes H; isomorphes, soit a GLy,;, soit 4 Spy,,,, soit a SOap,.
Démonstration du lemme 3.6.3. Le groupe N est un sous-groupe du groupe dont
les k-points sont de la forme 14z avec x € t; or ce groupe est unipotent, comme
on le voit par dévissage & I’aide des puissances de t. D’autre part, 'action de U§
sur A est de type PL, cf. proposition 3.2.5; il en est donc de méme de celle de
U§ sur A/, cf. §1.2; méme chose pour celle de H sur A/r. On peut appliquer
le théoreme 3.5.1 & H et a A/t : en effet, les conditions (3.5.2) et (3.5.3) sont
satisfaites ; ’apres (3.5.5), le groupe H a les propriétés voulues. Reste & montrer
que N est connexe. Cela résulte du lemme suivant :

Lemme 3.6.4 - Soit 1 — G; — G2 — G3 — 1 une suite exacte de groupes
algébriques sur k. Supposons que G1 soit unipotent, que Go soit lisse et connexe,
et que G3 soit réductif. Alors Gy est connexe.

Démonstration du lemme 3.6.4. Aprés passage au quotient par GY on est ramené
au cas ou (31 est fini étale et d’ordre une puissance de 2. Comme G5 est connexe,
son action sur (77 est triviale, autrement dit G; est contenu dans le centre de G4
D’autre part, il est clair que tout sous-groupe unipotent lisse normal connexe de
G5 est trivial ; comme Gy est lisse, cela signifie que Go est réductif. Or le centre
d’un groupe réductif est de type multiplicatif; ainsi, G; est & la fois unipotent
et de type multiplicatif; il est donc trivial.

Remarque. Le groupe N construit dans la démonstration du théoreme 3.6.1
n’est pas nécessairement lisse (on en verra un exemple dans 5.5.19). Le groupe
réduit correspondant N*™9 est le radical unipotent R, (UY) de US . Le groupe
H= USQ /N4 est le plus grand quotient réductif de U : ce groupe est lié & H
par une isogénie H — H dont le noyau est infinitésimal et unipotent ; en fait,

3. Je dois ces explications & Michel Raynaud. Par la suite, on se servira seulement de
exactitude de la suite 1 — N(k) — U (k) — H(k) — 1, qui est évidente.
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d’apres [Va 05], H se déduit de H en remplacant certains des facteurs Sp,,,. par
des facteurs SO, 1. Ce genre de phénomene est spécial a la caractéristique 2.

3.7. Exemple de remplacement de Sp,, par SO;, (et méme par Os,)

Soit V un k-espace vectoriel de dimension 2n, avec n > 0, muni d’une forme
alternée non dégénérée, notée C(v,v’). On munit Palgebre E = End(V) de
I’involution correspondante : si e € F/, on a

(3.7.1) Cf(ev,v') = C(v,e*v') pour tous v,v" € V.

Le groupe unitaire Ug correspondant est le groupe symplectique Sp(V'). On
note H '’ensemble des éléments hermitiens de F, et I'on note H, le sous-espace
de H formé des éléments de la forme e 4 ¢* avec e € E.

Considérons une algebre 3 involution R de radical t telle que v> = 0 et
R/t = E. Il y a une structure naturelle de E-module & gauche sur t. Faisons
I’hypothese :

(3.7.2) Il existe une base w du E-module v, avec w central dans R, et hermi-
tien.

Ezemple 3.7.3. On prend pour R 'algebre a involution déduite de E par exten-
sion des scalaires a k[t]/(t?), et I'on prend w = 1 ® ¢.
Nous allons classer les couples (R, w) :

Proposition 3.7.4 - (a) Les classes d’isomorphisme des couples (R,w) ci-dessus
correspondent bijectivement (par une bijection définie plus loin) auz formes
quadratiques sur V dont la forme bilinéaire associée est un multiple de C.

(b) Si (R,w) correspond d la forme quadratique q, l’image de Ugr — Sp(V)
est le groupe orthogonal O(q).

Corollaire 3.7.5 - Il y a trois possibilités pour l'image de Ugr — Sp(V') :

(i) C’est Sp(V); ce cas ne se produit que pour lexemple 3.7.5.

(ii) C’est le sous-groupe de Sp(V') fixant une droite de V.

(iii) C’est le groupe orthogonal O(q) d’une forme quadratique q dont la forme
bilinéaire associée est égale a C'.

[Noter que, dans le cas (iii), 'image de Ur — Sp(V') est strictement plus
grande que SO(q).]

Ces trois cas correspondent aux trois possibilités suivantes pour ¢ :

(i) ¢ =0;

(ii) ¢ # 0 et la forme bilinéaire associée est 0; il existe alors vy € V,vg # 0,
tel que g(v) = C(v,v9)? pour tout v € V.

(iii) la forme bilinéaire associée a ¢ est un multiple non nul de C.

Démonstration de la proposition 3.7.4 (a). Soit f : E — R un relévement de E
dans R, autrement dit un homomorphisme tel que le composé £ — R — E soit
l'identité. On sait ([A VIII, §13, n°® 6]) qu'un tel f existe, et que, si f’ est un
autre relévement, il existe z € E such that f'(z) = (1+2w) f(z)(1+ 2zw)~! pour
tout x € E,i.e. f'(z) = f(x)+ (2z+z2)w. Sil'on applique ceci & f'(z) = f(z*)*,
on obtient I'existence de z € E tel que :

(3.7.6) f(z*)* = f(x) + (22 + z2)w.
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En remplacant x par «* cela donne :

(B3.7.7) f(x)* = f(z*) + (za* + 2™ 2)w
En conjuguant (3.7.7) et en ajoutant (3.7.6) on obtient :

zx+xz+axz* 4 2% =0, ie (24 2%)r =2x(z+ 2*) pour tout z € E.
Cela montre que z + z* appartient au centre de FE, i.e. :

(3.7.8) z4+2z* =X avec A € k.

Soit g, la forme quadratique v — C(zv,v). La forme bilinéaire associée est
AC' : cela résulte de (3.7.8). De plus, si 'on change les choix de f et de z, on
constate que z est remplacé par z + h avec h € H,, et cela ne change pas gq..
Ainsi, la forme g, est canoniquement associée d (R,w). Cette forme détermine
(R,w) et peut étre choisie arbitrairement. En effet, elle détermine le choix de z,
a laddition pres d’un élément de H, ; et, lorsqu’on connait z, le couple (R,w)
est isomorphe & lalgébre FE ® k[t]/(t?), munie de 1'élément w = 1 ® t et de
linvolution z + yt — z* + (y* + za™ + ™ 2)t.

Démonstration de la proposition 3.7.4 (b).

Soit u € Ug. Pour que u appartienne a I'image de Ug — Ug, il faut et il
suffit qu’il existe b € E tel que (f(u)+bw)(f(u)*+b*w) = 1. En utilisant (3.7.7),
cela s’écrit :

(3.7.9) wzu* = z + bu* + ub*.

On a bu* + ub* € H, , et inversement tout élément de H, peut s’écrire sous la
forme bu* + ub*. La formule (3.7.9) est donc équivalente a :

(3.7.10) wzu* =z (mod H,), i.e. Quzu* = Qz,
ce qui équivaut a dire que u fixe la forme quadratique g .

Remarque. On pourrait supprimer 'hypothése (3.7.2), et supposer seulement
que t> = 0 et R/t = E. On trouve alors que l’image de Ur — Sp(V) est une
intersection de groupes orthogonaux O(q;) relatifs & des formes ¢; dont les formes
bilinéaires associées sont des multiples de C'. En prenant R convenable, on peut
s’arranger pour que cette intersection soit triviale, autrement dit que tous les
éléments unitaires de R sont =1 (mod t).

§4 - Nullité de H(k,UY)

Le but de ce § est de démontrer le théoreme C de I'introduction. Rappelons
son énonce :
Théoréeme C - Soit k un corps parfait de caractéristique 2, et soit A une
k-algebre a involution de dimension finie. Si UY est la composante neutre du
groupe unitaire Uy de A, on a H'(k,U}) = 0.

La démonstration sera donnée au §4.9. Elle procede par une série de réductions,

basées sur le §3, ainsi que sur des résultats de cohomologie galoisienne qui sont
rappelés aux §§ 4.2 a 4.6.
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4.1. Notations.

Dans la suite de ce §, k est un corps parfait de caractéristique 2; on note
k une cléture algébrique de k; le groupe de Galois Gal(k/k) est noté I'y. Si G
est un groupe algébrique sur k, on note H!(k,G) Pensemble de cohomologie
HY(Ty,G(k)), cf. e.g. [Se 64, 1, §5 et 111, §1] ; la classe dans H*(k,G) du cocycle
unité est notée 0.

4.2. Une premiere réduction.

Lemme 4.2.1 - Si G’ — G est un homomorphisme de groupes algébriques tel que
G'(k) — G(k) soit bijectif, lapplication correspondante H'(k,G') — H'(k,G)
est bijective.

C’est clair.
En particulier :
Lemme 4.2.2 - L’application H'(k,G*%) — H(k,G) est bijective.

4.3. Quotient par un sous-groupe unipotent.
Lemme 4.3.1 - Si N est un groupe unipotent conneze, on a H'(k,N) = 0.

Démonstration. Lorsque N est lisse, c’est un résultat bien connu (que l'on
démontre en prouvant que N a une suite de composition dont les facteurs sont
isomorphes au groupe additif G, cf. e.g. [Se 64, III, prop.6]). Le cas général
s’en déduit grace au lemme 4.2.2.

Proposition 4.3.2 - Soit N un sous-groupe unipotent normal connexe d’un
groupe algébrique G. L’application naturelle 7 : H'(k,G) — H'(k,G/N) est
mjective.

Démonstration. Soit x € H'(k,G/N). On doit montrer que 7~ 1(x) a au plus
un élément. Lorsque x = 0, cela résulte de la suite exacte de cohomologie non
abélienne ([Se 64, I, prop.38]) et du lemme 4.3.1. Le cas général se raméne &
celui-la par “torsion”, cf. [Se 64, I, cor.2 & la prop.39].

L’application 7 est en fait bijective. La surjectivité est vraie méme si N n’est pas
connexe. On la démontre en se ramenant au cas ou N est commutatif, et en utilisant
la proposition 41 de [Se 64, I] combinée avec le fait que H?(k, N) = 0. Comme nous
n’utiliserons pas ce résultat, nous laissons les détails de la démonstration au lecteur.
Voir aussi [GM 13, lemme 7.3], qui ne fait pas d’hypothese sur k, mais suppose que N
est scindé (“split”, cf. [Sp 98, chap.14]).

4.4. Extensions quadratiques.

Proposition 4.4.1 ([Se 64, 111, §2.3, exerc.2]) - Soit k' une extension qua-
dratique de k, et soit G un groupe algébrique linéaire connexe. L’application
naturelle v : H(k,G) — H*(K',G) est injective.

Démonstration. Si k est fini, on sait, d’aprés Lang ([La 56]), que H'(k,G) = 0.
On peut donc supposer que k est infini. Vu le lemme 4.2.2, on peut supposer que
G est lisse ; d’apres la proposition 4.3.2, appliquée au radical unipotent de G, on
peut aussi supposer que G est réductif. D’autre part, 'argument de “torsion”
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utilisé plus haut montre qu'il suffit de prouver que = € H'(k,G) et t(x) = 0
entraine xz = 0.

L’hypothese ¢(z) = 0 entraine que x provient d’un cocycle du groupe Gal(k'/k),
agissant sur G(k’). Si z — °z désigne la k’/k-conjugaison dans G(k’), un tel
cocycle équivaut & la donnée d’un élément a de G(k') tel que a.5a = 1, et il
nous faut prouver qu’il existe b € G(k') tel que a = b.°b~!. Comme k est infini,
la proposition 3.2.1 de [Se 62] montre qu’il existe z € G(K') tel que 1’élément
a’ = z7la *z soit un élément semi-simple régulier de G(k'), autrement dit ap-
partienne & un tore maximal de G et & un seul, cf. [Bo 91, §12.2]). Quitte &
remplacer a par a’, on peut donc supposer que a est semi-simple régulier. Or,
on a le lemme suivant :

Lemme 4.4.2 - Soit F' un corps parfait de caractéristique p > 0, et soit H
un F-groupe réductif. Si x € H(F) est semi-simple régulier, il existe un unique
élément semi-simple y de H(F) tel que x = yP; de plus y est régulier.
Démonstration du lemme 4.4.2. Soit T le tore maximal de H contenant x. Le
groupe T'(F') est un groupe abélien dans lequel I’application ¢ — tP est bijective
(cela résulte par descente galoisienne du cas ol F' est algébriquement clos). 11
existe donc un unique y € T'(F) tel que y? = z. Soit ¥’ un élément semi-simple
de H(F) tel que y'? = x; tout tore maximal contenant y’ contient x, donc est
égal AT, d’ou 3y’ = y, ce qui montre & la fois que y est unique et qu’il est régulier.
Fin de la démonstration de la proposition 4.4.1. D’apres le lemme ci-dessus,
appliqué a F' = k',p = 2,H = G, & = a, il existe un unique élément semi-
simple b de G(k') tel que b> = a;ona (*b)?> = *a=a"! = (b71)% dott b = b~*
et a =b.b=">b.b""1, comme on le désirait.

4.5. Le cas des groupes linéaires, symplectiques et orthogonaux.

Proposition 4.5.1 - On a H'(k,G) = 0 lorsque G est I'un des groupes sui-
vants :

(a) le groupe multiplicatif GL1 g d’une k-algébre S de dimension finie.

(b) le groupe symplectique Sp,,, défini par une forme bilinéaire alternée non
dégénérée de rang 2n, n > 1;

(c) le groupe spécial orthogonal SO(q) associé a une forme quadratique non
dégénérée q de rang pair.
Démonstration. L’assertion (a) équivaut & dire que, si un S-module devient
isomorphe & S apres extension du corps de base & k, alors il est isomorphe & S,
ce qui est un résultat standard sur les modules (non nécessairement libres), cf.

[A VIII, §2, th.3]. Pour (b) voir par exemple [KMRT 98, (29.25)].

D’apres [KMRT 98, (29.29)] l’assertion (c) signifie que deux formes quadra-
tiques non dégénérées de méme rang pair et de méme invariant d’Arf (appelé
“discriminant” dans [KMRT 98, xix-xxi|) sont isomorphes, ce qui résulte facile-
ment de 'hypothese que k est parfait, cf. [Arf 41].

[Variante : utiliser la proposition 4.4.1 pour se ramener au cas ou le corps k n’a
aucune extension quadratique, et prouver qu’alors toutes les formes quadratiques non
dégénérées sont hyperboliques.]

4.6. Restriction des scalaires.
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Soit K une extension finie de k. Si X est une K-variété quasi-projective, on
lui associe (cf. e.g. [BoS 64, §2.8 & §2.10], ou [KMRT 98, §20.5 & §20.9]) une
k-variété quasi-projective Y, munie d’'un K-morphisme p : Y, — X. Le couple
(Y, p) est caractérisé par les propriétés équivalentes suivantes :

(a) (& la Weil, cf. [We 61, §1.3]) Soit ¥ I'ensemble des k-plongements de K
dans k; si 0 € 3, soit X, la k variété déduite de X par 'extension des scalaires
o : K — k. Les conjugués p° : Yi = Xodep définissent un isomorphisme

(4.6.1) Ve = [l,ex Xo-

(b) (& la Grothendieck, cf. [CGP 10, A5]) Le couple (Y, p) représente le fonc-
teur qui, a une k-variété Z, associe 'ensemble Mor (Z i, X') des K-morphismes
de Z,k dans X. On a donc une bijection naturelle :

(4.6.2) Mory(Z,Y) = Morg(Z)k, X).
Pour Z = Spec(k), cela donne :

(4.6.3) Y(k) = X(K).

On dit que Y se déduit de X par restriction des scalaires de K a k, et I’on
écrit Y = Ry (X).

Soit X un K-groupe algébrique; alors Ry (X) a une structure naturelle de

k-groupe algébrique (car le foncteur Ry, commute aux produits), et 'on a (cf.
[BoS 64, cor.2.10] et [KMRT 98, (29.6)]) :

(4.6.4) H'(k, R /(X)) = H'(K,X).

De plus :
Proposition 4.6.5 - Soit Y’ un k-sous-groupe algébrique de Y = Ry /,(X).
Pour que Y' soit de la forme Rg/,(X'), ot X" est un K-sous-groupe algébrique
de X, il faut et il suffit que Y/’k soit compatible avec la décomposition en produit
(4.6.1), i.e. soit un produit de sous-groupes algébriques des X, .
[I1 y a un énoncé analogue pour les variétés qui ne sont pas munies d’une structure de
groupe.]
Démonstration. Voir [BT 65, 6.18] , qui fait des hypotheses de connexion (et
- implicitement - de lissité) qui sont inutiles. [Vu (4.6.1), le point essentiel est
la remarque que, si Z = [[,c; Z;, et si Z’ est un sous-schéma fermé non vide
de Z qui est décomposable en Z' = [[,.; Z;, avec Z; C Z;, alors une telle
décomposition est unique, i.e. les Z! sont déterminés de maniére unique par Z.
Noter que ce ne serait pas vrai si Z était vide, car ’ensemble vide se décompose
en produit de plusieurs fagons.]
Corollaire 4.6.6 - Soit X un K-groupe réductif, et soit V un k-sous-groupe
réductif de Y = R (X). Si le rang de V est égal au rang de Y, il existe un
K -sous-groupe W de X tel que V = R ,(W).
Démonstration. Cela résulte de la proposition ci-dessus, combinée avec le corol-
laire 2.6.9.

Exemple de restriction des scalaires. Soit A une K-algebre a involution sur
K, et soit Ug i (resp. Ujf}}() son groupe unitaire (resp. son groupe unitaire
schématique) sur K. Notons Uy (resp. US™) les groupes analogues sur k. On a
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(4.6.7) Us = Ri/x(Ua,i) et U™ = ( ;d}()
Cela résulte facilement de la définition (b) ci-dessus (en comparant les points a
valeurs dans une k-algeébre commutative).

D’apres (4.6.4), on en déduit :

(4.6.8) HY(k,Ua) = HY(K,Ux k).
4.7. Le groupe unitaire d’une algébre a involution semi-simple.

Nous allons démontrer un cas particulier du théoreme C :

Proposition 4.7.1 - Soit A une k-algébre a involution de dimension finie sa-
tisfaisant aux deux conditions suivantes :

(a) Elle est semi-simple.

(b) Elle est engendrée par UY.
On a alors H*(k,Ux) = 0.
[La condition (b) signifie que (3.3.4) est satisfaite apres extension des scalaires
a k. Noter aussi que Uy est réductif, donc connexe, cf. §3.4.]

Démonstration. On peut supposer que A est indécomposable comme algebre a
involution, autrement dit, est, soit le produit de deux algebres simples S et S’
échangées par l'involution, soit une algebre simple. Dans le premier cas, on a
Ua ~ GLy 5, dott HY(U4) = 0 d’apres la proposition 4.5.1 (a). Dans le second
cas, notons L le centre de A ; c’est un corps, sur lequel agit 'involution = +— z*.
Il y a deux possibilités :

(i) L’involution agit trivialement sur L (involution “de premieére espéce”).
Si [A] désigne la classe de A dans le groupe de Brauer de L, on a 2[A] = 0
car A est isomorphe & son opposée; puisque L est parfait de caractéristique 2,
la 2-dimension cohomologique de T'j, est < 1, cf. [Se 64, II, prop.3] et la 2-
composante de son groupe de Brauer est 0. On a donc [A] = 0, autrement dit A
est isomorphe & une algebre de matrices M,, (L), avec n > 1. Distinguons deux
cas :

() Onan =1, ie. A = L. Comme l'involution est triviale sur L, on a
Ua=1dou H(k,Us) = 0.

(i”) On a n > 1 et dans ce cas n est pair, et I'involution est définie par une
forme alternée non dégénérée (cf. §3.4). Sur le corps de base L, le groupe unitaire
correspondant Uy 1, est Sp,,; on en déduit que H'(k,Us) = H'(L,Sp,,) = 0
d’apres (4.6.8) et la proposition 4.5.1 (b).

(ii) L’involution agit non trivialement sur L (involution “de seconde espece”).
Soit K le sous-corps de L fixé par I'involution. L’extension L/K est une exten-
sion quadratique. I’algebre B = L ® g A est produit de deux algebres simples
permutées par 'nvolution. On a vu plus haut que cela entraine H'(L,Ux ) =
0; d’apres la proposition 4.4.1 on a donc H*(K,U4 i) =0, d’ott H'(k,Us) =0
d’apres (4.6.8).

4.8. Nullité de la cohomologie de certains sous-groupes de Uy4.

Le résultat suivant généralise la proposition 4.7.1 :
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Proposition 4.8.1 - Soit A une k-algébre a involution semi-simple de dimen-
sion finie, et soit H un sous-groupe réductif de Ua satisfaisant aux deux condi-
tions sutvantes :

(¢c) Le rang de H est égal a celui de Ug.

(d) L’algébre A est engendrée par H.
Alors HY(k,H) = 0.

[Noter que (d) entraine la condition (b) de la proposition 4.7.1, puisque H
est contenu dans U§.]

Démonstration. Décomposons A en produit d’algebres a involution indécomposables,
comme au § précédent. D’apres le théoreme 3.5.1, H est compatible avec cette
décomposition sur k, donc aussi sur k, et on est ramené au cas ot A est
indécomposable. Faisons cette hypothese, notons L le centre de A, et notons K
la sous-algebre de L fixée par I'involution. On a vu au §4.7 que K est un corps,
et que L est étale sur K de degré 1 ou 2. Commencons par le cas particulier ou
K=kFk:

Lemme 4.8.2 - Supposons que K = k. On a alors, ou bien H = Uy, ou bien
Ujs ~ Sp,, et H ~ SO(q), ot q est une forme quadratique non dégénérée de
rang n pair = 4.

[Noter que cela entraine H'(k, H) = 0 d’apres la proposition 4.7.1 et la propo-
sition 4.5.1 (c).]

Démonstration. Pour prouver 1'égalité H = Uy, il suffit de la démontrer apres
extension des scalaires & k; or cela a été fait dans le théoreme 3.5.1, & la seule
exception du cas ou U, /5 et H /% sont respectivement isomorphes a Sp,, et
SO,, avec n pair > 4. Dans ce cas, on a vu au § précédent que Uy est k-
isomorphe & Sp,,. Si B est une forme alternée non dégénérée invariante par U,
il existe une unique k-forme quadratique g invariante par H telle que q(x+vy) =
q(z) + q(y) + B(z,y) ; comme cette forme est unique, elle est définie sur k, et
les groupes H et SO(q) deviennent égaux sur k, donc sont égaux sur k.

Revenons au cas général ou K est une extension finie quelconque de k.
D’apres (4.6.7), on a Us = Rg,(Ua k). Si Uon étend les scalaires & k, A
se décompose en produit d’algebres correspondant aux plongements de K dans
k, et le théoreme 3.5.1 montre que H est compatible avec cette décomposition.
D’apres le lemme 4.6.5, cela entraine que H est de la forme Ry /i, (H'), ot H' est
un K-sous-groupe réductif de Uy x, satisfaisant aux propriétés (c) et (d) sur le
corps K. En appliquant & H' le lemme ci-dessus, on voit que, ou bien H = U4, ou
bien H ~ Ry, (SO(gq)) et dans les deux cas, on a H'(k, H) = H'(K,H') = 0.

4.9. Démonstration du théoréme C.

Soit B la sous-algebre de k ®j A engendrée par les k-points de UQ. Comme
cette algebre est stable par le groupe de Galois I'y, elle provient par extension
des scalaires d’une sous-algebre & involution A’ de A. On a U}, = UY. Cela nous
permet de remplacer A par A’. Autrement dit, nous pouvons supposer que la
condition d’engendrement (3.3.4) est satisfaite sur k.

Soit t le radical de A, et soit m : U§ — Uy /v 'homomorphisme défini par
la projection A — A/t. Soit N le noyau de 7 : comme au §3.6, on a une suite
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exacte :
(491) 1 =N -U{ - H — 1.

D’apres le lemme 3.6.3, N est unipotent connexe. D’autre part H satisfait
aux conditions (c) et (d) de la proposition 4.8.1, relativement & algebre a
involution A/t : en effet, cela a été démontré au §3.6 sur k. D’apres la proposition
(4.8.1) on adonc H'(k, H) =0, d’ott H!(k,U$) = 0 d’apres la proposition 4.3.2.

Cela acheéve la démonstration du théoréme C.

Corollaire 4.9.2 - L’application H*(k,Us) — H(k,Ua/UY) est injective.
Démonstration. Le théoréme C entraine que 'image réciproque de 0 est {0}.
L’injectivité en résulte par “torsion”, cf. [Se 64, I, prop.39, cor.2].

Corollaire 4.9.3 - Si k1 est une extension finie de degré impair de k, Uappli-
cation HY(k,Us) — H'(ki,Ux) est injective.

Démonstration. D’apres le corollaire précédent, il suffit de démontrer 'injectivité
de H'(k,Us/UY) — H'(k1,Ua/UY); or celle-ci résulte de ce que le groupe
des k-points de U, /UY est un 2-groupe abélien, cf. corollaire 3.3.3.

85 - Le groupe unitaire de ’algebre d’un groupe fini
Dans ce §, ainsi que dans les deux suivants, G est un groupe fini, et k est
un corps de caractéristique 2. On note A algebre k[G] du groupe G ; on munit
A de son involution canonique, caractérisée par le fait que g* = g—' pour tout
g €G.

5.1. Le groupe unitaire Ug.

Soit Ug?h le groupe unitaire schématique de A; ¢’est un schéma en groupes
dont le groupe des k-points contient G.

Si E est un groupe réduit a un élément, on a U;'JCh = U5. Les homomorphismes
évidents E — G — E donnent des homomorphismes p, — UEM — py dont
le composé est I'identité. Nous noterons Ug le noyau de U™ — oy ; on a une

décomposition de Uf’fh en produit :
(5.1.1) UEh =Ug x po.
Théoréme 5.1.2 (Merkurjev) - Le schéma en groupes Ug est lisse.

Démonstration (d’apres une lettre de Merkurjev du 19/5/2002). Soit & une k-
algebre commutative. Un élément ) z,9 de k' ®; A = k'[G] est un point de Ug
si et seulement si il satisfait aux équations suivantes :

(A1) dec rg =1,
(As)  Dyeq Tgsg = 0 pour tout s € G tel que s # 1.

Lorsque s est d’ordre 2, la relation (Ag) se réduit & 0 = 0, car les termes
TgTsq €6 TsgT4 ont pour somme 0. Un argument analogue montre que, pour tout
s, I'équation (As) est équivalente a I’équation (A,-1).

Soit G 'ensemble des éléments s de G tels que s2 = 1 et choisissons une
partie ¥ de G = G5 telle que G =Gy = ¥ U Y7!; pour tout élément s de
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G — Go, on a, soit s € ¥, soit s~! € ¥, mais pas les deux & la fois. Le schéma
en groupes Ug est défini par I’équation linéaire L = 1 et par les équations
quadratiques P; = 0 pour s € X, ou L = EgeG zg et Py = deg TgTsg. Lies
différentielles des polynomes L et Ps en 1'élément neutre 1 = (1,0,0, ...) sont :

dL =dx, et dPs =drs+ dxg-—1.

Elles sont linéairement indépendantes. D’apres le critere jacobien, cela montre
que Ug est lisse au point 1, donc lisse partout puisque c’est un schéma en
groupes.

Autre démonstration. Plagons-nous sur le corps de base Fy ; comme F5 est par-
fait, on peut définir le groupe algébrique noté U4 au §4 ; c’est un groupe lisse. On
a Uy C Ug. D’apres la proposition 3.3.1, I'algebre Lie(U,4) contient les éléments
1+ g (g d’ordre 2) et s + s~ (s € 9); elle coincide donc avec Lie(Ug), ce qui
entraine* que Ug = Uy, donc que Ug est lisse.

Remarque. Soit r = 1(|G| — |Ga]). La démonstration de Merkurjev donnée plus
haut montre que Ug est une intersection transversale de r quadriques dans
un espace affine. On en déduit, grace au théoréeme de Bézout (cf. e.g. [Fu 84,
Example 8.4.6]), que le nombre de composantes connexes de Ug est au plus égal
a 27, I'égalité n’étant possible que si U est une variété linéaire ; cette borne est
certainement grossiere; il serait intéressant de ’améliorer.

Compléments.

La décomposition (5.1.1) montre que Lie(Ug) est formée des éléments > ayg
de A qui sont hermitiens et tels que )" a, = 0. On obtient une base de cette
algebre en prenant les éléments 1+ g (g d’ordre 2) et s+s~ ! (s € X). Le nombre
de ces éléments est |Ga| — 1 + |X|. Comme |G| — |G2| = 2|X|, on en tire :

Proposition 5.1.3 - On a :
dimUg = dimLie(Ug) = |G| —1+1%] = %(|G| +|Gs]) — 1.

Notons Ug la composante neutre de Ug. Si H est un sous-groupe de G, on
a Uy c UL
Proposition 5.1.4 - Soit (H;) une famille de sous-groupes de G de réunion
égale a G. Alors U est engendré (comme groupe algébrique) par les U%i.
Démonstration. Cela résulte du fait que Lie(Ug) est engendré comme espace
vectoriel par les sous-espaces Lie(Uy, ).

Cet énoncé s’applique en particulier a la famille des sous-groupes cycliques
maximaux de G.

(5.1.5) Rappelons, cf. [CR 62, §55] et [Fe 82, §1.7], que les facteurs indécomposables
de A sont appelés les blocs® de A. Parmi ceux-ci figure le bloc principal B,

4. Plus généralement, on a le critére de lissité suivant : soit X un schéma de type fini sur
un corps infini k, soit z € X (k), et soit T(X) lespace tangent & X au point z. Supposons
que, pour tout t € T (X), il existe un k-schéma lisse V', un point v € V (k) et un morphisme
f:V — X tel que f(v) = x et que t appartienne & 'image de T, (V) — T (X). Alors X est
lisse en ; cela se voit en prouvant que le cone tangent & X en z est égal & T (X).

5. Les blocs peuvent étre vus, soit comme des idéaux bilateéres de A, soit comme des algebres
quotients de A ; dans ce qui suit, nous choisirons le point de vue “quotients”.
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caractérisé par le fait que la représentation unité ¢ : A — k se factorise en
A — B — k. Ce bloc est auto-dual, i.e. stable par I'involution de k[G]. Si B’ est
le produit des autres blocs, B’ est également auto-dual, et A = B x B’. D’ou
une décomposition du groupe unitaire :

(5.1.6) Ugh = Ussh x Ugh et Ug = Up x Upr.

Comme t se factorise par B, ’lhomomorphisme Ué?h — Wy se factorise par
U,S;—fh; il en résulte que Ulsg‘ih = Up, autrement dit que Up: est lisse (c’est une
intersection transversale de quadriques).

5.2. Les caracteéres essentiels.

Soit C' = {1, ¢} un groupe d’ordre 2. L’homomorphisme ¢ — 1+¢(1+c) est un
isomorphisme du groupe additif G, sur le groupe Uc. Dans cet isomorphisme,
le sous-groupe {0,1} de G, correspond au sous-groupe C de Ug.

Soit € : G — C un homomorphisme de G dans C, et soit ¢, : Us — Ug
I’homomorphisme correspondant de Ug dans Ug. Lorsqu’il existe g € G avec
g> = 1et e(g) = ¢, l'extension 1 — Ker(e) -+ G — C — 1 est scindée, et cela
entraine que . est surjectif. Dans le cas contraire, on a :

Théoréme 5.2.1 - Supposons que €(g) = 1 pour tout g € G tel que g*> = 1.
L’image de . : Ug — Uc est alors égale 6 €(G), i.e. a {1} sie=1¢et a C si
e#£1. Onap.(UL) = {1}.

Démonstration. Le cas ot € = 1 est clair. Supposons que € # 1 et notons G
(resp. G.) l'ensemble des g € G tels que e(g) = 1 (resp. £(g) = ¢). L’hypothese
faite sur e équivaut a dire que, pour tout ¢ € G, on a g # ¢~ '. On peut donc
décomposer G, comme réunion disjointe G, = SUS™!. Soit z = " 2,9 un point
de Ug, a valeurs dans un corps k de caractéristique 2. On a :

(5.2.2) pe(x) = AMx). 14+ p().c, avec A(x) = >, cq, Ta €t 1(T) = Y peq. To-
On a:

(5.2.3) A(z) + p(z) =1 d’apres la propriété (A;) du §5.1.

D’autre part :

(5.24) M@)pu(®) =3 4eq, pea. Talb-

Définissons une application 6 : S x G = G x G, par :

(s,9)— (g9,89) sig€ Gy et (s,9)— (sg,g9) sig€ Ge.

On vérifie que 6 est bijective, I’application réciproque G; x G, — S X G étant :

(a,b) — (ba=t,a) siba=te€ S et (a,b)+— (ab=1,b) siab~teS.

Si les couples (s, g) et (a,b) se correspondent par 6 et 671, on a x,xp = Tyxs,.
Cela permet de récrire (5.2.4) sous la forme :

(5.2.5) Mz)p(x) =D 45 2 gec TgTsg-

D’apres la formule (Ag) du §5.1, on a deG ZTgTsqg = 0 pour tout s € S
d’apres (5.2.5) on a donc A(x)u(z) = 0, et comme A(z) + p(x) = 1 d’apres
(5.2.3), on en déduit que (A(z), u(x)) = (1,0) ou (0,1). L’'image de = dans Ux
est donc égale & 1 ou a c¢. Comme I'image de ¢, est finie, on a Ker(p.) D UZ.
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Un homomorphisme ¢ : G — C tel que (g) = 1 pour tout g € G5 sera appelé
un caractere essentiel de G. D’apres le théoreme ci-dessus I’homomorphisme
pe : Ug — Ug est a valeurs dans C', autrement dit définit un homomorphisme
de groupes algébriques € : Ug — C'; ici, C' est vu comme un groupe algébrique
étale, de dimension 0. Il est commode d’interpréter € comme ’homomorphisme
Ug — Z/27 défini par :

(5.2.6) é(z) = p(x) pour tout z € Ug(k),
ce qui a un sens puisque p(z) = 0 ou 1, comme on vient de le voir.

Soit U la composante neutre de Ug. L’homomorphisme ¢ : Ug — C ~ Z/2Z
est trivial sur U, et peut donc étre vu comme un caractére du groupe quotient
Ug/UZ.

Remarque. L’homomorphisme k[G] — k[C] défini par e se factorise par le bloc
principal B, cf. (5.1.15). Il en résulte que € : Ug — C se factorise par Up. Autrement
dit, les caractéres essentiels n’apportent aucun renseignement sur les groupes unitaires
des blocs distincts du bloc principal.

Théoréme 5.2.7 - Soient €1,e5 : G — C deux caractéres essentiels de G et soit
€3 = e1&9 leur produit. Alors €3 est essentiel et l'on a :

(5.2.8) 53 = €~1€~2 ]

(5.2.9) ’homomorphisme ¢ : Ug — Ucxc défini par (e1,e2) : G — C x C
est trivial sur U2, et son image est contenue dans C x C.

Le fait que €3 soit essentiel est clair. Le reste de la proposition est évident
si 'un des ¢; est égal & 1. On peut donc supposer qu’ils sont # 1, autrement dit
que G — C x C est surjectif.

Démonstration de (5.2.8). Notons yu; : G — Z/2Z la fonction p associée a ¢;
comme dans (5.2.2) :
(5.2.10) pi(x) = 3, (g)=c Tg Sl T =D x4g est un point de Ug.
D’apres (5.2.6), la formule (5.2.8) équivaut & pq(x) + pa(z) + ps(x)

tout point x de Ug. Notons H; l'ensemble des g € G tels que £1(g)
€2(g) = e3(g9) = c¢; définissons de méme Hy et Hz. Posons :

(5.2.11) Y = EgeHl xg, Z = deHg g, T = ZQGHs Zg.
L’ensemble des g tels que e1(g) = ¢ est Hy L H3. Avec les notations de
(5.2.10), on a donc :

(5.212) w(z)=2Z2+T.
De méme :
(5.2.13) pq(z)=T+Y.
(5.2.14) us(z) =Y + Z.
En ajoutant ces trois relations, on obtient 1’égalité cherchée :
(@) + ia(a) + (@) = 0.

Démonstration de (5.2.9). Conservons les notations ci-dessus et notons Hy 1’en-
semble des g € G tels que 1(g9) = e2(9) = 1; on a G = Hy U H; U Hy U Hs.
Posons :

0 pour
=1et
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(5.2.15) X = 3,y .

L’image de x par ¢ : Us — Ucxc a pour coordonnées (X,Y, Z,T); de fagon
plus précise, on a :

olx) =X.(1,1) + Y.(¢,1) + Z.(1,¢) + T.(¢c,0),
ou (1,1),(c,1),(1,¢), (c,c) sont les quatre éléments de C' x C'. Le fait que ()
appartienne & C x C équivaut a dire que X, Y, Z et T sont tous 0, a ’exception

de 'un d’eux qui est égal a 1. Pour le démontrer, nous allons d’abord calculer
XY + ZT. D’apres (5.2.11) et (5.2.15), on a :

(6.2.16) XY +ZT =3 x4y,

la somme étant étendue aux (u,v) € Hy x H; U Hy x Hs.

Choisissons une partie o de H; telle que H; = o Lo~ !'. Clest possible
car H; est stable par ¢ — ¢!, et ne contient aucun élément de carré 1. Si
(u,v) € Ho x Hy U Hy x Hz, on a vu~! € Hy. Posons (a,b) = (u,v) si
vu™t € o et (a,b) = (v,u) si vu~t € 071, L’application (u,v) — (a,b) est une
bijection de Hy x Hy U Hy X Hy sur 'ensemble des couples (a,b) € G x G tels
que ba~! € 0. Cela permet de récrire la formule (5.2.16) sous la forme :

(5217) XY+2T = Z(a,b)éa/ Lalp = ZaEG,sEa Lalsa = Zsea ZaEG Lalsa

D’aprés la formule (A;) du §5.1, on a Y . 24%s, = 0 pour tout s € 0. On
en tire :
(5.2.18) XY + ZT =0, autrement dit XY = ZT.

Un argument analogue montre que XZ = YT et XT = Y Z. D’autre part la
formule (A1) du §5.1 montre que X+Y +Z+T = 1. On conclut la démonstration
de (5.2.9) en appliquant le lemme suivant :

Lemme 5.2.19 - Soient X,Y, Z, T des éléments d’un corps de caractéristique
2tels que X +Y + Z+T=1,XY=ZT,XZ=YT et XT =Y Z. Alors trois
de ces éléments sont égaux a 0, et le quatrieme est égal a 1.

Démonstration. Siaucun des X, Y, Z, T n’est nul, les équations XY = ZT, X Z =
YT et XT =Y Z entrainent X2 =Y2=22=T721e. X =Y =2=T, ce qui
est incompatible avec X +Y 4+ Z + T = 1. Si par exemple X est 0, ’équation
XY = ZT montre que, soit Z = 0ouT = 0;si X = Z = 0, I"équation
XZ = YT montre que Y ou T est 0; de méme, si X =T = 0, alors Y ou Z
est 0. La seule possibilité est donc que trois des éléments soient 0, le quatrieme
étant égal a 1.

5.3. Le sous-groupe Gj.
Soit X le groupe des caracteres essentiels de G, et soit Go = [, x, Ker(e).
Le groupe G/Gg est un 2-groupe abélien élémentaire, dont le dual est X¢.

Théoreme 5.3.1 - (i) Le groupe G est le sous-groupe de G engendré par les
éléments d’ordre 2 et par les carrés.

(ii) On a Go = GNU.

[Dans (ii), Go est vu comme sous-groupe algébrique constant de Ug ; la formule
Go = G N U signifie que Go = G N UZ(k) pour tout corps k de caractéristique 2, ce
qui équivaut d’ailleurs & Go = G N U(F2).]
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Démonstration de (i). Soit H le sous-groupe de G engendré par les carrés et par
les éléments d’ordre 2 de G. Tout caractere essentiel de G est trivial sur H. On
a donc H C Gy. D’autre part, H est normal dans G et tout élément de G/H est
de carré 1. Il en résulte que G/H est un 2-groupe abélien élémentaire, et H est
donc l'intersection des noyaux des caracteres € : G — C qui sont triviaux sur
H. Comme H contient Gg, ces caracteres sont essentiels. On a donc Gg C H,
d’onu Go =H.

Démonstration de (ii). D’apres la proposition 3.3.1 et le corollaire 3.3.2, les
éléments d’ordre 2 de G, ainsi que les carrés, sont dans U2. Vu (i), cela entraine
Gy C U&. D’autre part, si g € G n’appartient pas & Gy, il existe un caractere
essentiel € de G tel que g ¢ Ker(e) ; comme Ker(e) contient U, cela montre que
g nappartient pas & U2. On a donc bien Gy = G N UZ.

Proposition 5.3.2 - Pour que Gy = G, il faut et il suffit que G soit engendré
par des éléments d’ordre 2 et par des éléments d’ordre impair.

Démonstration. Soit K le sous-groupe de G engendré par les éléments d’ordre
2 et par ceux d’ordre impair. Comme tout élément d’ordre impair est un carré,
ona K C Gg;si K =G on adonc Gy = G. D’autre part, si K # G, le quotient
G/K est un 2-groupe non trivial; il existe donc un homomorphisme surjectif
G — C dont le noyau contient K ; un tel homomorphisme est essentiel, ce qui
montre que Gg # G.

Ezemples de groupes G tels que G = Gy : un groupe simple (abélien ou non),
un groupe de Coxeter, un groupe commutatif sans élément d’ordre 4.

Ezemples de groupes G tels que G # Gg : un groupe quaternionien d’ordre
2™ (n > 3), un groupe ayant un quotient cyclique d’ordre 4, un groupe S,,, avec
n=23,4,5.6

5.4. Décomposition de Ug /U2 en produit.

Le groupe Ug /U2 est un groupe étale. Plagons-nous d’abord sur le corps
algébriquement clos k = Fa, de sorte que nous pouvons identifier Ug /U au
groupe de ses k-points. D’apres le corollaire 3.3.3, c’est un 2-groupe abélien
élémentaire ; il contient le groupe G/Gy, cf. théoréme 5.3.1.

Soit X¢g = Hom (Ug /U, C) le dual de Ug /UL. Comme le dual de G/Gy est
le groupe X¢ des caracteéres essentiels, 'injection G/Gy — Ug /UL donne par
dualité une surjection 7 : )N(G — X¢g. D’autre part, on a vu que tout € € X¢g
définit un élément € de X, et que 'application i : X — X définie par € +— €
est un homomorphisme (théoréme 5.2.7); le composé r o i est I'identité car la
restriction de € & G/G est e. On déduit de ceci que le groupe )N(G se décompose
en produit :

(5.4.1) Xg = X x Im(i).

Par dualité, cela donne une décomposition analogue pour Ug /U :

(5.4.2) Ug /UL = G/Gy x Eg ,

6. Rappelons que §n désigne une extension centrale de Sy, par un groupe d’ordre 2, dans
laquelle les transpositions, et les produits de deux transpositions disjointes, se relevent en des
éléments d’ordre 4.
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ou Eg est le dual de Im(i), c’est-a-dire I'intersection des noyaux des & (les &
étant identifiés & des caracteres de Ug/UQ).

Cette décomposition, étant canonique, descend au corps de base Fy. On
obtient ainsi :

Proposition 5.4.3 - Soit Eg lintersection des noyaux des homomorphismes
€:Ug/UL — C associés aux caractéres essentiels € de G. Le groupe Ug /U est
produit direct de ses sous-groupes G/Gy et Eg.

Remarques.

(5.4.4) On aurait également pu définir Eg comme le quotient Ug/G.US ;
toutefois, le point essentiel de la construction ci-dessus est que Eg est canoni-
quement un facteur direct du groupe Ug/ Ug ; ce sera utile au §6.3.

(5.4.5) 1l serait intéressant de trouver un procédé de calcul explicite de Eg.
On en verra quelques exemples ci-dessous; dans chacun d’eux, on trouve que
E¢g = {1}, sauf dans les cas 5.5.6 et 5.5.17 : G = S3 et G = As.

5.5. Exemples de détermination des groupes Ug/Ug et Eg.

Pour simplifier, on suppose que le corps de base k est algébriquement clos ; en

fait, cette hypothese est inutile dans les cas 5.5.2 et 5.5.5, et dans les cas 5.5.6,
5.5.16 et 5.5.17 elle peut étre remplacée par celle que k contient une racine
primitive cubique de I'unité.
5.5.1. G d’ordre impair. L’algébre k[G] est semi-simple. Les 2-blocs de G sont
les facteurs simples de k[G]. Le bloc principal est le corps k. Aucun autre bloc
n’est auto-dual; cela résulte du théoreme analogue en caractéristique 0, di a
Burnside [Bu 11, §222, th.IT] sous la forme équivalente suivante : le seul ca-
ractere irréductible de G a valeurs réelles est le caractere unité. On en déduit,
cf. §3.4, que Ug est isomorphe & un produit [[ GL,,, avec |G| =1+2Y n?; en
particulier, Ug est connexe et 'on a donc Eg = {1}.

5.5.2. G cyclique d’ordre une puissance de 2. Soit n 'ordre de G. On a vu plus
haut que Ug = {1} lorsque n = 1 et Ug ~ G, lorsque n = 2. Supposons n > 4,
et notons € l'unique caractére essentiel non trivial de G. On peut identifier k[G|
a Palgebre A = k[t]/(t"), de telle sorte que s = 1+ ¢ soit un générateur de
G. L’involution de A est telle que s* = s71, autrement dit t* = t/(1 +t) =
t+ 12 + ...+ t"" 1. Tout élément unitaire = de U, s’écrit comme un polynéme :
r=14+ait+..+a,_1t" L
Dans le produit z*, le coefficient de #? est a? + a; ; puisque x est unitaire, on a
donc a% +a; =0, ie. a; =0 ou 1. Le caractere Ug — Z/27Z défini par  — a1
est le caractere € associé a €. Son noyau U; est formé des x tels que a; = 0, i.e.
=1 (mod #?); nous allons voir que U est connexe.
Lemme 5.5.3 - Tout élément x de Uy s’écrit sous la forme v = y~'y*.z, ou y
est un élément inversible de A et z =1 (mod t"~2).
[Noter que tout élément de A de la forme y~1y* est unitaire; il en est de méme
des z € A tels que z =1 (mod t"72), car on a z = 2* et 2% = 1]

Démonstration. Soit © € Uy, et soit b =1t* + x*t. On a :
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(5.5.4) bx = t*x 4+ xa*t = t*x + t = b*.
Comme z = 1 (mod t?),onab = t*+t = t? = tt* (mod t3). Il existe donc y € A
tel que b = tt*y et y = 1 (mod t). L’équation (5.5.4) entraine tt*zy = tt*y*,
autrement dit tt*(xy + y*) = 0, ce qui équivaut & zy +y* = 0 (mod t"~2). Si
I'on pose z = zy(y*)~!, on a donc z = 1 (mod t"~2) et x = y~ly*.z; d’on le
lemme.

Comme l’ensemble des 3~ 'y* est connexe, ainsi que celui des z avec z = 1
(mod t"~2), le lemme montre que U; est connexe, et comme il est d’indice 2
dans Ug, on a Uy = U&. Cela montre que 'on a Eg = {1} (d’ailleurs il est clair
que Ug est engendré par G et Uy).

5.5.5. G quaternionien d’ordre 8. Les éléments de G sont traditionnellement
notés {£1, +i, £4, £k} ; pour éviter tout risque de confusion, dii au corps de base
k ainsi qu’au fait que —1 = 1 dans k, nous les noterons {1, w, u, wu, v, wv, w,ww} ;
onaw?=1u=wow=uwu=uvu’>=1v>=w?=uw llyatrois caracteres
essentiels # 1, dont les noyaux sont les trois sous-groupes cycliques d’ordre 4 de
G ; on se trouve donc dans la situation du théoreme 5.2.7, que 1'on va utiliser.

Soit Uy l'ensemble des éléments de k[G] de la forme x = 1 + (1 + w)a, avec
a € k[G]. C’est un sous-groupe de Ug : cela résulte du fait que 1+ w est central,
de carré nul, et que wa = wa™ pour tout a. Un élément de U; s’écrit de fagon
unique :

r=14+(14w)(a+ Pu+~yv+odw), aveca,f,v,0€ k.
Cela montre que U; est isomorphe a G, x G, X G, X G,. D’autre part, Uy
est le noyau de ’homomorphisme Ug — Ug/q1,.) ; d’apres le théoreme 5.2.7,
I'image de cet homomorphisme est d’ordre 4. On conclut de ceci que Uy = U2,
(Ug : UQ) =4 et Ug = G.U, autrement dit Eg = {1}.

5.5.6. G = §3, d’ordre 12. Le groupe G est produit semi-direct d’un groupe
cyclique Cy = {1,s,52,53} d’ordre 4, par un groupe cyclique C3 = {1,7,7?}
d’ordre 3, 'action du premier sur le second étant donnée par srs~! = 72, Le
quotient de G par son centre {1,s?} est isomorphe au groupe symétrique Ss.

L’algebre A = k[G] se décompose en produit de deux blocs B et B’. On
aB=A/rAet B = A/r’A, ou w et 7’ sont les idempotents centraux = =
r+r3 ' =14+7r+7r2 OnadimB =4ect dim B’ =8.

Le bloc B est le bloc principal ; il est donné par la projection A — k[Cy]. Le
groupe Ug se décompose en Up x Up ; on a donc Ug /US ~ Up/USxUp JUS,.
Nous allons voir que chacun des quotients UB/U](_Bg et UB//U%, est d’ordre 2.
Comme G n’a qu’'un seul caractere essentiel # 1, cela montrera que le groupe
Eg est d’ordre 2; de fagon plus précise, c’est le facteur Up: /UY, de Ug/Ug.

Le cas du bloc B ~ k[Cy] a déja été traité, cf. 5.5.2, avec n = 4.

Passons & B’. Soient 7’ et s’ les images de r et de s dans B’, et notons K la
sous-algebre de B’ engendrée par r’. C’est une algebre quadratique, isomorphe
aklr']/(r'*+1"+1) ~ k®p, F4; comme on a supposé k algébriquement clos, on
a K~k xk;deplus, si z= (21, 22) est un élément de K, on a z* = (20,21) =
s'zs'~1. Tout & € B’ s’écrit de facon unique sous la forme
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r=a+bs' +cs? +ds?, avec a = (a1,a2) € K,...,d = (d,ds) € K.
Lorsqu’on écrit que z est unitaire, on trouve les relations suivantes :

(557) aras + bibs + creo + didy =1,

(558) (CLl -+ Cl)(bl =+ dl) = O,

(559) ((12 + CQ)(bg + dg) = 0,

(5.5.10)  ajca + cr1a2 = bids + bad;.

Les relations (5.5.8) et (5.5.9) donnent a priori quatre possibilités :

(5511) bl = dl et bg = d2 (autrement dit b= d),

(5.5.12) a1 =c; et ag = ¢p (autrement dit a = ¢),

(5513) b1 = dl et a2 = Cg,

(5514) a; =cy et b2 = dg.

En fait, (5.5.13) est impossible, car, en ajoutant (5.5.7) et (5.5.10), on trouve-
rait 0 = 1. Méme chose pour (5.5.14). Il ne reste donc que les seules possibilités
(5.5.11) et (5.5.12). Dans le cas de (5.5.11), les équations (5.5.7) et (5.5.10)
entrainent :

(5.5.15)  ajas +cica =1 et ajca = aszey.

On obtient ainsi un sous-groupe ouvert d’indice 2 de Up/, qui est produit
semi-direct de G, (le groupe des (a,0,0,0) avec ajas = 1) par un groupe
isomorphe a G, x G, x G,. Ce groupe est connexe; c’est donc la composante
neutre de U$%,.

Le cas (5.5.12) donne I'autre composante connexe de Up: : celle contenant s’

Remarques.

1) Lorsque k ne contient pas de racine primitive cubique de l'unité, K =
k ® F4 est une extension quadratique de k, et le groupe G, ci-dessus doit étre
remplacé par son “K/k-tordu”, autrement dit par Ker(Rg/,(Gm) — Gmn).

2) Le bloc B’ est du type décrit au §3.7 : son radical v/ est engendré par
’élément hermitien w = 1 + s'2, qui est de carré nul, et le quotient B’/t’ est
isomorphe a l'algebre de matrices My. L’image de Ug: — Upjer > SL> est le
groupe orthogonal O, associé & la forme quadratique 2% + zy + y? : c’est la
situation de 3.7.5 (iii).

5.5.16. G = A5 = PSLy(F5) = SLo(Fy), d’ordre 60. Ici encore, il y a deux
blocs, B et B’.

Le bloc principal B est de dimension 44 ; le quotient de B par son radical
tp est isomorphe & k x Ma(k) x Ma(k), ces trois facteurs correspondant aux
représentations irréductibles de G de degré 1, 2 et 2. On a Ug /., ~ SLy X SLo.
L’homomorphisme Up — Up/,, est lisse (et donc surjectif) : cela se voit en
remarquant que Lie Ug — Lie(SLy x SLy) est surjectif. Un calcul sur ordinateur
fait par M. Barakat (cf. [Ba 13]) montre que le noyau de Up — Upj., est
conneze; cela entraine que Up est connexe, et que son plus grand quotient
réductif est isomorphe a SLo x SLs.

Le bloc B’ est isomorphe & My (k) : c¢’est un bloc de défaut 0, cf. [CR 62,
§86] et [Se 68, §16.4] ; il correspond & la représentation irréductible de degré 4 de
G, qui est un k[G]-module projectif. On a Up: ~ Sp,. Comme Ug = Up x Up/,
on en déduit que Ug est connexe, d’ott Eg = {1}.
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Remarque. Lorsque k ne contient pas de racine primitive cubique de 1'unité,
on doit remplacer SLy x SLy par Rk /i (SLz), ou K = k ® Fy désigne comme
ci-dessus 'extension quadratique de k engendrée par les racines cubiques de
I'unité.

5.5.17. G = //1\5 = SLy(F5), d’ordre 120. 11 y a deux blocs B et B’ qui corres-
pondent & ceux de A, cf. [Fe 82, Chap.V, §4]. De fagon plus précise, siw = 1+c¢,
ol ¢ est I'unique élément d’ordre 2 de G, les quotients B/wB et B'/wB’ sont
les blocs de As . D’out des homomorphismes :

p:Up — SLaxSLy et ¢ :Up — Sp,.
Ces homomorphismes ont les propriétés suivantes :

(5.5.19) L’ homomorphisme ¢ : Ug — SLg x SLy est surjectif, mais n’est
pas lisse.

(5.5.20) L’homomorphisme ¢’ : Ugr — Sp, est lisse, mais n'est pas
surjectif; son image est un groupe orthogonal Oy.

Démonstration de (5.5.19). Si p n’était pas surjectif, son image aurait un facteur
O, et un tel groupe n’a pas de sous-groupe isomorphe & As. D’autre part, un
calcul facile montre que 'image de Lie(Up) — Lie(SLgy x SL2) est égale au
centre de Lie(SLy x SLy); d’ou le fait que ¢ n’est pas lisse. D’apreés [Va 05],
cela entraine :

(5.5.21) L’homomorphisme Ug — SLo x SLo se factorise par SOz x SO3.

Démonstration de (5.5.20). Le bloc B’ est du type décrit au §3.7; de plus, il
n’est pas isomorphe & My @y, k[t]/(t?) ; cela se voit, par exemple, en remarquant
que certains hermitiens de B’/wB’ ne sont pas images d’hermitiens de B’. On
conclut en utilisant le corollaire 3.7.5. (La lissité de ¢’ se vérifie par un calcul
explicite.)

Noter deux conséquences de (5.5.19) et (5.5.20) :

(5.5.22) Le groupe UL/ R, (U2) est isomorphe ¢ SO3 x SO3 x SOy.

(5.5.23) On a Eqg # {1}.
On aurait |Eg| = 2 si Up était connexe; j'ignore si c’est le cas.

5.6. Nombres de points sur les corps finis.

Soit ¢ = 2™, n > 1, une puissance de 2, et soit ng(q) le nombre d’éléments
du groupe Ug(F,). On trouve dans la littérature un certain nombre de cas ol ce
nombre a été calculé, cf. par exemple [BR 00] (cette référence m’a été signalée
par M. Barakat). Ce calcul peut étre utilisé pour déterminer 'ordre du groupe
Ug/Ug. Voici comment (pour simplifier on se borne au cas olt G est un 2-groupe,
de sorte que Ug est unipotent) :

On remarque d’abord que, si N est un groupe unipotent connexe sur F,
tout N-torseur a un point rationnel, et le nombre de ses points rationnels est
¢“MN) on d(N) est la dimension de N ; cela se voit par dévissage, & partir du
cas N = G,.

On applique ceci au groupe N = U2 ; on en déduit que, si d désigne la
dimension de Ug, on a Ug(F,) = 2¢(D) g ot 2¢(9) est le nombre de F ,-points
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du groupe étale I = Uc;/Ug. Le groupe des Fy-points de I est un groupe de
type (2,...,2), autrement dit un Fa-espace vectoriel ; soit ¢ sa dimension et soit
o Vautomorphisme de Frobenius de ce groupe, relativement au corps Fs. Si
q = 2", Ventier ¢(q) défini ci-dessus est la dimension de l'espace des points fixes
du n-iéme itéré o™ de o; on a donc 0 < ¢(q) < ¢, et 'égalité ¢(q) = ¢ a lieu
lorsque n est un multiple de ’ordre de o. D’ou :

Proposition 5.6.1 - On a |Ug(F,)| = 2°@q?, oi d est la dimension de Ug et
c(q) est un entier compris entre 0 et ¢, avec |Ug/UL| = 2¢; de plus, c(q) = ¢
pour une infinité de valeurs de q.

Corollaire 5.6.2 - On a Ug = U si et seulement si |Ug(F,)| = ¢ pour tout q.
Corollaire 5.6.3 - On a |Ug/Ug| = sup, |Ua(F,)|/q*.

Ezemple. Le corollaire 5.6.2, combiné avec les résultats de [BR 00], montre
que Ug est connexe lorsque G est un 2-groupe diédral ou extra-spécial, et que
Uq/ Ug| = 4 lorsque G est un 2-groupe quaternionien ; dans les deux cas, cela
entraine Eg = {1}.

86 - Structure des G-formes trace

Comme au §5, G est un groupe fini, et k est un corps de caractéristique
2 (non nécessairement parfait). On note k une cloture algébrique de k et ks
la plus grande extension séparable de k contenue dans k; le groupe de Galois
Gal(ks/k) = Auty (k) est noté I'y. On rappelle que G désigne le sous-groupe de

G engendré par les éléments d’ordre 2 et par les carrés, cf. §5.3.
6.1. Le théoréme principal et ses corollaires.
6.1.1. La G-forme trace associée a une G-algébre galoisienne.

Soit L une G-algebre galoisienne sur k. Rappelons que cela signifie que L
est une k-algeébre commutative, qui est étale (i.e. produit fini d’extensions finies
séparables de k), et qui est munie d’une action de G qui en fait un k[G]-module
libre de rang 1. D’autres caractérisations se trouvent dans [A VIII, §16.7] et
[BFS 94, §1.3]; 'une d’elles est : “L est l’algebre affine d’un G-torseur sur k”.
Lorsque L est un corps, il revient au méme de dire que L est une extension
galoisienne de k, munie d’un isomorphisme G ~ Gal(L/k); cela explique la
terminologie choisie.

Nous noterons gy, : L x L — k la forme bilinéaire symétrique définie par :
(6.1.2) qr(z,y) = Trrx(xy), on Try,;, désigne la trace.

Comme L/k est étale, cette forme bilinéaire est non dégénérée. Elle est in-
variante par G : on a

(6.1.3) qr.(g9z, gy) = qr(x,y) quels que soient g € G,z € L,y € L.

On dit que g1, est la G-forme trace de L. Deux telles G-formes qr, et qr-
sont isomorphes si et seulement si il existe une bijection k-linéaire f : L — L/,
compatible & 'action de G, et telle que qr/(f(x), f(y)) = qr(x,y) quels que
soient x,y € L. On écrit alors q;, ~g qr-.

6.1.4. Le théoreme principal.
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Si L est une G-algebre galoisienne, et si H est un sous-groupe normal de
G, l'ensemble L des éléments de H fixés par H est une sous-algebre de L sur
laquelle G/H opere, et c’est une G/H-algeébre galoisienne. Nous allons utiliser
ceci pour H = Gy :

Théoréme 6.1.5 - Soient L et L' deuz G-algébres galoisiennes sur k. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Les G-formes qr, et qrr sont isomorphes.

(ii) Les G/Go-algébres galoisiennes LF0 et L' sont isomorphes.

La démonstration sera donnée au §6.3.

6.1.6. Traduction du théoréme 6.1.5 en termes d’homomorphismes.

Une G-algebre galoisienne est déterminée a isomorphisme pres par un ho-
momorphisme continu ¢y, : I'y — G; deux homomorphismes donnent des G-
algebres isomorphes si et seulement si ils sont G-conjugués, cf. [BFS 94, §1.3.1].
Le théoreme 6.1.5 peut donc étre reformulé de la fagon suivante :

Théoréme 6.1.7 - Soient w1, pr : 'y — G les homomorphismes associés a L
et L', et soient ©9,¢%, : Ty — G/Gq leurs composés avec G — G/Gy. Pour que
les G-formes traces qr, et qr soient isomorphes, il faut et il suffit que % = ¢9,.
Remarque. Bien que ¢ ne soit défini qu’'a G-conjugaison pres, son composé
0% avec G — G/Gy est défini sans ambiguité, puisque G/Gy est commutatif.
Comme de plus G/Gy est un 2-groupe élémentaire (cf. §5.3), on peut utiliser la
théorie d’Artin-Schreier ([A V, §11.9]) pour interpréter ¢ en termes du quotient
k/o(k), ott p : k — k est x — 2® + x; de fagon plus précise, si X désigne le
groupe des caracteres essentiels de G, on peut identifier ¢, 8 un homomorphisme
ar : Xg = k/p(k) et le théoreme 6.1.5 dit que «y, détermine qy,.
6.1.8. Application a l’existence d’une BNA et démonstration du théoréme B.

Prenons pour L' une G-algebre galoisienne scindée (“split”), autrement dit
un produit £ X ... X k de copies de k, permutées de fagon simplement transitive
par GG; du point de vue galoisien, cela revient a dire que ¢y : I'y — G est tri-
vial. La G-forme trace correspondante est la G-forme unité; elle a une base
normale autoduale canonique : l’ensemble des idempotents indécomposables
(1,0,..,0),...,(0,...,0,1). Le théoréme 6.1.7 entraine donc :
Théoreme 6.1.9 - Pour que L posséde une base normale autoduale, il faut et
il suffit que ) = 1, autrement dit que l’image de @y, : Ty — G soit contenue
dans Gy, ou encore que L soit isomorphe & une algébre induite Indg0 M, ou M
est une Go-algébre galoisienne.

[Pour la notion d’ induction des algeébres galoisiennes (appelée coinduction
dans [A VIII, §16.7]), voir par exemple [BFS 94, §1.3.2].]

Corollaire 6.1.10 - Supposons que L soit un corps. Pour que L ait une BNA,
il faut et il suffit que G = Gy, autrement dit (cf. proposition 5.3.2), que G soit
engendré par des €léments d’ordre 2 et par des éléments d’ordre impair.

[Cest le théoreme B de l'introduction.]

Cela résulte du théoréeme 6.1.9 : en effet, I'hypothése que L est un corps
équivaut a dire que ¢y, est surjectif; son image ne peut étre contenue dans G
que si G = Gy.
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6.1.11. Application auz extensions de degré impair.

Corollaire 6.1.12 - Soient L et L' deur G-algébres galoisiennes, et soit ki
une extension finie de k de degré impair. Si les G-formes qp, et qp deviennent
isomorphes apres extension des scalaires a ki, elles sont k-isomorphes.

Démonstration. Le groupe I'y, est un sous-groupe d’indice impair de I'y ; cela
entraine que, si 1, 9’ sont deux homomorphismes de I'y, dans un 2-groupe abélien
qui coincident sur Iy, , alors ¢ = ¢'. D’olt 9% = ¢, et 'on applique le théoréme
6.1.7.

Variante. Utiliser le corollaire 4.9.3.

Remarque. J’ignore si cet énoncé s’étend a des G-formes bilinéaires symétriques
quelconques (comme c’est le cas en caractéristique # 2, cf. [BFL 90, th.4.1]).

6.1.13. Un théoreme d’existence.

Théoréme 6.1.14 - Soit H un sous-groupe de G tel que H.Gy = G et soit Ly
une G/Gy-algébre galoisienne. Il existe une H-algébre galoisienne M telle que,
si Uon pose L' =nd$ M, on ait L' ~ L.

Démonstration. Soit S un 2-Sylow de H ; puisque H — G/Gy est surjectif,
et que G/Gy est un 2-groupe, 'homomorphisme S — G/Gq est surjectif. On
a d’autre part cda(T'y) < 1, cf. [Se 64, II, §2.2]; d’apres [Se 64, I, §3.4], cela
entraine que ’homomorphisme ¢, : I'y — G/Gyg se releve a S, donc a fortiori
a H. On obtient ainsi une H-algebre galoisienne qui a la propriété requise.
Corollaire 6.1.15 - Pour toute G/Gy-algébre galoisienne Ly, il existe une G-
algébre galoisienne L telle que LE° ~ L.

C’est le cas particulier H = G.

Corollaire 6.1.16 - Soit L une G-algébre galoisienne et soit H un sous-groupe
de G tel que H.Gy = G (par exemple un 2-Sylow de G). Il existe une H-algébre
galoisienne M telle que les G-formes trace de L et de Indg M soient isomorphes.

Démonstration. On applique le théoreme 6.1.14 & Lo = L% ; on obtient
une H-algebre M, d’olt une algebre induite L' = Indg M, avec L'Go ~ L[Co,
D’apres le théoreme 6.1.5, cela entraine que les G-formes trace de L et de L'
sont isomorphes.

6.1.17. Application au principe de Hasse pour les G-formes trace.

Supposons que k soit un corps global de caractéristique 2, autrement dit une
extension de type fini de Fy dont le degré de transcendance est 1. Le “principe
de Hasse” est I'énoncé suivant (démontré en caractéristique # 2 dans [BPS 13]) :

Théoréme 6.1.18 - Soient L et L' deux G-algébres galoisiennes sur k. Si, pour
toute place v de k, les G-formes trace qr et qr deviennent isomorphes sur le
complété k, de k en v, alors elles sont isomorphes.

Démonstration. Soient ¢9,¢Y, : Ty, — G/Gy les homomorphismes définis dans le
théoreme 6.1.7. Vu le théoréme en question, il nous faut prouver que ¢9 = ¢9,.
Or, par hypothese, cette égalité devient vraie lorsqu’on restreint ces homomor-
phismes aux groupes de décomposition des places de k; comme ces groupes
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engendrent topologiquement I'y, (cela résulte par exemple du théoréme de den-
sité de Chebotarev), on obtient le résultat cherché.

Remarque. On peut remplacer toute place par toute place sauf un nombre fini,
ou méme par toutes les places d’un ensemble de densité analytique > 1/2; la
démonstration est la méme. Une telle amélioration n’est pas possible en ca-
ractéristique # 2.

6.2. Elimination des extensions radicielles.

Proposition 6.2.1 - Soient L et L' deuxr G-algébres galoisiennes sur k. Sup-
posons que les G-formes qr et qr deviennent isomorphes sur une extension
radicielle de k. Alors qr, et qr sont isomorphes.

Démonstration. On peut supposer que l'extension radicielle en question est de
degré fini sur k, donc contenue dans k'/%, ol ¢ est une puissance convenable
de 2. Posons LY9 = L @4, k'/9, et définissons de méme L''/4. Par hypothése, il
existe un isomorphisme de G-formes 0 : L'/9 — L/1/4.

Lemme 6.2.2 - Il existe un isomorphisme de G-formes 0y : L — L' et un seul
tel que l’on ait
(6.2.3) Oo(x?) = O(x)? pour tout x € L'/1.

Démonstration du lemme 6.2.2. Remarquons d’abord que 'application x — x4
est une bijection de L'/? sur L (ce qui justifie la notation) ; cela se vérifie en se
ramenant au cas d’un corps, qui est bien connu (cf. e.g. [A V, §6.7 et §15.4]). Ce
fait, appliqué & L et & L', montre qu’il existe une bijection unique 6y : L — L'
ayant la propriété (6.2.3). Il est clair que g est k-linéaire, et commute & I’action
de G le fait qu’elle transforme ¢z, en ¢} résulte de la formule Tr(z?) = Tr(z)9,
qui elle-méme se démontre en se ramenant au cas ot L est un corps (ou bien en
éerivant Tr(z) comme ) gz.)

Il est clair que le lemme 6.2.2 entraine la proposition 6.2.1.

Remarque. La proposition 6.2.1 est spéciale aux G-formes trace, autrement dit
aux G-formes associées a des G-algebres galoisiennes; elle ne s’étend pas a des
G-formes quelconques, comme le montre déja le cas G = {1}, ou de telles formes
correspondent aux éléments de kX /k*2. Nous reviendrons la-dessus au §7.4.

6.3. Démonstration du théoréme 6.1.5.

Soient L et L' deux G-algtbres galoisiennes sur k. Nous devons montrer
I’équivalence de :

(6.3.1) Les G-formes qr, et qrr sont isomorphes.
et

(6.3.2) Les G/Go-algebres galoisiennes LE0 et L' sont isomorphes.

6.3.3. Réduction au cas ou le corps k est parfait. Soit k; = k>~ la cloture par-
faite du corps k. Si la condition (6.3.1) (resp. la condition (6.3.2)) est satisfaite
sur k, elle I'est sur k;. Inversement, si elle est satisfaite sur k;, elle I'est sur
k : c’est clair pour (6.3.2) puisque I'y, = I'y, et pour (6.3.1) cela résulte de la
proposition 6.2.1.
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On déduit de 1a que 'on peut supposer que k = k; , autrement dit que k est
parfait. Nous ferons cette hypotheése dans la suite de la démonstration.

6.3.4. Traduction en termes de cohomologie galoisienne.

Comme on l'a rappelé au §6.1.6, la G-algebre L est déterminée a isomor-
phisme pres par un homomorphisme continu ¢y, : 'y — G, défini a conjugaison
prés, autrement dit par un élément de H'(k,G). Soit fr cet élément. L'injec-
tion G — Ug transforme fr en un élément u; de H'(G,Ug). On définit de
méme fr, € H'(k,G) et uy, € H'(k,Ug). On sait - voir par exemple [BFS 94,
proposition 1.5.1] 7 - que la propriété (6.3.1) est équivalente & :

(6.3.5) ur, = ur, dans H*(k,Ug).

6.3.6. Fin de la démonstration.
Soient u) et u?, les images de uy et de urs dans H'(k,Ug/US). D’apres le
corollaire 4.9.2 (qui est applicable puisque k est parfait), (6.3.5) équivaut a :

(6.3.7) u§ =u%, dans H'(k,Ug/UQ).

D’apres (5.4.2), on a Ug /UL = G/Go x Eg, d’ou:
(6.3.8) H'(k,Ug/U2) = H'(k,G/Go) x H'(k, Eg).
L’élément u} de H'(k,Ug/UQ) a deux composantes : I'une dans H'(k,G/Gy)
et I'autre dans H'(k, Eg). La seconde est triviale car G — Ug — Eg applique
G en I'élément neutre de Eg. La premiere est & valeurs dans H'(k,G/Gy) =
Homeont (', G/Go) ; ¢’est 'homomorphisme noté ¢} dans le théoréme 6.1.7,

autrement dit le composé Ty 2% G — G/Gy. On déduit de 1a que (6.3.7) équivaut
a ) =%, ce qui est équivalent & (6.3.2), et termine la démonstration.

87 - Compléments

7.1. Notations.

Ce sont les mémes qu’aux §85,6 : G est un groupe fini, k£ est un corps de
caractéristique 2, et A = k[G]. On note t : A — k ’homomorphisme d’augmen-
tation, i.e. 'unique forme linéaire sur A telle que t(g) = 1 pour tout g € G. On
note o I'élément > g de A.

Six= dec 249 est un élément de A, on pose :
(7.1.1) d4(x) = x4
lorsque g = 1, on écrit ¢ a la place de 0.
On a:
(7.1.2) o(zy) =0(yx) et o(z*) =d(x) six,ye€ A
et
(7.13) t=3, .0y

On s’intéressera a des G-formes (V, q) au sens suivant :

7. Dans [BFS 94], la caractéristique de k est supposée # 2; toutefois cette hypotheése
ne joue aucun role dans la démonstration, a condition d’interpréter q;, comme une G-forme
bilinéaire symétrique, et non comme une G-forme quadratique.
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(7.1.4) V est un k-espace vectoriel muni :
e d’une action de G qui en fait un A-module libre de rang 1,
e d’une forme bilinéaire symétrique q non dégénérée et invariante par G.

OnadimV = |G|.
Remarque. La condition que ¢ soit invariante par GG est équivalente a :

(7.1.5) g(az,y) = q(x,a*y) quels que soient z,y € V et a € A.
Ezemple : la forme unité. C’est le cas (V,q) = (A,q1), ou ¢1(z,y) = §(zy™) avec
les notations ci-dessus. Si g et ¢’ sont deux éléments de G, on a ¢i(g,9') = 1
sig =9 et qi(g,9') = 0 sinon; autrement dit, les éléments de G forment une
BNA de (4, q1).
7.2. Deux questions.

Nous avons vu au §6 que, si L est une G-algebre galoisienne, la G-forme ¢z, ne
dépend que de la G//Gy-algebre galoisienne LE°, ou, ce qui revient au méme, du
composé I'y, = G — G/Gy (ou encore de 'homomorphisme af, : X¢ — k/p(k)
du §6.1.7).

Il est naturel de se poser la question suivante :

(7.2.1) Lorsqu’on connait Ty — G /Gy, peut-on décrire explicitement la G-
forme trace correspondante ?

Autre question, tout aussi naturelle :

(7.2.2) Comment caractériser les G-formes (au sens de (7.1.4)) qui sont des
formes trace ?

La suite de ce § donnera des réponses partielles a ces questions ; voir notam-
ment les théoremes 7.3.2, 7.10.4 et 7.10.10.

7.3 - Exemple de réponse a la question (7.2.1).

Lorsque I'image de Ty, dans G/Gj est triviale, la G-forme trace est la forme
unité, nous 'avons vu. Supposons maintenant que cette image soit non triviale,
mais aussi petite que possible. Cela revient a faire I’hypothese suivante :

(7.3.1) L’image de T — G/Gy est un sous-groupe d’ordre 2 de G/Gy.

Notons {1,~} 'image de T'y, dans G/Gy. Le noyau de T'y, — {1,~} est alors un
sous-groupe ouvert d’indice 2 de I'g. Il correspond a une extension quadratique
de k, que I’on écrit & la Artin-Schreier comme k(t) avec t2 +t = 2z, z € k. Choi-
sissons un élément s € G, d’ordre une puissance de 2, dont I'image dans G/Gg
soit 7 (un tel élément existe car, si S est un 2-Sylow de G, 'homomorphisme
S — G — G/Gy est surjectif).

Théoréme 7.3.2 - Avec les hypothéses et notations ci-dessus, il existe une base
{v} du A-module L telle que :

(7.3.3) qr(v,v) =1, qr(v,50) =z et qr(v,gv) =0 pour toutg # 1,s,s L.
[La forme qr, est donc presque la forme unité, la différence étant dictée par le
caractere quadratique de T’y fourni par I'y, — G/Go.]
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La démonstration sera donnée au §7.10.6.
7.4 - Les propriétés particulieres des G-formes trace.

Soit (V, ¢) une G-forme. On va donner trois conditions nécessaires pour que
(V,q) soit isomorphe & une G-forme trace®. Dans quelques cas (pas trés nom-
breux), nous montrerons plus loin que ces conditions sont suffisantes.

o Premiére condition :
(74.1) On a q(z,sx) =0 pour tout s € G d’ordre 2 et tout x € V.

Cest vrai si (V,q) = (L,qr), car le produit y = x.sx appartient & la sous-
algebre L* de L fixée par s, et 'on a Try /1,(y) = >° cq 9y = 0 car les termes
relatifs & g et a gs se détruisent deux a deux.

(Variante : la trace Try, /;, se factorise en Trps s, 0 Trp /s et 'ona Trp /ps (y) =
2y =0.)

C’est cette condition qui est la plus importante (et qui est spéciale & la ca-
ractéristique 2) ; noter que c¢’est une condition “géométrique” : elle est invariante
par extension du corps de base.

e Deuxicme condition :

(7.4.2) Il existe e € V tel que ogzr = q(x,e)e pour tout x € V.
[Rappelons que o = dec 9.]

Ezemple. Lorsque (V, q) est la forme unité (4,¢), on a e = o¢.

Dans le cas (V,q) = (L, qr), on prend e = 1. Noter que e, sl existe, est non
nul, car oz n’est pas toujours 0 puisque V est k[G]-libre de rang 1; de plus, e
est unique, et fixé par G ; nous 'appellerons [’élément canonique de (V, q).

Remarques.

(7.4.2.1) Puisque V est k[G]-libre de rang 1, le sous-espace V& de V fixé par
G est de dimension 1; si {v} est une base de V¢, il existe une unique forme
linéaire ¢(z) sur V telle que ogz = £(z)v pour tout z € V. Cette forme linéaire
est G-invariante; elle s’écrit donc ¢(x) = Aq(v,z) avec A € k*; la condition
(7.4.2) équivaut a dire que \ est un carré, auquel cas on a e = A/2y. Noter que
cette condition est satisfaite aprés extension du corps de base & k'/2.

(7.4.2.2) Voici une autre caractérisation de ’élément e (en supposant (7.4.1)) :
(7.4.2") On a q(e,x)? = q(z,z) pour tout x € V.

En effet, on déduit de (7.4.2) :
q(e, x)* = q(q(e, x)e, x) = q(ogr, x) = 3 q(g, 7).

Dans Y q(gx,x), il y a trois types de termes : celui avec g = 1, qui donne
q(z,x); ceux ou g est d’ordre 2, qui donnent 0 d’apres (7.4.1); ceux avec g
d’ordre > 2, qui se détruisent deux & deux, car ¢(gx,z) = ¢(g~ 'z, ). On a donc
> q(gz,x) = q(z, ), ce qui démontre (7.4.2").

8. En fait, comme on le verra, la troisieme condition entraine la seconde.
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Une conséquence de (7.4.2) :

Proposition 7.4.3 - Soit (V,q) une G-forme satisfaisant a (7.4.2). Supposons
qu’il existe une extension de k sur laquelle (V,q) devienne isomorphe a la forme
unité. Il existe alors une telle extension qui est séparable et finie sur k.
[Autrement dit, (V,q) peut s’obtenir par descente galoisienne & partir de la
forme unité.]

Démonstration. Soit e 1’élément canonique de (V, q). Soit P le schéma des iso-
morphismes du triplet (A, q1,0¢) sur le triplet (V, g, e). C’est un torseur sous le
groupe des automorphismes de (A4, ¢1,0¢). Or le groupe des automorphismes de
(A, q1) est Ugfh, et celui de (A4, q1,0a) est Ug : cela se voit en remarquant que,
si u est un point de Ug?h, on a uog = t(u)og, donc u fixe o si et seulement si
t(u) = 1. Ainsi, P est un Ug-torseur, donc est lisse, donc possede des points sur
une extension finie séparable du corps de base (cf. par exemple [BLR 90, §2.2,
cor.13)).

[Voici une description concréte de 'ensemble P(k') des points de P & valeurs
dans une k-algeébre commutative k' : un point de P(k’) est un point v de ¥’ @ V'

tel que q(gv,g'v) =1sig=¢', qlgv,g'v) =0sig# ¢, et ocgv =1® €]

e Troisieme condition :

(7.4.4) 1 existe une application additive F : V — V jouissant des propriétés
sutvantes :
(7.4.4.1) (semi-linéarité) F(\z) = A\2F(x) pour tout \ € k et tout v € V.
(7.4.4.2) (compatibilité avec G) F(gz) = gF(x) pour tout g € G et toutx € V.
(7.4.4.3) (compatibilité avec q) q(Fz, Fy) = q(x,y)? pour tous x,y € V.

Lorsque (V,q) = (L,qr), on prend pour F lapplication x + x?; les pro-
priétés (7.4.4.1) et (7.4.4.2) sont immédiates, et (7.4.4.3) résulte de ce que
Trpk(2?) = Try(2)? pour tout z € L.

Noter que F est injective (et méme bijective si k est parfait).

Il est commode de reformuler (7.4.4) comme :

(7.4.4") Soit m : k — k Uapplication X\ — N2 et soit (V,q)r la G-forme
déduite de (V,q) par le changement de base w. On a (V,q) ~q (V,q¢)x-

Une autre fagon de formuler (7.4.4") consiste & se placer sur le corps k2,
on dispose alors de deux G-formes : celle obtenue & partir de (V, ¢) par le chan-
gement de base correspondant & l'inclusion ¢ : & — k'/2, et celle obtenue par
Iisomorphisme o : k — kY2 donné par A — AY/2. L’énoncé devient alors :

(7.4.4") Les deuzx G-formes ainsi définies sur kY/? sont isomorphes.

Proposition 7.4.5 - On a (7.4.4) = (7.4.2).

Démonstration. Supposons que (V,q) satisfasse a (7.4.4). D’apres (7.4.4”) les
deux G-formes sur k'/2 obtenus par les changements de base ¢ : k — k1/2, X — X
et ¢ 1 k — kY2, X — A/2 sont isomorphes. D’apres (7.4.2.1), la premiére
satisfait & (7.4.2). Il en est donc de méme de la seconde; comme o : k — k'/2
est un isomorphisme , il en va de méme pour (V, q), par transport de structure.
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Proposition 7.4.6 - Soient (V,q) et (V',q') deux G-formes satisfaisant a
(7.4.4). Si ces G-formes deviennent isomorphes sur une extension radicielle de
k, elles sont k-isomorphes.

[Dans le cas des formes trace, on retrouve la proposition 6.2.1.]

Démonstration. En raisonnant par récurrence, on se ramene au cas ou l’exten-
sion radicielle considérée est k'/2. On applique alors (7.4.4") comme dans la
démontration précédente : les deux G-formes deviennent isomorphes sur k'/2
lorsqu’on fait le changement de base o, et comme ¢ est un isomorphisme, le
méme énoncé vaut sur k. [On peut aussi procéder de fagon plus explicite, comme
dans la démonstration de la proposition 6.2.1.]

7.5 - Exemples et contre-exemples relatifs & la question (7.2.2).
Commengons par une question de nature “géométrique” :

(7.5.1) - Si k est algébriquement clos, est-il vrai que toute G-forme satisfai-
sant a (7.4.1) est isomorphe a la forme unité ?

Je ne connais pas de contre-exemple.

Remarque. Si la réponse est “oui”, alors toute G-forme (sur un corps k quel-
conque) satisfaisant & (7.4.1) et (7.4.2) s’obtient par torsion galoisienne & partir
de la G-forme unité, donc correspond & un élément de H'(k,Ug); cela résulte
de la proposition 7.4.3.

Théoréme 7.5.2 - La réponse a (7.5.1) est “ oui ” lorsque le groupe G a l'une
des trois propriétés suivantes :

(i) 4l est commutatif;

(ii) son ordre est une puissance de 2;

(iii) son ordre est impair.

Pour la démonstration, voir §7.7.

Lorsqu’on ne suppose pas que k est algébriquement clos, il n’est pas difficile
de donner des exemples de G-formes satisfaisant & (7.4.1) et (7.4.2) qui ne sont
pas des formes trace, méme si k est parfait. Par exemple :

Proposition 7.5.3 - Si Eq # {1} (i.e. si Ug # G.US, cf. §5.4),il existe une
extension finie k de Fo et une G-forme (V,q) sur k telle que :

(a) (V,q) satisfait a (7.4.1) et (7.4.2);

(b) (V,q) n’est pas isomorphe a une G-forme trace.
Démonstration. Choisissons une extension finie k& de Fs assez grande pour
que Ug(k) contienne un sous-groupe cyclique H non contenu dans G.Ug(k);
c’est possible puisque Eg # {1}. Quitte & agrandir k, on peut aussi suppo-
ser que I, opere trivialement sur Eg(k). Soit ¢ : I'y — H un homomor-
phisme continu et surjectif; on peut voir ¢ comme un 1l-cocycle de I'y a va-
leurs dans Ug(k); notons [p] sa classe dans Hl(k,Ug). L'image de [¢] dans
H'(k, Eg) = Homeon (T, Eq(k)) est non triviale. Il en résulte que [¢] n’est pas
contenue dans I'image de H'(k,G) — H'(k,Ug); si (V,q) est la G-forme obte-
nue en tordant la forme unité par [¢], cela montre que (V, ¢) n’est pas isomorphe
a une G-forme trace.

45



Remarques. R

i) Si T’on prend G = S5 (cf. §5.5.6), la construction ci-dessus est possible sur
k = Fa, et la G-forme ainsi obtenue satisfait non seulement & (7.4.1) et (7.4.2),
mais aussi a (7.4.4).

ii) Lorsque G est un 2-groupe, la proposition 7.5.3 admet la réciproque sui-
vante :

Proposition 7.5.4 - Si G est un 2-groupe, et si Eq = {1}, toute G-forme
satisfaisant a (7.4.1) et (7.4.2) est isomorphe a une G-forme trace.
Démonstration. D’apres le théoreme 7.5.2 et la remarque qui le précede, les G-
formes satisfaisant & (7.4.1) et (7.4.2) correspondent aux éléments de H'(k, Ug).
Celles qui sont isomorphes a une G-forme trace correspondent aux éléments de
I'image de I'application naturelle i : H'(k,G) — H'(k,Ug). Nous devons donc
montrer que ¢ est surjective. On a un diagramme commutatif :

HYk,G) & HYkUg)
(7.5.5) Tl i

H'(k,G/Go) & H'(k,Ug/UY).
De plus :

(7.5.6) L’application = : H'(k,G) — H(k,G/Go) est surjective. Cela résulte
de ce que cdo(T'y) < 1, cf. [Se 64, I1, §2.2 et I, §3.1].
(7.5.7) L’application j : H'(k,G/Go) — H'(k,Ug/U2) est bijective. Cela
résulte de ce que G/Gy — Ug /U est un isomorphisme, puisque Eg = {1}.
(7.5.8) Lapplication 7' : H'(k,Ug) — H'(k,Ug/UQ) est injective. En effet,
comme G est un 2-groupe, les groupes Ug et Ug sont unipotents. De plus, Ug
est déployé (“split”, i.e. extension successive de groupes isomorphes & G, cf.
[Sp 98, §12.3.5]), car il provient par extension des scalaires d’un groupe défini
sur un corps parfait, & savoir Fg. Cela entraine que ses tordus (au sens de la
cohomologie galoisienne) sont déployés, car la propriété d’étre déployé se teste
sur la cloture séparable du corps de base, cf. [Sp 98, th.14.3.8 (iii)] ; leur H' est
donc trivial ; 'injectivité de 7’ en résulte d’aprés la suite exacte de cohomologie
non abélienne, cf. [Se 64, I, cor.2 & la prop.39].

Ces trois propriétés, jointes au fait que 7’ o4 = j o 7™ entrainent que 7’ est
bijectif et que i est surjectif. D’ou la proposition.

(7.5.9) Question. Fxiste-t-il un 2-groupe fini G tel que Eg # {1}7?

7.6 - Traductions hermitiennes.

7.6.1. La G-forme associée a un élément hermitien.

Soit h un élément hermitien de A. La forme bilinéaire g sur ’espace vectoriel
A définie par

(7.6.2) qn(a,b) = 6(ahb*), a,be A,
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est G-invariante et symétrique [rappelons, cf. §7.1, que, si x € A, 6(z) désigne le
coefficient de 1 dans z]; elle est non dégénérée si et seulement si h est inversible ;
dans ce cas, (4, qp) est une G-forme.

Si k' est un autre élément hermitien inversible de A, les G-formes (A, ¢) et
(A, gn/) sont isomorphes si et seulement si il existe a € A tel que h' = aha*;
on dit alors que h et b’ sont équivalents, ce que nous écrirons h ~ h'.

7.6.3. Passage des G-formes auz éléments hermitiens. Soit (V) ¢) une G-forme.
Choisissons une base {v} du k[G]-module V ; on associe & ces données I’élément
hermitien h = h,, défini par :

(7.6.4) h=73 c5q(v,gv)g, ie. d4(h) = q(v,gv) pour tout g € G.

L’application : A — V donnée par a — av est un G-isomorphisme de A
sur V qui transforme ¢ en ¢; cela résulte de la formule (7.6.2) appliquée a
a = 1,b = g. Ainsi, toute G-forme est isomorphe a la forme (A, qn) associée a
un €lément hermitien inversible de A, bien déterminé a équivalence pres.

Soit h un élément hermitien inversible de A. Nous allons voir comment se
traduisent pour la G-forme (A, ¢) les propriétés (7.4.1), (7.4.2) et (7.4.4) .
7.6.5. Traduction de (7.4.1).

Proposition 7.6.6 - Soit h un élément hermitien de A. Pour que (A,qn) sa-
tisfasse a (7.4.1), il faut et il suffit que l'on ait :

(7.6.7) 65(h) =0 pour tout s € G d’ordre 2.
Démonstration. Soit s un élément de G d’ordre 2. On a d5(h) = qn(s.1,1);
cela montre que (7.4.1) entraine (7.6.7). Inversement, supposons que 'on ait
ds(h) = 0 pour tout conjugué s’ de s, et montrons que 'on a g, (sz, z) = 0 pour
tout z € A. La fonction f : x — gp(z, sz) est une forme quadratique sur 'espace
vectoriel A. Sa forme bilinéaire associée est (z,y) — qn(sz,y) + qn(z, sy), qui
est 0 puisque s> = 1. Pour prouver que f = 0 il suffit donc de prouver que f
s’annule sur la base G de A. Or, si g est un élément de G, on a

an(g,59) = 6(ghg~"s) = 6(hg~'sg) = d(hs') = 65 (h), avec 8" = g~ 'sg.

Comme &g (h) = 0 par hypotheése, on en déduit que f(g) = 0 pour tout g € G,
d’ou f=0.

Un élément hermitien h satisfaisant & la condition (7.6.7) sera dit spécial. Si
I'on utilise la partition G — G5 = ¥ L X! introduite dans la démonstration
du théoreme 5.1.2, cela revient a dire que h s’écrit sous la forme

(7.6.8) h=A1+3 s ho(oc4+071), avec A, hy € k,
ce qui est équivalent a :

(7.6.9) Il existe A€ k et a € A tels que h = X1+ a+ a*.
Cela entraine :

(7.6.10) A = t(h) = 8(h),
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puisque d(a) = §(a*) et t(a) = t(a*). Nous dirons que h est normalisé s'il est
spécial et si A = 1, autrement dit si h est de la forme 1+ a + a*, avec a € A.

7.6.11. Traduction de (7.4.2).

Proposition 7.6.12 - Supposons que h satisfasse a la condition (7.6.7). On a :
(7.6.12) qp(x,x) = t(h)t(z)? pour tout x € A.

Pour que (A, qp) satisfasse a (7.4.2) il faut et il suffit que t(h) soit un carré
dans k, et l’on a alors :

(7.6.13) e=t(h)"Y2%0q, ot og = > gec 9-

[Noter que t(h) est # 0 puisque h est inversible et que t : A — k est un
homomorphisme d’algébres.]

Démonstration. Les deux formes quadratiques
rqn(z,z) et x> t(h)t(x)?

sont additives : ¢’est clair pour la seconde, et, pour la premiere, cela résulte de ce
que gp(z,y) est symétrique. Pour montrer qu’elles sont égales, il suffit donc de
le vérifier pour les éléments g de G. Or on a qx(g,g) = 6(ghg™!) = §(h) d’apres
(7.1.2) et (7.6.2), et t(h)t(g)?> = t(h) = (k) d’apres (7.6.10). Cela démontre
(7.6.12).

Supposons maintenant que k soit parfait, et définissons e € A par la formule
e=t(h)""20¢. On a :

(7.6.14) qp(e,x) = §(ehx*) = t(h)~Y25(ogha*).
Oron a:

(7.6.15) d0(oga) =t(a)og pour tout a € A.
On peut donc récrire (7.6.14) sous la forme :

(7.6.16) qn(e,x) = t(h)~/2t(h)t(x) = t(h)Y/?t(x),
d’ou :

(7.6.17) gp(e,z)e =t(x)og = ogx.

En comparant avec (7.4.2), on voit que e n’est autre que “I’élément canoni-
que” de (4, qp), ce qui démontre (7.6.13) lorsque k est parfait.

Dans le cas général, on applique ce qui précede & une extension parfaite &’
de k. On en déduit que I’élément canonique e de k' ®; A appartient & A si et

seulement si t(h)'/? appartient a k, i.e. si t(h) est un carré dans k, et I'on a
alors (7.6.13), ce qui achéve la démonstration de la proposition 7.6.12.

Remarque. Si h est normalisé (i.e. de la forme 1 4+ a + a*), la proposition
précédente montre que la condition (7.4.2) est satisfaite, et que 'on a e = o¢.
Inversement, si (7.4.1) et (7.4.2) sont satisfaites, on peut écrire h sous la forme
ph', avec = t(h)'/2, et b’ normalisé; noter que h’ ~ h. Ainsi, toute G-forme
satisfaisant & (7.4.1) et (7.4.2) est isomorphe d une forme (A, qp), avec h nor-
malisé. En outre, deuz telles formes (A, qn,) et (A, qn,) sont isomorphes si et
seulement si il existe a € A* tel que t(a) =1 et hy = ahia™.

7.6.18. Traduction de (7.4.4).
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Notons F' : A — A I'endomorphisme de Frobenius de A :

(7.6.19) F(Y xgg) = > alg.

Proposition 7.6.20 - Pour que (A,qp) satisfasse o (7.4.4) il faut et il suffit
que F(h) ~ h.
En effet, la condition F'(h) ~ h n’est qu'une traduction de (7.4.4").

7.7. Démonstration du théoréme 7.5.2.

Dans ce §, k est supposé algébriquement clos, et nous en profiterons pour
identifier un schéma lisse & ’ensemble de ses points.

Il s’agit de donner une réponse positive & la question (7.5.1) dans chacun
des trois cas suivants :

(i) G est commutatif;

(ii) G est un 2-groupe;

(iii) |G| est impair.
Vu les traductions hermitiennes du §7.6, cela revient a prouver que tout hermi-
tien h, qui est spécial et inversible, est tel que h ~ 1, autrement dit est de la
forme aa*, avec a € A*.

Notons Hg ’ensemble des hermitiens spéciaux, autrement dit de la forme
Al+a+a*, avec A € ket a € A; c’est un sous-espace vectoriel de A, et d’apres
(7.6.8), on a :

(7.7.1) dim Hy, = 1+ |[S] = 1+ (|G| — |G2|), avec les notations du §7.6.5.

Les éléments inversibles de H forment un ouvert dense de H,, que nous
noterons H). Faisons opérer le groupe algébrique A* sur A par a e b = aba*.
C’est une action linéaire; elle laisse stable Hg et H : cela se voit, soit par
calcul direct, soit en invoquant la proposition 7.6.6. Soit H. lorbite de 1 par
cette action ; c’est ’ensemble des hermitiens de la forme ae1 = aa*. La question
(7.5.1) a une réponse positive si et seulement si 'on a H, = H), autrement dit
si A* agit transitivement sur HJ.
Proposition 7.7.3 - L’orbite H., est ouverte (et donc dense) dans HJ.
Démonstration. Le fixateur du point 1 est le groupe Ugfh. On a donc

dim H, = dim A* —dimUg = |G| — (|G| + |G2|) + 1 =1+ (|G| — |Ga]),
d’apres la proposition 5.1.3. Vu (7.7.1), cela montre que dim H, = dim H}, d’ou
la proposition.
Corollaire 7.7.4 - Pour que (7.5.1) ait une réponse positive, il faut et il suffit
que H! soit fermé dans H.

C’est clair.
Corollaire 7.7.5 - Tout élément de H qui appartient au centre de A appartient
a H..
Démonstration. Soit h un tel élément. Son fixateur dans A* est 'ensemble des
a tels que aeh = h, i.e. aha™ = h, ou encore aa* = 1 puisque h et a commutent ;
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c’est donc le groupe Ug. L'orbite de h a donc la méme dimension que celle de
1; cela entraine que c’est une orbite ouverte, ce qui n’est possible que si elle est
égale & H.

Corollaire 7.7.6 - La réponse a (7.5.1) est “ oui 7 dans le cas (i) (autrement
dit, quand G est commutatif).

Cela résulte du corollaire précédent, qui donne méme un résultat légerement
plus fort : il suffit que les hermitiens spéciaux de A soient contenus dans le centre
de A.

7.7.7. Démonstration du théoréme 7.5.2 dans le cas (ii).

Ici, G est un 2-groupe. L’algebre A est alors une algebre locale (non com-
mutative en général) dont l'idéal bilatére maximal m est le noyau de ¢t : A — k.
Le noyau A; de A* — k> est un groupe unipotent connexe : cela se voit, par
exemple, en filtrant A par les puissances de m [cela résulte aussi de ce que la
variété sous-jacente est isomorphe & un espace affine]. Le groupe A; opére sur la
variété H; des éléments hermitiens normalisés au sens du §7.6.5. Le fixateur de 1
dans cette action est Ug. L’orbite de 1 est donc de dimension dim A; —dim Ug,
ce qui est aussi la dimension de H;. Cette orbite est donc ouverte dans H;.
Mais les orbites d’un groupe unipotent agissant sur une variété affine (ou méme
seulement quasi-affine) sont fermées, d’apres un théoréme de Rosenlicht ([Ro 61,
th.2], voir aussi [Bo 91, prop.4.10]). On en conclut que A; opére transitivement
sur Hp, autrement dit que tout hermitien normalisé h est de la forme aa* avec
a € A;. Mais tout hermitien spécial inversible est un multiple d’'un hermitien
normalisé, et lui est donc équivalent puisque tout élément de k est un carré; il
est donc de la forme aa*, avec a € A*, ce qui démontre le théoreme 7.5.2 dans
le cas (ii).

7.7.8. Démonstration du théoréme 7.5.2 dans le cas (iii).

Ici, G est d’ordre impair. L’algebre A est semi-simple. D’apres le §5.5.1, on
peut la décomposer en A = Ag x [[ 4; avec :

AO = ka

A; = M, x MyPP ot 'involution est (z,y) — (y, z).

Or, dans chacune de ces algebres a involution, tout élément hermitien h
s’écrit sous la forme h = aa® : c’est clair pour Ay, et, pour 4;, on a h = (z,x)
avec ¢ € M, (k) et 'on prend a = (z,1). Le méme résultat est donc vrai pour A.
7.8. L’invariant d’une G-forme associé a un caractere essentiel.

Soit £ : G — {1, ¢} un caractére essentiel de G, cf. §5.2, distinct du caractere
unité. Nous allons voir comment on peut utiliser £ pour définir un invariant
d’une G-forme, a valeurs dans k/p(k).

7.8.1. Définition de h.. Comme au §5.2, notons Gp (resp. G.) 'ensemble des
g € G tels que g(g) = 1 (resp. e(g) = ¢), et choisissons une partie S de G, telle
que G, = SUS™L. Si h un élément hermitien de A, nous définirons h, € k par
la formule :

(7.8.2) he = 3. g 0s(h).
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Du fait que h est hermitien, cette somme ne dépend pas du choix de S.

7.8.3. Une formule de transformation.
Sia= deG agg est un élément de A, nous poserons :
(7.84) ap =3 cq, 099 €6 a— =3 cc ag9;

on a :

(7.85) a=ay +a_.

Proposition 7.8.6 - Si h est un élément hermitien de A, on a :

(7.8.7) (aha*). = t(a)*he + t(h)t(as)t(a_) pour tout a € A.
Démonstration. Nous allons employer une méthode qui permet d’interpréter h.
comme une “demi-somme”, ce qui évite d’avoir a utiliser I’ensemble auxiliaire
S. Pour cela, choisissons un anneau commutatif £ muni d’une surjection k — k,
et tel que

(7.8.8) 4.k=0;
(7.8.9) le noyau de k — k est 2.k

(7.8.9) l'application = ~ 2z définit par passage au quotient une injection
Lk — 2.k

Un tel anneau existe : il suffit par exemple de prendre pour k l'anneau des
vecteurs de Witt de longueur 2 sur k. On peut méme demander que l'injection
de (7.8.9) soit une bijection, autrement dit que k soit un Z/4Z-module libre, cf.
[AC IX, App., prop.4].

Posons A = l::[G], et choisissons des éléments & et a de A dont les images
dans A sont h et a, avec h hermitien. Utilisons pour A les mémes notations
t,a;,a_ que pour A. On a :

(7.8.10) t(he) = t(h_) et u((aha*).) = t((aha*)_),
ce qui montre que he et (aha*). sont des “demi-sommes” dans k. De plus :

(@ha*)- = a_h_a* + ah-a} + aphyat + a_hyas,
d’ou :

(7.8.11) ¢((@ha)-) = ¢(h-)(¢(a+)* +t(a-)*) + 2t(hy)t(as)t(a-).
Comme h_ est hermitien, t( _) est divisible par 2; de plus, on a :

Har)? +H(a-)? = £(@)? (mod 2).
On peut donc récrire (7.8.11) sous la forme

(7.8.12) t((aha*)_) = t(h_)t(a)? + 2t(hy)t(a,)t(a ).
On en déduit, d’apres (7.8.10) :

(7.8.13) o((aha®).) = o(het(a)? + t(hs )t(as )t(a ),
d’otr, d’apres (7.8.9) :

(7.8.14) (aha*)e = het(a)® + t(hy)t(as)t(a),
et comme t(hy) = t(h), cela donne (7.8.7).

7.8.15. Définition de l'invariant.
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Supposons maintenant que h soit inversible. On a alors t(h) # 0, ce qui
permet de définir I'invariant normalisé :

(7.8.16) hfo™ = h_/t(h).
Proposition 7.8.16 - Soient h et h' deux éléments hermitiens inversibles de A.
Sih~h, ona:

(7.8.17) hRorm = pro™ mod p(k).
Démonstration. Par hypothese, il existe a € A* tel que b’ = aha*; on a alors
t(h') = t(h)t(a)?, et la proposition 7.8.6 montre que :

(7.8.18) R/morm — puorm 4 ¢(q Vt(a_)/t(a)?.
Comme t(a) = t(ay) + t(a_), le terme t(ay)t(a_)/t(a)? peut s'écrire A + A2,
avec A = t(a4)/t(a). D’ou la proposition.

Vu le dictionnaire entre classes d’hermitiens et G-formes, on voit que l’on a
attaché a toute G-forme (V,q) un élément (V,q). de k/p(k), a savoir la classe
mod p(k) de h2°™, ou h est I'un quelconque des hermitiens associés a (V, q).

Variante. Nous venons de définir l'invariant (V,q). dans k/p(k) en utilisant le
dictionnaire hermitien. On peut aussi procéder de fagon plus directe :

Le sous-espace V1 de V fixé par G1 = Kere est de dimension 2. Si z € Vi, il existe
y eV tel que z = deGl gy, et un simple calcul montre que la somme ZSGS q(y, sy)
ne dépend, ni du choix de S, ni du choix de y; si on la note g-(z), on peut prouver que
g- est une forme quadratique non dégénérée sur Vi, et que son invariant d’Arf dans
k/p(k) est égal a (V, q) : c’est la définition directe mentionnée plus haut.

Remarque. Lorsque ¢ est le caractére unité, on convient que h. = 0. Avec cette
convention, on a :

Proposition 7.8.19 - Soient 1 et e5 deux caractéres essentiels. Alors :
(7.8.20) heyep = hey +he, et h2OIM = RO 4 RZST.

£1€2

Démonstration. Soit €3 = €165. Le cas ou 'un des ¢; est égal a 1 est immédiat.
Supposons donc &; # 1 pour tout i. Notons H; l'ensemble des g € G tels
que €1(g9) = 1 et e2(g9) = e3(g) # 1, et définissons de méme Hy et Hs (cf.
démonstration du théoreme 5.2.7). Décomposons chaque H; en H; = S; U Si_l.
L’ensemble des g € G tels que £1(g) # 1 est Sy U S; ' S35 1S5 . Sil'on pose
T = desi dg(h), on a

(7.8.21) h., =x2+ 3, et de méme h., =x3+ 1 et he, =1 + 22

En ajoutant ces trois égalités, on obtient h., + he, + he, = 0, ce qui équivaut
a la premiere formule de (7.8.20) ; la seconde en résulte en divisant par £(h).

Corollaire 7.8.22 - L’invariant (V,q) — (V, q)e est un homomorphisme de X¢
dans k/p(k).
[Rappelons que X¢ désigne le groupe des caracteres essentiels de G, cf. §5.3.]

7.8.23. Le cas des G-formes trace.

Supposons maintenant que (V, ¢) soit une G-forme trace (L, q1,). Dans ce cas,
il y a une fagon plus directe d’associer & (V, ¢) et & un caractére essentiel € # 1
un élément de k/p(k) : en effet, la sous-algebre L® de L formée des éléments
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fixés par G; = Kere est une k-algebre étale de degré 2, donc est isomorphe a
k[z]/(2? 4+ 2 + 2), ol 2 est bien déterminé mod (k) ; I'image de z dans k/p(k)
est un invariant de (L, qr). En fait :

Proposition 7.8.24 - Les deux invariants définis ci-dessus coincident.
Démonstration. Soit {v} une base du A-module L, et soit h ’élément hermitien
correspondant. Quitte a multiplier v par un scalaire, on peut supposer que
Trz /i (v) = 1, auquel cas h est un hermitien normalisé : on a t(h) = 1. Posons :

(7.825) y = cq, 9v et 2=3 . gv.
On a:

(7.8.26) y,z€L®, gy=zetgz=ysige G, et y+2z="Trp;(v) =1
Le produit yz est un élément de k. De fagon plus précise :
Lemme 7.8.27 - On a yz = h..

Démonstration du lemme 7.8.27. On a :

(7.8.28) yz =) .cq, pec, WV-bv.

Soit M I’ensemble des parties a deux éléments de G rencontrant a la fois G
et G.. Si M = {a,b} est un élément de M, posons vy; = av.bv, de sorte que
(7.8.28) peut se récrire sous la forme

(7.8.29) yz =) prerm VM-

Le groupe G opere par translations a gauche sur I’ensemble M. Cette action
est libre, et chaque orbite contient un point et un seul de la forme {1, s} avec
s € S. Cela permet de récrire (7.8.29) comme :

(7.8.30) yz = deG,seS gu.gsv =y o Trpp(v.sv) =30 o qr(v,sv) = he,
ce qui démontre (7.8.28).

Fin de la démonstration de la proposition 7.8.24. Les formules (7.8.26) et (7.8.28)
donnent la structure de l'algebre quadratique L : elles montrent que cette
algebre est isomorphe & k[z]/(2? + x + h.) ; son invariant d’Artin-Schreier dans
k/o(k) est donc la classe de h., c’est-a-dire (V, q)..

7.9. Application : le cas des 2-groupes.

Proposition 7.9.1 - Supposons que G soit un 2-groupe tel que Eg = {1}.
Soient h et h' deuzx hermitiens normalisés de A. Alors :
h~h <= h.=h. mod p(k) pour tout caractére essentiel ¢ de G.

Démonstration. D’apres la proposition 7.5.4, les G-formes (A4, qi,) et (A, g/) sont
isomorphes & des G-formes trace (L,qr) et (L', qr/). Soient ¢, pr : T = G
les homomorvarphismes (uniques & conjugaison preés) associés & L, L'. D’apres
la proposition 6.6.17, on a (L,qr) ~ (L', qr/) si et seulement si les composés de
oL et or avec G = G/Gy coincident ; cela revient & demander que, pour tout
caractere essentiel € de G, on ait oy, = eo ./ ; d’apres la proposition 7.8.24,
cela revient & demander que h, = h. mod p(k).

7.9.2. Ezemple : le groupe quaternionien. Supposons que G soit le groupe qua-
ternionien d’ordre 8. Avec les notations du §5.5.5, on peut écrire h et I/ sous la
forme :
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h=1+ai(u+ut)+ay(v+v7 ) +azg(w+wt) aveca; €k,

W =1+ad(u+ut)+ash(v+v7 1) +as(w+wt) avecd € k.
Il y a a trois caracteres essentiels # 1; les h. correspondants sont a; +as, az+as
et az + ay ; ceux de b/ sont af + ab, ah + af et ay + a}. Comme Eg = {1}, cf.
§5.5.5, la proposition 7.9.1 s’applique ; elle montre que :

(79.3) h~h <= a1 +ad] =as+d=az+a; mod p(k).
7.9.4. Exemple : G cyclique d’ordre n = 2", m > 2. Ici encore, on sait que
Eq = {1}, cf. §5.5.2. Soit s un générateur de G. Ecrivons h et A’ sous la forme :
h=1+4Y0cicn/ a;(s'+s7%) avec a; € k,
W =143 icnpai(s'+577) avecaj € k.
Soit € I'unique caractere essentiel non trivial de G. On a :
(795) h’E = Zi impair a; et h’é‘ = Zi impair Cl;.
La proposition 7.9.1 se traduit par :

(7.9.6) h~1 = . impair @i = > impair a; mod p(k).

7.10. Application : description des G-formes trace en termes d’hermi-
tiens.

Etant donnés une G-algebre galoisienne L et un hermitien normalisé h =
> Agg de A, on aimerait savoir & quelle condition h correspond & la G-forme
trace qr,, autrement dit dans quel cas on a :

(7101) (L,(JL) =a (A7Qh)7
ou, de facon équivalente :

(7.10.2) Il existe une base {v} du A-module L telle que qr(v, g.v) = Ay pour
tout g € G.

Comme on ’a vu plus haut, il y a une condition nécessaire, imposée par les
caracteres essentiels. Rappelons-la :

Soit € un caractere essentiel. Par la formule (7.8.2) on associe & h un élément
he de k, d’ott un élément, noté h(e), de k/p(k). D’autre part, on associe a L
Iélément de k/p(k), noté L(e), qui correspond par Artin-Schreier au composé
., scsz /27Z. La condition nécessaire en question est celle de la proposition
7.8.24, autrement dit :

(7.10.3) h(e) = L(e) dans k/p(k) pour tout caractére essentiel € de G.
Voici un cas ou cette condition est suffisante :

Théoréme 7.10.4 - Supposons (7.10.3) satisfaite, ainsi que :

(7.10.5) Il existe un 2-sous-groupe H de G tel que Exg = {1} et que Ay =0
pour tout g & H.
Alors h et qr, se correspondent, autrement dit on a (7.10.1) et (7.10.2).

Démonstration. Choisissons un sous-groupe H de G satisfaisant a (7.10.5).
D’apres la proposition 7.5.4 il existe une H-algebre galoisienne M telle que
(M, qpr) soit H-isomorphe & (k[H], h). Soit L’ la G-algebre galoisienne induite
de M. Si € est un caractere essentiel de G, on a L'(e) = h(e) = L(e). D’apres
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le théoreme 6.1.7 cela entraine que les G-formes ¢y, et ¢, sont isomorphes; d’olt
(7.10.1).

7.10.6. Application : démonstration du théoréme 7.3.2. Reprenons les notations
(L,v,z,...) de ce théoréme, et soit h = 1 + z(y + v~ 1); c’est un hermitien
normalisé. Il nous faut montrer que h et g se correspondent. Cela résulte du
théoreme 7.10.4 appliqué au groupe cyclique H engendré par v : la condition
(7.10.3) est vraie par construction, et la condition Ex = {1} est vraie d’apres
le §5.5.2.

7.10.7. Autre application. Soit S un 2-sous-groupe de Sylow de G. Faisons I'hy-
pothese :

(7.10.8) Es = {1} .

Nous allons en déduire une famille d’éléments hermitiens de A qui décrivent,
de facon essentiellement unique, toutes les G-formes trace.

Pour cela, choisissons une base &1, ..., &, du Z/2Z-espace vectoriel G/Gy, et
soit €1, ..., €, la base duale du groupe des caracteres essentiels de G. Pour chaque
1, choisissons un représentant y; de §; dans S. Considérons les hermitiens de la
forme :

(7.10.9)  h(z1,.s20) = L4+ 2i(vi + ;7 1), avec z; € k.
Ce sont des hermitiens normalisés. Nous allons voir qu’ils suffisent :

Théoréme 7.10.10 - Faisons Uhypotheése (7.10.8). Alors toute G-forme trace
qr. correspond a un hermitien h(z1, ..., zn) tel que Uimage de z; dans k/p(k) soit
égale o L(e;).

Démonstration. Cela résulte du théoreme 7.10.4, appliqué en prenant H = S.

On obtient ainsi (hélas, sous I'hypothese (7.10.8)) une description explicite
des G-formes trace. D’ou l'intérét du calcul de Eg lorsque S est un 2-groupe.
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