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Introduction 

Les propri4tds de finitude que nous avons en vue concernent un groupe 
algdbrique G ddfini sur un corps parfait k. I1 s'agit essentiellement de prouver: 

(A) la finitude du nombre de classes d'espaces homogbnes principaux sur k de G 
(resp. du nombre de k-formes de G) lorsque k est un corps p-adique et G est 
lindaire (resp. G est soit lindaire, soit une vari4td ab41ienne); 

(B) la finitude du nombre de classes d'espaces homogbnes principaux sur k 
de G (resp. du nombre de k-formes de G) qui sont isomorphes ~ un espace homo- 
g~ne principal donnd (resp. isomorphes s G) sur toute compldtion k, de k, lorsque 
k est un corps de hombres alg4briques, et G est lindaire (resp. G est soit lindaire, 
soit une varidt4 abdlienne). 

On sait que les classes d'espaces homog~nes principaux sur k de G correspon- 
dent aux 414ments du premier ensemble de cohomologie//1 (k, G). De m~me, les 
classes de k-formes de G correspondent aux 414ments de H 1 (k, Aut G), off Aut G 
d4signe le foncteur des automorphismes de G. Les 4noncds (A)et  (B) sont donc 
4quivalents b~ des propri4t4s de finitude de //1 (k, G) (resp. de H 1 (k, Aut G)), 
et c'est sous cette forme qu'ils seront 4tablis (cf. w167 6, 7). 

L'assertion (B) est un cas particulier de (A) lorsque Aut G est lui-mgme un 
groupe algdbrique lin4aire; mais ce n'est pas toujours le cas, comme le montre 
d4js l'exemple d 'un tore G de dimension n, pour lequel Aut G peut ~tre identifi4 
au groupe discret GL (n, Z). Cela nous a amend ~ 4tudier la structure de Aut G, 
lorsque G est lindaire, et K ddmontrer les propridtds de finitude de H 1 qui nous 
intdressent directement pour une classe de groupes, que nous appelons de type 
(ALA), classe qui comprend les groupes alg4briques lindaires, leurs groupes 
d'automorphismes (du moins en caxactdristique zdro), et les groupes d'auto- 
morphismes des vari4t4s abdliennes. Le rdsultat e n e s t  un article dont la plus 
grande partie (w167 1 k 5) est, /~ notre grand regret, consacr4e ~ des prdliminaires 
vari4s. Toutefois le lecteur qui ne s'int4resse qu'~ la cohomologie des groupes 
lin4aires peut omettre la lecture des w167 3 ~ 5; de mdme, les w167 4 et 5 sont inutiles 
pour la discussion des formes de varidt4s ab41iennes. 
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Le contenu des diff~rents paragraphes est le suivant: 
Le w 1 donne les d~finitions et les principales propri~t~s des ensembles de 

cohomologie en dimension 0,1 d'un groupe topologique g, ~ valeurs dans un 
groupe discret A sur lequel g op~re continfiment. I1 s'agit surtout d'~tablir 
l'existence de suites exactes, et d'analyser les fibres de certaines applications 
figurant dans ces suites exactes. Les r~sultats ne sont gu~re qu'une transcription 
de faits connus dans le cas topologique (voir en particulier [8] dont nous nous 
sommes largement inspires). Dans la suite, on ne s'int~ressera qu'au cas o~ g est 
un groupe de GALoIs; ee cas est discut~ dans le w 2, qui contient en outre divers 
r~sultats techniques utilis~s plus loin. 

Les w167 3 et 4 introduisent trois classes de groupes: les g-groupes de type 
arithmgtique, groupes isomorphes ~ un sous-groupe d'indice fini du groupe 
d'unit~s G z d 'un groupe alg~brique lin~aire G d~fini sur Q, sur lequel le groupe 
profini g op~re au moyen d'automorphismes; les groupes localement alggbriques 
sur k, extensions de groupes discrets par des groupes alg6briques; enfin, les 
groupes de type (ALA), extensions de g-groupes de type arithm~tique par des 
groupes lin6aires alg~briques. 

Le w 4 donne en outre un crit~re pour que le foncteur d'automorphismes d'une 
vari~t~ alg~brique (ou d'un groupe alg~brique) soit loealement alg~brique. Ce 
crit~re est utilis6 au w 5 pour montrer que, si G est un groupe alg~brique lingaire 
d~fini sur un corps de caract~ristique z~ro, Aut G est un groupe de type (ALA). 
Grosso modo, on peut dire que la partie alg~brique de Aut G est form~e des 
automorphismes qui agissent trivialement sur le plus grand tore central S de la 
composante neutre de G, et que le quotient de type arithm~tique correspond 
l'image de Aut G dans Aut S. 

Le w 6 prouve la finitude de /~ (k ,  A) lorsque A est de type (ALA) et que k 
est p-adique, ou plus gSn~ralement,/c est un corps parfait n 'ayant  qu'un nombre 
fini d'extensions de degr~ donn~. Parmi les applications signalons, outre (A), 
la finitude du nombre de classes de eonjugaison de sous-groupes de CXaTA~ 
d~finis sur/c dans un groupe lin~aire G, ainsi que la finitude du hombre des orbites 
de G(/c) operant dans l'ensemble des points s valeurs dans /c d 'un espace 
homog~ne de G. Enfin, le w 7 traite le cas global. Dans les deux eas, on proc~de 
par ~d~vissage,. Les d~monstrations utilisent notamment deux r~sultats, qui 
sont consequences de l'existence de domaines fondamentaux convenables pour 
les groupes d'unit~s: la fiuitude du nombre de classes de conjugaison de sous- 
groupes finis d'un groupe de type  arithm~tique, et le cas particulier de (B) o5 G 
est r~ductif connexe, et o~ les espaces homog~nes principaux consid~rSs ont 
des points ~ valeurs dans toutes les completions de k. 
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Notations 

Si k est  un corps, on note  k (resp. ks) une clSture alg~brique (resp. une 
clSture sdparable) de k. 

Si k' est  une extension galoisienne d ' un  corps k, on no te  g (k'/k) le groupe  de 
GALOre de cet te  extension;  c 'es t  un  groupe profini (i. e. compac t  t o t a l e m e n t  
discontinu). 

w 1. Cohomologie non commuta t ive  

Dans t o u t  ce pa ragraphe ,  la le t t re  g ddsigne un groupe topologique. Le lecteur  
qui ne s ' intdresse q u ' a u x  appl ica t ions  s la cohomologie galoisienne p o u r r a  
supposer que g est  profini. 

1.1 .  g-ensembles.  Un  g-ensemble est  un espace topologique discret E sur  
lcquel g op~re ~ gauche de faqon cont inue  (i. e. de telle sorte  que le groupe de 
stabilitd de t ou t  poin t  de E soit  ouve r t  dans  g). Le t ransform~ de x eE par  
sEg sera not6 s (x ) ,  s . x  ou encore ~x (mais jamais  x ~ pour  ~viter  l 'horr ible  
formule x ('t) --~ (x~) ' ) .  Si E e t  E '  sen t  deux  g-ensembles,  un morphisme de E 
dans E '  est  une appl ica t ion  / : E -> E '  qui c o m m u t e  aux  opdrat ions de g.  
Les g-ensembles f e r m e n t  une catdgorie. 

Si E est  un  g-ensemble,  on no te  H~ E) ,  ou E ~, l ' ensemble  des x eE 
tcls que ' x  ~-- x pou r  t ou t  s eg.  On di t  que c 'es t  le O-i~me ensemble de coho- 
mologie de g d valeurs dans E.  

1.2.  g-groupes.  U n  g-groupe A est  un groupe  dans  la categoric  des 
g-ensembles. E n  d ' au t r e s  te rmes ,  c 'es t  un  g-ensemble  qui est  muni  d ' une  s t ruc-  
ture de groupe inva r i an te  pa r  g;  on a done ~(xy) -~ "x Sy pour  x, yEA et  
Beg. Un g-groupe c o m m u t a t i f  est  parfois  appel6 un  g-module. 

Soit A un g-groupe.  On appeUe cochaine de g ~ valeurs dans A tou te  appli-  
cation cont inue s I ~  a,  de g dans  A .  On appel le  cocycle de g ~ valeurs dans A 
toutc cochaine a = (a,) qui vdrifie l ' ident i t6:  

a s t  ---- a s. ~a t ( s ,  t~g). (1) 

Si une appl ica t ion  a : s I-# a s vdrifie (1), on a :  

a 1 =  1 ,  a , . ' a s_  I :  1 (sEg) .  (2) 

L'ensemble h des ~16ments s e g  tels que a s ~-- 1 est  done  un  sous-groupe,  e t  
l'on a as~ _~ a s pou r  s e g ,  h~h.  I1 s 'ensui t  que a est  cont inue  si e t  seu lement  
si h e s t  ouver t .  

8 CMH voL 39 
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L'ensemble des cocycles de g s valeurs dans A est not~ Z 1 (g, A). Deux 
cocyeles x, yeZS(g, A) sont dits cohomologues s'il existe aEA tel que 
x, ~ a - l y / a  pour tout  s e g. C'est l~ une relation d'~quivalence dans Z 1 (g, A); 
l'ensemble quotient est not~ Hi(g,  A); on l'appelle le premier ensemble de 
cohomologie de g 5 valeurs clans A .  Si A est commutatif, Hi(g,  A) est un groupe 
commutatif, le produit ~tant d6fini ~ partir du produit des valeurs de cocycles 
repr~sentatifs. Dans le cas g~n~ral, //1 (g, A) est seulement un ensemble pointg: 
il contient un ~l~ment distingue, la classe du cocycle unit~; les eocycles appar- 
tenant  s cette classe sont appel~s cobords; ils sont de la forme s I-~ c -1. ~c, 
avee c eA. L'~l~ment distingud de Hi(g, A) sera not4 indiff~remment 0 ou 1. 

Lorsque g est profini, H~(g, A) s'identifie canoniquement s la limite 
inductive des /~(g /h ,  A~), pour h parcourant l'ensemble des sous-groupes 
ouverts distingu~s de g. 

1.3.  FonctorialitSs. Soient g e t  g' deux groupes topologiques, E un 
g-ensemble et E'  un g'-ensemble. Un homomorphisme continu 2 : g -~ g' et 
une application #: E'  -+ E seront dits compatibles si l'on a 

~(2(s) .  x ' )  = s -~(x ' )  pour  sCg, x ' e E ' .  

I1 est clair que/~ applique alors E '~" dans E g, ce qui d6finit une application 

(4, #)0. : HO(g,, E') -+ H~ E) .  

Supposons de plus que E (resp. E') soit un g-groupe (resp. un g'-groupe) et 
f que # soit un homomorphisme. Soit a' :- (a~,)eZ 1 (g', E') ,  et soit a~ : # (axisl). 

On v~rifie tout  de suite que a : (as)  est un ~l~ment de Zl(g, E). 
De plus, l'application (2, #)1. : Zl(g,, E') -+ Zl(g, E) ainsi d~finie est compa- 
tible avec les relations d'6quivalence de ees deux ensembles, d'oh, par passage 
aux quotients, une application de Hl(g ~ , E') dans Hi(g,  E) qui sera encore 
notre (2,/~)1. 

Lorsque g : g' et que 2 est l'identit6, on 6crit /~. pour (4,/~)~., i :- 0,1. 
Autre eas particulier: E a m~me ensemble sous-jacent que E', et g op~re sur 

E par la formule 8(x) = 2(s)-x;  on 6crit alors E : A*E', et l'on peut 
prendre pour/~ l'application identique. Si en outre 2 est l'inclusion d 'un sous- 
groupe (resp. la projection de g sur un groupe quotient), (4, #)1. est appel~e 
l'application de restriction (resp. d'inflation), et on la note Res (resp. Inf). 

1;4.  Torsion. Soient A un g-groupe et E un g-ensemble. On dit que A 
op~re sur E ~ gauche, de facon compatible avee g, si l'on s'est donn~ une appli- 
cation (a, x) I--> a. x de A •  dans E v~rifiant les conditions suivantes: 
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~(a. x) = ~a .Sx (a~A,  seg ,  x e E )  (3) 

a . ( b . x )  : ( a . b ) . x ,  1 . x :  x (a, b e A ,  x ~ E ) .  (4) 

Soit alors a = (a~)~Zl(g, A). Pour tout  s~g et tout  x E E ,  posons: 

s ,  x = a s .  S x .  

On vdrifie immddiatement que cette formule ddfinit une nouvelle opdration de g 
sur E, et que cette opdration est continue. Le g-ensemble ainsi obtenu est not~ 
E~. On dit que E a s'obtient en tordant E au moyen du cocycle a. I1 a m~me 
ensemble sous-jaeent que E.  

Si b = (b,)~ Z 1 (g, A) est cohomologue ~ a, le g-ensemble E best isomorphe 
E~. En effet, soit ceA  tel que b s = c - la / c .  On a alors 

c" (b/x)  : as'~(c �9 x) (s~g, x~E)  , 

ce qui montre que l'application x I--> c. x est un g-isomorphisme de E b sur Ea. 
[On notera cependant qu'il n 'y  a pas en gdndral d'isomorphisme canonique 

entre E~ et Eb, et par suite il n'est pas possible d'identifier ces deux ensembles, 
ni de ddfinir un ,E~,  pour aeHl(g ,  A).] 

L'opdration de torsion jouit d 'un certain nombre de propridtds dldmentaires: 
(a) E~ est fonctoriel en E (pour des A-morphismes E -~ E') .  
(b) On a (E • E')~ = E~ • E'a. 
(e) Si un g-groupe B op~re s droite sur E (de fa~on k commuter k l'action 

de A), B op~re aussi sur E~. 
(d) Si E est muni d'une structure de g-groupe, et si les dldments de A ddfinis- 

sent des automorphismes de E,  E~ est un g-groupe. Ceci s'applique notamment 
au cas E : A, le groupe A opdrant sur lui-m~me par automorphismes intdrieurs. 

On a alors : 
~'x : a /xa-[  1 (seg, x e A )  

at (A~)~ est l'ensemble des x ~ A  tels que a / x  = x%.  La eohomologie du 
groupe tordu A~ est isomorphe ~ celle de A. Plus prdcisdment: 

1.5. Proposition. Soit a = (a,)eZi(g, A)  et soit A~ le g-!troupe obtenu en 
tordant A au moyen de a (le groupe A opdrant sur lui-m~me par automor- 
phismes intdrieurs). Si b = (b,)~Zi(g, A , ) ,  on a (b,a,)~Zi(g,  A ) ,  et l'on 

obtient ainsi une bi]ection 
t a : Z l ( g ,  Aa) --> Z l ( g ,  A )  . 

Par passage au quotient, t~ ddfinit une bi]ection 

T~ : / ~ ( g ,  A~) -> Hi(g,  A) ,  
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qui  trans]orme lu neutre  de HI(g ,  A~) en la elasse a de a.  

Puisque (bs)eZ l (g ,  Aa) , on  a b,t = b / 'b  t = b s a / b t a [  1, d'ofi 

b,ta~t = b s a / b t a [  1. a / a  t = bsa s. ~ (brat) , 

ee qui mont re  bien que (bsa,) appar t ien t  ~ Zl (g ,  A).  I1 est alors imm~diat 
que ta est  une  bijection. Le  fair que ta, ainsi que son inverse, soit compa- 
tible avec la r e l a t i o n ,  6tre cohomologues ,  se v~rifie par  un  calcul analogue. 

Exemple:  a -1 = (a / i )  appar t i en t  k Z l (g ,  A~), et  l 'on a ta(a -1) = 1. 

Remarque .  Lorsque A est abdlien, on a A~ = A,  et  v~ est la translation 

par  la classe a de a .  

1 . 6 .  Transitivit~ de l 'op~ration de torsion. Soient A un  g-groupe et  E un 
g-ensemble. Supposons que A opbre k gauche sur E ,  de fa~on compat ible  avec 
g (cL n ~ 1.4). Soit a E Z l ( g ,  A ) .  On peu t  to rdre  s la lois A (comme au n ~ prd- 
c~dent) et  E au m o y e n  du  cocycle a .  Le g-groupe A~ op~re sur  E~ de fa~on 
compatible  avec g : 

8'(a" x)  = a / ( a .  x )  = asSaSx = a / a a S l a ~ x  = 8' a . " x  . 

Si beZl (g ,  A~), on peu t  done tordre Ea au  moyen  de b; il est  immddiat  que le 
rdsul tat  (Ea)b est s implement  Et~b ) (les notat ions  6tant  celles de la prop. 1.5). 
E n  part ieul ier  (Ea)~_~ = E .  

1 . 7 .  Espaees homog~nes prineipaux. Soit A un g-groupe. Un espace 
homogbne principal  (~ droite)  sur A est un g-ensemble non vide P ,  sur lequel A 
opbre ~ droi te  (de faqon compat ible  avec g), e t  qui v6rifie la condit ion suivante: 

Pou r  tou t  couple ( x ,  y ) e P x P ,  il existe un dldment a e A  et  un  seul tel que 
x = y . a .  (On dit  encore que A opbre de fagon s i m p l e m e n t  t rans i t ive  sur P.) 

L a  not ion  d ' i somorph i sme  de deux  espaces homogbnes pr inc ipaux se ddfinit 
de manibre dvidente.  Un espace homogbne principal P e s t  di t  t r iv ia l  s'il est 
isomorphe ~ A (opdrant  sur lui-m~me par  t ranslat ions h droite);  il revient  au 
m8me de dire que P* est non  vide. 

Soit P un  espace homogbne principal,  e t  soit x e X .  Pour  t o u t  sEg,  il 
existe un 6ldment unique  a,  eA tel que *x = x .  as. On a: 

st x _= S(x �9 at) = s x .asSat , 

d'ofi ast = asSat; de plus, (a~) ne ddpend que de la elasse k gauche de s 
modulo  le groupe de stabilit~ de x.  I1 s 'ensui t  que a = (a,) appar t ien t  
Z ~ (g, A) .  S i x  est remplac~ par  x. c, avee c e A ,  le cocycle a s est remplac6 par le 
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cocycle eohomologue c - la / c .  On a done assoei6 ~ P u n  616ment bien d6termind 
(P) de H l (g ,  A). 

1 .8 .  Proposition. Soit P (A  ) l'ensemble des classes d'isomorphisme d'espaces 
homog~nes principaux sur A.  L'application 

e : P ( A )  -~ Hi(g ,  A) 

d~finie ci-dessus est une bijection. 
Montrons que e est in]ective: soient P ,  QEP(A)  tels que e ( P ) ~  ~(Q). 

D'apr~s ce qui pr4c~de, on peu t  choisir des points x EP,  y EQ correspondant  au 
m~me cocycle (a~). On vdrifie alors immddia tement  que l 'applicat ion x .a  I--> y .a 
est un isomorphisme de P sur Q. 

Montrons que ~ est sur]ective. Soit a E Z ~ (g, A),  et  soit X l 'espace homog~ne 
principal tr ivial  A.  Le groupe A opbre par  t ranslat ions ~ gauche sur X .  Soit X ,  
l'espace obtenu  en to rdan t  X au moyen  de a .  On a ~'x ~ a / x  pour  tou t  
xeX~. Si l 'on fair op6rer A sur X ,  au moyen  des t ranslat ions d droite, il est 
imm~diat que l 'on obt ient  un espace homog~ne principal.  De plus, le cocycle 
associ~ ~ l 'dldment unit~ 1 cX~ n 'es t  aut re  que a .  Cela mont re  bien que ~ est 
surjective. 

Remarque. En  fait, la d~monstra t ion prdc~dente prouve  que les ~l~ments 
de Zl(g,  A) correspondent  b i jec t ivement  aux classes de couples (P,  x) oh P 
est un espace homog~ne principal sur A ,  et x un  point  de P .  

1.9. Relations entre torsion et espaees homog~nes prineipaux. 
Soit A un g-groupe, soit P u n  espace homog~ne principal  sur A ,  et  soit E 

un g-ensemble sur lequel A op~re ~ gauche (de fa~on compat ible  avec g). Sur  
P • E ,  consid~rons la relat ion d '6quivalence qui identifie un couple (p, x) 
aux couples (p .a ,  a-l'x), a EA. Cette re la t ion est compat ible  avec l 'act ion de 
g, et le quot ien t  est un g-ensemble, que nous noterons  P • ou encore 
Ep. Un 61~ment de P • s'~crit sous la forme p . x ,  pEP,  x E E  et  l 'on a 
(pa).x ~_ p (ax )  pour  tou t  aEA,  ce qui justifie la nota t ion.  P o u r  tou t  pEP 
l 'application x I-> p.  x est une bijection de E sur Ep ; on dit  que Ep est ob tenu  
en tordant E au moyen de P .  

La liaison avec le point  de vue d u n  o 1.4 est facile s faire: si p EP, on a vu  
au no 1.7 que p ddfinit un  cocycle (a~) tel  que 8p ~ pa s. La  biject ion xj-> p .  x 
introduite ci-dessus est alors un  isomorphisme du g-ensemble E ,  sur le 
g'ensemble Ep. On a en effet: 

p'8'x ----- p . a / x  -~ ~p.Sx -~ 8(p. x) . 
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1 .10 .  Utifisatien de la torsion. Soient A et  B deux g-groupes, et  soit u : A - ~  B 

un g-homomorphisme (i. e. un  homomorphisme compat ible  avec Faction de g 
sur A et  B) .  On a vu  au n ~ 1.3 que u d~finit une applicat ion d 'ensembles po in t ,  s 

v = u 1 : H i (g ,  A) -* Hi (g ,  B ) .  

Soit ~ H t ( g ,  A),  e t  proposons-nous de ddcrire la fibre de v passant  par  ~, 
i . e .  l 'ensemble v -l(v(~)).  Soit a E Z 1 (g, A) un reprdsentant  de a,  et  soit b 
son image dans B .  L 'homomorph i sme  u d6finit un  g-homomorphisme 

ua : A ,  - ~  B b , 

d 'oh une applicat ion v, = u l .  :/an (g, Aa) -~ H t (g, Bb). 
Considdrons le d iagramme suivant  (o~ les let tres ~a et  za d~signent les 

bijections ddfinies dans la prop.  1.5):  

H i (g ,  A,)  ~" -* Hi (g ,  Bb) 

3~162 ~br 
HI(g ,  A) ~ / P ( g ,  B ) .  

On v~rifie imm~dia tement  que ce d iagramme est eommutati[. Comme Tb 
t ransforme l 'dl~ment neut re  de H i (g ,  Bb) en v(a),  on en ddduit  que r~ 
induit une bi]ection du noyau de v,  sur la fibre v-l{v (a)). En  d 'au t res  termes, 
la torsion pe rmet  de t ransformer  tou te  fibre de v en un noyau; ce proc~dd de 
r4duct ion sera utilis~ plusieurs fois dans la suite. 

1 .11 .  Suite exacte assoei~e ~ un  sous-groupe. Soit B u n  g-groupe, et  soit A 
un sous-g-groupe de B .  Soit B/A  l 'espace homog~ne des classes ~ gauche de B 
su ivant  A ; c 'est  un  g-ensemble, e t  H ~ (g, B/A)  est d~fini. On notera  i : A -~ B 
et  p : B  -~ B / A  les applications canoniques dvidentes.  De plus, s i x  E H ~ (g, B/A), 
l ' image r~ciproque X de x dans B e s t  un espace homog~ne principal sur A ; sa 
classe dans H i ( g ,  A) sera not~ 5(x) .  Si b~B est tel  que p ( b ) =  x,  on a 
b-l.~b = a~EA pour  tou t  s Eg, et  il est  clair que a = (a~) est un  cocycle 
a p p a r t e n a n t  k la classe de ~(x). Avec ces notat ions,  on a:  

1 .12 .  Proposition. Soit A un sous-g-groupe de B .  La suite d'applications 
d' ensemble~ poin t~  : 

iO O 0 
0 - ,  H~ A) ~ H~ B) ~ H ~ (g, B/A)  - ,  / /~(g, A) ~ / / ~ ( g ,  B) 

est exacte. De plus, ~ induit une bi]ection de l'ensemble des orbites de B ~ dans 
(B/A)  I sur le noyau de il.. 

(On rappelle  qu 'une  suite d 'appl icat ions  d 'ensembles point~s: 

�9 . . - - ~  X ~ _  1 - *  X ,  - ~  X ,  + I  - *  �9 �9 �9 
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est dire exa~te si l ' image r~ciproque de l'~16ment neutre  de Xn+l est 6gale 
l'image de X~_ 1 dans X~.) 

I1 est clair que i ~ est injectif, et que le noyau  de pO. est ~gal/~ l ' image de i~ 
Par d6finition, le noyau  de ~ est form6 des 616ments x~(B/A)  t dont  l ' image 
r~ciproque X dans B contient  un point invariant  par  g; on a done bien 
Ker(~) ~ Ira(p~ L'inclusion I m  (8) c Ker  (il.) r6sulte de la d6finition de ~ au 
moyen de coeycles; pour prouver l'inclusion r6eiproque, soit ~ K e r  (il.), 
et soit a~Zl (g ,  A) un repr~sentant de a.  Puisque a e K e r  (ii.), il existe bEB 
tel que a,  -~ 6-1.86 pour tou t  8~g; si x -~ p(b)EB/A,  il est clair que x est 
invariant par  g, et  que ~(x) ~ ~. Cela ach6ve de prouver l 'exact i tude de la 
suite consid~r~e. 

Soient main tenan t  x, y~(B /A) l ;  il nous faut  prouver clue ~ ( x ) ~  6(y) 
si et seulement s i x  et  y sont dans la m~me orbite de ~ .  Supposons d 'abord que 
5(x) ~ ~(y). On peut  alors t rouver  des repr6sentants b, c de x,  y darts B 

tels que: 5 -1. 86 ~ a~ ~ c -1. s(3 (BEg, a,~A) . 

On en d~duit  bc- l -~  8(bc4), d 'oh bc-l~BK; comme l '~ldment bc -1 trans- 
forme y e n  x,  on voit  bien que x et  y appar t iennent  s la m f m e  orbite. La  r~ci- 
proque se d5montre par un calcul analogue. 

1.13. Corollaire. Soit aeZl(g ,  A) ,  el soit c~ laclassede a dans / ~ ( g ,  A).  
Les glgments de H i (g, A) qui ant m$me image que a clans H 1 (g, B) correspondent 
bi ~ectivement aux orbites du 9rou pe ( B ~) K opdrant dan.s ( B ~/ A ~) ~ . 

Cela rdsulte par torsion de la proposition pr6c6dente (eL n ~ 1.10). 

Remarque. On vdrifie imm~diatement  que l'espaee homogbne B~/A~ peut  
~tre identifi6 au g-ensemble (B/A)~ obtenu en to rdan t  l'espaee homogbne B/A 
grs au cocycle a (le groupe A op~rant sur B/A par translat ions ~ gauche). 

1.14. Si / : X -+ Y est une application, nous dirons que f est propre si 
l'image rficiproque de tou t  point de Y par  / est finie. (Cela revient/~ dire que / 
est une application propre au sens topologique lorsqu'on muni t  X et Y de la 
topologie discrbte.) 

Corollaire. Pour queil .  : HX(g, A) - + / ~ ( g ,  B) soit propre (resp. injeetive), 
il ]aut et il su/fit que, pour tout ar  A),  les orbites de (B,) ~ dans (B~/A~) ~ 
soient en hombre fini (resp. que (Ba) g opbre t ransi t ivement  sur (Ba/A~)t). 

Cela r~sulte immfidiatement  du eorollaire 1.13. 
L'image de i ~ est donnde par  le r4sultat  suivant :  

1.15. Proposition. Soit b = (b,)eZ~(g, B) et soit fl la close de b dans 
tl~(g, B). Pour que fl appartienne d l'image de 
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i a : / P ( g ,  A) -> Hi (g ,  B) 

il /aut et il su/fit que le g-ensemble (B/A)b obtenu en tordant B / A  au moyen de b 
air un  point invariant par g. 

(Bien entendu,  on f a r  op6rer B h gauche sur B / A ;  c'est  ce qui pe rmet  de 
d6finir (B/A)b.)  

P o u r  que f l~ Im  (ii.), il fau t  et  il suffit qu'i l  existe b e B  tel que b-lb/b 

appar t ienne  ~ A pour  tou t  seg .  Si l 'on pose p(b) ~ c, cela revient/~ dire que 
c ---- b/c dans B / A ,  ou encore que c e H ~  d'ofi la proposit ion.  

Remarque .  D'apr~s le n ~ 1.6, le groupe tordu  B b op~re s gauche sur (B/A)b , 

et  il est clair qu'il  op~re t rans i t ivement .  

1 .16 .  Suite exaete assoei~e/~ une extension de g-groupes. 
Soit B u n  g-groupe, soit A un  sous-g-groupe distingud de B ,  et  soit C le 

g-groupe quotient .  Comme au n ~ 1.11, nous noterons  i l ' inject ion canonique 
de A dans B ,  et p la project ion B --> C. On a done une suite exacte de 

g-groupes 0 -> A ~ B v_> C --> 0 .  

Nous allons voir  que le groupe C g op~re canoniquement d droite sur Hi(g ,  A). 
Soit donc eeC g, et  soit b e B  tel  que p ( b ) ~ c .  On a vu  au n ~ 1.11 qu'il 
existe un cocycle a ~--(as) de A tel que sb ~ b.a s pour  tou t  s eg .  L'appli- 
cat ion x I--> b - l xb  est un  isomorphisme de A sur le groupe to rdu  Aa; cc]~ 
r6sulte de la formule:  

b-LSx �9 b ~ a / ( b - l x b )  �9 a[  a . 

Pa r  passage ~ la cohomologie, on obt icnt  ainsi une bijection 

Hi (g ,  A) -->Ha(g, A~). 

E n  la composant  avec la bi ject ion canonique z,  : H i (g ,  Aa) --> H i (g ,  A),  on 
obt ien t  une bi ject ion 

Qb : H~(g, A) --> Ha(g,  A ) .  

Si ~ est la classe d ' un  cocycle x ----- (xs), Qb (~) est la classe du cocycle 

(b-lxsbas) -~ (b -1 x /b) .  

I1 est clair que, si b, b '~p-l(Cg),  on a Qb'b ---- ~b'Qb' ; d ' au t r e  par t ,  si bEA, 

~b est  l ' identit6.  I1 en r6sulte que ~b ne ddpend que de p(b) ~- c, e t  on peut  le 
no te r  Q~ ; on a Q~,~ ---- ~ .  ~ , ,  ce qui signifie bien que C ~ op~re d droite sur 

/ ~ ( g ,  A) .  
i 

1 .17 .  Proposition. Soit 0 --> A --> B v> C --> 0 une suite exacte de g-homo- 

morphismes de g-groupes. Alors : 

(i) La suite: 
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i 1 1 
0 -~ g~  A) ~ H~ B) ~ g0(g,  C) ~ Hi(g,  A) -+ Hi(g,  B) ~ / P ( g ,  C) 

est exacte. 
(ii) Si  ceC g, on a ~(c) -~ Co(1), en notant 1 l'dlgment neutre de Hi(g,  A). 
(iii) L'application i 1 induit  une bi]ection de l'ensemble des orbites de C c 

$ 

dans Hi(g,  A)  sur le noyau de pl,. 
(iv) Soit x : (x,)eZl(g, A) ,  et soit ~ sa classe dans Hi(g,  A) .  Soit ceC g. 

Pour que ec(~) : ~, il /aut et il su/fit quc c appartienne ~ l'image de l'homo- 
morphisme (p~)O : (B~)U ~ C ~. 

(On note B~ le groupe obtenu en tordant B au moyen du cocycle x, dtant 
entendu que A opbre sur B par automorphismes intdricurs.) Pour prouver (i), 
il suffit (vu la prop. 1.12) de montrer que Ker (pl,) est dgal & Im (il.). L'inclu- 
sion ]m (il.) c Ker (p~.) rdsulte de ce que le composd p o i est trivial. Inverse- 
ment, soit b • (b~) un cocycle dont la classe fl appartient & Ker (p~.). I1 
existe alors u e B  tel que b ~ - - u . ~ u - l m o d . A ,  d'ofi u - l b / u ~ - a ~ E A ;  le 
cocycle (as) a pour classe un dldment aeHl(g ,  A), et il est clair que il. (a) ~-- fl, 
ce qui ddmontre (i). L'assertion (ii) est immddiate sur la ddfinition de e~. 
D'autre part, soient x : (x~) et x ' :  (x:) deux dldments de Zl(g ,A) qui 
sont cohomologues dans B ;  il existe b e B  tel que x: : b - l x / b  pour tout  
seg; si c----p(b), on a ~c-----c, d'ofi ceC ~. I1 est clair que er transforme la 
classe de x en celle de x'; la rdciproque se ddmontre de m~me, ce qui dtablit 
(iii). Enfin, les notations dtant celles de (iv), choisissons b ep -1(c). L'dquation 
e~(~) : ~ dquivaut alors & l'existence de a e A  tel que x~ -~ a- lb- lx /b~a,  ce 
qui s'dcrit encore ba ---- x / ( b a ) x [  ~, ou encore bae(B~)g; d'ofi (iv). 

1.18. Corollaire. Soit beZ l (g ,  B)  et soit fl la classe de b dans Hi(g,  B). 
Les dldments de H i (g, B) qui ont mtme image que fl dans Hi  (g, C) correspondent 
bi]ectivement aux  orbites du groupe (Cb) ~ opdrant clans Hi  (g, A b). 

(Le groupe A b (resp. Cb) est ddfini par torsion au moyen de b, le groupe B 
opdrant sur A (resp. C) par restriction (resp. passage au quotient) des auto- 
morphismes intdrieurs.) 

Cela rdsulte par torsion de la partie (iii) de la proposition prdcddente. 

1.19. Corollaire. Si  C g et HI(g,  B) sont finis (resp. triviaux), il enes t  de 
m~me de Hi(g,  A). 

Cola rdsulte de la partie (iii) de la proposition prdeddente. 

1.20. Corollaire. Pour que p~. : Hi(g ,  B) -~ Hi(g ,  C) soit propre (resp. 
injcctive), il /aut et il su/fit que, pour tout beZl(g,  B),  les orbites de (C~) ~ dans 
Hi(g, A b) soient en hombre fini (resp. que (Cb) z opbre transit ivement sur 
H i ( g ,  Ab) ) .  

Cela rdsulte du coroUaire 1.18. 
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Remarque. La condition du corollaire 1.20 est notamment v6rifi~e lorsque 
tousles  H l(g, A b) sont finis (resp. nuls). 

1.21.  Cas d'un sous-groupe ab61ien distingu~t. 
On garde les notations et hypotheses des n ~ 1.16 i~ 1.20, et on suppose en 

outre que A est ab~lien. On note additivement le groupe /~ (g ,  A). D'autre 
part, l 'homomorphisme C ~ -+Aut  (A) permet de faire op~rer C t /~ gauche 
sur /~ (g ,  A). Nous noterons c- a cette op6ration (c~C I,  aeHl(g ,  A)).  

1.22. Proposition. Soit  B u n  g-groupe, 8oit A un  sous-g-groupe abglien 

dist ingud de B ,  et soit C - - - - B / A .  On a: 

Qc(a) ---- c -1 . a  ~ 5(c) pour tou t  aEHl(g, A )  et tout c~C I.  

Soit b un 616ment de B relevant c. On a 8 b : b . x  s, et x = ( x s )  est un 
cocycle de classe ~ (c). D'autre part, si a : (as) est un cocycle de classe a, 
on peut prendre pour repr6sentant de ~c(a) le cocycle b-lassb, et pour repr~- 
sentant de c - l . a  le coeycle b-lasb.  La proposition r6sulte alors de la formule: 

b-1 assb _~ b-1 a8 b . x s . 

1.23. Corollaire. (a) On a ~(c' c) -~ 5(c) + c -1. ~(c') pour  c, c 'EC g. 

(b) S i  A est contenu clans le centre de B ,  l 'applicat ion ~ : C g -~ Hi(g, A) 
est u n  homomorphisme,  et l' on a Qc(c~) -~ ~ ~ ~(e) pour  cEC ~, a~// l (g,  A). 

Soit a~/ / l (g,  A). On sait que Q~,~(a) ~ Q~(Q~,(a)). La proposition 1.22 
permet de ealculer les deux membres de cette formule. Pour le premier, on 
trouve c-lc'-1c~ ~- 5(c 'c) ,  et pour le second: 

c--lcf--i0~ + c - - i~ (c  t) + (~(C) �9 

En eomparant, on obtient (a). L'assertion (b) r~sulte imm~diatement de 1.22 
et de (a). 

Remarque. Lorsque g est un groupe profini (ou un groupe discret), on peut 
aller plus loin: on d~finit pour tout  c CZ ~(g, C) un ~l~ment A (c)CH 2 (g, A~), 
et l'on montre que A (c) ---- 0 si et seulement si la classe de c appartient 
Im (pl). Comme nous n'aurons pas besoin de ee r~sultat dans la suite, nous 
nous bornerons ~ renvoyer le lecteur ~ GROTHENDIECK [8], o n  a [19], Chap. I, 
n ~ 5 .6  et 5.7.  

1.24. Action des automorphismes int~irieurs. Soit A un g-groupe, et soit 
tr D~finissons des applications 

~ : g - - > g  et t ~ : A - - ~ A  
par les formules: 
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Ces applications sont  compatibles entro elles, au sens d u n  ~ 1.3. Elles d~finissent 
donc des applications 

(2,,/~t)i. : H~(g,  A) -~ H~(g, A ) ,  i = 0 ,1 .  

1 .25 .  Proposition. P o u r  tout t~g 2 , ( t , l~ t ) .  est l 'application identique de 
Hi (g ,  A )  sur lui-m~me. 

Pour  i : -  0, on a H~  g, et  si x e A  g, on a # t ( x )  :~ x .  D'ofi 
le fair que (2 t,/~t) ~ est l ' identitd. 

Soit ma in tenan t  a e H l ( g ,  A) ,  et  soit a ~ (a~) un cocycle reprdsentant  a .  
La classe de cohomologie (At,/~t)l. (a) est eelle du cocycle b : -  (bs) ddfini par  

la formule:  b8 ~ ~(a~1,t) . 

Utilisant le fait  que a est  un cocycle, on obt ient :  

b~ ~ ~(ae_ 1 �9 t-last ) -~ tat_ 1 �9 as, -= a-i 1. a,t ~ a-[ 1. a s. Sa t , 

ce qui mont re  que b, est cohomologue & a s, d'ofi la proposition. 

1 .26.  Conservons les nota t ions  des deux n ~ ci-dessus, et  soit h u n  sous- 
groupe dist ingud de g. Si tEg, l ' homomorphisme 2~ applique h dans lui-m~me. 

Les applications 2t : h -~ h ,  /~t : A -+ A 

sont encore compatibles.  On en ddduit  comme ci-dessus des applications 

(2t,/~t)~. : H~(h, A) -~ US(h, A) 

que nous noterons  a t pour  abr~ger. I1 est  clair que a , ,  : -  a toat , .  D'au t re  part ,  
la proposit ion 1.25, appliqude au groupe h ,  mont re  que a t ~ 1 si t e h .  On 
peut donc ddfinir a t pour  tEg /h ,  et  l 'on voi t  que g/h op~re ~ gauche sur 

H ~'(h, A). P ou r  i =- 0, on re t rouve  les opdrations dvidentes de g/h sur A b . 

Remarque.  Supposons que tou t  sous-groupe ouver t  de g contienne un  sous- 
groupe ouver t  distingud (ce qui est n o t a m m e n t  le cas lorsque g est profini).  
Alors g/h op~re cont in4ment  sur H i (h ,  A).  (Bien entendu,  g/h op~re toujours  
continfiment sur H ~ A).) 

1 .27.  Proposition. Soit  h u n  sous-groupe distingu~ de g,  et soit A u n  g-groupe. 

On a alors une  suite exacte : 

0 -> Hi (g /h ,  A b) ~ Hi (g ,  A) ~ H i ( h ,  A ) ,  

o~ a est l 'applicat ion associde d la pro]ection g -~ g/h et d l ' inclusion A ~ ~ A ,  

et o~ fl eat la restriction. De  p lus  a est in]ecti] et l ' image de fl est contenue dans 

l'ensemble des all,merits de H i ( h ,  A )  invariants  par g/h (pour les opdrations a t 
ddfinies ci-dessus). 
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Soient a ---- (as) e t  b = (bs) deux cocycles de g/h dans A u qui sont cohomo- 
logues dans Zl (g ,  A). I1 existe donc ceA tel que 

bs~--c-lasSc. 

Si l 'on prend  s dans h,  on a a s = b s =- 1, d'ofl Sc = c, ce qui mont re  que c appar- 
t ien t  k Ah; les cocycles a et  b sont  donc cohomologues dans Zl (g /h ,  Ah), 
ce qui p rouve  que ~ est injectif. 

L ' inclusion Im (a) c Ke r  (fl) est dvidente.  Pour  p rouver  l ' inclusion oppos6e, 
soit a ~-- (as) un cocycle de g dont  la restr ict ion k h est un cobord. I1 existc 
c cA tel que a s = c -1- Sc s i s  ~h ; qui t te  ~ remplacer  (as) par  le cocycle cohomo- 
logue (c-la/c), on peut  donc supposer que a, ---- 1 pour  s ~ h .  L ' identi td 
as, -~ a/a,  mont re  alors que a s ne d~pend que de la classe de s mod- h,  et  appar- 
t ient  ~ A h . Le cocycle a provient  donc d 'un  cocycle de g/h ~ valeurs dans A h , 
ce qui ach~ve de prouver  que Im (~) = Ke r  (fl). 

Enfin,  il est clair que fl : H i (g ,  A) -> H i ( h ,  A) est compat ible  avec l 'action 
de g sur ces deux ensembles. D'apr~s la proposi t ion 1.25, g op~re t r ivialement  
sur H i (g, A) .  I1 op~re donc aussi t r iv ia lement  sur Im  (fl), d'ofl la proposition. 

1 .28 .  Induction.  Soit h u n  sous-groupe de g, e t  soit E un h-ensemble. Soit 
E* l 'ensemble des applications / : g - ~  E qui v~rifient les deux conditions 
suivantes:  

(a) / est constante  sur les classes s gauche modulo un sous-groupe ouver t  
de g, 

(b) / ( h . x ) = h ( / ( x ) )  pour  x ~ g ,  h E h .  
(Lorsque g est profini, ou discret, la condit ion (a) signifie s implement  que / 

est  continue.)  
Si /~E* et  geg ,  soit g/: g -~ E l 'applicat ion d~finie par  la formule:  

(g/)(x) =/(xg).  

On consta te  sans difficultds que g/ vdrifie les conditions (a) e t  (b) e t  quc 
g(~'/) ~-- ~gg'~]. Le groupe g op~re donc s gauche sur E*, et  la propri~t~ (a) 
assure que cet te  opdrat ion est continue.  Ainsi, E* est muni  d 'une  s t ruc ture  de 
g-ensemble; on di t  que c 'est  le g-ensemble induit du h-ensemble E .  Lorsque E 
est un  h-groupe,  E* est un  g-groupe. 

D'apr~s (b), l 'appl icat ion # : E* -> E qui associe s t o u t  lEE* sa valeur 
l '~ldment neu t re  est compat ible  (au sens d u n  ~ 1.3) avec l 'homomorphismc 
d ' inclusion 2 : h -~ g. 

1 .29 .  Proposition. Soit h u n  sous-groupe de g, soit A un h-groupe, et soit A* 
le g-groupe induit correspondant. Supposons que les sous-groupes ouverts distin- 
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guds de g/orment un syst~me /ondamental de voisinages de l'~Igment neutre. Alors 

les applications (2,/~)i. : H i (g ,  A*) --> H i (h ,  A) (i ---- 0,1) 

sont bijectives. 
Le eas i ~- 0 est  tr ivial  (et ne ndcessite d'ailleurs aucune hypoth~se sur g). 

Nous supposerons donc que i ---- 1 ; nous noterons ~ l 'applieat ion de Z 1 (g, A*) 
dans Z l (h ,  A) d~finie par  ( , t , # ) ,  et  ~ l 'applicat ion correspondants  de 
Hi(g,  A*) dans HI (h ,  A) .  

Soit F ~ (F , ) eZ l (g ,  A*).  On a: 

(1) F~(h. x) ---- h(F~(x)) (heh,  x ,  s e g ) ,  

(2) F,~(x) = F~(x ) .F t ( x s )  (s, t, xeg)  . 

(3) I1 existe un sous-groupe ouver t  distingud n de g tel que Fs(x ) --~ 1 si 
sen. Vu (2), cela ~quivaut  s dire que Fs(x ) ne dgpend que des classes de s et de 
x modulo n. 

Ces trois propri~t~s caractgrisent les dl~ments de Zl(g ,  A*).  
Si F eZl (g ,  A*) on notera  F '  l 'application de g dans A ddfinie par  la for- 

mule: F '  (s) : Fs(1) . 

It rdsulte de (2) que l 'on a: 

(4) Fs(x) -~ F ' ( x ) - l F ' ( x s )  (x, s e g ) ,  

ce qui mont re  que F '  ddtermine F .  De plus (1) et  (2) impl iquent :  

(5) F ' ( h . x )  : F'(h) h(F'(x)) ( h e h ,  xe g) , 

et (3) implique : 
(6) I1 existe un sous-groupe ouver t  distingud n de g tel que F '  (x) ne d~- 

pende que de la classe de x modulo  n.  
Inversement ,  si F '  : g --> A vdrifie (5) et  (6), l 'applicat ion F d~finie par  la 

formule (4) vdrifie les condit ions (1), (2), (3): la v~rification est immddiate.  De 
plus ~ (F) est la restr ict ion de F '  s h .  
Si F,  G s Z l ( g ,  A*} sont  cohomologues,  il existe csA* tel  que:  

(7) G'(s) = c ( 1 ) - i F ' ( s ) c ( s )  (seg), 

et r4ciproquement,  s'il exists  ceA* v~rifiant (7), la formule  (4) mont re  que F 
st G sont cohomologues.  

Montrons ma in t enan t  que r est sur]ective. Soit z eZ l (h ,  A) ,  et  soit n un  
sous-groupe ouver t  distingu6 de g tel que z soit cons tant  sur les classes de h 
modulo h n n.  Soit (s~)i~ x un  syst~me de repr~sentants  des classes k droi te  de 
g modulo h. n ; nous supposerons que ee syst~me cont ient  l '~l~ment 1. 

Si l 'on a 
h . n . s i - ~ h ' . n ' . s  j (h ,h '  eh ,  n , n ' e n ,  i , ] e I ) ,  



126 A. BOREL ET J.-P. S~.RRE 

on a 4v idemment  i = j e t  h ___ h' m o d . h  N n,  d'ofi z h = zh,. I1 existe donc 
une applicat ion F '  : g -~  A telle que:  

(8) F ' ( h . n . s , ) = z h  si h ~ h , n ~ n ,  i e I .  

II est clair que F '  v~rifie (5) et  (6). De plus, la restr ict ion de F '  s h est dgale s z. 
Compte  tenu  de ee qui a ~t~ dit plus haut ,  cela prouve  que ~v est surjective, 
donc aussi (b. 

I1 reste  ~ prouver  que �9 est in]ect ive .  Soient F ,  GeZl (g ,  A*) tels que 
~ (F)  e t  ~v(G) soient cohomologues. I1 existe alors a e A  tel que l 'on ait :  

(9) G ' ( h )  = a - l F ' ( h ) h a  (hEh).  

Soit n un sous-groupe ouver t  distingu~ de g tel que a soit invar ian t  par  n, 
et  que F '  et  G' soient constantes  sur les classes de g modulo n.  Soit de nouveau 
(si)ie z un syst~me de repr~sentants  des classes/~ droi te  de g modulo h .  n ;  on 
suppose encore que ce syst~me cont ient  l 'dl~ment 1. Si i E I ,  soit ai l'~l~ment 
de A ddfini par  la formule:  

(10) G' (s,)  = a - i F  ' ( s i )a ,  . 

Si t e h N n ,  on a t ( G ' ( x ) ) = G ' ( x )  pour  t ou t  x e g ,  et  de m~me pour  F'.  
E n  app l iquan t  ceci/~ x = s4, on vol t  que ta 4 = a~ ; les ai sont  donc i n v a r i a n t s  

par  h N n.  On en ddduit  comme ci-dessus l 'existenee d 'une  application 
c : g --> A telle que:  

(11) c ( h . n . s 4 ) : h a  4 si h e h ,  n e n ,  i e I .  

I1 est clair que c est constante  sur les classes modulo n,  e t  vdrifie l 'identitd 
c(h .  x )  = h(c(x))  pour  heh ,  x e g ;  on a d o n c  c e A * .  Comme F ' (1 )  = G'(1) = 1, 
o n a e n o u t r e  c ( 1 ) : a .  

S o i t m a i n t e n a n t  x = h . n . s  4 ( h e h ,  n e n ,  i e I )  u n ~ l d m e n t d e g .  O n a :  
G' (x )  : G' (h) .h (G' (n  . 84)) = G' (h) . h(G' (8,)) 

= a - i F '  (h)aah(G' (8i)) 
= a - l F ( h )  a ( F  ' (s4)a4) -= a - X F  ' ( h .  84)hai 
= c ( 1 ) - I F ' ( x ) c ( x ) .  

D'apr~s (7), cela signifie que F et  G sont  cohomologues,  ce qui ach~ve la 
d~monstra t ion.  

w 2. Cohomologie galoisienne 

2 .1 .  Cohomologie d'un foncteur. 
Soit k un corps et  soit $ la cat~gorie des extensions alg~briques s~parables de 

k (ou bien la cat~gorie de toutes  les extensions de k) .  Soit A un  fonc teur  de $ 
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dans la cat~gorie Ens des ensembles (resp. dans la cat~gorie Gr des groupes). 
Nous supposerons que A vdrifie les trois conditions suivantes: 

(1) Si K-~K'  est un morphisme (K, K%S),  le morphisme correspondant 
A (K) --~ A (K') est injectif. 

(2) Si K ~ est une extension galoisienne de K (K, K r ~S), A (K) s'identifie 
au sous-ensemble de A (K ~) form~ des ~l~ments invariants par les operations 
du groupe de GXLO~S g(K~/K). 

(3) Pour tout K ~ $ ,  on a A (K)~--lim. A(K~) pour K~ parcourant 
l'ensemble des sous-extensions de K qui sont de type fini sur k. 

Soit K'/K une extension galoisienne (avec K,  K ' e $ ) .  La condition (3) 
montre que g(K'/K) op~re continfiment sur A(K' ) ;  ainsi A(K') est muni 
d'une structure de g(K'/K)-ensemble (resp. de g(K'/K)-groupe, lorsque le 
foncteur A est s valeurs dans Gr). Le i-i~me ensemble de cohomologie 
Hi(g(K' /K) ,A(K'))  est donc ddfini pour i ~ 0 (resp. pour i ~ 0,1), 
cf. w 1; on le notera Hi(K'/K, A) et l'on ~crira de m~me Z~(K'/K, A) ~ la 
place de Z~(g(K'/K), A (K')). D'apr~s (2), on a: 

H~ A) : A (K) . 

Remarque. Lorsque A prend ses valeurs dans la cat~gorie des groupes 
commutati/s, on peut d~finir pour tout  i ~ 0 des groupes de cohomologie 
Hi(K'/K, A), cf. [13] ainsi que [19], Chap. II. 

2.2. Propri~t~s fonctorielles. I1 est clair que les Hi(K' /K,  A) sont fonc- 
toriels par rapport  k A. 

D'autre part, pour A fix~, consid~rons deux extensions galoisiennes K~/K 1 
et K~JK2, de groupes de GALOIS gl et g2. Soit / : K 1 -~/(2 un morphisme 
dans la cat~gorie S. Supposons qu'il existe un morphisme F : Krl --> K~ pro- 
longeant/ .  D'apr~s la th~orie de GALOre, le corps F(Krl) ne d~pend pas du 
chois de F ,  et l 'extension F(K~)'K2/K2 est galoisienne. Pour tout  seg~, il 
existe un unique ~l~ment ~F(s)~gl tel que soF ~ Fo,~,(s). L'application 
~F:g~-~ g~ ainsi d4finie est un homomorphisme, qui est compatible avec 
l'application 

PF : A (K~) -> A (K'2) 

d~finie par F .  On en d~duit (cf. n ~ 1.3) des applications 

(~ , /~)~ .  : Hi(K~/K1, A) -~ H~(K~/K2, A) . 

Lemme. Les applications ddfinies ci-dessus ne ddpendent pas du choix de F.  
Soit F '  un morphisme de K~ dans K~ prolongeant / .  D'apr~s la th4orie de 

GALOIS, il existe tEgl tel que F' ~ Fot. On a ),F, ~ 2t~ Off 2~ ddsigne 
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l ' au tomorphisme inCArieur de gl d~fini par  t -1, et  /~F, ~ #p~ Le lemme r~- 
sulte alors du fai t  que (2~, #~)i, est  l ' identit~ (cf. n ~ 1.25). 

Ainsi, les applicat ions Hi(K~/K1,  A)  --->Hi(K~/K2, A)  ne d~pendent  que 
de ] ; pour  i ----- 0, on obt ient  ~videmment  l 'applicat ion de A (K1) dans A (K~) 
d~finie p a r / .  

Prenons  en part iculier  K 1 ~--K 2 ----k (/ ~tant  l 'applicat ion identique) et 
pour  K 1 et  K'~ deux clStures s~parables de k. Le lemme ci-dessus donne une 
bijection canonique de H i (K~/Ic , A )  sur H i (K'Jlc , A ) . On identif iera ent re  eux 
ces ensembles, et  on les no tera  Hi(lcdk, A ) ,  ou s implement  H i ( k ,  A ) .  Ce 
sont des foncteurs  par  r appor t  s k. 

2 . 3 .  Exeml)les. (a) Soit X un schgma sur k. Pour  tou te  extension K/lc, 
nous noterons  XK,  ou X (K),  l 'ensemble des points  de X s valeurs dans K 
(rappelons que c 'est  l 'ensemble des /c-morphismes de Spec (K) dans X). On 
d~finit ainsi un  foncteur  sur S s valeurs dans 5ns,  que l 'on note  encore X .  Ce 
foncteur  v~rifie les conditions (1) et  (2) d u n  ~ 2.1;  il v6rifie la condit ion (3) 
pou rvu  que l 'on suppose que X est localement  de type  fini sur k (cf. [9], 
Chap. IV). Lorsque X est un  schgma en groupes sur/c ,  le foncteur  correspondant  
prend ses valeurs dans la cat~gorie des groupes, e t  H i ( K ' / K ,  X )  est d6fini 
pour  i ---- 0,1. 

(b) Soit X un  schdma de type  fini sur /c. Pour  route  extension K/lc, soit 
Aut  X ( K )  le groupe des K-au tomorph ismes  du schema ~tendu X Q 7:K. 
On obt ient  ici encore un  foncteur  Aut  X : S --> Gr, v~rifiant les conditions 
(1), (2), (3) du n ~ 2.1.  I1 en est de m~me lorsque X est un schdma en groupes 
de t ype  fini sur /c ,  et  que l 'on se borne aux  automorphismes  respec tan t  cette 
s t ruc ture  de groupe.  

Nous  verrons dans les w167 4 et  5 que, dans certains cas, le foncteur  Aut  X 
prov ien t  d 'un  schdma en groupes sur /c .  

2 . 4 .  Conjugaison. Soit k'/k une extension galoisienne, de groupe de 
GALOIS g, e t  soit X '  un  It '-schema. Si s e g ,  on no te  sX' le schema obtenu 
par t i r  de X '  pa r  le changement  de base s : k' -~ It'; si x e X ' ( k ' ) ,  on note  sx 
le po in t  cor respondant  de (~X)(]c'); si / ' :  X '  -~ Y' est un  morphisme de 
k'-sch~mas, on no te  8/' le morphisme de 'X '  dans sY' d~duit  d e / '  par  change- 
men t  de base. On a la formule:  

(~/')(~x) = ~(/ ' (x))  , pour  s ~ g ,  x e X ( I r  

Si X ' - - ~ X  |  et  Y ' :  Y |  on peu t  identifier 'X '  ~ X '  et  ~Y~ 
Y';  on  a alors '[ '  : / '  pour  tou t  seg  si e t  seulement  si / '  est ,d~fini sur k*, 
i. e. s ' il  existe un morphisme / : X -~ Y tel  que / '  ---- / | 1 ; le morphisme / 
est alors unique.  
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2 .5 .  Torsion. Soit k' /k  une extension galoisienne, de groupe de GALOIS g, 
et soit X un schdma de type  fini sur k (resp. un  schema en groupes de type  fini 
sur k). Nous supposerons que X est quasi-pro]ecti/. Soit Aut  X le foncteur  
d 'automorphismes de X (cf. n ~ 2.3).  

2 .6 .  Proposition. Soit a : (a~)eZl(k'/k, Aut  X) .  II existe un k-schdma de 
type fini (resp. un k-schdma en groupes de type fini) Y et un k'-isomorphisme 
]': X | It' ---> Y | k' tels que l'on ait: 

s/, ~ ['oa~ pour tout 8 e g .  

Le couple ( Y , / ' )  est unique, 5 isomorphisme unique pr~s. 
La continuit6 du cocycle a pe rmet  de se ramener  au cas oh l 'extension 

k'/k est finie. On applique alors s (as) le thdor~me de ~ descente du corps de 
base,  de WEIL ( c f .  par  exemple  [17], Chap. V., w 4, n ~ 20). Cela revient  simple- 
ment s ceci: 

S i l ' o n p o s e  b s~-aso(1  |  o n a  b~t-~b,ob t, e t l ' o n p e u t & i r e o p d r e r  g 
sur X | k' au moyen  des b~ ; ces operat ions sont compatibles avee eelles de 
g sur ]~'. Il  en rdsulte que g op~re l ibrement,  et  l 'on prend pour  Y le sehdma 
quotient (X |  (ce quot ien t  existe  grs au fai t  que X est suppos~e 
quasi-projective). On v~rifie imm~dia tement  que Y a l e s  propri~t~s voulues. 

Le schema Y ainsi ob tenu  sera notd Xa ; on dit  qu'il  s 'obt ient  en tordant X 
au moyen de a. L'ensemble  des isomorphismes de X Qk ]c' sur Y | kr 
est un espaee homog~ne principal de Aut  X(k ' ) ,  et la classe de cohomologie 
correspondante est  celle de a .  On en ddduit  que X ,  est isomorphe t~ X b si et  
seulement si a e t  b sont  cohomologues. Les glgments de /~(]c ' /k ,  Aut  X) 
correspondent donc bi]ectivement aux classes d'isomorphisme de k-schgmas 
(resp. de/c-schdmas en groupes) Y tels que Y Qk ]c' soit isomorphe 5 X | 
(Un tel k-schema Y est appel6 une k'/k-/orme de X - lorsque 1~ = ]c~, on dit  
simplement une k-/orme.) 

Exemple. Soit A un schema en groupes de type  fini sur k, e t  soit 
a ~ (a~)eZl(]c,/k, A ) .  Si l 'on fai t  opdrer A s gauche sur lui-m6me (par trans- 
lations), on peu t  to rdre  A au moyen  de a .  Le  schema P ,  ainsi ob tenu  est un  
espaee homoghne principal sur A (cf. par  exemple [17], Chap. V, n ~ 21 ou [13]) 
tel que P,(]c')  r ;~. On re t rouve  ainsi la correspondance bien connue entre  
les classes de tels espaces e t  les gldments de Hl(k ' / k ,  A) .  

La not ion de (~torsion, ddfinie plus hau t  est  compat ible  avee celle du  w 1. 
De fa~on pr4eise: 

9 CMH vol. 39 
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2.7.  Proposition. Soient X ,  Y ,  a, ]' vgrifiant les hypotheses de 2.6. 
L'application /' : X (k') --> Y (k') est un isomorphisme du g-ensemble tordu X (k')~ 
sur le g-ensemble Y (]c'). 

Cela r~sulte de la formule: 

f (as(~x)) -~ (/'oas)(~x) : (~f)(~x) : ~(f (x)) (xEX(k~),  sEg) . 

2.8.  Restriction des scalaires. Soient k 1 une extension finie s~parable de 
k, et k' une extension galoisienne de k contenant kl; notons g (resp. h) le 
groupe de GALOre de k~/k (resp. de k'/kl); l 'ensemble des k-morphismes de kl 
dans k' s'identifie canoniquement s l'espace homog~ne g/h. Soit X un schema 
sur kl; si 8E g, le conjugu~ 'X de X ne d~pend que de la classe de s modulo h. 
Soit d 'autre part  Y un schema sur k, et soit p : Y | k 1 -~ X un k~-morphisme. 
La collection des conjugu~s (Sp)~g/h d~finit un morphisme 

(.p): r |  
#Eg/h 

Lorsque ('p) est un isomorphisme, on dit (cf. WEIL [21], n ~ 1.3) que Y 
s'obtient ~ partir de X par restriction des scalaires de k 1 d k ; le couple ( Y, p) 
est alors unique, ~ un isomorphisme unique pr~s. On ~crit Y ---- Rk/k (X) ou 

�9 1 
encore Y : -V-V- (x ) ,  cette derniere notation ~tant celle de GROTHENDIECK. 

kl/k 
L'existence de R~I/~ (X)  peut  se ddmontrer, par exemple, lorsque X est quasi- 
projectif sur ]c. 

Supposons que Y ---- R~/~(X) existe; soit E le h-ensemble X(]d), et soit 
1 

E* le g-ensemble induit (cf. n ~ 1.28). Nous allons voir que E* peut dtre 
identifid d Y ( k ' ) .  De fa~on plus prdcise, soit y e Y ( k ' ) ,  et soit v~(y) l'appli- 
cation de g dans E ddfinie par la formule: 

v~ (y)(s) : '(( '-~p)(y)), 

formule qui a un sens, puisque (~-lp)(y) appartient ~ ' - i X  (It'). 

2 .9 .  Proposition. Pour tout yE Y (k'),  on a O(y)EE*.  L'application 
O: Y (]c') --> E* ainsi dgfinie est un  isomorphisme de g-ensembles. 

I1 faut d 'abord prouver que 0(y) v~rifie les conditions (a) et (b) d u n  ~ 1.28. 
La condition (a) (continuitY) est immediate. La condition (b) s'dcrit: 

O ( y ) ( h . s )  -~ h(#(y)(8)) , h E h , s e g .  

Elle r~sulte du fair que ap : p.  L'application 0 est done bien d~finie. On 
v~rifie sans difficult~s que c'est une bijection. Le fair que v ~ soit un morphisme 
de g-ensembles r~sulte du calcul suivant: 
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t9 (y)(s. g) = 'g((~-a~-Xp) (y)) 
= ~g(g-~(('-~p) (~y))) = ,((,-~p) (~y)) 

= #(~y)(s). 

Lorsque X est un schdma en groupes, il en est de m~me de Y, et  l 'application 
est compatible avec les structures de groupes de Y(k') et de E*. Compte 

tenu de la prop. 1.29, cela donne:  

~  Corollaire. Si Y - - R ~ d k ( X ) ,  il existe une bijection canonique de 
Hi(k'/Ic, Y) sur Hi(k' / lq,  X) ,  i ~ 0,1. 

En particulier, prenant  /c' ~-- k~, on voit qu 'on peut  identifier Hi(k ,  Y) 
et Hi(]Ca, X). 

Remarque. Pour  i ~ 0, on retrouve la bijection eanonique de Y(k) sur 
X(kx), cf. WEXL, loc. cit. Pour  i = 1, on peut  interpreter  la bijection 
Hl(k'/ki, X) ---> Hl(k ' /k ,  Y) de la mani~re suivante:  h tou t  espace homog~ne 
principal P sur X ,  a y a n t  un point dans k' ,  on associe l 'espace homog~ne 
principal R~z/~(P ) sur Y. 

2.11. Vari~t6s alg~briques et groupes alg~briques. Soit k un corps. Nous 
appellerons varidtJ alggbrique dgfinie sur k (ou simplement k-varigtg) t ou t  
seh6ma X de type  fini sur k qui est absolument rgduit. Rappelons que cette 
derni~re condition signifie que, pour toute  extension k ' /k,  le schema ~tendu 
X |  est r~duit (son faisceau structural  n 'a  pas d'~l~ments nilpotents);  
en particulier X est r~duit; la r~ciproque est vraie lorsque k est parjait, ce qui 
sera toujours le c a s h  part i r  du w 4. Lorsque k est alggbriquement elo8, la not ion 
de ,  vari~t~ alg~brique ~ d~finie i c i e s t  gquivalente s celle de FAC. 

De m~me, nous appellerons groupe alggbrique d6fini sur k tou t  schema en 
groupes G sur k qui est une vari6t6 alg~brique (pour la s t ructure de schema 
sous-jacente). I l  revient au m6me de dire que G est de type  fini sur k, e t  
simple sur k (au sens de GROTHENDIECK [10] -- au t rement  dit  (disse>> au sens de 
GROTHENDIECK [9], Chap. IV). 

Lemme. (i) Si V e s t  une varigtg alggbrique ddfinie sur k, V(k,) est dense 
clans V. 

(ii) Soient V et W deux k-varigt&, et soient f et f' deux morphismes de V 
dans W. Si / et [' dgfinisaent la m$me applicatian de V(k~) dana W(k,),  
ona/=/,. 

L'assertion (i) est bien connue, cL par exemple [17], Chap. V, n ~ 23. L'asser- 
tion (ii) r~sulte de (i) et du fai t  que V est un schema r~duit. 
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Application. Soit P u n  espace bomog~ne principal sur un  groupe alg~brique 
A ; il existe une extension k' de ]C telle que P | ]C' soit isomorphe ~ A Q~ k' 

(par exemple  ]C' ~ k-). Comme A est une vari~t~ alg~brique, il en est de m~me 
de P ,  e t  le lemme ci-dessus mont re  que P(]Cs) ~ ~ -  On en conclut  que P 
est d~fini par un ~l~ment de ~ ( k ,  A), cf. n ~ 2.6.  

2 .12 .  U n l e m m e  de descente du corps de base. Soient ]C un corps, ]Cl une 
extension finie de ]C contenue dans ]C~, et g le groupe de GALOIS de ]cs/k. Soit V 
une /~-vari~t~ alg~brique. On suppose V(]Cs) muni d 'une  s t ruc ture  de 
g-ensemble, et  l 'on no te  s (x) le t ransform~ de x e Y(]Cs) par  s Eg. On se propose 
de donner  des conditions pour  qu'il  existe une  vari~t~ alg6brique W d~finie sur 
]C et  un  isomorphisme ~ : V | ]c~ --> W | ks tels que l 'applicat ion correspon- 
dan te  0 : V (]c~) -+ W (ks) soit  un isomorphisme de g-ensembles. 

Soit  s Eg. Soit ~ V l e  sch6ma sur ~]C~ ob tenu  & par t i r  de V pa r  le change- 
men t  de base s : ]c a -~ s]c 1 . On a une bijection canonique x I-~ Sx de V (ks) sur 
(~g)(ks), d'ofi une appl icat ion bien d~finie /8 : (sV)(ks) --> V(ks) v~rifiant la 
formule:  

s  = s ( x )  . 

Lemme.  Supposons vdri[ides les trois conditions suivantes: 
(a) Pour tout s~g, il existe un morphisme Fs: ~V Q k~--> V Q k 8 dont 

l'action sur les points ~ valeurs dans ]C, coincide avec /8. 
(b) II existe une extension finie sgparable k2/k 1 telle que /s =: 1 si seg(k~/k2). 
(c) II existe un recouvrement de V | ]c~ par des ouverts aIfines Ua tels que 

U~,(Ics) soit stable par g pour tout ~. 
I1 existe alors une k-varidtd W e t  un isomorphisme ~ : V | ]C~ -~ W Qk k~ 

1 
tels que ~ : V (]C,) --> W (]C~) soit un isomorphisme de g-ensembles. Le couple 
(W, O) est unique, ~ un isomorphisme unique pr~s. 

I1 est clair que l 'on peut  supposer  que ]Cl ~ k2, et  que ce corps est une exten- 
sion galoisienne de ]C. Le groupe h ~ g (]cJk~) est alors un sous-groupe ouvert 
distingud de g. Soient s, t~g  et  soit  x~V(]Cs). On a: 

F,~(Stx) -~ s t (x)  : s(F~(~x)) : F#(F~(~x))) z (F~oSF~)('~x) . 

On en conclut  (cf. n ~ 2.11) que Fs~-~ Fso~F~. La  condit ion (b) montre 
d ' au t r e  pa r t  que - Y s :  1 si s e h .  Ainsi F~ ne d~pend que de la classe 
de s modulo  h,  et  est  dgfini sur ]C~. On peu t  alors appl iquer  le crit&re de 
descente du corps de base aux  F 8 (cf. pa r  exemple  [17], Chap. V, w 4, n ~ 20). 
On en dddui t  l 'existence d 'une  ]c-varidt~ algdbrique W et d ' un  isomorphisme 
z$ : V @ ]C8 -+ W @/c~ tel  que F 8 ---- ~q-loS~ (seg).  Si xeV(ks ) ,  on a 
F,(sx)  = s (x ) ,  d'ofi:  

(8~)(8~)  = ~ ( s ( x ) ) ,  i.  e .  ' ( a ( ~ ) )  = # ( s ( ~ ) )  , 
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ee qui montre que le couple (W, v~) r~pond i~ la question posse. L'unicit~ est 
immddiate. 

Remarque. I1 est facile de v~rifier que les conditions (a), (b), (c) du lemme 
sont non seulement suffisantes, mais aussi ngcessaires. 

Donnons pour terminer un rdsultat in~dit de S~R:NGER dont nous aurons 
besoin au w 6: 

2.13. Proposition. Soient k un corps par/air, A un k-groupe alggbrique 
H u n  sous-groupe alggbrique de A ,  et N le normalisateur de H dans A .  

Soit a ~ (as)EZ:(k/k, A) ,  et soit c~Hl(k ,  A) la classe de cohomologie corres- 
pondante. Soit A~ le groupe alggbrique obtenu en tordant A au moyen de a 
(le groupe A opdrant sur lui-m~me par automorphismes intdrieurs). Les deux 
conditions suivantes sont dquivalentes : 

(i) ~ appartient 5 l'image de Hi(It, 57) -~ t ~ ( k ,  A) .  
(ii) II existe un sous-groupe alggbrique H' de A~ tel que H' | k et H | k 

soit eon]ugugs par un automorphisme intdrieur dgfini par un glgment de A (~). 

(La condition (ii) a un sens, grs au fait que A~ ~ ~ peut ~tre canoni- 

quement identifi~ b. A |  

Posons g : g(k/k), soit X : A ~ ) /N(k ) ,  et soit X ,  le g-ensemble obtenu 

cn tordant X au moyen de a (le groupe A (~  operant d gauche sur X). A 

tout x~X~, associons le sous-groupe H ~ : I n t ( x ) ( H  |  de A~ Q-k. 
On v~rifie sans difficult~s que l'on obtient ainsi un isomorphisme de X~ sur le 

g-ensemble des sous-groupes alg~briques H~I de A~ Q ~ qui sont eonjugu~s de 

H | ~ par un automorphisme int~rieur de A (k-). La condition (ii) ~quivaut 
donc ~ dire que H~ X~) est non vide, et son ~quivalence avecla  condition (i) 
rdsulte de la proposition 1.15. 

2.14. Corollaire. Supposons que A soit lindaire, et que H soit un sous- 
groupe de C~R~,v de A .  L'application canonique : 

t P ( k ,  N)  --> H:(k ,  A)  
est alors 8urjective. 

Soit a E Z l ~ / k ,  A) .  On salt (el. [16]) que A~ poss~de un sous-groupe de 
CARTA• H' (d~fini sur k, bien entendu); de plus la conjugaison des sous- 

groupes de C~TAN (ef. par exemple [6], 7.01) montre que H | k- et H r | 

sont conjugu~s par un ~l~ment de A (k). La proposition prdcddente s'applique, 
et l'on en d~duit que la classe de cohomologie de a appartient h l'image de 
/P(k, h r) --~/~(k, A), d'ofi le eorollaire. 
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w 3. Groupes de type arithm~tique 

3 . 1 .  Groupes de type arithm~tique. Soit G un groupe alg~brique lin~aire 
d~fini sur Q, et soit GQ ]e groupe de ses points rationnels. Si r  est un plongement 
de G dans un groupe GLn, nous noterons G z (r) le sous-groupe de GQ form~ 
des ~l~ments g tels que r(g)~GLn(Z ). Un sous-groupe F de GQ est dit de type 
arithm~tique dans Gq s'il existe un plongement r tel que Gz(r ) soit commen- 
surable ~ I'; rappelons que cela signifie que /7 D Gz(r) est d'indice fini s la 
lois dans F et dans G z (r). On sait que, si cette condition est vdrifide pour un 
plongement r,  elle l'est pour tout plongement. De plus, si /" est de type arith- 
m~tique dans G, on pout choisir r de telle sorte que F soit contenu dans G z (r); 
en effet, los transform~s par les dldments ~,~F du rdseau Z n sent en nombre 
fini, et engendrent un r~seau X stable par F;  si u~GLn(Q) transforme Z" 
en X,  le plongement r' ddfini par r'(g) -~ u - i r ( g ) u  est tel que /" c Gz(r' ). 

Un groupe /7 sera dit de type arithmdtique s'il est possible de le plonger 
comme sous-groupe de type arithmdtique dans un groupe algdbrique lin~aire 
d~fini sur Q. 

3.2.  Exemples. Le groupe Z, le groupe GLn(Z), un groupe fini, sent des 
groupes de type arithmdtique. 

Le produit d 'un nombre fini de groupes de type arithm6tique est de type 
arithmdtique. 

Soit R u n  anneau qui soit un Z-module libre de type fini, et soit R* le groupe 
des ~ldments inversibles de R. Le groupe R* est de type arithmdtique. En effet, 
si l 'on identifie R s Z ", on voit facilement qu'il existe un sous-groupe alg~brique 
G de GL~ dent  los points rationnels correspondent bijectivement aux ~ldments 
inversibles de l'alg~bre R | Q. Comme R* -~ Gz, cela montre bien que Res t  
de type arithm~tique. [En fair, G peut m~me ~tre ddfini comme schdma en 
groupes sur Z grs au foncteur eorrespondant G(A) ~- (R | A)*,  A par- 
courant la catdgorie des anneaux commutatifs.] 

3 .3.  Proposition. Soit F u n  groupe de type arithmdtique. 
(i) I ~ est de prgsentation finie (autrement dit, F peut ~tre ddfini par un nombre 

fini de g~ndrateurs et de relations). 
(ii) Los sous-groupes fn i s  de F /orment un nombre fini de classes modulo 

con~ugaison. 
Pour la ddmonstration, voir [2] et [4]. 

Remarque. On pout se demander si la propri~t~ (ii) est simplement une 
consequence de la propri~t~ (i). LAZARD nous a fait observer qu'il n'en est rien: 
il existe en effet un groupe de prdsentation finie qui contient des sous-groupes 
finis de tout  ordre (cf. HIGMA~, Prec. Royal Soc. London, 262, 1961). 
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3.4.  g-groupesdetypear i thm6t ique .  Soit g u n  groupe profmi et soit F 
un g-groupe (cf. n ~ 1.2). Nous dirons que F est de type arithmgtique si l 'on peut  
trouver: 

(a) un groupe alg~brique lindaire G d~fini sur Q, 
(b) un plongement / : F -~ GQ, 
(c) un homomorphisme continu de g dans le groupe Aut  G(Q) des auto- 

morphismes de G, le groupe Aut  G(Q) 4tant  muni  de la topologie discrete 
(l'image de g dans ce groupe est donc finie, ce qui permet de considdrer Gq 
comme un g-groupe), 
ces donn~es ~tant  assujetties aux dcux conditions suivantes:  

(i)/(F) est un sous-groupe de type  ari thm~tique de GQ (cf. n ~ 3.1), 
(ii) le plongement / :  F--->Gq est compatible avec les structures de 

g-groupes de F et  de Gq. 
Puisquc l 'homomorphisme g -~ Aut  G(Q) est continu, son noyau  h est un 

sous-groupe ouvert  distingud de g, et  il est clair que le g/h-groupc F est de type  
arithm6tique. 

On notera dgalement que, lorsque g est r~duit g l ' identit~, on re t rouve la 
notion ddfinie au n ~ 3.1. 

3.5.  Exemples. Tout  g-groupe fini, tou t  produit  fini de g-groupes de type  
arithm~tique est de type  ari thmdtique.  

Soit R u n  anneau qui soit un Z-module fibre de type  fini, et supposons que 
le groupe profini g op~re continfiment sur R. Le groupe R* est alors un  
g-groupe de type arithmgtique. Cela se voit en reprenant  la construction du n ~ 3.2, 
et en remarquant  que g op~re sur le groupe algdbrique G construit  s cet endroit .  

Soit C une varigt~ ab~lienne d~finie sur un  corps k, et  soit g le groupe de 
GALOIS de ks/k. Le groupe Aut  C(ks) des automorphismes de C | ks est 
un g-groupe de type arithmgtique. En  effet, soit R l 'anneau des endomorphismes 
de C Qk ks; on sait que R e s t  un Z-module l ibre  de type  fini, et  l 'on a 
R* ~ Aut  C (los) ; on est alors ramen~ s l 'exemple prdc4dent. (Le m6me argument  
s'applique, plus g~n~ralement, ~ tou t  groupe alg~brique commuta t i f  qui est 
extension d 'une  varietal ab~lienne par  un  tore.) 

3.6.  Proposition. Soit F u n  g-groupe de type arithmgtique, et soit h u n  sous- 
groupe de g. Le groupe F h des gl~ments de I" invariants par h est un groupe de type 
arithm~tique. Si de plus h est un sous-groupe distingug /ermg de g, le g/h-groupe 
F hest de type arithmgtique. 

Soit / : F --> GQ un plongement  v~rifiant les conditions d u n  ~ 3.4. Soit H 
le sous-groupe de G form~ des ~l~ments invariants  par  h.  C'est un groupe alg~- 
brique d~fini sur Q, et l 'on a f ( F  h ) - ~ f ( F ) n H q ,  ce qui montre  que F b 
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est un sous-groupe de type  ar i thmdt ique  de HQ. Si de plus h est un sous-groupe 
distingud fermd de g, le groupe g/h op6re sur H ,  e t  la restr ict ion de / k F a est 
compatible  avec les s t ruc tures  de g/h-groupes de F a et  de Hq,  ce qui ach6ve de 
ddmontrer  la proposit ion.  

3 . 7 .  Proposition. Soit F u n  g-groupe de type arithmgtique, et soit a ~ (a,) un 
dlgment de Z 1 (g, F) .  Le g-groupe F ,  obtenu en tordant F au moyen de a (cf. 
n ~ 1.4) eat de type arithmdtique. 

Soit  / : /7 --~ GQ un p longement  vdrifiant les conditions d u n  ~ 3.4.  
Pou r  tou t  s e g ,  soit r~ l ' au tomorphisme intdrieur de G ddfini par  /(a~). 

Faisons opdrer g sur G au moyen  des r~os; le sous-groupe / (F )  de GQ est 
stable par  ces opdrations, e t  Fact ion de g sur F ainsi ddfinie est  celle du groupe 
to rdu  F a. D'ofi la proposit ion.  

3 . 8 .  Proposition. Soit g u n  groupe fini, et soit F un g-groupe de type arith- 
mdtique. Alors : 

(i) Le produit semi-direct I "  de I" par g est un groupe de type arithmdtique. 

(ii) H l (g ,  I') est fini. 
Soit / : / " - - >  Gq un  p longement  vdrifiant les conditions du n ~ 3.4.  Con- 

venons de no te r  g le groupe algdbrique de dimension zdro ddfini canoniquement  
par  g (en t a n t  que schdma, c 'est  s implement  g muni  du  faisceau d 'anneaux 
constant  Q). Comme g op6re sur G, on peu t  former  le produi t  semi-direct G r 
de G par  g;  c 'est  un  groupe alg6brique lindaire ddfini sur Q. Le  groupe G~ 
est produi t  semi-direct  de Gq par  g ; le groupe F '  se plonge donc de fa?on natu- 

I relle dans GQ. Comme de plus F est  d ' indice fini dans F ' ,  on voi t  que F' est un 
/ 

sous-groupe de type  ar i thmdt ique  de GQ, d'ofi (i). 
Soit  ma in t enan t  a ~ (as) un  dldment de Zl (g ,  _/'). Si nous convenons 

d 'dcrire les 61dments du produi t  semi-direct  F '  sous la forme ~. 8, avec ~eF 
et  sE g, le cocycle a ddfinit un  homomorphisme ~a : g --> 1"' par  la formule 
#a(a) -~ ass. L' image  C a de g pa r  v~ a est  un  sous-groupe fini de F ' ,  don t  la 
connaissanee dquivaut  ~ celle de a .  Comme N' est  de t y p e  ar i thmdtique,  la 
proposi t ion 3 .3  mont re  que  les sous-groupes C a se ddduisent  d ' un  nombre  fini 
d ' en t re  eux pa r  conjugaison par  les dldments de _P', donc aussi pa r  ceux de F, 
puisque F ' / F  est fini. Ainsi, il existe  a 1 . . . . .  an~Zl(g ,  I ')  tels que, pour  tout 
a~Zl (g ,  I ' ) ,  il existe un indice i e t  un  dldment ~ F  tels que Ca~ ~ ~Ca7 -1; 
on t i re  de l~: 

v~a~(s) = ~Oa(s)r  -1, d'ofi a s : r-l(a~),*~, 

ee qui mon t r e  quo a e t  a~ sont  cohomologues.  D'ofi la f initude de H a (g, F) .  
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w 4. Groul~es loealement alg~bri(lues et groupes d 'automorphismes 

Dans tou t  ce paragraphe,  la let tre /c ddsigne un corps par/air. On note  g 

le groupe de GALOIS g (~//c). 

4 .1 .  Schemas loealementalg~briques.  Soit X un schema sur k. Nous 
dirons que X est localement alggbrique s'il est r~union de sous-sch~mas ouverts  et  
fermds qui sont  des varidtds alg~briques au sens d u n  ~ 2.11. Un  tel schdma est 
absolument rdduit,  e t  localement  de type  fini sur k; il rdsulte de 2.11 que 

X (k) est dense dans X .  
Dans ce qui suit, nous noterons  Ck la catdgorie des schemas localement  alg~- 

briques sur k. Si k' est une extension de k, le foncteur  X --> X | k' d4finit 
une dquivalence de Ck sur une sous-catdgorie de Ck,. 

Les propri~tds de la conjugaison donndes dans 2 .4  s 'd tendent  immddiate- 
ment aux schdmas localement  alg~briques. En  particulier,  si X ,  YE Ck, e t  si 

/ e H o m  (X | k-, Y Q k ) ,  le morphisme / est ,ddfini  s u r / c ,  si et  seulement  si 
8 / ~  / pour  tou t  s e g. D'apr~s le lemme 2.1 l, il faut  e t  il suffit pour  cela que 
l'on ait :  

[("x) = ~(l(x)) pour  s e g ,  x ~ X ( k ) .  

4.2 .  Groupesloealement  alg4briques. Soit G un schdma en groupes sur k. 
Nous dirons que G est un groupe localement algdbrique si sa s t ruc ture  de schdma 
sous-jacente est  loealement  alg~brique (au t rement  4it  si c 'est  un groupe dans 
la cat6gorie Ck). Un tel groupe est simple sur k (cf. [10]); sa composante  neut re  
G O est un  groupe alggbrique eonnexe,  qui est ouver t  et  ferm6 dans G. 

Un groupe localement  algdbrique G tel que G o ~ 1 sera dit  discret, ou de dimen- 
sion zdro. Un tel groupe est d4termin4 ~ isomorphisme pros par  le g-groupe 

G(~), e t  nous nous pe rmet t rons  parfois l 'abus de langage consis tant  

identifier G s G (k). 
Si G est un  groupe localement  alg~brique quelconque,  le quot ien t  GIG ~ est  

d4fini: e 'est  le groupe de dimension z~ro qui correspond ~ G(k)/G~ On a 
ainsi une suite exacte :  

0 -+ G o -+ G -->G/G ~ --> 0 , 

avee G O algdbrique connexe et  GIG ~ discret. I1 est  clair que tou t  /r 
groupe de G/G ~ ddfinit un  sous-groupe ouver t  de G ; en particulier,  les k-sous- 
groupes finis de G/G ~ correspondent  aux sous-groupes alggbriques ouver ts  
de G. 

4 .3 .  Groupes de type (ALA). Un  groupe loealement  alg4brique A sur k 
sera 4it  de type (ALA) si sa composante  neut re  A ~ est un  groupe alg4brique 

lingaire, et  si le g-groupe A ~ ) / A ~  est extension d 'un  g-groupe de type 
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arithmdti9ue F (cf. n o 3.4) par un g-groupe fini N .  L'image r~ciproque A1 de N 
dans A est un sous-groupe alg~brique lin~aire de A, qui est distingud dans A, 

et A (~)/A 1 (k) ~-- I'.  On obtient ainsi une suite exacte 

0 ->A x -~A -~ F - +  0 , 

Ol~l A 1 est alg~brique lin~aire, et oh F est un g-groupe de type arithm~tique. 
R~ciproquement, il est clair que tout groupe localement alg~brique A qui 
est extension d'un g-groupe de type arithm~tique par un groupe alg6briquc 
lin~aire, est de type (ALA); le sigle choisi rappelle ce fait (Alg~brique LinSaire -- 
Arithm6tique). 

4 .4.  Le Ioncteur Aut X. Soit X une k-vari~t~ alg~brique (resp. un k-groupe 
alg~brique), et soit Y�9 Ck. On flit que Y agit sur X si l'on s'est donn~ 
un morphisme / :  Y • X - ~ X  tel que (pr 1 , / ) :  Y • X - - > Y  • X soit un 
isomorphisme (resp. un isomorphisme respectant la structure de groupe des 
fibres de prl).  L'ensemble des actions de Y sur X sera not~ Aut X(Y);  c'est 
~galement l'ensemble des automorphismes de X • Y, consid~r~ commc 
Y-schema (resp. comme Y-schema en groupes); en particulier, Aut X(Y) a 
une structure naturelle de groupe. Si Y, Y' �9 Ck, et si q �9 Hom(  Y, Y'), 
on d~finit de fa~on ~vidente A u t X ( q ) : A u t X ( Y ' ) - > A u t X ( Y ) .  Ainsi 
Aut X est un/oncteur contravariant de Ck dans la categoric Gr des groupes. 

Soit Y un groupe loealement alg~brique sur k. On dit que Y op~re sur X s'il 
agit sur X et si cette action f : Y • X --~ X est telle que le diagramme 

Y •  Y • X i ~ I Y  • X 

! 
Y •  --~ X ,  

oh q d~signe la loi de composition de Y, est commutatif. Cela entralne que 
l'~l~ment neutre de Y agit trivialement sur X.  

Nous dirons que le/oncteur Aut X est localemen$ alggbrique (ou encore que 
Aut X est un groupe localement alggbrique) si ce foncteur est reprgsentable dans 
Ck. Cela signifie qu'il existe A e C~ et une action ~ de A sur X telle que, pour tout 
Ye Ck, l'application de Horn ( Y, A) dans Aut X(Y) d~finie par a soit une 
bijection. On salt que le couple (A, a) est alors unique (~ isomorphisme unique 
pros), et que A est un groupe localement alg6brique op6rant sur X au moyen de 
a. On identifiera le plus souvent Aut X ~ A.  

Soit Redk la categoric des k-schemas rgduits (non n~cessairement localement 
alg~briques). On a: 
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4.5 .  Proposition. Soit X une varidtd alg~rique (resp. un groupe algdbrique) 
sur k, et supposons que Aut X soit reprdsentable dans Ck par un groupe 
localement algdbrique A .  Alors A reprgsente dgalement le /oncteur Aut X 
dans la catdgorie Redk. 

I1 faut  montrer  que, pour tou t  S eRedk, l 'homomorphisme canonique 

as : Horn (S, A) -> Aut  X(S) 

est un isomorphisme. En  localisant, on se ramdne au cas off S est a/fine; soit 
A ]a k-alg~bre correspondante. Soit (A~) la famille des sous-alg~bres de A 
qui sont de type  fini sur k, et posons S~ ~ Spec(A~). D'apr~s GROT~ENDIECK 
(cf. [9], Chap. IV, w 8), on a: 

Horn (S, A) -- lira. Horn (Si, A) et Aut  X ( S )  ~-- lira. Aut  X(S~) . 

Comme les S~ appar t iennent  s Ck, les homomorphismes 

as, : Horn (S~, A) -> Aut  X(S~) 

sont des isomorphismes. Il en est donc de m~me de ~s- 

4.6.  Corollaire. Soit K une extension de k. Alors: 
(a) Le /oncteur Aut (X | K) est reprgsentable par A • K .  En particulier 

le groupe Aut X (K) s'identifie ~ A (K). 
(b) Si X est quasi-projective, les K-/ormes de X | K correspondent bi~ee- 

tivement aux dldments de H I (K,  A) .  
L'assertion (a) est une consdquence immddiate de la proposition prdc~dente 

(en considdrant C~ comme sous-cat~gorie de Redk). L'assert ion (b) r~sulte de 
(a) et de 2.6. 

4.7.  0p6rations effeetives. Soit X une varidtd algdbrique (resp. un  groupe 
algdbrique) sur k, soit A un groupe algdbrique sur k, et  supposons que A 
op~re sur X .  On dit  que A op~re e//ectivement s'il existe une famille finie 

(x~)ie~ de points de X(k )  telle que les relations a .  x i ---- a ' .  x~ pour tou t  i e I ,  

avec a, a'e A(k ) ,  ent ra inent  a ~ a ' .  Si Ye Ck, l 'application canonique de 
Horn ( y ,  A) dans Aut  X ( Y )  est alors in]ective. 

Lemme. Supposons ]c de caract~ristique z~ro. Soient X une vari~td alg~brique 
(resp. un groupe algdbrique) sur k, A un groupe alg~brique operant e//ectivement 
Bur X ,  et Y un dldment de Ck agissant sur X .  On suppose que, pour tout 

Y ~ Y (lc), l'automorphisme correspondant de X | k peut ~tre ddfini par un dldment 
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de A (k). L'  action de Y sur X provient alors d' un morphisme de Y dans A ,  et ce 
morphisme est unique. 

Soit (xi)ie I une famille finie de points de X(~) tell �9 que les relations 
a �9 x~ ----- a '  �9 x~ pour  tou t  i �9 I en t ra lnen t  a ~ a' .  Consid~rons l 'application 

m :  A (k) --> X (~)i dSfinie par  la formule 

re(a) : (a. xi)iE I . 

Par  hypoth~se cet te  applicat ion �9 injective.  Son image �9 l 'orbi te  d 'un 

group �9  alggbrique d 'au tomorphismes  de X (~)x, donc est simple (nous com- 

met tons  ici l 'abus de langage consistant  s identifier le schdma X | k avec 

l 'ensemble de ses points s valeurs dans k ,  et  de m~me pour  A) .  Comme la 

caract~rist ique de k est nulle, on obt ient  ainsi un isomorphism�9 de A • k- sur 

une sous-vari~t~ algdbrique de (X Q ~-)i. Soit alors q l 'applicat ion de Y(~) 

dans X (~)x d~finie par  la formule  

q(y) ~ (y . xi)iEx �9 

Pa r  hypoth~se,  l ' image de q est contenue dans cell�9 de m.  On en d~duit  l'exis- 

tence d 'un  morphisme / : ]7 | k -~ A | k tel  que 

/ ( y ) .  x i ~- y .  x i pour  t ou t  i �9 I (y e Y(k)) . 

Si y e Y (k), fl existe par  hypoth~se un ~ldment F (y) �9 A(k) tel  que y .  x --~F (y)" x 

pour  tou t  x e X ( k ) .  En  appl iquan t  ceci ~ x ~ - x ~  ( i � 9  on voi t  que 
F ( y )  ~-- ](y). On a done : 

/ ( y ) . x :  y . x  p o u r t o u t  yeY(-~) e t t o u t  x e X ( k ) .  

I1 reste ~ voir q u e / e s t  d~fini sur /c, au t r emen t  di t  ( c f . n  o 4.1)  que 

/(Sy) __ s(/(y)) pour  t ou t  8 � 9  e t t o u t  y � 9  Or, si x e X ~ ) ,  on a: 

/ ( ' y ) .  ~x ~-- ~y. 'x  --~ ~(y" x) --~ ' ( ] (y ) .  x) ----- ~ ( / ( y ) ) " x ,  

ce qui mon t r e  que / ( 'y)  et  ~(/(y)) op~rent  de la m~me mani~re sur X(k).  
Ils sont  donc dgaux. 

4 . 8 .  Proposition. Supposons lc de caractgristique zgro. Soient X une varigt~ 
algdbrique (resp. un group�9 alggbrique) sur k ,  et A o un groupe algdbrique connexe 
Bur k opdrant e//ectivement sur X ,  de mani~re ~ vdrifier la propridt~ universelle 
suivante : 

(*) Si  V �9 une varidtd algdbrique connexe sur k agissant 8ur X | lc, et 

8i, Tour un v E V (k), l'automorphisme correspondant de X | k peut $tre ddfini 

par un dldment de A o ~ ) ,  il en �9 de m$me pour tousles dldments de V (k). 
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Alors Aut  X est un groupe localement alg~rique sur k, dont A o est la 
composante neutre. 

(De fa~on plus prdcise, le foncteur  Aut  X est reprdsentable par  un groupe 
localement algdbrique A dont  la composante  neut re  s ' identifie canoniquement  

A 0, en ran t  que groupe operan t  sur X .) 
Supposons tou t  d ' abord  k algdbriquement  clos. Le groupe A 0 (k) s 'identifie 

un sous-groupe de Aut  X(]c). Soit b e a u t  X(k ) .  On peut  faire opdrer A 0 
sur X e n f a i s a n t  correspondre ~ t o u t  aeA0(k ) l ' au tomorphisme bab -1 de X ;  
lorsque a ~- 1, on a bab -I ~- 1. L 'hypoth~se  (*) et  le lemme 4.7 m o n t r e n t  
alors qu'il existe un unique au tomorphisme ab : A0 -~ A0 tel que ~b (a) ~- bab -1 
pour tou t  a~Ao(k);  en particulier,  Ao(k ) est un  sous-groupe distingug de 
Aut X ( k )  et  les au tomorphismes  de A o induits par  les automorphismes  
int~rieurs de Aut  X(k)  respectent  la s t ruc ture  algdbrique de A0(k ) . Chaque 
classe s gauche de Aut  X (k) modulo A o (It) poss~de done une unique s t ruc ture  
de k-vari~t~ telle que la t rans la t ion a ]-> b. a (a eA o (It), b e Aut  X (It)) soit un 
isomorphisme de la vari~t~ A 0 (k) sur b. A 0 (k); en faisant  la somme disjointe 
de ces vari~tds, on obt ien t  un groupe localement algdbrique A,  operan t  sur X ,  
de composante  neut re  Ao, et  tel que A (k) ~- Au t  X(k ) .  I1 reste h voir que A 
repr~sente le foncteur  Aut  X .  Pour  cela, considdrons d ' abord  une varidt~ 
connexe V agissant sur X .  Si v ~ V ( k ) ,  notons  v' l'41dment de A(k)  ddfini 
par v. Soient u et v o deux  dl6ments de V(k) .  L'hypoth~se  (*) entra lne  que 
(VolU)'eAo(k); d'apr~s 4 .7  il existe donc un  unique morphisme / :  V-->A o 
tel que (volu) ' ~ (voi) ' / (u)  pour  tou t  uEV(k) ,  d'ofi un  morphisme r : V -~A  
tel que u' - -  g(u) pour  t ou t  u E V ( k ) .  Soit Y un  dldment quelconque de Ck 
agissant sur X .  Comme Y est rdunion disjointe de sous-varidtds ouver tes  du 
type ci-dessus, ce qui prdc~de mont re  qu'i l  existe un unique morphisme 
g: Y -~  A tel que Y agisse sur X par  l ' intermddiaire de g. On a donc bien 
ddmontr4 que A repr~sente Au t  X .  

Revenons ma in tenan t  au cas g~n~ral, off k n 'es t  pas n~cessairement alg~bri- 
quement clos. On vient  de p rouver  l 'existence d 'un  groupe localement  algdbrique 

sur~ ,  de composante  neut re  A 0 | k~, qui reprdsente Aut  (X | k) .  Admet-  

tons pour l ' ins tant  que .~ peut  s'dcrire sous la forme A ~ A Q k', off A est un  

groupe localement  alg~brique sur k, l ' identification A (k) ~- Aut  X (~) d tant  
un isomorphisme de g-groupes. Vu 4.1,  cet te  derni~re condit ion implique que 

l 'op~ration de _4 sur X | k provient ,  par  extension des scalaires, d 'une  opdra- 
tion de A sur k. Montrons  que A reprdsente Aut  X .  Soit Y e C~ agissant sur X .  

I1 existe alors un  unique morphisme ~ : Y | k --> .4 tel  que Y | k agisse sur 

X | ~ ~ t ravers  ~ .  On voit  alors exac tement  comme au n ~ 4 .7  que ~g ~ g pour  
tout s e g ; d o n c  ~ provien t  d 'un  morphisme g : Y --> A ,  ce qui mont re  bien que 
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A repr~sente Aut  X .  De plus, il est clair que la composante neutre  de A s'iden- 
title ~ A 0. La  proposition sera done d~montr~e si nous prouvons l 'existence 
de A .  

Le groupe A0(k- ) op~re par  translat ions s gauche sur A (k) ; ses orbites sont 

des ensembles ouverts et fermds disjoints, et pour tou t  b eA (]c), le groupe de 
stabilitd de bes t  r~duit s l 'dl~ment neutre. I1 est clair que la structure algdbrique 

de A est compl~tement d~termin~e par celle de A oe t  par  les conditions pr~c~- 
dentes. L'existence de A rdsulte alors de la proposition suivante : 

4 .9 .  Proposition. Soit B u n  k-groupe algdbrique, et soit M un ensemble sur 

lequel B (k ) et g op~rent. Supposons v~rifides les deux conditions suivantes : 

(i) Pour tout m e M, le groupe de stabilitd de m dans B ~ )  est le groupe des 

k--points d' un sous-groupe algdbrique H m de B | k. 

(ii) g ophre contin~ment sur M, et l'on a ~(b .m) -~ 8b. am pour s e g ,  beB(]~), 
et m c M .  

I1 existe alors YeC~ ayant les propridtds suivantes: B op~re sur Y;  Fen- 

semble Y (~) s'identifie ~ M de/a~on compatible avec les opdrations de B(~) 

etde g; pour tout y e Y ( k ) ,  correspondantd m e M ,  l'orbite B ( ~ ) . y  de y e st 

ouverte et /ermde dans Y(~), et isomorphe ~ (B/H,, ,)(~. 

(On applique cette proposition en prenant  B -~ A0, M : A (k) --~ Aut  X (~).) 

L'ensemble M est r~union disjointe d'ensembles de la forme B(/c)-g(m), 
m e M ,  off g(m) d~signe l 'orbite de m par g. Vu (ii), g(m) est fini. I1 suffit done 

de consid~rer le cas off le quotient  X de M par B(~) est fini. L'ensemble X cst 
muni  d 'une  s t ructure  de g-ensemble, quot ient  de celle de M ; si x e X ,  on notera 
~x son transformd par seg .  Pour  tou t  x e X ,  choisissons un repr~sentant a(x) 
de x dans M ; il existe une extension galoisienne finie kl/k telle que ~a (x) ~ a (x) 

pour t ou t  s e h ,  off h ---- g(~-/kl) ; le groupe h op~re alors t r ivialement  sur X. 
I1 r~sulte des hypotheses (i) et (ii) que, si x e X  et s e g ,  on a 8(H~c~l ) : H~(~:I ; 

en particulier (prenant s e h) on voit  que les Ha(~ sont d~finis sur k~. De plus, 

~a(x) et  ~(~x) font  partie de la m~me orbite de B(k); il existe donc u,,~eB(~ I) 
tel que ~a(x) : u~,~a(~x) . 

Soit ma in tenan t  Vla k~-vari~td somme des espaces homog~nes (B | k~)/H~< ~, 

xEX.  On identifie V(k) ~ M e n  faisant  correspondre ~ b' ~B(k)/H~,(~)(~) le 
transform~ b- a (x) de a (x) par  un  repr~sentant  b de b'. Cette identification 

permet  de t ransporter  h V(k) la s t ructure  de g-ensemble de M ; nous noterons 

s(v) le transformS, pour cette s tructure,  de l '~lSment v e V ( ~  par l'~l~ment 
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s �9 g. S i v  EB(-k)/H~(~ (k-), et si b e s t  un repr~sentant de v, on v~rifie imm6- 
diatement la formule : 

s ( v )  = ~b.u~,~.  ~ (Sx)  . (1) 

Nous allons voir que les conditions (a), (b), (e) du lemme 2.12 sont v6rifi6es 

par la varigt6 Ve t  par la structure de g-ensemble de V(k). La vari6t6 ~V(s�9 
est somme disjointe des espaces homog~nes (B | ]cI)/SH~(z~ = ( B  (:~ kl)/H~,(~), 
et, si v, b sont comme ci-dessus, ~v est l'image de ~b par la projection naturelle 

de B(~) sur B(~)/~H,~). Soit /~: (*V)(k)-> V(~-) l'application ddfinie dans 

2.12. I1 r~sulte do (l) que la restriction de ]~ s B (k)/~Hc, (~) (lc-) est l'application de 

cet cspace sur B(k)/H(,~)(k) induite par la translation b '~-->_b. u~,~. Elle est 

donc bien d~finie s partir d'un morphisme F~ : ~ V | k -~ V | It, ce qui montre 

(a) est vdrifi~e. Si s �9  on a Sx = x, d'ofi u~,~�9 et F ,  = 1, que 

ce qui ~tablit (b). Enfin, la condition (c) provient de ce que tout  sous-ensemble 
fini d'un espace homog~ne est contenu dans un ouvert  affine (cf. [17], p. 111). 
On peut donc descendre le corps de base de V de k~ s et la vari4t4 Y ainsi ob- 
tenue v4rifie les conditions voulues. 

Indiquons une application de la proposition 4.9:  
4.10. Construction de vari6t~s de sous-groupes. Soit B u n  k-groupe alg~brique 

et soit M un ensemble non vide de sous-groupes alg~briques de B | k. Faisons 
les deux hypotheses suivantes: 

(a) Si CEM, o n a  sCeM pour tout  seg.  

(b) Le groupe B(k) op~re transitivement (par eonjugaison) sur M.  (En 
d'autres termes, si CoeM, les ~l~ments de M sont les sous-groupes de la forme 

Int x (C0) , avee xeB(k).) 

Les groupes g e t  B (k) op~rent sur M.  De plus, le groupe d'isotropie d 'un 

~l~ment C � 9  est le groupe N (k) des k--points du normalisateur de C dans B | ~'. 
Toutes les hypotheses de 4.9 sont done vgrifi~es. On en conclut qu'il existe un 

espace homog~ne V de B et une bijection V(k) -> M compatible avec les 

operations de g e t  de B (k). En particulier, les ~l~ments de V (k) correspondent 
aux sous-groupes CeM qui sont d~finis sur k. On dit que V e s t  la vari~t~ des 
8ous-groupes appartenant ~ M. Si C eM,  et si N e s t  le normalisateur de C, 

il est clair que V | k est isomorphe b~ (B | k)/N. 

Lorsque k est un corps fini, et B connexe, alors, d'apr~s un th6or~me de 
LA~o [12], V poss~de un point/~ valeurs dans k, et il existe CcM d6fini sur k. 
Si de plus le normalisateur N de C est connexe, et C 'e  M est d6fini sur k, 
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il existe bEB(k) tel que In t  (C) --~ C'; en effet, le sous-schdma de B form~ 
des dl~ments transformant C dans C' est un espace homogbne de N,  et 
poss~de donc un point s valeurs dans k, d'apr~s le thdor~me de LANG citd 
ci-dessus. 

Comme exemple d'ensemble M,  on peut prendre, lorsque B e s t  lindaire, 
l'ensemble des tores maximaux (resp. des sous-groupes de CARTAN, resp. des 

sous-groupes r~solubles connexes maximaux) de B | k-. D'apr~s ce qui 
prdcbde, si B e s t  lindaire connexe, et si k est fini, B poss~de un tore maximal 
(resp. un sous-groupe de CArTAge, resp. un sous-groupe r6soluble connexe 
maximal) ddfini sur k. 

4.11. Remarque. Dans tout  ce qui prdcbde, nous nous sommes placds 
dans le cadre de la cat~gorie Ck ; on pourrait dgalement considdrer la catdgorie 
plus vaste C~ formde des sommes disjointes de schdmas algdbriques non 
ndcessairement r~duits (ou m~me la catdgorie de tous les  schemas). Si X est 
une k-varidtd, le foncteur Aut X:Ck---> Gr se prolonge en un foncteur 
Aut* X : C*k --> Gr. I1 se peut que Aut X soit reprdsentable sans que Aut* X 
le soit, et cela m~me si la caractdristique de k est z6ro, et m~me si X est un 
groupe lin~aire. Un exemple simple est fourni par X ~- G a • Gm. Dans ce cas, 
Aut X est repr6sentable par le groupe A = Gm• Z/2 Z op6rant de mani~rc 
dvidente; si Aut*X dtait representable, il le serait par le m~me groupe A 
(cela rdsulte du fait que, en caractdristique zdro, tout  schdma en groupes 
localement de type fini est automatiquement rdduit). Or, il est facile de 
voir que, si l 'on prend V ~ Spec k[T]/(T2), le groupe Aut*X(V) est stricte- 
ment plus grand que le groupe A ( V )  [le groupe Ga • G~ a des automor- 
phismes (~ infinitdsimaux ~ qui ne proviennent pas de l'action d'un groupe algd- 
brique]. Le foncteur Aut*X n'est donc pas reprdsentable. 

w 5. Groupe d'automorphismes d'un groupe alg~brique lin~aire 

Dans ce paragraphe, k d~signe un corps de caractgristique zdro, et g le groupe 

de GALOIS de k sur k. Nous nous proposons de ddmontrer que le fonctcur 
d'automorphismes d 'un k-groupe algdbrique lindaire est un groupe localemcnt 
algdbrique de type (ALA) (cf. n ~ 4.3). Pour passer des groupes r~ductifs ou 
unipotents au cas gdndral, nous utiliserons la proposition suivante, qui prdcise 
un r~sultat de MOSTOW [14]: 

5.1.  Proposition. Soit G u n  k-groupe algdbrique lingaire, et soit U son 
radical unipotent. I1 existe alors un sous-groupe algdbrique H de G (ddfini sur k) 
tel que G soit produit semi-direct de H et de U. Deux tels sous-groupes sont 
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conjuguds par un  dldment de U (k). Tout  k-sous-groupe rdducti/ L de G est 
conjugud 5 un sous-groupe de H par un dldment de U (k). 

(On rappelle que le radical unipotent d'un groupe algdbrique lin~aire G est 
par d~finition le plus grand sous-groupe algdbrique distingu4 unipotent de G.) 

Cette proposition est connue lorsque G (/c) est dense dans G (cf. [14], th~or~me 

7.1), donc en particulier lorsque k = ~. Par consdquent, U(~) op~re transi- 
tivement, par automorphismes int6rieurs, sur l'ensemble M des sous-groupes 

algdbriques H de G | k tels que G | soit produit semi-direct de /~  et de 

U | k. Les conditions de 4.10 sont vdrifides; il existe donc un espace homo- 

gbne V de U tel que M -- V (k). Puisque U est unipotent et k parfait, un 
thdor~me de ROSENLICHT ( [ 1 5 ] ,  thdor6me 10) montre que V(k)  est non vide, 
d'oil la premigre assertion. Si H e t  H' sont deux dldments de V(k), soit P 

l'ensemble des dldments de U(k) qui transforment H e n  H ' ;  si U' d6signe 
le groupe de stabilit6 de H dans U, il est clair que le g-ensemble P est un espace 

homogbne principal de U' (k). Comme U' est unipotent, P possgde un point 
invariant par g, d'oh la deuxibme assertion. Enfin, soit G' = L.  U. Le groupe 
G' est produit semi-direct de U et de L' = G' n H; la dernibre assertion rdsulte 
donc des deux premibres, appliqu6es ~ G'. 

Remarque. Soit H u n  k-sous-groupe de G. La proposition prgcddente montre 
que G est produit semi-direct de H e t  de U si et seulement si H e s t  r~ductif 
maximal. 

5.2. Notations. Dans toute la suite de ce paragraphe, G est un k-groupe 
algdbrique lindaire, U son radical unipotent, H un sous-groupe algdbrique 
rdductif maximal de G. On note H ~ la composante neutre de H e t  S (resp. T) le 
groupe d~riv~ (resp. la composante neutre du centre) de H~ le groupe S est 
semi-simple, le groupe T e s t  un tore, on a H ~ ~ S- T, et S N T est fini. 

Si M e s t  un groupe alg~brique quelconque, on note Z (M) le centre de M.  
Si N e s t  un sous-groupe alg~brique de M,  soit N'  z N r) Z ( M )  ; le groupe 
5r/1V ' op~re effectivement sur M (par automorphismes int~rieurs); on le note 
IntMN. En particulier, In tRH ~ s'identifie s H~ ~ f) Z ( H ) ) .  

5.3. Cas ~ldmentaires. Enum~rons d'abord quelques cas off il est facile de 
vdrifier que Aut G est, soit un groupe algdbrique lindaire, soit un groupe discret 
de type arithmdtique : 

(a) Si G est fini, Aut G est fini. 
(b) Si G est unipotent, l'exponentielle permet de transformer Aut G en le 

foncteur d'automorphismes de l'alg~bre de LIE de G; cela montre qua Aut G 
est un groupe alg~brique lin~aire. 

i0 C~IH vol. 39 
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(c) Si G est semi-simple connexe, Aut  G est un  groupe alg~brique dont  ]a 
composante  neut re  est le groupe adjoint I n t a G  ~ G/Z(G) de G. 

(d) Si G --~ (G~) n, Aut  G est le groupe localement alg~brique de dimension 
zgro dgfini par  GLn(Z),  considdr~ comme groupe diseret sur lequel g op~re 
t r iv ia lement ;  cela s 'dcrit plus s implement :  

Aut  (Gin) n ---- GLT~ (Z) .  

Plus g~ndralement, si T e s t  un tore quelconque, e t  si Y ddsigne le g-module des 

groupes s 1 param~tre  de T |  (cf. [6], expos~ l l ) ,  A u t T  s'identifie au 
g-groupe Aut  Y, cf. n ~ 3.5.  

Nous  ram~nerons le cas g~n~ral s ces diffdrents cas particuliers en utilisant 
les d~compositions G ~ H .  U et  H ~ ~- S .  T int rodui tes  ci-dessus. 

5 . 4 .  Le groupe Aut  H .  

Proposition. (a) Le /oncteur d'automorphismes Aut H eat un groupe locale- 
merit algdbrique dont la composante neutre B ~ est dgale ~ I n t  B H ~ 

(b) Le noyau B 1 du morphisme canonique Aut  H -~ Aut  T • Aut  (H/H ~ 
est un sous-groupe ouvert de Aut  H .  

Pou r  d~montrer  (a), il suffit (cf. prop. 4.8) de prouver  que, si V e s t  une 

k-varidt~ connexe agissant sur H | k par  l ' interm~diaire d 'un  morphisme 

Q, e t  si ~ (v) e I n t  H U ~ (k) pour  un v E V (k), alors ~ (V(k)) c In t  H H ~ Quitte 

remplacer  k par  k ,  on peu t  supposer  k algdbriquement  clos, ce qui nous 
pe rm e t t r a  d ' identif ier  une vari~td algdbrique s l 'ensemble de ses points.  

] l e s t  clair que V agit  t r iv ia lement  sur T et sur H/H ~ et  que V agit sur S 
par  automorphismes  int~rieurs (cf. 5.3).  Commen~ons par  t ra i te r  un cas parti- 
culier : 

(i) V agit trivialement sur H ~ Soit F l e  groupe fini H/H~ le groupe F 
op~re par  au tomorphismes  intdrieurs sur le groupe abdlien Z (H~ Soit L (resp. 
M)  le groupe des 1-eocycles (resp. 1-cobords) de F s valeurs dans Z(H~ 
Si n ~ Card (F) ,  les groupes L e t  M s ' identif ient  s des sous-groupes algd- 
briques du produi t  de n copies de Z (H~ De plus M est ouvert dans L ;  eu 
effet, M/L  ~ HI(_F, Z(H~ est un groupe alg~brique don t  tou t  dl~ment est 
d 'o rdre  divisant  n (en ve r tu  d 'une  propri~t~ bien connue des groupes de coho- 
mologie), et, puisque k est de caract~rist ique z~ro, c 'est  un groupe fini. Si 
z e L, l 'appl icat ion u~ : H --> H d~finie pa r  la formule : 

uz(x ) -~ z ( x ) ' x  ( x ~ H ,  x project ion de x dans F)  , 

est un au tomorph isme  de H .  On v~rifie imm~dia tement  que l 'on obt ient  ainsi 
une bijection a de L sur l 'ensemble des automorphismes  de H qui agissent 
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tr ivialement sur H ~ et  H/H~ on a a (M)  ----- IntHZ(H ~ ~ ~(L) n I n t H H  ~ 
L'application a-loQ : V -+ L e s t  alors un morphisme qui applique v dans M ,  
donc aussi V dans M puisque Ves t  connexe et  M ouver t  dans L ; cela d~montre  
(a) dans le cas considerS. 

(ii) Cas ggndral. Soit V' la sous-vari6t~ de V x S form6e des couples 
(x, s) tels que ~(x) ~ IntR,(s  -1) sur H~ on v~rifie faci lement que c 'est  un 
rev~tement galoisien ~tale de V, de groupe de GALOIS le groupe Z (S). L ' image  
r~ciproque de v dans V' est form~e de couples (v, 8~)~c I ,  avec s~eS; on sait 
(c'est une propri~t6 g~n~rale des rev~tements  ~tales) que route  composante  
connexe V~ de V' cont ient  l 'un des (v, s~). Faisons agir V' sur H en faisant  
correspondre k (x,  s)eV' l ' au tomorphisme ~(x) .  In tH(s) .  Cette act ion de V' 
sur H est tr iviale sur H ~ et  sur H/H~ de plus, les automorphismes  correspon- 
dant aux points (v, s~) appar t i ennen t  ~ In tH H ~ par  hypoth~se. E n  appli- 
quant (i) aux  V~, on en conclut  que t o u s l e s  e (x ) .  IntH(8),  avec (x, 8)~V',  
appart iennent  ~ In tHH~ il en est alors de m~me des ~(x),  ce qui ach~ve la 
dSmonstration de (a). 

Passons s (b). I1 est clair que B 1 cont ient  B ~  est un sous-groupe locale- 
ment alg~brique ouver t  de B ---- Aut  H .  Pour  p rouver  que c 'est  un  groupe 
algSbrique, il faut  mont re r  que B~/B ~ est fini. Ici encore on peut  supposer que 

k ----- k.  Soit B~ le sous-groupe de B~ form4 des dl4ments don t  la res t r ic t ion s S 
est un au tomorphisme int~rieur. Comme BJB~ est fini, on est ramen5 
prouver que B J B  ~ est fini. Les groupes B~ et  B ~ cont iennent  respec t ivement  
les groupes a(L) et  a(M) in t rodui ts  dans (i). De plus, L/M s 'applique sur 
B2/B~ en effet, si ueB~, i l ex i s t e  seS tel  que u et  IntH(s)  coincident  sur 
S, donc aussi sur H ~ et  l 'on peu t  ~crire u sous la forme u ~ u ' .  IntH(S),  
avec u' e a (L). Comme L/M est fini (cf. (i)), no t re  assertion est ~tablie. 

5 .5 .  Les groupes C1 et C2. La  project ion canonique ~ : G - ~ G / U  induit  

un isomorphisme de H sur G/U (cf. n ~ 5.1). On posera T : ~ ( T ) .  T o u t  auto-  
morphisme de G ddfinit par  passage au quot ient  un au tomorph isme  de G/U 

qui laisse stable T ,  d'ofi des homomorphismes  

Aut  G -+ Aut  G~ U -* Aut  T .  

D'autre par t ,  G op~re par  au tomorphismes  int~rieurs sur lui-m~me en laissant 
stable U, d 'oh un  morphisme r : G --> Aut  U.  

Soit C le sous-foncteur  de Aut  G form6 des automorphismes  qui laissent 
stable H et  don t  l ' image dans Aut  H appar t i en t  au groupe B ~ -~ I n t H H  ~ 
(cf. prop. 5.4).  On a un morphisme inject if  

C - - > A u t U  • B ~  
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et l'on v6rifie facilement que C est un sous-groupe alg~brique du groupe 

alg6brique Aut U • B ~ De fa~on plus pr6cise, C (k-) est l'ensemble des couples 

(u, v) (u~ Aut U(~-), v ~B~ qui v6rifient la condition 

u . r ( h ) : r ( v ( h ) ) . u  pour tout  h e l l ( k ) ;  

un tel couple op~re sur G | k par la formule: 

(u, v ) (x .y )  : u (x ) .v (y )  (xeU(k--) , yeH(k))  . 

Comme Aut U et B ~ sont des ]c-groupes alg6briques lin~aires, il en est de 
m~me de C. 

Le groupe C op~re par restriction sur U, et l'on peut  former le produit 
semi-direct U . C .  On vdrifie ais~ment que U.  C op~re sur G par l'inter- 

m~diaire d'une operation qui associe au produit u . c  ( u E U ~ ) , c e C ~ ) )  

l 'automorphisme In ta (u  ) �9 c de G |  Cette operation n'est pas effective 
en g~n~ral; nous noterons C1 le quotient de U. C qui op~re effectivement sur 
G; c'est encore un groupe alg~brique lin~aire, et il s'identifie (en tant  que 
foncteur) s un sous-foncteur de Aut G. 

Nous noterons d'autre part  C 2 le noyau du morphisme canonique 

Aut G -~ Aut T • Aut (G/G ~ . 

Ii est clair que C~ est contenu dans C~. 

5 .6 .  Proposition. Le /oncteur d'automorphismes Aut G est un groupe locale- 
ment algdbrique, contenant C1 et C~ comme sous-groupes algdbriques distingu~s 

ouverts. Un dldment de Aut G ~) appartient ~ C1 (~) si et seulement si son image 

dans Aut G/U ~) appartient ~ Inta/v(G/U)~ 
Ddmontrons d 'abord la deuxi~me assertion. I1 est trivial que la condition est 

n~cessaire. R~ciproquement, soit x un ~ldment de Aut G(k) la vdrifiant. Le 

transform6 x (TI) de /~ ~ H | ~ par x est un sous-groupe r~ductif maximal 

de G |  d'apr~s 5.1, il existe donc uEU(k) tel que x ( / t ) -~  Inta(u)(H).  
Quitte ~ multiplier x ~ droite par Int  a (u-l), on peut donc supposer que 

x(H) ~ H .  L'hypoth~se entraine alors que x appartient s C(k), donc aussi 

Cl(k), ce qui ach~ve de prouver notre assertion. On en d~duit en particulier que 

C~ (k-) est un sous-groupe distingud de Aut G (~-) ; le m~me r~sultat est ~vident 
pour C2. 

D'autre part, l 'homomorphisme canonique de Aut G dans Aut G/U 

Aut H induit une application de C~ (k)/C~ (k) dans B~ (k)/B ~ (les 
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notations 6tant celles de 5.4); d'apr~s ce que l'on vient de voir, cette appli- 

cation est injective. Comme B1(k)/B~ est fini (cf. 5.4), il en est de m6me 

dc C 2 ~)/C 1 (-~). 
Pour terminer la d6monstration, il suffit donc de prouver que la composante 

neutre C o de C 1 v6rifie la condition (*) de la prop. 4.8. Soit donc V une 

k-vari6t6 connexe agissant sur G @ k,  et supposons que, pour un 616ment v de 

V(k'), l 'automorphisme correspondant appartienne ~ C~(k). D'apr6s la 

prop. 5.4, les automorphismes de G/U Q k d6finis par les 616ments de V (k) 

appartiennent au groupe Into/v(G/U)~ La deuxi6me assertion de 5.6, 

d6montr6e ci-dessus, entralne alors que les automorphismes de G | k- d6finis 

par les 616ments de V (k) appartiennent s C 1 (it-). D'apr6s le lemme 4.7, cela 

signifie que V agit sur G |  par l'interm6diaire d 'un morphisme V -> C1 |  
Comme V est connexe, ce morphisme est n6cessairement s valeurs dans 

C o | ~, ce qui ach6ve la d6monstration. 

5.7. Le plus grand tore central de G O . Le tore T op6re sur U. On sait 

(cf. [6], expos6 9, lemme 2) qu'il existe une suite de composition (Ui) de U | 
formde de sous-groupes algdbriques connexes stables par T,  telle que UdUi+ 1 
soit isomorphe au groupe additif (I a ; de plus T op6re sur Ui/Ui+I par multipli- 
cation par un caract~re Z~ et U~ est engendr6 par U~+I et par les ~l~ments qui 
sont invariants par le noyau de Z~. Si T'd6signe le plus grand tore central de 

G ~ on volt que T' @ ~ est la composante neutre de l'intersection des noyaux 

des ;gi. Chaque Zi s'identifie /~ un caract~re de T/T' | k, donc aussi de 

T/T' @ ~, avec ~' = ,~(T), T~ = u(T') ,  cf. n ~ 5.5. L'ensemble ~ des 

caract~res de T/T' | k- ainsi obtenus est ind6pendant du choix de T (c'est- 
~-dire du choix de H) ainsi que du choix de la suite (U~); cela r~sulte de la 
prop. 5.1 combinde avec les rdsultats de [6], loc. cir. Par suite, tout automor- 

phisme a �9 Aut G (k) d6finit un automorphisme de T/T' | k qui laisse stable 

T. Notons X(T/T') le groupe des caract~res de T/T'<D k; comme T' |  
est la composante neutre de l'intersection des noyaux des Z~, le groupe 

engendr6 par T est d'indice fini dans X(T/T ' ) ,  et les automorphismes de 

T/T' <D k qui laissent stable i~' forment un groupe fini. I1 est clair d'autre 

part que le groupe C2 op~re trivialement sur T. On obtient donc le r6sultat 
suivant: 

5.8. Lemme. Soit P le groupe Aut G(k)/Cz(k). Les glgments de P op~rent 

sur T | k en laissant stable T' ~ k.. Leurs images dans Aut (T/T')(k) 
[orment un groupe fini ~). 
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5.9.  Le groupe F+ .  Les automorphismes int4rieurs du groupe G~ U op~rent 

sur la composante neutre (G/U) ~ et en particulier sur le tore T.  Comme Tes t  
contenu dans le centre de (G/U) ~ on voit que le quotient (G/U) / (G/U)~ G/G ~ 

op~re sur T.  On notera 0 l 'homomorphisme de G/G ~ dans Aut T ainsi d4fini. 

Posons W = G/G~ les groupes W e t  Aut W sont des g-groupes finis. 

Lemme. Soit F+ l'enaemble des couples (a, fl) e Aut T (k) • Aut W qui 
vdrifient les deux conditions suivantes : 

(a) a 'v~(w)-a -x ---- zg(fl(w)) pour tout wEW,  

(b) a laisse stable T '  Q k  et lu de Aut (T/T') (k)  qu'il ddfinit appar- 
tient au groupe if) (cf. 5.8). 

Alors F+ eat un g-sous-groupe de Aut T(k)  • Aut W contenant I'.  
La d6finition de / '  au moyen de C2 (cf. 5.8) montre que F s'identifie de 

fa~on naturelle k un g-sous-groupe de Aut T(k)  • Aut W. On a ddjs vu que 
ses 616ments v6rifient (b), et il est imm6diat qu'ils v6rifient 6galement (a). 
I) 'autre part, chacune des conditions (a) et (b) ddfinit un sous-groupe de 

Aut T(k)  • Aut W stable par g:  c'est 6vident pour (b), et, pour (a), cela 

r6sulte du fait que O : W -+ Aut T (k) est un morphisme de g-groupes. 

5.10.  Lemme. Le groupe 1"+ eat un g-groupe de type arithmdtique (cf. 3.4), 
et 1" eat d'indice fini dana 1"+. En particulier, 1" est un g-groupe de type 
arithmdtique. 

Soit Y le g-module des groupes ~ 1 param~tre de T | k, autrement dit le 

dual du groupe X(T)  des earact~res de T | k-, et soit Y' celui de ~/ 
(el. [6], expos6 11). Ce sent des Z-modules libres de type fini, et Y' est facteur 
direct de Y (comme groupe ab61ien - -  pas n~cessairement comme g-module). 

Les g-groupes Aut T(k)  et Aut T'(/c) s'identifient respectivement ~ Aut Y 
et Aut Y' (cf. 5.3), e t r  s'identifie ~ un g-sous-groupe de Aut Y~ y i .  On 
peut donc consid6rer/ '+ comme le sous-groupe de Aut Y • Aut W form~ des 
couples (~, fl) v~rifiant des conditions (a') et (b') qui se ddduisent imrnd- 
diatement de (a) et de (b). 

Pour  pr~ciser ceci, choisissons une base (e I . . . . .  en)  de Y dent les m 
premiers 61~ments ferment une base de Y' (n -~ dim. T,  m ~ dim. T ' ) .  Les 
~l~ments de ~b s'identifient ~ des dl6ments de (]L~_~(Z). De m~me, les auto- 
morphismes ~9 (w) et les dl~ments a vdrifiant (b') s'identifient ~ des 61~ments de 
GL~(Z) de la forme 

( ;  ; ) ,  avec ~E~O. 
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Soit Tr~.,~ le sous-groupe de (]L~ dont les 6ldments sont de la forme (* ~) 
comme ci-dessus; c'est un groupe alg~brique sur q (provenant d'ailleurs d 'un 
schema en groupes sur Z), et l'on a un homomorphisme canonique Try., ,  -+ 
GL,_~. L'image r~ciproque de @ par cet homomorphisme est un Q-groupe 
algdbrique 2:. Dans le produit 27 • Aut W, les couples (~, fl) v6rifiant la 
condition (a') sont les points d'un Q-sous-groupe alg4brique 2:', dont F+ est 
un sous-groupe de type arithmdtique. De plus, les ~ldments de g d6finissent 
des automorphismes de 2:' qui laissent stable F+; cela ach~ve de prouver que 
/'+ est un g-groupe de type arithmdtique. 

Il reste & montrer que I" est d'indice fini dans F+. Nous allons plus prdcis6- 

ment construire un sous-groupe de Aut G(k) qui s'applique isomorphique- 
ment sur un sous-groupe F d'indice fini de/1+. 

D'apr~s le lemme 5.11 ci-apr6s, il existe un sous-groupe fini W de H(k) 

qui s'applique sur W ---- H/H~ par la projection canonique. La d6eompo- 

sition H~ ---- T(k)-S(k-) permet d'6crire les 616ments de l~ f7 H~ -) sous 

laforme t i . s i ,  avec t i e T ~ )  et s i r  Soit P le sous-ensemble de T(k) 

r6union des t i et de T(k-) N S(k); c'est un ensemble fini, dont tout  616ment 

est d'ordre fini dans T(k).  Soit P le sous-ensemble correspondant de T(lc). 
On d 6 f i n i t / '  comme le sous-groupe de /~+ form6 des couples (a, fl) tels que: 

(i) fl = 1 (ce qui, vu (a), entralne que a commute ~ tousles O(w), w e W ) ,  

(ii) a laisse fixes les 616ments de P ,  
(iii) l'616ment de r d6fini par a est 6gal ~ 1. 
I1 est clair que /'_ est un sous-groupe d'indice fini de F+. Soit d 'autre part  

(~, 1)e/'_. Identifions a s un automorphisme de T | k-, et prolongeons-le 

en un automorphisme de H ~ | k qui soit l'identit6 sur S | k-; c'est possible 

puisque a laisse fixes les 616ments de T (k) N S (k), en vertu de la condition 
(ii). De mfime, (i) et (ii) permettent de prolonger a en un automorphisme de 

H | k qui soit l'identit~ sur l~. Enfin, la d6composition G = H .  U permet 

de prolonger a en un automorphisme de la varidt6 G | k, au moyen de la 
formule 

a ( h . u ) : o ~ ( h ) . u  ( h r  uEU(k) )  . 

On obtient de eette mani~re un automorphisme du groupe alg6brique G | k ; 
en effet, il suffit de v6rifier que l'on a l'identit6 

huh  -~ = ~(h)ua(h) -~ (hel l(k-) ,  u e U ( k ) )  . 

Or, il r6sulte de (iii) que a(h) = t' .h  avee t ' r  et l'identit4 ci-dessus 
provient du f a r  que T' centrahse U. On a bien obtenu ainsi un relbvement du 

groupe F dans Aut G(k). 
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II nous reste s ddmontrer  le lemme suivant ,  utilisd en cours de ddmons- 
t ra t ion :  

5 .11 .  Lemme.  Soit L un k-groupe algdbrique lindaire. II existe un sous- 

groupe fini W de L(k) qui rencontre chaque composante connexe de L(k) .  

On peu t  supposer que k = k, ce qui nous p e rm e t t r a  d ' identif ier  L e t  

L (k-). Soit C un sous-groupe de CARTAN de L ~ et  soit N son normalisateur  
dans L. Comme les sous-groupes de CARTAN de L ~ sent  conjugu~s par  automor- 
phismes int~rieurs, N rencontre  chaque composante  connexe de L ;  de plus, 
par  ddfinition mSme des sous-groupes de CARTA~, on a N o --  C. On est donc 
ramen~ au cas off L ~ ---- C est nilpotent, puis (en uti l isant la suite centrale 
descendante  de L~ au cas off L ~ est commutati/. Soit  W = L/L~ l'ex- 
tension L de W par  L ~ est alors caract~risde par  une classe de cohomologie 
~eH~(W, L~ Soit n l 'ordre de W. L 'homomorph isme  / :  L ~  ~ qui 
applique x sur x ~ est s u r j e c t i f e t  de noyau  R fini (puisque k est de carac- 
tdristique zdro). La  suite exacte  de cohomologie, appliqu6e/~ la suite exacte  de 
coefficients 

0 - + R  -->L ~ ~ L  ~ ~ 0 
donne alors la suite exacte  

t t2(W, R) -+ H2(W, L ~ 2~ H2(W, L o) . 

Comme W est d 'o rdre  n ,  l 'homomorphisme n : H  2 ( W , L  ~  e ( W , L  ~ 
est nul. I1 s 'ensui t  que y est l ' image d 'un  dldment ~ de H 2 (W, R).  Ce dernier 

reprdsente une extension W de W par  R,  qui s 'applique dans L par un 

homomorphisme compatible  avec la project ion sur W. Le groupe I~ repon' d 
donc ~ la question, x) 

5 .12 .  Th~or~me. Le /oncteur des automorphismes d'un groupe alggbrique 
lindaire sur un corps de caractgristique zdro est un groupe localement algdbrique de 
type (ALA). 

Cela r~sulte de la proposi t ion 5 .4  et  du lemme 5.10.  

5 . 13 .  Remarque .  Si G est un  groupe algdbrique quelconque (non n6ces- 
sa i rement  lindaire) nous ignorons si Aut  G est encore un groupe localement 
alg~brique. En  t ou t  cas, ce n 'es t  pas toujours  un groupe de type  (ALA), comme 
le mon t r e  l 'exemple  du produi t  semi-direct  d 'une  varidt6 abdlienne par  un 
groupe  fini (le groupe fini opdrant  de fa~on non tr iviale sur la vari~t~ abdlienne). 

1) Si L e s t  r6duetif, C est un  tore, et  la d6monst ra t ion  v a u t  sans changement  sur  un  corps de 
caract6rist ique quelconque. E n  fair, le lemme 5.11 est  valablo pour  un  groupe alg6brique (non 
n6cessairement lin~aire) sur  un  corps parfai t  queleonque K, et l 'on peut  en outre  d6montrer 
l 'existence d ' u n  sous-groupe W dfifini sur  K.  
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w 6. Th~or~mcs de flnitude (corps locaux) 

6.1. Th~ori~me. Si k est un corps localement compact de caract~ristique z~ro, 
et si A est un k-groupe de type (ALA), Hi(k ,  A) est fini. 

(En particulier, H 1 (k, G) est fini quand G est un groupe alg~brique lin~aire 
d~fini sur k.) 

On sait que tout  corps commutatif  localement compact de caract~ristique 
z~ro est isomorphe ~ R, s C, oh s un corps p-adique (extension finie du 
corps Q~). I1 est elassique qu'un tel corps n'a qu'un nombre fini d'extensions 
de degrg donng. Indiquons-en bri~vement une d~monstration: il suffit de 
prouver que tout corps p-adique n'a qu'un nombre fini d'extensions totalement 
ramifiges de degr~ n donn~. Or une telle extension est d~finie par une ~quat ion  
d'EmENSTEIN* de degr5 n; ces ~quations forment un espace compact (pour 
la topologie d~finie par la convergence des coefficients), et deux ~quations assez 
voisines dgfinissent des extensions isomorphes (cf. par exemple [1], p. 41); 
d'oh la finitude en question. 

Le th5or~me 6.1 est done une consequence du suivant : 

6.2. Th~or~me. Soit ]c un corps par/air n'ayant qu'un nombre fini d'exten- 
sions de degrd donnd. Si A est un k-groupe de type (ALA), H i (k, A) est fini. 

(Outre le cas p-adique, l'hypoth~se faite sur k est v~rifide par les corps finis, 
et par les corps de s4ries formelles s une variable sur un corps alg~briquement 
clos de caract~ristique z~ro.) 

Notons g le groupe de GALOIS dek/l~. Nous allons procdder par dtapes : 
(a) Finitude de Hi (g, F) lorsque F est un g-groupe de type arithmdtique. 
D'apr~s la proposition 3.3, il existe un entier n tel que tout sous-groupe 

fini de /~ soit d'ordre ~ n. Soit go un sous-groupe ouvert distingud de g 
operant trivialement sur / ' .  Vu l'hypoth~se faite sur le corps k, les sous- 
groupes ouverts de go d'indice ~ n sont en nombre fini; leur intersection 
g~ est un sous-groupe ouvert distingu6 de g. Tout homomorphisme continu 
de go dans F a une image finie, done est trivial sur g~. A /ortiori, l'appli- 

cation compos~e : Hi (g, F )  --> H i  (go, F )  --> H i  (gl,  /~) 

est triviale. D'apr~s le n ~ 1.27, il s'ensuit que Hi (g, F) s'identifie s Hi (g/g1, F); 
comme F est un g/gl-groupe de type arithm4tique (ef. proposition 3.6), la 
proposition 3.8 montre que H 1 (g/gl, F) est fini, d'ofi la finitude de Hi (g, F).  

(b) Finitude de Hi(k ,  A) lorsque A est un groupe alg~brique lindaire rgso- 
luble et connexe. 

En appliquant la prop. 1.17, on se ram~ne au cas oh A est unipotent et au 
cas off A est un tore. Dans le premier cas, on a Hi (/c, A) = 0, ef. par exemple 
[18], prop. 3.3.1. Supposons donc que A soit un tore. I1 existe alors une 
extension galoisienne finie k'/k telle que A r It' soit isomorphe s un produit 
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de groupes G~. Comme Hl(k r, G~) = 0, la prop. 1.27 montre que Hi(k,  A) 
s'identifie ~ Hl(k~/k, A).  En partieulier, s i n  -= [k': k], on a n x  = 0 pour 
tout xeHl(k ,  A).  Soit A~ le noyau de l'homoth~tie n :  A -+ A. La suite 
exaete : n 

0 - > A ~  -->A - ~ A  -~0  

donne naissance s une suite exaete de cohomologie. Cette derni~re montre que 
/P (k ,  A~) s'applique sur le noyau de n : Hi(k,  A) ~ Hi(k ,  A) ,  c'est-~-dire 

sur Hi(k,  A) tout  entier. Mais A~(k-) est un g-groupe fini, done de type 
arithm~tique, et le eas (a) montre que Hi(k ,  A~) est fini; il e n e s t  donc bien 
de m~me de H l(k, A). 

(c) Finitude de Hi (k ,  A) lorsque A est un groupe alg~brique lingaire. 
D'apr~s ROSENLICHT [16], il existe un sous-groupe de CARTA~ H de A; 

soit IY le normalisateur de H dans A. Le quotient N / H  est fini; d'apr~s (a), 
Hi(k,  N/H) est aussi fini; en appliquant (b) et le cor. 1.20, on en ddduit que 
HI(k,  _Y) est fini. Comme H1(Ir N) --> Hi(k,  A) est surjectif (cor. 2.14), i] 
en r~sulte bien que H I (k, A) est fini ~). 

(d) Cas g~ndral. 
Puisque A est de type  (ALA), on peut  trouver une suite exacte 

O ~ A I ~ A  ~ F ~ O ,  

off A 1 est alggbrique lin~aire, et off /'(~-) est un g-groupe de type arithm~tique 
(cf. nO 4.3). D'apr~s (a), HI (k, F)  est fini, D'autre part, pour tout  x eZ 1 (g, A), 
le groupe tordu A~ est lin~aire, et d'apr~s (c), Hi(k ,  A 1) est fini. La finitude 
de /~ (k ,  A) r~stflte alors du cor. 1.20. 

Dans les corollaires ci-apr~s, k d~signe un corps vgrifiant les conditions du 
thdor~me 6.2. 

6.3 .  0orollaire. (i) Les k-[ormes d'une varigtd abglienne dgfinie sur k sont en 
nombre fini (~ isomorphisme pros). 

(ii) 11 enest de rn$me des k-[ormes d'une alg~bre de dimension finie sur k. 
(iii) Lorsque k est de caractgris$ique zgro, il en est de m$me des k-[ormes d'un 

groupe alggbrique lingaire. 
Pr$cisons que, dans (i), nous prenons le terme de cvari~t~ ab~lienne* au 

sens de ,vari~t~ ab~lienne munie d'une structure de groupe alggbrique,>. Si C 

est une telle varietY, on sait que Aut C(k) est un g-groupe de type  arith- 
m~tique (eft n ~ 3.5) et l'assertion (i) r~sulte alors de la correspondance entre 
<~k-formes de C~> et ~lgments de Hi(k ,  Aut C), cf. n ~ 2.6. De mSme, l'assertion 
(ii) r~sulte de ce que le foneteur d'automorphismes d'une k-alg~bre de dimen- 

2) L'id~e d'utiliser le corollaire 2.14 nous a ~r indiqu~e par T. SPRINGER. Notre d6monstration 
initiale 6tait plus compliqu~e. 
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sion finie est un groupe algdbrique lindaire (le m~me argument s'applique plus 
g4ndralement ~ la structure form~e par un espace vectoriel muni  de tenseurs de 
types quelconques, cf. [19], Chap. III ,  n ~ 1.1). Enfin, (iii) rdsulte de ce que, en 
caract~ristique z~ro, le foncteur d'automorphismes d'un groupe alg~brique 
lindaire est de type (ALA), cf. thdor~me 5.12. 

6.4. Corollaire. Soit G un k-groupe alggbrique, et soit V un  espace homo- 
g~ne de G. Les orbites de G(k) clans V (Ic) sont en nombre fini. 

La varidt~ Vest  rdunion d 'un nombre fini d'orbites de la composante neutre 
de G; cela permet de se ramener au cas 04 G est connexe. Si V (k) --~ ~ ,  il 
n'y a rien ~ ddmontrer. Sinon, soit v ~ V (k), et soit H le groupe de stabilitd de 
v. L'application canonique G/H ---> V e s t  radicielle. Comme k est parfait, 
cette application d~finit une bijection de (G/H)(k) sur V(k). Or, d'apr6s 
la prop. 1.12, les orbites de G(k) dans (G/H)(k) correspondent bijectivement 
aux ~16ments du noyau de l'application canonique 

: H ~ (k, H) -~ W (k, G). 

I1 nous suffira donc de prouver que a est propre (cf. n ~ 1.14). 
Soit R le plus grand sous-groupe lin~aire connexe de G, soit S ~ R • H,  

et soient C ~ G/R,  B ~ H / S .  Le groupe C est une vari6t6 ab61ienne (th6o- 
r~me de CHEVALLEu et B s'envoie injectivement dans C. On a un diagramme 
commutatif: 

t/~ (/c, H) - ~ / t l  (/c, G) 

H~(k, B) s C). 

Pour tout z eZ l (g ,H) ,  le groupe tordu S, est lin~aire; d'apr6s le th6or6me 
6.2, /P(]c, S,) est fini. Appliquant le cor. 1.20, on en d6duit que y est propre. 
D'autre part, en utilisant le (,th6or6me de compl6te r~ductibilit6,~ de WEIL 
(cf. [20], p. 94), on voit qu'il existe une varidt6 ab6lienne B' de m6me dimen- 
sion que B, et un homomorphisme C -+ B' tels que le compos6 B -+ C -+ B' 
soit surjectif. Comme le noyau de B -+ B' est fini, l 'argument utilis4 ei-dessus 
pour prouver la propret6 de ~ montre que le compos6 

W(k ,  B) s W(k ,  C) -~ H~(k, B') 

est propre. I1 s'ensuit que ~ est propre, donc aussi ~o~ ---- flo a, done aussi a, eqfd. 

6.5. Corollaire. Soit G un  groupe algdbrique lingaire ddfini sur lc. Les 
torez max imaux  (resp. les sous-groupes de CaRT~) de G ddfinis sur k /orment 

un hombre fini de classes pour la con]ugaison par les dldments de G (k). 
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Cela r6sulte du corollaire 6.4, appliqu6 ~ la ((varidt6 des tores maximaux)) 
(resp. k la ,vari6t6 des sous-groupes de CARTAN*~) de G, cf. n ~ 4.10. 

6.6.  Corollaire. Supposons Ic de caractgristique zgro. Soit G un groupe 
algdbrique semi-simple ddfini sur k, et soit g son alg~bre de LIs. Les glgments 
unipotents de G(k) (resp. les dldments nilpotents de g(k)) /orment un nombre 
fini de classes pour la conjugaison par les gldments de G(lc). 

Soit U (resp. N) la sous-vari~t~ de G (resp. g) form6e des ~16ments unipotents 
(resp. nilpotents). L'exponentielle d~finit une bijection de N(/c) sur U(/c); 
il suffit donc de prouver la finitude de N (k)/G(]c). D'apr&s KOSTANT (cf. [11], 

cor. 3.7 et lemme 5.1), les orbites de G (~) dans N (k) sont en nombre fini 
(en fait, KOSTANT se borne au cas de C, mais le cas gdnSral s'en ddduit par 
application du (~principe de LEFSCHETZ,)). I1 suffit doric de prouver que, si X est 
une telle orbite, les dl~ments de X (k) ---- X N N (/c) forment un nombre fini 
de classes modulo les opdrations de G(/c). C'est clair si X (k) --~ ~ .  Sinon 
soit x~X(k) ,  et soit H c G le stabilisateur de x. On peut identifier X 

(resp. X(/c)) ~ l'ensemble des points de G/H ~ valeurs dans/c (resp. dans/c); 
notre assertion r~sulte alors du cor. 6.4, appliqud ~ l'espace homog~ne G/H. 

6.7.  Le eas r~el. Les r~sultats des n ~ prdcSdents s'appliquent bien entendu 
au corps i t .  Certains peuvent d'ailleurs s'obtenir de fa~on plus simple par des 
arguments topologiques. Ainsi par exemple le corollaire 6.4 rdsulte du fair 
(ddmontr~ par WHITNEY) que, si V est une tt-varidt6 alg~brique, l'espace 
topologique V (R) n 'a qu'un hombre fini de composantes connexes. 

Nous allons voir que, pour ccrtains groupes, on peut aller plus loin et d~- 
terminer explicitement HX: 

Partons d 'un groupe de LIE compact K .  Soit R l'alg~bre des fonctions 
continues sur K qui sont combinaisons lindaires de coefficients de repr6sen- 
tations matricielles (complexes) de K,  et soit R 0 la sous-alg~bre de R formde 
des fonctions & valeurs r6elles. On a R ~ R 0 • aC. On d@finit de fa~on 
naturelle un holnomorphisme ~ : R o -> R 0 Q R 0. Si l'on pose G ---- Spec (R0), 

d~finit un morphisme de G • G dans G, et l'on obtient ainsi sur G une struc- 
ture de groupe algdbrique sur R (cf. CHEVALLEY [5], Chap. VI, w VIII). Le 
groupe G(R) des points r~els de G s'identific ~ K.  Le groupe G (C) s'appelle lc 
complexifig de K.  Le groupe de GALOIS g ---- g(C/R) op&re sur G (C). 

6 .8.  Th~ori~me. L'application canonique 111 (g, K) -~ Hi(g, G (C)) est bi]ective. 
(Comme g op~re trivialement sur K,  H 1 (g, K) est l'ensemble des classes 

dans K ,  modulo conjugaison, des dl~ments x tels que x 2 ~-- 1.) 
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Le groupe g op~re sur l 'alg~bre de LIE g (C) de G (C); les 616ments invar iants  
forment  l 'alg~bre de LIE ~ de K ,  et  les 616ments ant i - invariants  fo rment  un 
suppl~mentaire p de [ dans g(C). L 'exponent ie l le  d6finit un isomorphisme 
analyt ique r6el de p sur une sous-vari6t6 ferm6e P de G(C); on a x P x  -1 ~ P 

pour tou t  x e K ;  de plus (CHEVALLEY, loc. cir., p. 201) tou t  616ment zEG(C) 
s'dcrit de fa~on unique sous la forme z ---- x p ,  avec x e K  et  p e P .  

Ces r6sultats 6tant  rappel6s, mont rons  que Hi (g ,  K ) - ~  Hi(g,  G(C)) est 
surjecti / .  Un 616ment de Zl(g, G (C)) s'identifie ~ un 616ment z eG (C) tel que 
zz ~ 1. S i l ' o n 6 c r i t z s o u s l a f o r m e  x p ,  avec x e K  et  p e P ,  o n a  x p x p  - 1 - -  - 1 

(car p z p- l ) ,  d'ofi p ~- x 2. x - l p x .  Mais x l p x  appar t ien t  ~ P ,  et  l 'unicit6 
de la d6composit ion G ( C ) :  K . P  montre  que x ~ - -  - 1 et  x - i p x  ~ - p .  Si 
P~ est la pa t t ie  de P form6e des 616ments c o m m u t a n t  ~ x, on voit  faci lement 
que P~ est l 'exponentiel le  d 'un  sous-espace vectoriel  de p. On en conclut  qu 'on  
pout 6crire p sous la forme p ~--q2, avec q e P ~ .  On en t ire z ~ - q x q ,  et  
comme q ~ q-~, on voit  que le cocycle z e s t  cohomologue au cocycle x,  qui 
est h valeurs dans K .  

Montrons ma in t enan t  que H i (g, K) -> Hi(g, G (C)) est in jec t i / .  Soient 
x e K  et  x ' e K  deux ~16ments tels que x ~ :  l ,  x ' 2 - -  ~ l ,  e t  supposons qu'ils 
soient cohomologues dans G(C), au t r emen t  di t  qu'il  existe zeG(C) tel que 
x' : - z  ~xz. E c r i v o n s z s o u s l a f o r m e  z = y p ,  avec y e K  et  p e P .  O n a :  

x '  -= p - l y - l x y p - 1 ,  d'ofi x '  �9 x ' - l p x  ' ~ y - l x y ,  p - 1  . 

Appliquant ~ nouveau  l 'unicit6 de la d~composit ion G(C)--~ K . P ,  on en 
tire x' ~ y - ~ x y ,  ce qui signifie que x et  x' sont conjugu6s dans K ,  et  ach~ve 
la d6monstrat ion.  

Exemples. (a) Supposons que K soit connexe,  et  soit T l 'un de ses tores 
maximaux.  Soit T2 l 'ensemble des t e T  tels que t2~- l ;  on sait que tou t  
dl6ment x e K  tel que x 2 : 1 est conjugu6 d 'un  616ment f e T e ;  de plus deux  
616ments de T 2 sont  conjugu6s dans K si et  seulement  si ils sont  t ransform6s 
l'un en l 'aut re  par  un 616ment du groupe de WEYL W de K (par r appor t  s T). 
I1 r6sulte donc du th6or~me 6.8 que H 1 (R, G) (6gal par  d6finition ~ Hi(g ,  G (C))) 
s'identifie 5 l' ensemble quotient T J W .  

(b) Prenons  pour  K le groupe des au tomorph i smes  d 'un  groupe compact  
semi-simple connexe S .  Soit A (resp. G) le groupe alg6brique associ6 comme ci- 
dessus s K (resp. k S).  On salt que A eat le groupe d 'au tomorph i smes  Aut  G de 
G. Les dl6ments de H 1 (It ,  A) correspondent  donc aux /o rmes  rdelles du groupe 
G, et le th6or~me 6 .8  redonne la classification de ces formes au moyen  de 
classes d'(dnvolutions)) de S (r~sultat dfi s ELIE CARTAN). 
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w 7. Th~ior~mes de finitude (corps de nombres) 

Dans tout ce paragraphe, k d~signe un corps de nombres alg~briques, c'est-~- 

dire une extension finie du corps Q, et g d~signe le groupe de GALOIS g(~/]c). 
On note V l'ensemble des places de k; rappelons qu'une place est une classe 
d'dquivalence de valeurs absolues non discr~tes (deux valeurs absolues dtant 
dites dquivalentes si elles ddfinissent la m~me topologie). Si veV ,  on note/c~ 
le compldtd de k pour la topologie d~finie par v; les corps k~ sont des corps 
localement compacts de caraet~ristique zdro. 

Si A est un groupe loealement alg~brique sur It, chacun des plongements 
k -+k~ d~finit une application c % : H I ( k , A ) - ~ H I ( / % , A ) ,  ef. 2.2. Pour 
toute partie S de V, ces applications d~finissent une application canonique 

~o s : Hi(k, A) -+ -T-V- Hl(k~, A) .  
v ~ V  - -  8 

7.1.  Th~ori!me. Si S est un ensemble fini de places de Ic, et si A est u~ 
k-groupe de type (ALA), l' application 

o~ s : t ~ ( k ,  A)  -> ~ -  Hl(k~, A)  
v E V -  S 

est propre (cf. n ~ 1.14). 
En particulier, on voit que les ~ldments de H 1 (k, A) qui sont (~ nuls locale- 

ment~) (e'est-~-dire dont l'image dans chacun des H 1 (k~, A) est nulle) sont en 
nombre fini; cela gdndralise un rdsultat de [3], r~sultat qui va d'ailleurs ~tre 
utilisd dans la ddmonstration ci-dessous. 

Avant de donner cette ddmonstration, il est bon de faire deux remarques: 
(i) Si le th~or~me est vrai pour A et pour un certain S, il est vrai pour A 

et pour tout  autre ensemble fini S ' .  Cela r~sulte simplement de la finitude des 
Hl(k , ,  A), ddmontr~e au w 6. En particulier, on peut toujours se ramener au 
cas off S ----- ~ .  

(ii) Pour prouver le th~or~me 7.1, il suffit de prouver que le noyau de O)s 
est fini pour le groupe A considdr~ et pour tous les  groupes tordus A x, avec 
xEZ 1 (k, A ) .  Cela rdsulte des propri~t~s ~l~mentaires de la torsion, cf. n ~ 1.10. 

7.2.  D~monstration du th~ori~me 7.1 lorsque A est connexe. Puisque A 
est de type (ALA), c'est un groupe lin~aire connexe. Soit U la partie unipotente 
du radical de A et soit H = A / U .  Le groupe H est r~ductif connexe. Comme 
la cohomologie d 'un groupe unipotent est triviale, les applications canoniques: 

Hi(k,  A)  ~ Hi (k ,  H) et /-P(k~, A) ~ Hi(k, ,  H) 
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sont injectives (ef. n ~ 1.20). On est donc ramend ~ prouver le thdorbme pour 
le groupe H.  De plus, d'aprbs les remarques (i) et (ii) d u n  ~ 7.1, il suffit de 
montrer que, pour tout x~Z 1(/c, H), le noyau de 

Hi(k, H~) -+ - ~ - H i ( k , ,  H~) 
v~V 

est fini. Or, c'est l~t un rdsultat eonnu ([3], th. 6.8). 

7.3. Lemme. Soit A un g-groupe discret sur lequel g op~re trivialement, et 
soit S u n  sous-ensemble fini de V.  Le noyau de l'application 

~o s : H i ( k ,  A)  ~ ~ H i ( k , ,  A)  
est alors rdduit dt O. ~,~v-s 

Soit x un ~l~ment de ce noyau, et choisissons une extension galoisienne lc'/k 
telle que x appartienne h Hl(k ' / k ,  A).  Soit g' le groupe de GALOre de k' /k;  
comme g~ op~re trivialement sur A, l'dl~ment x est repr~sent~ par un cocycle 
qui est un homomorphisme de g' dans A. Soit V' l'ensemble des places de/c ' ,  
et soit S' le sous-ensemble de V' form~ des places qui prolongent les places 
de S. Soit w ~ V ' - - S ' ,  soit v la place correspondante de V - - S ,  et soit 
g~ le groupe de ddcomposition de w. Dire que x donne z~ro dans Hi(k, ,  A) 
signifie que la restriction de ~ h g~ est triviale (i. e. ~ applique g~ dans l'~lSment 
neutre de A). Mais l'on sait que, lorsque w parcourt V' - - S ' ,  la rgunion des 
gt west  g' tout entier; de fagon plus pr6cise, tout  sous-groupe cyclique de g' 
est un groupe de d~composition g~, pour une infinit8 de w (cela rdsulte du thdo- 
r~mc de densitd d'ARTIN-~EBOTAREV, OU mSme, plus simplement, du th6o- 
r~me de densit~ de FROBENIUS [7]). I1 s'ensuit que ~ est trivial, d'ofl le lemme. 

7.4. D~monstration du th~ori!me 7.1 lorsque A est discret. En vertu de la 
remarque (ii) du n ~ 7.1, il suffit de prouver que le noyau de ~o s est fini. Nous 
noterons ce noyau H E (k, A). 

Puisque A est de type (ALA), c'est une extension d 'un g-groupe/" de type 
arithmdtique par un g-groupe fini C ; on a A/C -~ F.  Comme F est de type fini 
(cfl n o 3.3), il enes t  de m~me de A ; comme g op~re continfiment, on en conclut 
qu'il existe un sous-groupe ouvert distingu~ h de g qui op~re trivialement sur A. 
On notera k' le sous-corps de k correspondant s h, et S' l'ensemble des places 
de k' prolongeant l'une des places de S. Si x~Hls (k, A ) ,  l'image x' de x dans 
Hi(It ', A) appartient k H~, (k ' ,A) :  c'est imm6diat. Mais, puisque h op~re 
trivialement sur A, le lemme 7.3 (appliqud k k' et S') montre que H ls,~/1c', A) 
est r~duit ~ 0. D'apr~s 1.27, il en r~sulte que x appartient ~ I-II(lc'/k, A)  -~ 
Hl (g /h ,A) .  Mais g/h est fini, donc aussi Hi(g/h,  F),  ef. n ~ 3.8; il enes t  de 
mSme des H 1 (g/h, C~), off x d~signe un 1-cocycle de g/h dans A ; d'apr~s 1.20, 
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il s 'ensuit  que Hi(g/h ,  A) est fir6. Comme H~ (k, A) est un sous-ensemble de 
/ P ( g / h ,  A), cela d~montre  bien le thdor~me 7.1 dans ce cas. 

7 . 5 .  Pour  aller plus loin, nous aurons besoin d 'un  r6sultat  dl~mentaire sur 
les <~r~duetions mod. p~). Ind iquons  rap idement  de quoi il s 'agit  (pour plus de 
d~tails, voir  [9], Chap. IV):  

Soit X un  schema de type  fini sur le corps k, et  soit ok l ' anneau des entiers de 
k; le corps k est le corps des fractions de ok, c'est-~-dire le corps des fonctions 
rat ionnelles de Spec (ok). I1 en r6sulte faci lement  qu 'on  peu t  t rouver  une 
<~forme de X sur ok~, c'est-~-dire un schema X o de type  fini sur Spec (ok) tel que 
X ~ X o | okk. S i v  est un  ideal maximal  de ok, de corps r~siduel K(v), on 
peu t  parler  du schema X o • ok K (v) ob tenu  s par t i r  de X 0 par  r~duct ion en v. 
Ses points  rat ionnels  sur ~ (v) fo rment  un  ensemble fir6 (Xo)~(~). De m~me, 
si o~ d~signe l ' anneau des entiers du  corps local k~, X 0 d~finit par  changemcnt  
de base un sch5ma sur o~ ; les points de ce schema s valeurs dans o~ seront  notes 
(Xo)o . E n  fait, on emploie tr~s souvent  les nota t ions  incorrectes X~(~,~ et 
X ~  pour  d~signer (Xo)~(~) et  (Xo)o . Cet abus d '~cri ture est sans danger si 
l 'on ne s'int~resse qu'~ des questions oh n ' in te rv iennen t  que (~presque tous les 
w>. E n  effet, on d~montre  sans peine que, si X o et  X~o sont  deux formes de X 
sur ok, il existe un ouver t  non vide U de Spec (ok) au-dessus duquel  X o et X~0 

/ 
sont  isomorphes; si veU  on peu t  alors identifier (X0)~(~) et  (Xo)~(~) et de 
mfime pour  les points ~ valeurs dans o~. C'est cet te  no ta t ion  que nous utiliserons 
dans la proposi t ion sr6vante:  

7 . 6 .  Proposition. Soit G u n  k-groupe alggbrique connexe, et soit P u n  
espace fibrg principal pour G dont la base B e s t  une varigtg algdbrique de 
dimension zgro. I1 existe alors une pattie finie S de V, contenant routes les 
places archim~iennes, et telle que, si v r  S ,  on ait Bo~ ~ Bk~ et que 
Po~ ---> Bo~ soit sur]ecti/. 

(L 'hypoth~se fai te  sur P dquivaut  ~t dire que P (~ ~ est rdunion disjointe 

d 'espaces homog~nes pr incipaux sur G | k.) 
On choisit comme ci-dessus des formes de G, P ,  B sur ok; on les notera 

encore G, P ,  B (c'est l 'abus d 'dcri ture signal6 plus haut) .  Si l 'on se place sur 
un ouver t  U = Spec (ok) - -  S assez pe t i t  de Spee (ok), ces sch6mas sont simples 
sur U (el. GROTHENDIECK [10]), B e s t  propre,  G est un  schdma en groupes 
fibres connexes, e t  P est un  espace fibr6 principal  de base B et  de groupe G 
(cela sigr6fie ici que le morphisme dvident  de P X crG dans P • vP  est un iso- 
morphisme).  Soit veU;  eomme B e s t  simple e t  propre  sur U,  on a B~(~ = 
Bo~ = B~v. De mfime, la simplicitd de P ent ra ine  que Pov -+ P~(~) soit 
sur jec t i f  (pour ces propri~tds de la simplicit~ - qui ne sont au fond qu'une 
forme du ~demme de HE~S~.L~> - -  voir GROTHENDIECK [10]). D ' au t r e  part ,  si 
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xEB~(~), la fibre de x dans P e s t  un espace homogbne principal sur le groupe 
G | o~K (v) ddduit  de G par rdduction en v ; comme G | okK (V) est connexe, cet 
espace a un point  ~ valeurs dans K(v)(cf. LANG [12]). ]l s 'ensuit  que 
PKc~) --> B~(~) est surjectif, d'ofi le rdsultat  cherchd. 

7.7.  Corollaire. L' application Pk~ --> B~. est surjective pour tout v e V - -  S .  
C'est dvident. 

Remarque. Lorsque, dans la proposition 7.6, on ne suppose plus que B 
soit de dimension zdro, il est encore vrai que P ~  -~ Bo~ est surjectif  pour 
presque tout  v. 

7.8.  Revenons main tenan t  s la ddmonstrat ion du thdorbme 7.1. Soit G 
la composante neutre  du groupe A,  et  soit L ~ A/G; nous identifierons (par 

abus de langage) L au g-groupe L(k) .  

7.9.  Lemme. II existe un sous-ensemble fini S de V tel que rapplication 
H~ A)  --> H~ L) soit surjective pour tout ve V - -  S .  

Comme A est de type  (ALA), le groupe L e s t  extension d 'un  g-groupe F de 
type ar i thmdtique par un  g-groupe fini C. Comme on l 'a ddj~ remarqud, il 
existe un  sous-groupe ouvert  distingud h de g qui opbre tr ivialement sur L .  
Posons g' ~ g/h, et  soit h'  un sous-groupe de g ' .  On a la suite exacte:  

0 -~ H~ ' , C) -~ H~ ' , L) -~ H~ ' , F) -~ Hi (h  ' , C) ,  

o~ H ~ C) et  H i (h ' ,  C) sont  finis. Comme d 'aut re  par t  H ~ F) est un  
groupe de type  fini (cf. 3 .3 et 3.6) on en ddduit  facilement que H~ ' , L) est 
aussi de type  fini. Puisque les h '  sont en nombre fini, on en conclut qu'il  existe 
un sous-ensemble fini B de L tel que B N H ~  engendre H~ ',  L) 
pour tout h';  on peut  en outre s 'arranger pour que B soit stable par g, ce qui 
permet de l ' identifier ~ une k-sous-varidtd de dimension zdro de L : A/G.  
Soit P l ' image rdciproque de cette sous-varidtd dans A ; c'est un  espace fibr6 
principal pour G de base B.  Appl iquant  7.7, on volt  qu'il  existe une partie 
finic S de V telle que H~ P) --> H~ B) soit sur jec t i fpour  tou t  vr V - -  S.  

Cette propridtd entra~ne que H~ A)  ~ H~ L) 

est sur]ecti[ pour tout v e V - - S .  En effet, l ' image I~ de cet homomorphisme 
contient l ' image de H ~ (k~, P) ,  qui est dgale g H ~ (k,, B). Or, si gr ddsigne l 'un 
des groupes de ddcomposition associds s v dans g', on peut  identifier H ~ (k~, L) 
s H~ L) et H~ B) k H~ B),  c'est-g-dire ~ B n H~ L).  
I1 en rdsnlte (vu la ddfinition de B) que H~ B) engendre H~ L) .  
Comme I~ contient  H ~ B),  on a done bien I~ : H ~ L),  ce qui ach6ve 
la ddmonstration du lemme. 

II CMH vol. 39 
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7.10. Fin de la d6monstration du th~ori~me 7.1.  On conserve les notations 
ci-dessus. On suppose en outre que S = ~ ,  
(i). On a un diagramme commutatif  

Hi(k,G) 2~ Hi(It, A) 

ce qui est licite vu la remarque 

s H i ( k , L )  
~oj M 

~THi(k~, G) -~ ~-~Hi(k~, A) .~ ~ H l ( k ~ ,  L) . 
vEV vEV vEV 

On va d'abord prouver que l'application 

(fl, co) : / ~ ( k ,  A) -->/P(k, L) • - ~ - / P ( k ~ ,  A) 
est propre, v~v 

Pour cela, soit x �9  A) ,  soit ~ l'image de x dans /P(k ,  A) et soit X 
l'ensemble des 61~ments de Hi(k,  A) dont l'image par (fl, w) est la m~me que 
celle de ~; on doit prouver que X est fini. Quitte s remplacer A par A~, on 
peut supposer que x-----0. I1 en r6sulte que X est contenu dans l'image 
de a : H i ( k ,  G) - ~ H I ( k , A ) .  Soit Y = a- l (X) ,  et soit 

Y' = c -V-VHI(k ,G). 
vEV 

Comme oJo~ = gow' ,  les 414ments de Y' appartiennent au noyau de ~. 
Mais, d'apr~s 7.9, il existe un sous-ensemble fini S de V tel ClUe 
H~ A) --> H~ L) soit surjectif pour veV  - -  S; vu 1.17, ceci entralne 
que le noyau de Hi(/c~, G) --> Hi(k~, A) est r4duit ~ 0 (pour ve V - -  S). On en 
conelut que l'image Y" de Y dans-~-Hi( ]c~ ,  G) est r6duite ~ 0, ce qui 

vE V - 8 

montre (cf. 7.2) que Y est fini; comme X = a(Y),  il en est de m6me de X, 
ce qui d6montre notre assertion. 

l~otons maintenant  que, d'apr~s 7.4, l'application ~o" est propre. I1 en 
est donc de m6me de l'application (oY' • 1)o(fl, ~o) qui applique HI(k ,A)  
dans - ~ - H i  (k,, L) • - ~ - H  1 (k~, A). Comme cette application se factorise p~r 

vEV vEV 

l 'application ~o, on en eonclut que eo est propre, eq fd .  

7.11. Corollaire. Soit G une varigtg abglienne (resp. un groupe algdbrique 
lindaire, resp. une alg~bre de dimension finie) sur k, et soit S u n  ensemble fini 
de places de k. Les k-/ormes de G qui sont k~-isomorphes ~ G pour tout v non 
dans S sont en hombre fini (d isomorphisme pros). 

Cela rSsulte de ee que, dans chaque cas, Aut (G) est un groupe de type (ALA). 

7.12. Corollaire. Soit G u n  k-groupe algdbrique, soit V un espace homog$ne de 
G, soit x �9 V(k) et soit S u n  ensemble fini de places de k. Soit X la partie de 
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V (lc) /ormge des dIdments x' tels que pour tout v e V  - - S ,  il existe g~eG(k~) 
qui trans/orme x en x ' .  Supposons enfin que le groupe de stabilitd H de x 
soit un groupe lin~aire. Les orbites de G(]c) dans X sont alors en nombre fini. 

Soit Y le quot ient  de X par  G(/c); d'apr~s 1.12, Y s'identifie s un sous- 
ensemble de H l(k,  H).  De plus, la d~finition m~me de X mont re  que l ' image 
de Y dans chacun des H l ( ] c , , H ) , v e V - - S ,  est rdduite k 0. Comme H 
est lindaire, le th~or~me 7.1 s 'applique,  et  mont re  que Y est fini, c q f d .  

Remarques.  (1) Si G est un groupe algdbrique lindaire, le corollaire ci-dessus 
s'applique k la varidtd des tores max imaux  (resp. des sous-groupes de CARTA~ ~, 
resp. etc.) de G. Nous laissons au lecteur  le soin d 'expl ici ter  le r~sultat  obtenu.  

(2) Les hypotheses  et  nota t ions  dtant  celles de 7.12, soit x'  un point  de X .  
Par hypoth~se, pour  tou t  v e V  - -  S ,  il existe gv e Gk~ qui t ransforme x en x'. 
On peut s'arranger pour que g, appartienne ~ G~, pour presque tout v. En  
effet, soit P la sous-varidtd algdbrique de G dont  les points sont les dl~ments 
g t ransformant  x en x' ;  c 'est  un espace homog~ne principal  sur H.  Si H ~ ddsi- 
gne la composante  neut re  de H,  P peu t  aussi ~tre considgr~e commc espace 
principal de groupe H ~ et  de base finie B ~- P / H  ~ D'apr~s 7.6,  l 'appl icat ion 
P~ -> Bk~ est surject ive pour  presque tou t  v; d ' au t re  par t ,  l 'existence d 'un  
g~, �9 P,~ mont re  que Bk~ est non vide. I1 s 'ensuit  que Po~ est non vide pour  
presque tou t  v, ce qui ddmontre  notre  assertion. 

Ceci permet  de t radui re  7 .12 en termes addliques, comme dans [3]. 
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