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Introduction

Les poly�edres r�eguliers de R3 correspondent �a des sous-groupes remarquables
de SO3(R) et PGL2(C):

les groupes altern�es A4 et A5, et le groupe sym�etrique S4.
Y a-t-il des analogues de ces sous-groupes �nis pour les autres groupes de

Lie simples, et en particulier pour les groupes de type exceptionnel G2, F4,
E6, E7, E8? Ce genre de question a �et�e beaucoup �etudi�e ces derni�eres ann�ees
(cf. notamment [6–10], [17], [21], [22]), sans cependant que l’on parvienne
�a une solution compl�ete. Je me propose de d�emontrer le r�esultat suivant, qui
constitue un pas dans cette direction:

Th�eor�eme. Soit G un groupe alg�ebrique lin�eaire connexe semi-simple sur
un corps alg�ebriquement clos k. On suppose que G est simple (donc de
centre trivial); soit h son nombre de Coxeter. Soit p un nombre premier.
Alors:
(i) Si p = h + 1; le groupe G(k) contient un sous-groupe isomorphe

�a PGL2(Fp); �a une exception pr�es: celle o�u caract(k) = 2 et o�u
G ' PGL2.

(ii) Si p = 2h+ 1; G(k) contient un sous-groupe isomorphe �a PSL2(Fp).

(Noter que, lorsque G = PGL2, on a h = 2, d’o�u p = 3 dans le cas (i)
et p = 5 dans le cas (ii). On retrouve ainsi le fait que PGL2(C) contient
A4 = PSL2(F3), S4 = PGL2(F3) et A5 = PSL2(F5).)

En fait, la partie (ii) du th�eor�eme �etait d�ej�a connue lorsque k est de carac-
t�eristique 0; elle avait �et�e conjectur�ee par Kostant en 1983 (cf. Cohen–Wales
[10]) et v�eri��ee ensuite cas par cas, parfois avec l’aide d’ordinateurs, cf. [7],
[17]. Seule la partie (i) est (peut-être) nouvelle, au moins pour les types E7 et
E8, o�u elle donne:
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Corollaire. Le groupe PGL2(F19) est plongeable dans le groupe adjoint E7(C);
et PGL2(F31) est plongeable dans E8(C).

Cela r�esulte de ce que h = 18 si G est de type E7, et h = 30 si G est de
type E8.

Les §§2 �a 5 contiennent la d�emonstration du th�eor�eme ci-dessus (sous une
forme quelque peu renforc�ee, cf. no 1.3). On part du cas o�u la caract�eristique
est p (§2); si p= h, on dispose alors du plongement “principal” de PGL2(Fp)
dans G(Fp), cf. Testerman [32], [33]. Dans le cas (i), il n’y a pas d’obstruction
�a relever ce plongement dans G(Zp), cf. §3. Le cas (ii) est plus d�elicat: il faut
remplacer Zp par Zp[

√±p] et se borner �a relever PSL2(Fp), cf. §4. Ceci fait,
le cas o�u k est de caract�eristique 0 est essentiellement r�egl�e; on passe de l�a �a
une caract�eristique quelconque grâce �a la th�eorie de Bruhat–Tits, cf. §5.
Le §6 donne quelques propri�et�es des sous-groupes ainsi construits: classes

de conjugaison, caract�ere de la repr�esentation adjointe. Les annexes (§§7, 8)
contiennent des r�esultats connus, qu’il m’a paru utile de rappeler.
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1. Enonc�e des r�esultats

1.1. Notations

Soit R un syst�eme de racines irr�eductible r�eduit (Bourbaki [2], Chap. VI, §1),
de rang r. On en choisit une base {�1; : : : ; �r} et l’on note si la sym�etrie
associ�ee �a la racine �i. Le groupe engendr�e par les si est le groupe de Weyl
W de R. Le produit s1 · · · sr est l’�el�ement de Coxeter associ�e �a la base choisie;
son ordre h est le nombre de Coxeter de R. On a:

h = r + 1 si R est de type Ar ,
h = 2r si R est de type Br ou Cr ,
h = 2r − 2 si R est de type Dr ,
h = 6; 12; 12; 18; 30 si R est de type G2, F4, E6, E7, E8.

On note G un sch�ema en groupes lin�eaire semi-simple d�eploy�e sur Z, de
syst�eme de racines R, et de centre trivial (type “adjoint”). Un tel sch�ema en
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groupes existe (cf. Chevalley [5], Kostant [19] et Bruhat–Tits [3], Chap. II,
no 3.2.13), et est unique �a isomorphisme pr�es (Demazure [12], p. 305, th. 4.1).
Si N est la dimension de G, on a

N = r + Card(R) = r(h+ 1) :

Pour tout anneau commutatif k, on note G(k) le groupe des k-points du
sch�ema G. Lorsque k est un corps alg�ebriquement clos, G(k) est un groupe
simple.
Le revêtement universel de G sera not�e G̃. Le centre Z de G̃ est un sch�ema

en groupes �ni et plat, de type multiplicatif. On a G = G̃=Z .

Exemple. Soit n un entier = 2, et prenons R de type An−1. On a alors
r = n − 1; h = n; G = PGLn; G̃ = SLn; Z = �n (racines n-i�emes de
l’unit�e). L’image de G̃(k) dans G(k) est not�ee PSLn(k).

Lorsque n = 2, et que k est un corps �ni Fq de caract�eristique -2, le
groupe PSL2(Fq) est d’indice 2 dans PGL2(Fq); c’est un groupe simple si
q ¿ 3. Pour q = 3; 5; 9, on a des isomorphismes:

PSL2(F3) = A4 ; PGL2(F3) = S4 ;

PSL2(F5) = A5 ; PGL2(F5) = S5 ;

PSL2(F9) = A6 :

1.2. Enonc�e du th�eor�eme 1

C’est celui qui a �et�e mentionn�e dans l’introduction:

Th�eor�eme 1. Soient G et h comme ci-dessus. Soit k un corps alg�ebriquement
clos et soit p un nombre premier.
(i) Si p = h + 1; le groupe G(k) contient un sous-groupe isomorphe �a

PGL2(Fp); sauf dans le cas h = 2 et caract(k) = 2.
(ii) Si p = 2h+ 1; G(k) contient un sous-groupe isomorphe �a PSL2(Fp).

L’exception de (i) est celle o�u G est isomorphe �a PGL2, auquel cas on
a r = 1; h = 2; p = 3 et PGL2(F3) = S4; si caract(k) = 2, on montre
facilement que S4 ne peut pas être plong�e dans PGL2(k) = G(k).

Corollaire 1. Si p = h+ 1 ou 2h+ 1; PSL2(Fp) est plongeable dans G(k).

Lorsque r ¿ 1, ou lorsque r = 1 et caract(k)-2, cela r�esulte du th. 1
puisque PSL2(Fp) est un sous-groupe de PGL2(Fp). Lorsque r = 1 et
caract(k) = 2, il faut v�eri�er que PSL2(F3) = A4 se plonge dans G(k);
c’est clair, car A4 est un sous-groupe de A5 = PSL2(F4), qui est lui-même
un sous-groupe de PGL2(k) = G(k).

Lorsque R est de type E7, on a h = 18. D’o�u:

Corollaire 2. Si G est de type E7 adjoint, G(k) contient des sous-groupes
isomorphes �a PGL2(F19) et PSL2(F37).
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Le cas de PSL2(F37) �etait connu, au moins lorsque caract(k) = 0, cf.
Kleidman–Ryba [17].
De même, pour E8, on a h = 30, d’o�u:

Corollaire 3. Si G est de type E8; G(k) contient des sous-groupes isomorphes
�a PGL2(F31) et �a PSL2(F61).

Ici encore, le cas de PSL2(F61) �etait connu, cf. Cohen–Griess–Lisser [7].

Remarques. 1) Le th. 1, tout comme le th. 1′ du no 1.3, se v�eri�e facile-
ment lorsque G est un groupe classique, grâce �a la th�eorie des repr�esentations
lin�eaires, orthogonales, ou symplectiques, des groupes PSL2(Fp) et PGL2(Fp).
2) Les valeurs h+ 1 et 2h+ 1 de p �gurant dans le th. 1 sont maximales

au sens suivant:
(i) Si G(C) contient un sous-groupe isomorphe �a PGL2(Fp), on peut mon-

trer que p − 1 divise l’un des mi + 1, o�u les mi sont les exposants
du syst�eme de racines R. Comme sup(mi) = h−1, cela entra�̂ne p5 h+1.

(ii) De même, si G(C) contient PSL2(Fp), on peut montrer que p− 1 divise
l’un des entiers 2(mi + 1), d’o�u p5 2h+ 1.
3) Comme on l’a signal�e dans l’introduction, le cas (ii) du th. 1, pour

k = C, est une conjecture de Kostant, qui a d�ej�a �et�e v�eri��ee cas par cas (cf.
Cohen–Wales [10]). En fait, la conjecture de Kostant est un peu plus g�en�erale:
elle s’applique �a PSL2(Fq), o�u q = 2h + 1 est une puissance d’un nombre
premier (et pas seulement, comme ici, un nombre premier). Lorsque G est de
type exceptionnel, cela se produit pour F4 et E6, avec q = 25; la conjecture
pr�edit alors que PSL2(F25) est plongeable dans F4(C) et E6(C), ce qui est
bien exact (Cohen–Wales [9], no 6.6). La m�ethode suivie ici ne semble pas
s’appliquer �a cette g�en�eralisation.
4) Le th. 1 est aussi valable pour les groupes de Lie simples compacts.

En e�et, si K est un tel groupe, son complexi��e est du type G(C) consid�er�e
ci-dessus, et l’on sait que tout sous-groupe �ni de G(C) est conjugu�e d’un
sous-groupe de K .

1.3. Un renforcement du th�eor�eme 1

Introduisons d’abord une d�e�nition.

La notion d’�el�ement “de type principal”

Soit T le tore maximal de G associ�e au d�eploiement donn�e. Comme G est
de type adjoint, les �i d�e�nissent un isomorphisme

T ∼→ Gm × · · · ×Gm (r facteurs) :
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Si k est un corps, de clôture alg�ebrique �k, nous dirons qu’un �el�ement de
G(k) est de type principal s’il est conjugu�e dans G( �k) �a un �el�ement t de T ( �k)
qui est “diagonal”, i.e. tel que �1(t) = · · · = �r(t) dans �k

∗
. Un tel �el�ement est

semi-simple.

Exemple. Si G = PGLn, un �el�ement de G(k) est de type principal si et
seulement si on peut le repr�esenter dans GLn( �k) par une matrice semi-simple
dont les valeurs propres (�1; : : : ; �n) sont telles que

�1=�2 = �2=�3 = · · · = �n−1=�n :

Enonc�e du th�eor�eme 1′

Th�eor�eme 1′. Les plongements du th�eor�eme 1:
(i) PGL2(Fp)→ G(k); p = h+ 1;

(ii) PSL2(Fp)→ G(k); p = 2h+ 1;
peuvent être choisis de fa�con �a avoir les propri�et�es suivantes:
(i′) Dans le cas (i), tout �el�ement de PGL2(Fp) d’ordre premier �a caract(k)

est de type principal dans G(k).
(ii′) Dans le cas (ii), tout �el�ement de PSL2(Fp); d’ordre premier �a p et �a

caract(k); est de type principal dans G(k).
(Lorsque caract(k) = 0, la condition “ordre premier �a caract(k)” est supprim�ee.
Dans ce cas, (i′) signi�e simplement que tout �el�ement de PGL2(Fp) est de
type principal dans G(k).)

Remarques. 1) Dans le cas (i), il peut exister des plongements

PGL2(Fp)→ G(C)

qui ne satisfont pas �a (i’). Par exemple, si G = PGL6, on a h = 6; p = 7; en
utilisant une repr�esentation orthogonale irr�eductible de PGL2(F7), on obtient
un plongement

PGL2(F7)→ O6(C)→ GL6(C)→ PGL6(C) ;

dans lequel les �el�ements d’ordre 4 et 8 de PGL2(F7) ne sont pas de type
principal.
Un autre exemple du même genre vient d’être obtenu tout r�ecemment par

Griess et Ryba: �a l’aide de calculs sur ordinateur, ils ont construit un plonge-
ment de PGL2(F31) dans E8(C) dans lequel les �el�ements d’ordre 16 et 32 ne
sont pas de type principal.
2) Le cas (ii) a l’air di��erent. Il para�̂t probable que (ii) ⇒ (ii′). Peut-

être même est-il vrai que les sous-groupes de G(C) isomorphes �a PSL2(Fp)
forment une seule classe de conjugaison? Cela a �et�e v�eri��e dans divers cas
particuliers, notamment celui de E8, cf. [7].
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2. L’homomorphisme principal

Sur un corps de caract�eristique 0, par exemple Q, on dispose d’un homomor-
phisme “principal” SL2 → G, d�e�ni par de Siebenthal [27] et Dynkin [13], et
�etudi�e en d�etail par Kostant [18]. Nous aurons besoin d’une version de cet ho-
momorphisme o�u l’on pr�ecise les d�enominateurs (cf. Testerman [32], [33]); cela
nous permettra de d�e�nir un plongement de PGL2(Fp) dans G(Fp) pour tout
p= h; la question du rel�evement p-adique de ce plongement (pour p = h+1
ou p = 2h+ 1) fera l’objet des §§3 et 4.

2.1. Notations

On conserve celles du §1: G est un sch�ema en groupes semi-simple d�eploy�e
sur Z, de type adjoint. On note R son syst�eme de racines, et (�1; : : : ; �r) une
base de R. On suppose R irr�eductible. On note R+ l’ensemble des racines ¿ 0
(par rapport �a la base choisie). Si � =

∑
ni�i est un �el�ement de R, on pose

ht(�) =
∑

ni; c’est la hauteur de �. Si � ¿ 0, on a 15 ht(�)5 h− 1, o�u h
est le nombre de Coxeter de G. Il sera commode de mettre sur R+ une relation
d’ordre total telle que ht(�)¿ ht(�)⇒ � ¿ �.

On note T et U� (� ∈ R) le tore et les sous-groupes radiciels d�e�nis
par le d�eploiement choisi de G. Comme on l’a vu, les �i (1 5 i 5 r)
d�e�nissent un isomorphisme de T sur (Gm)r . Soit Lie(T ) l’alg�ebre de Lie
de T (sur Z); elle s’identi�e au groupe Q(R∨) des poids du syst�eme
de racines dual R∨. En particulier, toute coracine �∨ d�e�nit un �el�ement de
Lie(T ), que nous noterons H� (ou simplement Hi si � est l’une des racines
simples �i).

Les groupes U� sont isomorphes au groupe additif Ga. On choisira un
isomorphisme x� : Ga → U�, et l’on notera X� l’image dans Lie(U�) de la
base canonique de Lie(Ga). Quitte �a changer le signe de certains des x�, on
peut supposer que [X�; X−�] = −H� pour tout � ∈ R (cf. e.g. [2], Chap.
VIII, §2, no 4). Lorsque � = �i, on �ecrit Xi et Yi �a la place de X�i et de
X−�i .
On a Lie(G) = Lie(T )⊕ ⊕

�∈R
Lie(U�) et Lie(U�) = Z · X� :

2.2. Syst�emes de coordonn�ees sur le groupe unipotent U

Soit U le sous-groupe de G engendr�e par les U�; � ¿ 0. On sait (cf. [12],
expos�e XXII, no 5.5) que l’application produit (relative �a l’ordre choisi sur
R+) d�e�nit un isomorphisme de sch�emas

∏
�¿0

U�
∼→U :
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En d’autres termes, tout point u de U , �a valeurs dans un anneau commutatif
A, s’�ecrit de fa�con unique sous la forme

u =
∏
�¿0

x�(t�); avec t� ∈ A :

Les t� forment donc un syst�eme de coordonn�ees sur U , valable sur Z.
Mais, si l’on se place sur Q, il y a un autre syst�eme de coordonn�ees qui est

tout aussi naturel. En e�et, si l’on d�esigne par U=Q le groupe alg�ebrique sur Q
d�eduit de U par changement de base, on dispose de l’application exponentielle

exp : Lie(U )=Q → U=Q ;

qui est un isomorphisme de groupes alg�ebriques (lorsqu’on munit l’alg�ebre
de Lie nilpotente Lie(U )=Q de la structure de groupe donn�ee par la loi de
Hausdor�, cf. [2], Chap. II, §6). Or Lie(U ) est somme directe des Lie(U�),
� ¿ 0, donc a pour base les X�. On voit donc que tout point u de U , �a valeurs
dans une Q-alg�ebre A, s’�ecrit de fa�con unique:

u = exp
( ∑

�¿0
u�X�

)
; avec u� ∈ A :

Il s’impose de comparer les deux syst�emes de coordonn�ees (t�) et (u�):

Proposition 1. Avec les notations ci-dessus, on a

u� = t� + P�((t�)�¡�) ;

o�u P� est un polynôme �a coe�cients dans Q en les t� pour � ¡ � (et même
pour ht(�)¡ ht(�)). De plus, les coe�cients des P� sont p-entiers pour tout
nombre premier p= h.
(En d’autres termes, les coe�cients des P� appartiennent �a Z[1=(h− 1)!]:)
Tout revient �a �ecrire

∏
x�(t�) comme une exponentielle. Or on a x�(t�) =

exp(t� X�), par d�e�nition des X�. On peut alors utiliser la formule de Hausdor�
it�er�ee ([2], loc.cit.). Cette formule montre que

∏
exp(t� X�) peut s’�ecrire sous

la forme exp(v), avec

v =
∑
�
t� X� +

1
2
∑
�¡�

t�t� [X�; X�] + · · ·

=
∑
�
t� X� +

∑
�
c�t�Z� ;

o�u:

� est un multi-indice (��) dont le poids total
∑

�� est ¿ 1;
t� est le produit des t��� ;
c� est un nombre rationnel, qui est p-entier si p ¿

∑
��;

Z� est une combinaison Z-lin�eaire de crochets it�er�es des X�, de multi-
degr�e �.
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Que v soit de la forme voulue r�esulte alors des deux faits suivants:

(a) Les Z� sont des combinaisons Z-lin�eaires des X
 tels que

ht(
) =
∑

�� ht(X�) :

En particulier, leurs X�-composantes ne font intervenir que des X� avec
ht(�)¡ ht(�), donc � ¡ �.

(b) Les crochets it�er�es de poids total = h sont nuls. On peut donc borner
la sommation aux � tels que

∑
�� ¡ h, et les coe�cients c� correspondants

sont p-entiers pour tout p= h.

Remarques. 1) Il y a un r�esultat analogue pour le groupe U− engendr�e par
les U� avec � ¡ 0. Cela se d�emontre de la même mani�ere (ou cela se d�eduit
du cas d�ej�a trait�e en changeant R+ en −R+).

2) Dans la terminologie du no 2.4 ci-apr�es, la prop. 1 montre que l’isomor-
phisme

exp : Lie(U )=Q
∼→ U=Q

est “d�e�ni sur l’anneau local Z(p)” pour tout p = h. Il en est de même de
l’isomorphisme r�eciproque

log : U=Q
∼→ Lie(U )=Q :

2.3. L’homomorphisme principal (sur le corps Q)

Les entiers ci. Les �∨i forment une base du syst�eme de racines dual R∨. On
peut donc d�e�nir des entiers c1; : : : ; cr par la formule suivante:∑

�¿0
�∨ =

∑
ci�∨i :

Les ci sont des entiers = 1, dont on trouvera les valeurs dans les Tables de
Bourbaki [2], Chap. VI. Par exemple, si R est de type F4, les ci sont �egaux �a
16, 30, 42 et 22.
Ces entiers jouissent des propri�et�es suivantes (que nous n’aurons pas �a

utiliser):
(i) le produit des ci est �egal �a (1=f)

∏
mi(mi+1), o�u les mi sont les exposants

de R, et f son indice de connexion ([2], loc.cit., p. 230, exerc. 6);
(ii) un nombre premier p divise l’un des ci si et seulement si l’on a p ¡ h.

Le triplet (X; H; Y ). On a d�e�ni au no 2.1 des �el�ements Xi; Yi; Hi de Lie(G).
En utilisant les ci ci-dessus, on obtient des �el�ements

H =
∑

ciHi; X =
∑

Xi; Y =
∑

ciYi :

Ces �el�ements satisfont aux relations

[H; X ] = 2X; [X; Y ] = −H; [H; Y ] = −2Y ;
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cf. [2], Chap. VIII, §7, no 5, Lemme 2. Le triplet (X ,H , Y ) est un sl2-triplet
principal au sens de Bourbaki, [2], Chap. VIII, §11, no 4. On d�eduit de l�a
un homomorphisme d’alg�ebres de Lie: Lie(SL2) → Lie(G), lequel donne un
homomorphisme de Q-groupes alg�ebriques

’ : SL2=Q → G=Q :

Noter que l’�el�ement H de Lie(T ) est tel que �i(H) = 2 pour tout i. Il en r�esulte
que, si l’on restreint ’ au tore standard Gm de SL2, on obtient un homomor-
phisme Gm → T = (Gm)r dont toutes les composantes dans Hom(Gm;Gm) = Z
sont �egales �a 2. Cela entra�̂ne que ’ est trivial sur le centre �2 de SL2, donc
d�e�nit un homomorphisme (encore not�e ’) de PGL2=Q dans G=Q. C’est cet
homomorphisme que nous appellerons “homomorphisme principal”.

Remarque. Si k est une extension de Q, et si g est un �el�ement semi-simple
de PGL2(k), l’�el�ement ’(g) de G(k) est de type principal au sens du no 1.3.
En e�et, quitte �a conjuguer g (sur une extension convenable de k), on peut
supposer que g appartient au tore standard de PGL2, tore dont l’image dans
G est le tore diagonal de T . Le même argument montre que, inversement,
tout �el�ement de G(k) de type principal est conjugu�e d’un tel ’(g), apr�es une
extension convenable de k. Cela explique la terminologie adopt�ee au no 1.3.

2.4. L’homomorphisme principal (sur l’anneau local Z(p))

Si p est un nombre premier, on note Z(p) l’anneau local de Z en l’id�eal
premier pZ; c’est le sous-anneau de Q form�e des fractions a=b avec a; b ∈ Z
et b ∈| pZ.
On se propose de passer de Q �a Z(p). Pour le faire commod�ement, un peu

de terminologie est n�ecessaire:

Terminologie. Soit A un anneau de valuation discr�ete de corps des fractions
K , et soit S et S ′ des A-sch�emas plats. Soient S=K et S ′=K les K-sch�emas qu’on
en d�eduit par le changement de base A → K (“�bres g�en�eriques”). Soit F un
K-morphisme de S=K dans S ′=K . Nous dirons que F est d�e�ni sur A s’il existe
un A-morphisme f : S → S ′ qui donne F par changement de base. Un tel f
est unique, et nous nous permettrons de le noter encore F .
Dans les cas que nous aurons �a consid�erer, S et S ′ sont des sch�emas a�nes.

Leurs alg�ebres a�nes � et �′ sont des A-modules plats, c’est-�a-dire sans tor-
sion. La donn�ee de F �equivaut �a celle d’un K-homomorphisme

F∗ : K ⊗ �′ → K ⊗ � :

Dire que F est d�e�ni sur A �equivaut �a dire que F∗ applique �′ dans �,
autrement dit que F∗ “ne fait pas intervenir de d�enominateurs”.

L’homomorphisme principal sur Z(p). Nous allons appliquer ce qui pr�ec�ede au
cas o�u A = Z(p); K = Q; S = SL2=A; S ′ = G=A et F est l’homomorphisme
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principal
’ : SL2=Q → G=Q

d�e�ni au no 2.3.

Proposition 2. Si p= h; l’homomorphisme ’ est d�e�ni sur Z(p).

Au langage pr�es, ce r�esultat est dû �a D. Testerman; cf. [32], [33] qui don-
nent même un �enonc�e plus g�en�eral, applicable �a des homomorphismes “sous-
principaux”.

D�emonstration de la prop. 2. Notons T1; U1 et U1 le tore maximal et les
sous-groupes radiciels standard de SL2 :

T1 = Gm; U1 =
(
1 ∗
0 1

)
; U1 =

(
1 0
∗ 1

)
:

L’application produit U1 × T1 × U1 → SL2 d�e�nit un isomorphisme de U1 ×
T1 × U1 sur un ouvert 
 de SL2 (grosse cellule). Un point (

a
c
b
d) de SL2

appartient �a 
 si et seulement si a est inversible.

La restriction ’
 de ’ �a 
=Q est un morphisme de 
=Q dans G=Q.

Lemme 1. Le morphisme ’
 est d�e�ni sur Z(p).

Il su�t de voir que les restrictions de ’ �a T1=Q, U1=Q et U 1=Q sont d�e�nies
sur Z(p). Pour T1 = Gm c’est �evident. Pour U1, le morphisme ’ est donn�e par
t 7→ exp(

∑
t Xi), et il est d�e�ni sur Z(p) grâce �a l’hypoth�ese p= h, cf. no 2.2,

Remarque 2. Le même argument s’applique �a U1 .

Revenons maintenant �a la d�emonstration de la prop. 2. Soit w = (01
−1
0 ), et soit


′ = w · 
 le translat�e de 
 par w. Un point ( ac
b
d) de SL2 appartient �a 
′

si et seulement si c est inversible. Il en r�esulte que SL2 est r�eunion des deux
ouverts 
 et 
′. De plus, on peut �ecrire w comme produit de deux �el�ements x,
y de 
(Z), par exemple x = (−11

−1
0 ) et y = (

1
−1

0
1 ). D’apr�es ce qu’on vient de

voir, ’(x) et ’(y) sont des Z(p)-points de G. On d�eduit de l�a que la restriction
de ’ �a 
′=Q est d�e�nie sur Z(p). D’o�u la prop. 2, puisque SL2 est r�eunion des
ouverts 
 et 
′.

2.5. Le sous-groupe PGL2(Fp) de G(Fp)

A partir de maintenant, on suppose p = h (en fait, on ne s’int�eressera par la
suite qu’au cas o�u p = mh+ 1, avec m= 1).

D’apr�es la prop.2, l’homomorphisme principal ’ est d�e�ni sur Z(p). Comme
Fp est le corps r�esiduel de Z(p), on obtient ainsi, par r�eduction (modp), un
homomorphisme de Fp-groupes alg�ebriques

’̃ : SL2=Fp → G=Fp :
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Cet homomorphisme est trivial sur le centre �2 de SL2=Fp . Il d�e�nit donc,
par passage au quotient, un homomorphisme

PGL2=Fp → G=Fp

que nous noterons encore ’̃, et que nous appellerons l’homomorphisme prin-
cipal (modp). Pour tout corps k de caract�eristique p, on obtient ainsi un
homomorphisme de PGL2(k) dans G(k), qui est un plongement (car ’̃ est
visiblement non trivial, donc injectif). Ce plongement a les propri�et�es suiv-
antes, qui joueront un rôle essentiel dans la suite:

a) Un �el�ement d’ordre p de PGL2(k) est un unipotent r�egulier de G(k).
Il su�t de le voir pour l’�el�ement g = (10

1
1 ). Or, par construction, ’̃(g)

est la r�eduction (modp) de exp(
∑

Xi), qui peut lui-même s’�ecrire (grâce �a la
prop. 1) sous la forme

∏
�¿0 x�(t�), avec t� ∈ Z(p) et t� = 1 si � est l’une des

racines simples �1; : : : ; �r . On a donc ’̃(g) =
∏

x�(t̃�), avec t̃� ∈ Fp et t̃� = 1
si � ∈ {�1; : : : ; �r}. Le fait que t̃�-0 pour � ∈ {�1; : : : ; �r} entra�̂ne que ’̃(g)
est un unipotent r�egulier, d’apr�es [31], lemme 3.2.
b) Tout �el�ement de PGL2(k) d’ordre -p est de type principal dans G(k);

au sens du no 1.3.
On peut supposer k alg�ebriquement clos. L’�el�ement consid�er�e est alors con-

jugu�e d’un �el�ement de T1(k), o�u T1 = Gm est le tore maximal standard de
PGL2. Or, par construction de ’̃, l’image de ce tore dans le tore maximal
T=Fp est le tore diagonal, au sens du n

o 1.3. D’o�u b).

Dans la suite, on appliquera ce qui pr�ec�ede avec k = Fp; cela donne un
plongement de PGL2(Fp) dans G(Fp) ayant les propri�et�es a) et b) ci-dessus.

2.6. Enonc�es des th�eor�emes de rel�evement p-adiques

Distinguons deux cas, suivant que p est �egal �a h+ 1 ou �a 2h+ 1:

(i) Le cas p = h+ 1
Soit Zp l’anneau des entiers p-adiques; c’est le compl�et�e de l’anneau lo-

cal Z(p) utilis�e aux nos 2.4 et 2.5. Son corps r�esiduel est Fp. La r�eduction
modp : Zp → Fp donne un homomorphisme

G(Zp)→ G(Fp) ;

qui est surjectif du fait que G est lisse.

Th�eor�eme 2. Si p = h + 1; le sous-groupe PGL2(Fp) de G(Fp) d�e�ni au
no 2.5 se rel�eve dans G(Zp).

(Autrement dit, il existe un sous-groupe �ni de G(Zp) qui s’applique iso-
morphiquement sur PGL2(Fp) par r�eduction modp.)

Nous donnerons deux d�emonstrations de ce r�esultat, l’une au no 3.3, l’autre
au no 4.4.
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(ii) Le cas p = 2h+ 1
Dans ce cas, le th. 2 reste vrai, �a condition d’y faire les deux modi�cations

suivantes:
a) L’anneau Zp est remplac�e par son extension quadratique Zp[

√
p∗], o�u

p∗ = p si p ≡ 1 (mod 4) et p∗ = −p si p ≡ 3 (mod 4). On notera
que cet anneau est encore un anneau de valuation discr�ete complet, de
corps r�esiduel Fp.

b) On ne peut relever que le sous-groupe PSL2(Fp) de PGL2(Fp).
Autrement dit:

Th�eor�eme 3. Si p = 2h + 1; le sous-groupe PSL2(Fp) de G(Fp) d�e�ni au
no 2.5 se rel�eve dans G(Zp[

√
p∗]).

La d�emonstration sera donn�ee au no 4.4.

3. Le cas p = h + 1

Le but de ce § est de d�emontrer le th. 2 du no 2.6: si p = h+1, le sous-groupe
PGL2(Fp) de G(Fp) construit au no 2.5 peut être relev�e en un sous-groupe de
G(Zp).

3.1. La �ltration de G(Zp)

Soit E = G(Zp) le groupe des Zp-points de G. Si n est un entier = 0,
l’homomorphisme de r�eduction (modpn)

E = G(Zp)→ G(Z=pnZ)

est surjectif puisque G est lisse. Soit En son noyau. Les En forment une �ltration
de E:

E = E0 ⊃ E1 ⊃ E2 · · · ;

et E s’identi�e �a la limite projective des E=En. On a E=E1 = G(Fp). Si
n ¿ 0, le quotient En=En+1 est canoniquement isomorphe �a l’alg�ebre de
Lie L = Lie(G=Fp) du groupe G=Fp (cf. par exemple Demazure–Gabriel [11],
Chap. II, §4, no 3).

En particulier, les En=En+1 sont des p-groupes �el�ementaires de rang
N = dim(G), et E1 est un pro-p-groupe.

3.2. Nullit�e de la cohomologie de l’alg�ebre de Lie L

Supposons p= h, et soit A le groupe PGL2(Fp), plong�e dans G(Fp) comme
on l’a expliqu�e au no 2.5. Via la repr�esentation adjointe, A op�ere sur l’alg�ebre
de Lie L de G=Fp .



Exemples de plongements des groupes PSL2(Fp) 537

Proposition 3. Supposons que p = h + 1. Alors le A-module L est coho-
mologiquement trivial (au sens de [24], Chap. IX).

Soit U le sous-groupe d’ordre p de A form�e des images des matrices de
la forme ( 10

∗
1 ). C’est un p-sous-groupe de Sylow de A. D’apr�es des r�esultats

connus ([24], loc.cit.) il su�t de montrer que L est cohomologiquement trivial
comme U -module, ou encore que c’est un module libre sur l’alg�ebre Fp[U ].
Or on a le r�esultat �el�ementaire suivant:

Lemme 2. Soit C un groupe cyclique d’ordre premier p; et soit V un k[C]-
module de dimension �nie; o�u k est un corps de caract�eristique p. Soit
VC = H 0(C; V ) le sous-espace de V �x�e par C. On a alors

(∗) dim(V )5 p · dim(VC) ;

et il y a �egalit�e si et seulement si V est un k[C]-module libre.

On peut supposer que V est ind�ecomposable, auquel cas l’action d’un
g�en�erateur de C est donn�ee par une matrice de Jordan d’un certain rang i 5 p:
Si i ¡ p, on a dim(V ) = i, dim(VC) = 1, et V n’est pas cohomologiquement
trivial (on a dimH 1(C; V ) = 1). Si i = p, on a dim(V ) = p, dim(VC) = 1, et
V est k[C]-libre de rang 1. D’o�u le lemme.
(Il y a un r�esultat analogue lorsqu’on suppose seulement que C est un

p-groupe �ni, �a condition d’�ecrire l’in�egalit�e (∗) sous la forme:
dim(V )5 |C| · dim(VC);

o�u |C| est l’ordre de C.)

On va appliquer ce lemme �a l’action de U sur l’alg�ebre de Lie L.
La dimension de LU est donn�ee par le r�esultat suivant, valable d�es que
p ¿ h:

Lemme 3. La dimension de LU est �egale au rang r du groupe G.

Soit u un g�en�erateur de U , et soit ZG(u) son centralisateur dans le groupe
G=Fp . L’hypoth�ese p ¿ h entra�̂ne que p est “tr�es bon” pour G au sens
de Slodowy [28]. Cela permet d’appliquer un th�eor�eme de Richardson ([28],
p. 38 – voir aussi [30], I.5.1 �a I.5.3) qui dit que l’alg�ebre de Lie de ZG(u)
est �egale �a LU (autrement dit, le centralisateur de u au sens sch�ematique est
lisse). On a donc dim(LU ) = dim(ZG(u)). Mais on a vu au no 2.5 que u est un
�el�ement unipotent r�egulier. Son centralisateur est donc de dimension r (cf.[30],
[31]); d’o�u le lemme. (R. Steinberg m’a fait observer que ce lemme peut se
d�eduire directement du §4 de [31]; il n’est pas n�ecessaire de renvoyer �a [28],
ni �a [30].)

Revenons maintenant au cas p = h+ 1. On a alors
dim(L) = N = r(h+ 1) = rp = p · dim(LU ) d’apr�es le lemme 3:

Vu le lemme 2, cela entra�̂ne que L est Fp[U ]-libre; d’o�u la proposition.
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3.3. D�emonstration du th�eor�eme 2

Si p = h+1, il s’agit de prouver que le groupe A = PGL2(Fp) se rel�eve dans
le groupe G(Zp) = E = lim← (E=En), cf. no 3.1. On raisonne par r�ecurrence sur
n, et l’on suppose que A est relev�e dans E=En = G(Z=pnZ). Vu la suite exacte

1→ En=En+1 → E=En+1 → E=En → 1 ;

l’obstruction �a relever A dans E=En+1 est un �el�ement du groupe de cohomologie
H 2(A; En=En+1) = H 2(A; L). Comme on a H 2(A; L) = 0 d’apr�es la prop. 3,
l’obstruction en question est nulle. D’o�u le r�esultat cherch�e.

Remarque. La m�ethode suivie ici ne s’applique pas sans changement au cas
p = 2h+ 1. En fait, on peut montrer que dimH 2(A; L) = 1 si p= 2h.

4. Le cas p = mh + 1; m ¿= 1

Le but de ce § est de donner une d�emonstration des th�eor�emes de rel�evement
du no 2.6 qui soit valable aussi bien pour p = h+1 (cas d�ej�a trait�e au §3) que
pour p = 2h+ 1.
Nous supposerons donc que p = mh + 1, o�u m est un entier = 1:

L’hypoth�ese “m = 1 ou 2” n’interviendra qu’�a 1a �n (no 4.4).

4.1. Le groupe Bm et son rel�evement

D�e�nition du groupe Bm. Soit B le sous-groupe de Borel standard du groupe
PGL2(Fp); image du groupe triangulaire (

∗
0
∗
∗). C’est un groupe d’ordre p2−p,

produit semi-direct de F∗p par Fp. Comme p − 1 = mh, il existe un unique
sous-groupe Bm de B d’indice m dans B. Ce groupe est produit semi-direct d’un
groupe cyclique Ch = 〈
〉 d’ordre h, par un sous-groupe cyclique Cp = 〈u〉
d’ordre p. On a


 u 
−1 = ui ;

o�u i est un �el�ement de F∗p d’ordre h. On peut choisir pour 
 et u les �el�ements
de PGL2(Fp) repr�esent�es par (

i
0
0
1 ) et (

1
0
1
1 ):

D�e�nition de l’anneau Rm. Soit zp une racine primitive p-i�eme de l’unit�e (dans
une clôture alg�ebrique Q de Q). Comme m divise p−1, le corps cyclotomique
Q(zp) contient un unique sous-corps Km qui est de degr�e m sur Q; �a isomor-
phisme pr�es, Km est l’unique extension cyclique de Q, de degr�e m, qui soit
non rami��ee en dehors de p. Pour m = 1; on a Km = Q; pour m = 2, on
a Km = Q(

√
p∗), avec p∗ = ±p, le signe �etant choisi de telle sorte que

p∗ ≡ 1 (mod 4), cf. no 2.6.
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Soit Rm l’anneau des entiers de Km. Comme p est totalement rami��e dans
Km, l’anneau Rm poss�ede un unique id�eal premier pm divisant p. Le compl�et�e
de Rm en pm sera not�e R̂m; son corps r�esiduel est Fp. Pour m = 1, on a
R̂m = Zp; pour m = 2, on a R̂m = Zp[

√
p∗]:

Un th�eor�eme de rel�evement. Identi�ons PGL2(Fp) �a un sous-groupe de G(Fp)
comme au no 2.5. Les groupes B et Bm deviennent ainsi des sous-groupes de
G(Fp). Comme Fp est quotient de R̂m, on a un homomorphisme

G(R̂m)→ G(Fp) ;

qui est surjectif puisque G est lisse.

Th�eor�eme 4. Le sous-groupe Bm de G(Fp) est relevable dans G(R̂m):

La d�emonstration de ce th�eor�eme fait l’objet des nos 4.2 et 4.3 ci-dessous.
On verra au no 4.4 comment on en d�eduit les th�eor�emes 2 et 3 du no 2.5,
lorsque m = 1; 2:

4.2. Certains �el�ements d’ordre p de G

Dans ce no; k est un corps alg�ebriquement clos de caract�eristique 0.

Proposition 4. Il existe un couple d’�el�ements (c; x) de G(k) ayant les pro-
pri�et�es suivantes:
(1) c est un �el�ement r�egulier d’ordre h de type principal (au sens du no 1:3;

et aussi au sens de Kostant [18]);
(2) x est un �el�ement r�egulier d’ordre p;
(3) On a cxc−1 = xi; o�u i est un �el�ement donn�e de F∗p d’ordre h.

(Ces propri�et�es entra�̂nent que le groupe 〈c; x〉 engendr�e par c et x est
isomorphe au groupe Bm du no 4.1.)

D�emonstration. Soit N le normalisateur du tore maximal T . Le quotient W =
N=T est le groupe de Weyl du syst�eme de racines R. Soit w un �el�ement de
Coxeter de W ([2]; Chap. V, §6), et soit c un repr�esentant de w dans N (k).
D’apr�es Kostant [18]; l’�el�ement c satisfait �a (1) : c’est un �el�ement r�egulier;
d’ordre h; et de type principal (de plus; tout �el�ement r�egulier d’ordre h de
G(k) est conjugu�e de c).
Soit T [p] le groupe des points de division par p dans le tore T (k).

L’�el�ement c agit par conjugaison sur T [p]; via l’�el�ement de Coxeter w. Comme
l’ordre h de c est premier �a p, cette action est semi-simple; les valeurs propres
de c sont les r�eductions en caract�eristique p des valeurs propres de w dans sa
repr�esentation naturelle de rang r. Or on sait ([2], loc.cit.) que ces derni�eres
contiennent, avec multiplicit�e 1, toutes les racines primitives h-i�emes de l’unit�e.
Le même r�esultat est donc vrai en caract�eristique p. On en d�eduit qu’il existe
x ∈ T [p]; x-1; tel que cxc−1 = xi.
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Il reste �a montrer que x est r�egulier, i.e. que l’on a �(x)-1 pour toute racine
�. Soit R(x) le sous-ensemble de R form�e des � tels que �(x) = 1; et soit W (x)
le sous-groupe de W engendr�e par les sym�etries s� avec � ∈ R(x). Il est clair
que x est �x�e par W (x). De plus, W (x) est normalis�e par le sous-groupe 〈w〉
de W engendr�e par l’�el�ement de Coxeter w, et l’on a 〈w〉 ∩ W (x) = 1: Soit
W ′(x) le produit semi-direct 〈w〉 · W (x): Notons D(x) le sous-groupe de T [p]
engendr�e par x. Puisque la valeur propre i de w sur T [p] est de multiplicit�e 1,
D(x) est �egal �a l’ensemble des y ∈ T [p] tels que w(y) = yi et il en r�esulte que
D(x) est stable par W ′(x). Si l’on emploie une notation additive dans T [p],
cela entra�̂ne que D(x) est une droite du Fp-espace vectoriel T [p], qui est
stable par W ′(x); de plus l’action de W (x) sur D(x) est triviale, et l’action de
w se fait par une racine primitive h-i�eme de l’unit�e. Or p est premier �a l’ordre
de W (car p ¿ h) donc a fortiori �a l’ordre de W ′(x). On d�eduit de l�a, et d’une
forme �el�ementaire de la th�eorie de Brauer, que la repr�esentation g�eom�etrique
de W ′(x), en caract�eristique 0, contient une repr�esentation de dimension 1 du
même type que D(x). En d’autres termes, si l’on note VC le complexi��e de
la repr�esentation g�eom�etrique de W , il existe x0-0 dans VC ayant les deux
propri�et�es suivantes:
a) x0 est �x�e par W (x);
b) w(x0) = � x0; o�u � est une racine primitive h-i�eme de l’unit�e.
Mais on sait ([2], Chap.V, p. 121, Remarque) qu’un tel x0 n’appartient �a aucun
hyperplan radiciel (i.e. w est un �el�ement r�egulier de W , au sens de Springer
[29]). On a donc s�(x0)-x0 pour tout � ∈ R: Vu a), cela entra�̂ne qu’aucune
sym�etrie s� n’appartient �a W (x), autrement dit que l’ensemble not�e plus haut
R(x) est vide; d’o�u le fait que x est r�egulier.

Remarques. 1) Le fait que x soit r�egulier peut aussi se d�eduire du th. 1 de
Pianzola [23].
2) Si c et x sont comme ci-dessus, il est bien connu que la classe de c

est Q-rationnelle au sens du no 8.1, autrement dit que c est conjugu�e de c j

pour tout j premier �a h (c’est en e�et la seule classe de conjugaison form�ee
d’�el�ements r�eguliers d’ordre h). Quant �a la classe de x, la propri�et�e (3) de
la prop. 4 montre qu’elle est rationnelle sur le corps Km du no 4.1; il n’est
d’ailleurs pas di�cile de d�emontrer que son corps de rationalit�e est �egal �a Km.
3) Soit G̃ le revêtement universel de G. Le noyau de G̃ → G est d’ordre

5 h, donc premier �a p. Il en r�esulte que x se rel�eve de fa�con unique en un
�el�ement x̃ d’ordre p de G̃(k); la classe de x̃ est rationnelle sur Km.

Valeurs des caract�eres de G̃ sur x̃. On va s’int�eresser aux valeurs que prennent
sur x̃ les caract�eres des repr�esentations lin�eaires de G̃.
Notons R(G̃) le groupe de Grothendieck de la cat�egorie des repr�esentations

lin�eaires de G̃ (sur Z, ou sur un corps: c’est la même chose d’apr�es [26], th. 4
et th. 5). Si P d�esigne le groupe des poids du syst�eme de racines R, on sait
(loc.cit.) que l’on a un isomorphisme naturel

R(G̃) = Z[P]W ;
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o�u Z[P]W est l’anneau des invariants exponentiels de R ([2], Chap.VI, §3), i.e.
la sous-alg�ebre de Z[P] form�ee des �el�ements invariants par W . Si f ∈ R(G̃);
et si z est un point de G̃, on notera f(z) la trace de z dans la repr�esentation
(virtuelle) de G̃ associ�ee �a f. Cela permet d’interpr�eter les �el�ements de R(G̃)
comme des morphismes de G̃ dans la droite a�ne A�, invariants par conju-
gaison (“fonctions centrales sur Z”).
Notons deg : R(G̃) → Z l’homomorphisme “degr�e”; avec les notations

ci-dessus, on a deg (f) = f(1):

Proposition 5. Soit x̃ un �el�ement d’ordre p de G̃(k) du type ci-dessus, et soit
f ∈ R(G̃). Alors:
(a) f(x̃) appartient �a l’anneau Rm du no 4:1.
(b) On a f(x̃) ≡ deg (f) (mod pm); o �u pm d�esigne l’id�eal premier de Rm

divisant p; cf. no 4:1:
(Lorsque m = 1; (a) signi�e que f(x̃) appartient �a Z.)
Il su�t de prouver (a) et (b) lorsque f correspond �a une repr�esentation

lin�eaire de G̃ (et pas seulement �a une repr�esentation virtuelle): le cas g�en�eral
en r�esulte par lin�earit�e. Or, dans ce cas, le fait que la classe de x̃ soit Km-
rationnelle entra�̂ne f(x̃) ∈ Km, cf. no 8.2. De plus, si d = deg(f); il est
clair que f(x̃) est somme de d racines p-i�emes de l’unit�e, donc est un entier
alg�ebrique. D’o�u f(x̃) ∈ Rm. En�n, la r�eduction en caract�eristique p d’une
racine p-i�eme de l’unit�e est �egale �a 1. On en conclut que l’image de f(x̃)
dans Fp est �egale �a d (modp), d’o�u (b).

4.3. Rel�evement de Bm

Dans ce no , tous les sch�emas consid�er�es sont sur l’anneau R̂m. Pour all�eger
les notations, on se permet de noter G le sch�ema en groupes sur R̂m d�eduit du
Z-sch�ema G par le changement de base Z → R̂m; même convention pour G̃,
ainsi que pour la droite a�ne A�.

Le morphisme f. On sait ([2], Chap. VI, §3) que l’alg�ebre R(G̃) = Z[P]W

est isomorphe �a une alg�ebre de polynômes en r g�en�erateurs. On peut donc
choisir des �el�ements f1; : : : ; fr de R(G̃), alg�ebriquement ind�ependants, qui en-
gendrent R(G̃); un choix possible consiste �a prendre des fi correspondant aux
r repr�esentations fondamentales de G̃, cf. [2], Chap. VIII, §7, th. 2.
Soit (f1; : : : ; fr) une telle famille de g�en�erateurs. Les fi d�e�nissent un

morphisme
f : G̃ → A� r ;

o�u A� r est le produit de r copies de la droite a�ne A�.

L’ouvert G̃reg. Nous noterons G̃reg l’ouvert de G̃ form�e des points en lesquels
le morphisme f ci-dessus est lisse. Il est clair que cette d�e�nition ne d�epend pas
du choix du syst�eme g�en�erateur (f1; : : : ; fr). D’apr�es un th�eor�eme de Steinberg
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([31], th. 8.1) un point de G̃ �a valeurs dans un corps K appartient �a Greg si et
seulement si il est r�egulier.
(Noter que tout ceci pourrait se faire sur un anneau quelconque.)
Consid�erons maintenant le point x̃ de G̃ d�e�ni au no pr�ec�edent. D’apr�es

la prop. 5, les scalaires ai = fi(x̃) appartiennent �a l’anneau R̂m. Ils d�e�nissent
donc un point a = (a1; : : : ; ar) de A� r(R̂m):

Soit Y = f−1(a) le sous-sch�ema de G̃reg d�e�ni par l’�equation f(g) = a: C’est
un R̂m-sch�ema lisse. On peut l’interpr�eter comme la “classe de conjugaison
sch�ematique” de x̃. On a en e�et:

Proposition 6. (a) Soit k un corps alg�ebriquement clos contenant R̂m. Pour
qu’un �el�ement de G̃(k) appartienne �a Y (k); il faut et il su�t qu’il soit con-
jugu�e de x̃.
(b) Soit k un corps de caract�eristique p. Pour qu’un �el�ement de G̃(k)

appartienne �a Y (k); il faut et il su�t qu’il soit unipotent r�egulier.

Dans le cas (a), il est clair que tout conjugu�e de x̃ est dans G̃reg (en e�et
x̃ est r�egulier, puisque x l’est), et a même image par f que x̃; un tel conjugu�e
appartient donc �a Y (k). Inversement, si g ∈ Y (k); le fait que g et x̃ soient tous
deux r�eguliers et aient même image par f entra�̂ne que g et x̃ sont conjugu�es
([31], cor. 6.6).
Dans le cas (b), on remarque que, d’apr�es la prop. 5 (b), les ai ont même

image que fi(1) dans Fp. Les points de Y (k) sont donc les �el�ements r�eguliers
g de G̃(k) tels que f(g) = f(1): D’apr�es [31], cor. 6.7, ce sont les �el�ements
unipotents r�eguliers de G̃(k):

Corollaire. Si g est un point de Y (�a valeurs dans un anneau quelconque) on
a gp = 1:

En e�et, comme Y est lisse, il su�t de le v�eri�er pour les points �a valeurs
dans des corps de caract�eristique 0, et cela r�esulte alors de (a).

Revenons maintenant �a la d�emonstration du th. 4, i.e. au rel�evement du
sous-groupe Bm de G(Fp) engendr�e par 
 et u. Rappelons les propri�et�es de ces
�el�ements:


 est d’ordre h;
u est un �el�ement unipotent r�egulier d’ordre p;
on a 
 u 
−1 = ui; avec i ∈ F∗p d’ordre h.

Comme u est unipotent, il est l’image d’un unique unipotent ũ de G̃(Fp);
qui est r�egulier puisque u l’est. D’apr�es la prop.6(b), ũ appartient �a Y (Fp). Vu
la lissit�e de Y , cela montre d�ej�a que ũ se rel�eve en un point de Y (R̂m); lequel
est d’ordre p d’apr�es le cor. �a 1a prop. 6. Toutefois, ce r�esultat ne su�t pas: il
faut relever ũ de fa�con “�equivariante” vis-�a-vis de 
. Cela conduit �a introduire
un certain automorphisme de Y :

L’automorphisme �. L’ordre h de 
 est premier �a p; cela entra�̂ne que 
 se
rel�eve en un �el�ement d’ordre h de G(R̂m); �el�ement que nous noterons encore 
.
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Comme G s’identi�e �a un sous-groupe de Aut G̃; 
 d�e�nit un automorphisme
Int
 de G̃; d’ordre h. Cet automorphisme laisse �evidemment stables les sch�emas
G̃reg et Y .

D’autre part, tout point g de Y est tel que gp = 1 d’apr�es le corollaire �a la
prop. 6. De plus, gi est un point de Y ; en e�et, il su�t de le prouver pour les
points �a valeurs dans un corps de caract�eristique 0, et cela r�esulte alors de la
prop. 6, et de la propri�et�e analogue pour x̃. L’application g 7→ gi d�e�nit donc
un endomorphisme �i de Y . Si j ∈ F∗p est tel que ij = 1; on a �i ◦ �j = Id,
ce qui montre que �i est un automorphisme de Y . On a (�i)h = Id puisque
ih = 1:

On d�e�nit un automorphisme � de Y par � = �−1i ◦ Int
: Comme �i et Int

commutent, on a �h = Id:
Si l’on applique �i et Int
 �a l’�el�ement ũ de Y (Fp); on trouve �i(ũ) = ũ i et

Int
 (ũ) = ũ i): Il en r�esulte que ũ est �x�e par �.

Proposition 7. Il existe un rel�evement z̃ de ũ dans Y (R̂m) qui est �x�e par �.
Si n est un entier ¿ 0; soit An le quotient de Rm par la n-i�eme puissance

de l’id�eal pm. On construit par r�ecurrence sur n un rel�evement zn de u dans
Y (An) qui soit �x�e par �. Pour n = 1; on prend z1 = ũ. Pour passer de n �a
n+1, on remarque que, comme Y est lisse, les rel�evements de zn dans Y (An+1)
forment de fa�con naturelle un espace homog�ene principal sous l’espace tangent
�a la vari�et�e Y=Fp en ũ. Le groupe 〈�〉 op�ere de fa�con a�ne sur cet espace
homog�ene. Comme il est d’ordre premier �a p, cette action a un point �xe
(prendre le barycentre d’une orbite); on choisit pour zn+1 un tel point �xe.
Ceci fait, la suite des zn d�e�nit un point z̃ de Y (R̂m) qui r�epond �a la question.
(On pourrait aussi invoquer le r�esultat g�en�eral suivant: si X → S est un

morphisme lisse, et si � est un groupe �ni de S-automorphismes de X , d’ordre
premier aux caract�eristiques r�esiduelles, le sous-sch�ema X� de X �x�e par �
est lisse sur S. Lorsque S est le spectre d’un corps, cela se trouve d�emontr�e
dans Iversen [15], prop. 1.3.)

Exemple. Indiquons ce que donnent les constructions ci-dessus dans le cas
le plus simple, celui du rang 1. On a alors G = PGL2; G̃ = SL2; h = 2;
i = −1; m = (p − 1)=2; et Km est le sous-corps r�eel maximal du corps
cyclotomique Q(zp): Le morphisme f : SL2 → A� peut être choisi �egal �a la
trace. On a SLreg2 = SL2−�2; o�u �2 est identi��e au centre de SL2. Si l’on
�ecrit les points de SL2 comme des matrices (

a
c
b
d) avec ad− bc = 1; SLreg2 est

la r�eunion des trois ouverts a�nes suivants: b inversible, c inversible, a − d
inversible.
On peut prendre pour x̃ une matrice de valeurs propres zp et z−1p . Sa trace

est zp+z−1p . On en d�eduit que le sch�ema Y est form�e des ( ac
b
d) de SL

reg
2 tels que

a+d = zp+ z−1p . On a ũ = (10
1
1 ) et l’on peut prendre pour 
 l’image de (

−1
0
0
1 )

dans PGL2. Les automorphismes Int
; �i et � de Y sont donn�es respectivement
par: (

a b
c d

)
7→
(

a −b
−c d

)
;
(

d −b
−c a

)
et
(

d b
c a

)
:
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Le sous-sch�ema de Y �x�e par � est form�e des points ( ac
b
d) de Y tels que

a = d: La prop. 7 dit que l’on peut choisir un tel point, �a coordonn�ees dans
R̂m, tel que (

a
c
b
d) ≡ ( 10 11 ) (mod pm); or c’est imm�ediat: on prend par exemple

a = (zp + z−1p )=2; b = 1; c = a2 − 1; d = a:

Fin de la d�emonstration du th. 4. On choisit 
 ∈ G(R̂m) et z̃ ∈ G̃(R̂m) comme
ci-dessus. Le fait que z̃ soit un point de Y entra�̂ne que z̃p = 1; comme de
plus z̃ est �x�e par � on a Int
(z̃) = z̃ i. Si z d�esigne l’image de z̃ dans G(R̂m),
on a donc zp = 1 et 
 z 
−1 = zi. Il est alors clair que le groupe engendr�e par

 et z est un rel�evement de Bm dans G(R̂m):

Remarque. On peut esp�erer qu’il existe une d�emonstration plus directe du
th. 4, bas�ee sur une construction explicite d’un rel�evement de Bm et utilisant
les repr�esentants canoniques des classes de conjugaison donn�es par Steinberg
[31], th. 7.9.

4.4. Application: d�emonstration du th. 2 et du th. 3

On revient maintenant au cas o�u m5 2. Posons:

A =

{
PGL2(Fp) si m = 1 (i:e: p = h+ 1)

PSL2(Fp) si m = 2 (i:e: p = 2h+ 1) :

Dans les deux cas, Bm est un sous-groupe de A : c’est le normalisateur du
p-Sylow Cp = 〈u〉 de A. Soit P le noyau de la projection

G(R̂m)→ G(Fp) :

On voit comme au no 3.1 que P est un pro-p-groupe. Soit E l’image r�eciproque
de A dans G(R̂m): On a une suite exacte

1→ P → E → A→ 1 :

Vu le th. 4, le sous-groupe Bm de A est relevable dans E. En appliquant le
th. 5 du no 7.3, on en d�eduit que A est relevable. Cela d�emontre le th. 2 (si
m = 1) et le th. 3 (si m = 2).

Remarque. Il y a en fait un et un seul rel�evement de A qui prolonge un
rel�evement donn�e de Bm. Pour le voir, on applique la prop.14 du no 7.3, et l’on
est ramen�e �a prouver que l’action de Bm sur l’alg�ebre de Lie L = Lie(G=Fp)
n’a pas de point fixe-0: (En e�et, un tel point �xe appartient �a la fois �a
l’alg�ebre de Lie du centralisateur de 
, qui est un tore, et �a l’alg�ebre de Lie du
centralisateur de u, qui est un groupe unipotent. Or les alg�ebres de Lie d’un
tore et d’un groupe unipotent ont une intersection triviale.)
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5. Changement de corps

Pour compl�eter les d�emonstrations des th�eor�emes 1 et 1′ du §1, il nous reste
essentiellement �a passer de la caract�eristique 0 �a une caract�eristique quel-
conque. Comme on va le voir, cela se fait sans di�cult�e, grâce �a la th�eorie de
Bruhat–Tits.

5.1. Bonne r�eduction

Soit K un corps muni d’une valuation discr�ete v, de corps r�esiduel k et d’anneau
de valuation OK .
Soit A un sous-groupe �ni de G(K). Supposons que A ait bonne r�eduction,

i.e. soit contenu dans G(OK). L’homomorphisme G(OK) → G(k) donne par
restriction �a A un homomorphisme A→ G(k).

Lemme 4. Le noyau de A → G(k) est trivial si k est de caract�eristique 0.
C’est un l-groupe si k est de caract�eristique l ¿ 0.

C’est l�a un r�esultat standard, que l’on peut d�emontrer en utilisant une �l-
tration de G(OK) analogue �a celle du no 3.1.

Lemme 5. Soit a ∈ A d’ordre premier �a la caract�eristique de k, et soit a0
son image dans G(k). Les deux conditions suivantes sont �equivalentes:
(1) a est de type principal dans G(K)
(2) a0 est de type principal dans G(k).

(Pour la d�e�nition du “type principal ”; voir no 1:3:)

Quitte �a agrandir K , on peut supposer que K est complet, et aussi que a0
est conjugu�e dans G(k) d’un �el�ement du tore maximal T : on a

a0 = g0t0g−10 ; avec g0 ∈ G(k) et t0 ∈ T (k) :

On peut relever g0 en un �el�ement g de G(OK) et conjuguer a par g. On est ainsi
ramen�e au cas o�u a0 appartient �a T (k0). Le fait que l’ordre de a soit premier
�a caract(k) entra�̂ne alors que a0 poss�ede un rel�evement a1 dans T (OK), et un
seul, qui a même ordre que a0 et a. Les �el�ements a et a1 de G(OK), �etant
des rel�evements de même ordre de a0, sont conjugu�es dans G(OK); ici encore,
cela se voit en utilisant le fait que leurs ordres sont premiers �a caract(k). On
peut donc remplacer a par a1, i.e. supposer a ∈ T (OK).
Supposons que a soit de type principal. Cela signi�e qu’il existe une base

B du syst�eme de racines R telle que les �(a); � ∈ B, soient �egaux entre eux. Il
en est alors de même des �(a0); � ∈ B, qui sont les images des �(a) dans k∗.
D’o�u (1)⇒ (2).

L’implication (2) ⇒ (1) se d�emontre de fa�con analogue; si la base B est
choisie de telle sorte que les �(a0); � ∈ B, soient �egaux entre eux, il en est de
même des �(a): en e�et, l’application O∗K → k∗ est injective sur les �el�ements
d’ordre �ni premier �a caract(k).
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5.2. Bonne r�eduction �a conjugaison pr�es

Conservons les notations ci-dessus. Soit K ′ une extension �nie de K , de degr�e
d. Nous dirons que K ′=K est totalement rami��ee si la valuation v de K se
prolonge en une valuation v′ de K ′ dont l’indice de rami�cation e(v′=v) est
�egal �a d; s’il en est ainsi, v′ est unique, et le corps r�esiduel de K ′ est �egal �a
k, cf. e.g. [24], Chap. I. On note OK′ l’anneau de la valuation v′.

Par exemple, si � est une uniformisante de K , on peut prendre pour K ′

l’extension K(�1=d).

Proposition 8. Il existe une extension �nie totalement rami��ee K ′=K ayant la
propri�et�e suivante:
(∗) Pour tout sous-groupe �ni A de G(K); il existe g ∈ G(K ′) tel que

gAg−1 ait bonne r�eduction dans G(K ′) (i.e. gAg−1 ⊂ G(OK′)).
(Cet �enonc�e vaut, plus g�en�eralement, pour les sous-groupes born�es de G(K),

au sens de [3].)

Soit X l’immeuble de Bruhat–Tits associ�e �a G et �a K , cf. [3], et soit
P0 le sommet de X correspondant au sous-groupe born�e G(OK); soit App
l’appartement de X associ�e au tore T . Notons X ′; P′0, App

′ l’immeuble, le
sommet, et l’appartement relatifs �a une extension totalement rami��ee K ′ de K .
L’immeuble X se plonge de fa�con naturelle dans l’immeuble X ′, et ce plonge-
ment applique P0 sur P′0 et App sur App

′. De plus, si l’on identi�e App et
App′ �a Q⊗R, o�u Q est le groupe des poids radiciels du syst�eme dual (Bour-
baki [2], Chap. VI, §2), l’isomorphisme App→App′ est donn�e par x 7→ d · x,
o�u d = [K ′ : K]. Il r�esulte de ceci que, si d est divisible par un nombre
� convenable (ne d�ependant que du syst�eme de racines R), tout sommet, et
tout barycentre de face, de l’appartement App devient dans App′ un trans-
lat�e de P0 par Q, donc un conjugu�e de P0 = P′0 par un �el�ement de T (K ′)
(ce genre d’argument est bien connu, cf. Gille [14], I.1.3 ainsi que Larsen
[20], lemme 2.4). Si d est choisi de cette fa�con, la propri�et�e (∗) est satis-
faite. En e�et, soit A un sous-groupe �ni de G(K). D’apr�es le th�eor�eme de
point �xe de Bruhat–Tits ([3], Chap. I, §3), A �xe un point de l’immeuble
X , que l’on peut supposer être le barycentre d’une face; quitte �a conjuguer
A par un �el�ement de G(K), on peut aussi supposer que ce point �xe appar-
tient �a App, et d’apr�es ce qui pr�ec�ede on peut l’�ecrire sous la forme g−1P0,
avec g ∈ G(K ′). Le groupe gAg−1 �xe P0; c’est donc un sous-groupe de
G(OK′).

Remarque. Le même �enonc�e est valable sans supposer G adjoint. Le cas sim-
plement connexe est même plus simple, car alors tout sous-groupe born�e �xe
un sommet de X , et il n’est plus n�ecessaire de faire intervenir les barycentres
des faces. Ainsi, pour le type E8, il su�t que le degr�e de K ′=K soit divisible
par 60.

Corollaire. Soit A un sous-groupe �ni de G(K). Supposons que k soit de
caract�eristique 0; ou que k soit de caract�eristique l ¿ 0 et que A ne poss�ede
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pas de l-sous-groupe normal -1. Il existe alors un plongement de A dans
G(k) ayant la propri�et�e suivante:
(P) –Tout �el�ement de A de type principal dans G(K); et d’ordre premier

�a la caract�eristique de k; est de type principal dans G(k).

Quitte �a remplacer K par une extension totalement rami��ee (ce qui ne
change pas le corps r�esiduel k), on peut supposer que A est contenu dans
G(OK). L’homomorphisme A → G(OK) → G(k) est injectif d’apr�es le
lemme 4 du no 5:1. On obtient ainsi un plongement de A dans G(k), qui jouit
de la propri�et�e (P) d’apr�es le lemme 5 du no 5:1.

5.3. Fin de la d�emonstration des th�eor�emes 1 et 1′

Il su�t de d�emontrer le th. 1′, qui est plus pr�ecis. Cela va se faire en plusieurs
�etapes.
Posons A = PGL2(Fp) dans le cas (i), et A = PSL2(Fp) dans le cas (ii).

Disons qu’un corps K convient s’il existe un plongement de A dans G(K)
ayant les propri�et�es du th. 1′:
dans le cas (i), tout �el�ement de A d’ordre premier �a caract(K) est de type

principal dans G(K);
dans le cas (ii), tout �el�ement de A d’ordre premier �a p et �a caract(K) est

de type principal dans G(K).
(1) Il existe un corps K de caract�eristique 0 qui convient
On prend K = Qp dans le cas (i) et K = Qp(

√
p∗) dans le cas (ii). Il

faut voir que les plongements de A dans G(K) d�e�nis aux §§3,4 satisfont aux
conditions ci-dessus. Or, si a ∈ A est d’ordre -p, c’est un �el�ement de type
principal de G(Fp), par construction; vu le lemme 5, a est de type principal
dans G(K). Il reste �a voir, dans le cas (i), qu’un �el�ement a de A d’ordre p est
de type principal dans G(K). Or, on a p = h+1, et l’on a vu que a est r�egulier
dans G; ces propri�et�es entraînent (cf. [16]) que les “coordonn�ees de Kac” de
a sont �egales �a (2;1,1,: : :,1), ce qui montre bien que a est de type principal
(autre m�ethode : utiliser le fait que a est conjugu�e des ai pour i premier �a p,
donc que la classe de a est Q-rationnelle, au sens du no 8:1).
(2) Il existe un corps de nombres K qui convient
Tout d’abord, il existe un corps K de type �ni sur Q qui convient: cela

r�esulte de (1), en remarquant que les coordonn�ees des points de A ne font
intervenir qu’un nombre �ni d’�el�ements de K . Soit n le degr�e de transcendance
de K sur Q. Si n = 0; K est un corps on nombres et (2) est vrai. Si n ¿ 0,
on d�emontre facilement qu’il existe une valuation discr�ete v de K dont le corps
r�esiduel k est une extension de Q de degr�e de transcendance n− 1. D’apr�es le
cor. �a la prop. 8, le corps k convient. D’o�u le r�esultat cherch�e, en raisonnant
par r�ecurrence sur n.
(3) Pour tout nombre premier l, il existe un corps �ni K de carac-

t�eristique l qui convient (�a la seule exception de l = 2; h = 2)
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On choisit un corps de nombres K qui convient, ainsi qu’une valuation
discr�ete v de K dont le corps r�esiduel k est de caract�eristique l. On applique
�a nouveau le corollaire �a la prop. 8, et l’on obtient le plongement cherch�e. Le
cas d’exception provient de ce que, pour l = 2 et p = 3, le groupe A poss�ede
un l-sous-groupe normal non trivial.
Les th�eor�emes 1 et 1′ r�esultent de (2) et (3), puisque tout corps alg�ebrique-

ment clos contient, soit un corps de nombres, soit un corps �ni.

6. Compl�ements

Ce § donne quelques propri�et�es des sous-groupes �nis de G(k) construits dans
les §§ pr�ec�edents. Pour simpli�er, on suppose k alg�ebriquement clos de carac-
t�eristique 0.

6.1. Notations

On note m1; m2; : : : ; mr les exposants de R, rang�es par ordre croissant:

1 = m1 5 m2 5 · · ·5 mr = h− 1 :

La famille des mi est sym�etrique par rapport �a h=2 : on a

mr+1−i = h− mi pour i = 1; : : : ; r : (1)

Si � ∈ R, on note ht(�) la hauteur de �, cf. no 2:1: On d�e�nit un �el�ement f
de l’anneau Z[X; X−1] par:

f(X ) = r +
∑
�∈R

X ht(�) : (2)

D’apr�es Kostant [18], on a:

f(X ) =
∑
i
(Xmi + Xmi−1 + · · ·+ X−mi) ; (3)

ou encore:
(X − 1)f(X ) =∑ (Xmi+1 − X−mi) : (4)

Nous aurons besoin de la formule suivante:

Proposition 9. On a :

(X − 1)f(X ) = (X − X−h)
∑

Xmi : (5)

On utilise (1) pour r�ecrire (4) sous la forme

2 · (X − 1)f(X ) =∑ (Xmi+1 − X−mi + X h+2−mi − Xmi−h)

= (X − X−h)
∑
(Xmi + X h−mi) :

D’o�u (5) puisque
∑

Xmi =
∑

X h−mi ; d’apr�es (1).
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Corollaire. Soit x un �el�ement inversible -1 d’un anneau int�egre.
(a) Si xh = 1; on a f(x) =

∑
xmi .

(b) Si xh+1 = 1; on a f(x) = 0.
(c) Si xh+2 = 1; on a f(x) = −∑ xmi+1 :

Si xh+2 = 1, on a x−h = x2 et la formule (5) donne

(x − 1)f(x) = (x − x2)
∑

xmi = −(x − 1)∑ xmi+1 :

D’o�u (c), en divisant par (x − 1). Les d�emonstrations de (a) et (b) sont ana-
logues.

6.2. Le cas p = h+ 1 : classes de conjugaison

Dans ce no et le suivant, on s’int�eresse au sous-groupe A = PGL2(Fp) de
G(k) construit au §3.
Commen�cons par les classes de conjugaison (dansG(k)) des �el�ements

de A.
Tout �el�ement -1 de A est contenu dans un unique sous-groupe cyclique

maximal. Ce sous-groupe est de l’un des trois types suivants:
(a) Sous-groupe de Cartan d�eploy�e. C’est un groupe cyclique d’ordre

p − 1 = h. Un g�en�erateur de ce groupe est un �el�ement “de type principal”
de G(k), au sens de Kostant (cf. [18], ainsi que le no 4:2). Ses coordonn�ees
de Kac (cf. [16]) sont (1; 1; : : : ; 1); sa classe de conjugaison dans G(k) est
Q-rationnelle.
(b) Sous-groupe d’ordre p = h+ 1. Un �el�ement -1 de ce groupe est du

type �etudi�e par Kac dans [16]. Ses coordonn�ees de Kac sont (2; 1; : : : ; 1); sa
classe de conjugaison dans G(k) est Q-rationnelle.
(c) Sous-groupe de Cartan non d�eploy�e. C’est un groupe cyclique d’ordre

p+1 = h+2. Un g�en�erateur g de ce groupe est un �el�ement r�egulier de G (car
de type principal et d’ordre = h). Le tableau suivant donne, pour les groupes
exceptionnels, le corps de rationalit�e de la classe de conjugaison de g dans
G(k):

Type h p ordre de g corps de rationalit�e

G2 6 7 8 Q
F4, E6 12 13 14 corps cubique Q (z7 + z−17 )

E7 18 19 20 Q(
√
5) = Q (z5 + z−15 )

E8 30 31 32 Q(
√
2) = Q (z8 + z−18 ).

(Dans ces formules, zn d�esigne une racine primitive n-i�eme de l’unit�e.)

Indiquons par exemple comment on traite le cas de E8. Le calcul de la trace
de g dans la repr�esentation adjointe de E8 (cf. no 6:3) montre que le corps
de rationalit�e de la classe de g contient le corps Q(

√
2). S’il �etait distinct de
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Q(
√
2), il serait de degr�e = 4, et les gi, i impair, appartiendraient �a au moins

4 classes de conjugaison di��erentes. Mais ces classes, comme celle de g, sont
r�eguli�eres. Or la liste des coordonn�ees de Kac d’une classe r�eguli�ere d’ordre
32 est facile �a faire: avec l’indexation des racines de Bourbaki, c’est:

(3; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1); (1; 2; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1) et (1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 2) :

Il n’y a donc que 3 telles classes. D’o�u la contradiction cherch�ee.

Remarques. 1) Les cas de F4 et de E6 sont essentiellement les mêmes: le
sous-groupe A de E6(k) se d�eduit de celui de F4(k) par l’injection naturelle
de F4 dans E6. Même chose pour les injections Cr → A2r−1; Br → Dr+1 et
G2 → B3 → D4. La même remarque s’applique au cas (ii).

2) Si G est de type E7, on peut se demander quelle est l’image r�eciproque
Ã de A = PGL2(F19) dans le revêtement universel G̃ de G. On trouve que
c’est l’unique extension de A par {±1} dans laquelle −1 est le seul �el�ement
d’ordre 2 (autrement dit les �el�ements d’ordre 2 de A deviennent d’ordre 4 dans
Ã). On peut identi�er Ã au sous-groupe de SL2(F192) form�e des �el�ements s
tels que �s = ± s , o�u s 7→ �s d�esigne la conjugaison relativement �a l’extension
quadratique F192 =F19.

6.3. Le cas p = h+ 1 : la repr�esentation adjointe

On conserve les notations du no pr�ec�edent. L’action de A par conjugaison sur
l’alg�ebre de Lie de G d�e�nit une repr�esentation lin�eaire de A, de dimension
N , que nous appellerons la repr�esentation adjointe de A dans G. Son caract�ere
sera not�e g 7→ Trad(g). Pour en donner un calcul explicite, il est commode de
prendre pour corps de base le corps �Qp, vu que la repr�esentation en question
est d�e�nie de fa�con naturelle sur Qp, et même sur Zp, cf. §3.
Introduisons d’abord une notation. Si g ∈ A est d’ordre premier �a p,

relevons-le en un �el�ement g̃ de GL2(Fp); si � et � sont les valeurs propres
de g̃, posons x̃ = �=�. Le couple (x̃; x̃−1) est bien d�e�ni par g. On a x̃ ∈ F∗p2 ;
c’est un �el�ement d’ordre �egal �a celui de g. Le repr�esentant multiplicatif de x̃
dans �Qp sera not�e x. C’est une racine de l’unit�e d’ordre �egal �a l’ordre de g.

Proposition 10. (1) Si g ∈ A est d’ordre premier �a p; et si x est la racine
de l’unit�e associ�ee �a g comme ci-dessus; on a

Trad (g) = f(x) ; (6)

o�u f est le polynôme de Laurent d�e�ni au no 6:1:
(2) Si g ∈ A est d’ordre p; on a Trad(g) = 0.
(Noter, dans le cas (1), que f(x) = f(x−1), de sorte que l’amb��guit�e de la

d�e�nition de x n’a pas d’importance.)

Pour (1), on remarque que les valeurs propres de g op�erant sur l’alg�ebre
de Lie de G en caract�eristique p sont les x̃ht(�), ainsi que 1, r�ep�et�e r fois:
cela r�esulte de la d�e�nition de l’homomorphisme principal, cf. §2. Les valeurs
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propres de g op�erant sur l’alg�ebre de Lie de G en caract�eristique 0 sont les
repr�esentants multiplicatifs des pr�ec�edentes. Leur somme est donc �egale �a f(x),
d’apr�es la formule (2).
Lorsque g est d’ordre p, on a vu que c’est un �el�ement du type de Kac, et

la trace d’un tel �el�ement dans la repr�esentation adjointe est connue pour être 0.
(Cela peut aussi se d�eduire du fait que la repr�esentation adjointe est d�e�nie sur
Zp par un module projectif.) D’o�u (2).

Corollaire 1. Si g-1 appartient �a un sous-groupe de Cartan d�eploy�e; on a:
Trad (g) =

∑
xmi : (7)

Cela r�esulte de (6), et de la partie (a) du corollaire �a la prop. 9, vu que
l’on a alors xh = 1 et x-1.

Corollaire 2. Si g-1 appartient �a un sous-groupe de Cartan non d�eploy�e;
on a:

Trad(g) = −∑ xmi+1 : (8)

Cela se d�emontre de mani�ere analogue, en utilisant la partie (c) du corollaire
�a la prop. 9.

Exemples. (a) Prenons g d’ordre 2 (de type d�eploy�e, ou non d�eploy�e, peu
importe). On a x = −1; et les formules (7) et (8) donnent

Trad(g) = r′ − r′′ ;

o�u r′ (resp. r′′) est le nombre des i tels que mi soit pair (resp. impair). Si −1
appartient au groupe de Weyl, on a r′ = 0; r′′ = r; d’o�u

Trad(g) = −r :

C’est ce qui se produit pour les types G2; F4; E7; E8.
(b) Prenons G de type G2, et g d’ordre 8. Comme m1 = 1; m2 = 5;

la formule (8) donne Trad(g) = −x2 − x6 = 0 (car x4 = −1 puisque x est
d’ordre 8).
(c) Prenons G de type E8, et g d’ordre 16 dans PSL2(F31). La formule

(8) donne

Trad(g) = −(x2 + x8 + x12 + x14 + x18 + x20 + x24 + x30) :

Comme x est d’ordre 16, on a x8 = −1, d’o�u:
Trad(g) = −(x2 − 1− x4 − x−2 + x2 + x4 − 1 + x−2)

= 2− 2(x2 + x−2) = 2± 2
√
2 :

On obtient ainsi une valeur de la trace qui avait �et�e d�eclar�ee (�a tort) impossible
dans [6], p. 392–394.

Remarque. Les valeurs de Trad(g) donn�ees dans la prop. 10 et ses corollaires
d�eterminent sans ambigu��t�e la repr�esentation adjointe de A dans G. Je me borne
�a �enoncer le r�esultat, sans entrer dans les d�etails:
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Soit s le nombre des i tels que mi = h=2; et soit t = (r− s)=2. (On a s = 1
si r est impair, et s = 0 ou 2 si r est pair, le cas s = 2 n’intervenant que pour
le type Dr .) On trouve que la repr�esentation en question est somme directe de:

t repr�esentations irr�eductibles de degr�e p + 1, induites �a partir des car-
act�eres d’exposants mi; 1 5 i 5 t (le caract�ere “d’exposant m” �etant celui
qui transforme un �el�ement de F∗p en la m-i�eme puissance de son repr�esentant
multiplicatif);

t repr�esentations irr�eductibles de degr�e p−1, induites (�a la Deligne–Lusztig)
�a partir des caract�eres d’un sous-groupe de Cartan non d�eploy�e d’exposants
mi + 1; 15 i 5 t (en un sens analogue au pr�ec�edent);

s repr�esentations irr�eductibles de degr�e p, prolongeant la repr�esentation de
Steinberg de PSL2(Fp).

6.4. Le cas p = 2h+ 1 : classes de conjugaison

Dans ce no et le suivant, on s’int�eresse au cas (ii), o�u p = 2h + 1 et
A = PSL2(Fp):
Ici encore, il y a trois types de sous-groupes cycliques maximaux:

(a) Sous-groupe de Cartan d�eploy�e. C’est un groupe cyclique d’ordre
(p − 1)=2 = h. Un g�en�erateur de ce groupe est un �el�ement de type princi-
pal, au sens de Kostant [18]; sa classe de conjugaison est Q-rationnelle.

(b) Sous-groupe d’ordre p = 2h + 1. Un �el�ement -1 de ce groupe est
r�egulier; le corps de rationalit�e de sa classe de conjugaison est Q(

√
p∗). Un

tel �el�ement n’est pas de type principal, sauf bien sûr si G = PGL2.

(c) Sous-groupe de Cartan non d�eploy�e, d’ordre (p + 1)=2 = h + 1. Un
g�en�erateur de ce groupe est du type de Kac [16]. Sa classe de conjugaison est
Q-rationnelle.

Noter que toutes les classes de conjugaison des �el�ements de A sont ra-
tionnelles sur le corps K = Q(

√
p∗). On peut se poser �a ce sujet la question

suivante (li�ee �a celle de la Remarque 2) du no 1.3):

existe-t-il une K-forme G′ de G telle que G′(K) contienne A?

6.5. Le cas p = 2h+ 1 : la repr�esentation adjointe

La repr�esentation adjointe de A dans G se d�e�nit comme au no 6.3, dont on
adopte les notations: Trad(g); x, etc.

L’analogue de la premi�ere partie de la prop. 10 est vrai:

Proposition 11. Si g ∈ A est d’ordre premier �a p; on a Trad(g) = f(x):

La d�emonstration est la même.
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On en d�eduit, grâce au corollaire �a la prop. 9:

Corollaire 1. Si g-1 appartient �a un sous-groupe de Cartan d�eploy�e; on a

Trad(g) =
∑

xmi : (9)

Corollaire 2. Si g-1 appartient �a un sous-groupe de Cartan non d�eploy�e,
on a

Trad(g) = 0 : (10)

Le calcul de la trace d’un �el�ement d’ordre p est moins �evident. Comme au
no 6.3, notons s le nombre des i tels que mi = h=2, et posons t = (r − s)=2.

Proposition 12. Si u ∈ A est d’ordre p; on a

Trad(u) = (r ± s
√
p∗)=2 : (11)

Soit � la repr�esentation adjointe de A dans G. Si l’on d�ecompose � en
somme de repr�esentations irr�eductibles, la repr�esentation unit�e n’intervient pas
(car B2 ne �xe aucun �el�ement -0 de l’alg�ebre de Lie, cf. no 4.4). Or les autres
repr�esentations irr�eductibles de A sont de degr�es p; (p+ 1)=2; p+ 1; (p− 1)=2
et p− 1. Le degr�e N de � se d�ecompose donc sous la forme

N = a(p+ 1)=2 + b(p− 1)=2 + cp; avec a; b; c entiers= 0 :

Comme N = r(h + 1) = r(p + 1)=2; on voit que a 5 r et r − a + b ≡ 0
(mod p). Mais on a r ¡ h (cela se v�eri�e cas par cas), d’o�u ici r ¡ (p−1)=2.
On a d’autre part b (p − 1)=2 5 N = r(p + 1)=2 ¡ (p − 1)(p + 1)=4 d’o�u
b ¡ (p+ 1)=2 et �nalement r − a+ b ¡ (p− 1)=2 + (p+ 1)=2 = p. Comme
r − a + b est divisible par p, cela entra�̂ne r = a; b = 0 d’o�u c = 0. Ainsi,
la repr�esentation � ne fait intervenir que des repr�esentations irr�eductibles de
degr�e p+1 ou (p+1)=2. Comme on conna�̂t son caract�ere sur le sous-groupe
de Cartan d�eploy�e, cf. (9), on en d�eduit que � se d�ecompose en somme de:

t repr�esentations irr�eductibles de degr�e p+1, induites �a partir des caract�eres
d’exposants mi; 15 i 5 t;

s repr�esentations irr�eductibles de degr�e (p+ 1)=2.
Or la trace de u dans une repr�esentation irr�eductible de degr�e (p + 1)=2

(resp. p+ 1) est (1±√p∗)=2 (resp. 1). Cela donne la formule (11) si s = 0
ou 1. Dans le cas s = 2, il reste �a voir que les 2 repr�esentations irr�eductibles
de degr�e (p+1)=2 qui interviennent sont isomorphes. Comme le groupe G est
alors de type Dr , un calcul explicite est possible; il donne le r�esultat voulu.
(Inutile de dire que l’on aimerait une d�emonstration plus directe : : :)

Corollaire. Si aucun des mi n’est �egal �a h=2 (ce qui est le cas pour les types
G2; F4; E6 et E8); on a Trad(u) = r.
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Annexes

7. Un th�eor�eme de rel�evement

7.1. Notations

Dans ce section, on note A un groupe �ni, B un sous-groupe de A; et p un
nombre premier. On s’int�eresse au cas o�u B est “strongly p-embedded” dans A;
cela signi�e que les deux propri�et�es suivantes sont satisfaites:

(�) B contient un p-sous-groupe de Sylow de A, autrement dit (A : B) est
premier �a p;
(�) Pour tout x ∈ A−B; le groupe B ∩ xBx−1 est d’ordre premier �a p.

On peut reformuler ceci en termes de l’action de A sur l’espace homog�ene
A=B:

(
) Si S est un p-sous-groupe de Sylow de A, il existe un point P de A=B
qui est �x�e par S, et S op�ere librement sur le compl�ementaire de P.
Noter une cons�equence de (
): si pa est l’ordre de S, on a

(A : B) ≡ 1 (modpa) :

Exemples. Soit S un p-sous-groupe de Sylow d’un groupe �ni A et choi-
sissons pour B le normalisateur NA(S) de S dans A. La condition (�) est
satisfaite. En ce qui concerne (�), notons que S est l’unique p-Sylow de B,
donc que S ∩ xS x−1 est l’unique p-Sylow de B∩ xBx−1. La condition (�) est
donc �equivalente �a:
(�′) S ∩ x S x−1 = 1 pour tout x ∈ A−B :
Comme B = NA(S); l’hypoth�ese x ∈ A−B �equivaut �a x S x−1-S; et l’on

voit que (�′) peut se r�ecrire:
(�′′) Si S ′ est un p-Sylow de A distinct de S; on a S ∩ S ′ = 1:
Autrement dit, les p-Sylow de A ont la “propri�et�e d’intersection triviale”.
Ceci s’applique notamment lorsque A est l’un des groupes GL2(Fq),

SL2(Fq), PGL2(Fq), PSL2(Fq), avec q une puissance de p, et B est un sous-
groupe de Borel de A (groupe triangulaire); c’est le cas utilis�e au no 4.4. Autres
choix possibles: les groupes de rang relatif 1 sur Fq, par exemple SU3(Fq2),
ou les groupes de Suzuki et de Ree en caract�eristique 2 et 3.

7.2. Comparaison des groupes de cohomologie de A et de B

Soit M un A-module. Pour tout q ¿ 0, le groupe de cohomologie Hq(A;M)
est un groupe de torsion; notons Hq(A;M)(p) sa composante p-primaire, et
d�e�nissons de même Hq(B;M)(p).

Soient

Res : Hq(A;M)→ Hq(B;M) et Cor : Hq(B;M)→ Hq(A;M)
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les homomorphismes de restriction et de corestriction associ�es au couple
(A; B).

Proposition 13. Si les propri�et�es (�) et (�) du no 7:1 sont satisfaites, les
homomorphismes

Res : Hq(A;M)(p) → Hq(B;M)(p) et Cor : Hq(B;M)(p) → Hq(A;M)(p)

sont des isomorphismes r�eciproques l’un de l’autre (quels que soient le
A-module M et l’entier q ¿ 0).
En d’autres termes, on peut identi�er Hq(A;M)(p) �a Hq(B;M)(p).

Corollaire. Si M est un groupe de torsion p-primaire, les homomorphismes

Res : Hq(A;M)→ Hq(B;M) et Cor : Hq(B;M)→ Hq(A;M)

sont des isomorphismes r�eciproques l’un de l’autre.

En e�et, les groupes Hq(A;M) et Hq(B;M) sont des groupes de torsion
p-primaires.

Remarques. 1) La prop. 13 s’�etend aux valeurs n�egatives de q �a condition de
remplacer les Hq par les groupes de cohomologie Ĥ

q
modi��es �a la Tate (cf.

e.g. [4], Chap. XII).
2) La prop. 13 admet une r�eciproque: si un couple (A; B) jouit de la

propri�et�e cohomologique �enonc�ee, on peut montrer que (�) et (�) sont sat-
isfaites.
3) Dans le cas de l’exemple du no 7.1, o�u B = NA(S), le groupe Hq(B;M)(p)

s’identi�e au sous-groupe de Hq(S;M) �x�e par l’action de B=S ([4], Chap. XII,
th. 10.1). On obtient ainsi une description de Hq(A;M)(p) �a partir de Hq(S;M)
et de l’action de B=S sur ce groupe. C’est le cas trait�e dans Benson [1],
cor. 3.6.19.

D�emonstration de la prop. 13. Soit pa l’ordre d’un p-Sylow S de A, et soit
N = (A : B). On a vu au no 7.1 que N ≡ 1 (modpa). Or le compos�e Cor ◦Res
est �egal �a la multiplication par N , et l’on a pax = 0 pour tout x ∈ Hq(A;M)(p).
On en tire: Cor (Res(x)) = Nx = x, ce qui montre que le compos�e Cor ◦Res
est l’identit�e sur Hq(A;M)(p).

Reste �a voir que l’on a Res ◦Cor = 1 sur Hq(B;M)(p). D�ecomposons
A en:

A =
⋃

BajB

o�u les aj sont des repr�esentants des doubles classes de A mod B, choisis de
telle sorte que a1 = 1. Posons Bj = B∩ajBa−1j ; si j = 1, on a Bj = B; si j-1,
on a aj ∈ A−B, et Bj est d’ordre premier �a p vu l’hypoth�ese (�). D’apr�es une
formule connue ([4], Chap. XII, prop. 9.1), le compos�e Res ◦Cor peut s’�ecrire
comme une somme

Res ◦ Cor =∑fj ;
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o�u fj : Hq(B;M) → Hq(B;M) est le compos�e des trois homomorphismes
suivants:

restriction : Hq(B;M)→ Hq(Bj;M) ;

conjugaison par aj : Hq(Bj;M)→ Hq(a−1j Bjaj;M) ;

corestriction : Hq(a−1j Bjaj;M)→ Hq(B;M) :

(Noter que a−1j Bjaj est contenu dans B.)
Lorsque j = 1, les trois homomorphismes ci-dessus sont l’identit�e, et l’on

a donc fj = 1. Lorsque j-1, l’ordre de Bj est premier �a p, et la composante
p-primaire de Hq(Bj;M) est 0; on a donc fj = 0 sur Hq(B;M)(p). Puisque
Res ◦Cor est la somme des fj, on obtient bien la formule voulue, �a savoir

Res(Cor(x)) = x pour tout x ∈ Hq(B;M)(p) :

Variante. On peut aussi d�emontrer la prop. 13 en introduisant le module de
permutation Z[X ], o�u X = A=B. Ce module contient le module trivial Z. Soit
I = Z[X ]=Z le module quotient. D’apr�es (
), le S-module I est isomorphe �a
un multiple de la repr�esentation r�eguli�ere de S. On en d�eduit que Zp ⊗ I est
cohomologiquement trivial comme S-module, donc aussi comme A-module (cf.
[24], Chap. IX). Cela entra�̂ne (loc.cit.) que l’homomorphisme

Hq(A;Zp ⊗M)→ Hq(A;Zp[X ]⊗M)

est un isomorphisme. Or le premier de ces deux groupes s’identi�e �a
Hq(A;M)(p) et le second �a Hq(B;M)(p) d’apr�es le “lemme de Shapiro”. On
obtient donc bien un isomorphisme des groupes en question, et il n’est pas
di�cile de voir que c’est Res et que son inverse est Cor.

7.3. Rel�evements

On conserve les notations ci-dessus, et l’on s’int�eresse maintenant �a une suite
exacte

1→ P → E → A→ 1 ;

o�u E est un groupe pro�ni, et P un sous-groupe ouvert normal de E. On
suppose que P est un pro-p-groupe.

Th�eor�eme 5. Soit B un sous-groupe de A satisfaisant aux propri�et�es (�) et
(�) du no 7:1. Soit ’ : B → E un rel�evement de B dans E. I1 existe alors un
rel�evement  : A→ E qui prolonge ’.

(Par un “rel�evement” de B, on entend un homomorphisme B → E dont le
compos�e avec E → A soit �egal �a l’injection B → A.)

Corollaire. Si l’extension E est scind�ee au-dessus de B, elle est scind�ee au-
dessus de A.
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D�emonstration du th. 5. On proc�ede en trois �etapes:
(1) Le cas o�u P est ab�elien �ni. Le groupe P est alors muni d’une structure

naturelle de A-module, et l’extension E d�e�nit un �el�ement (E) de H 2(A; P).
Puisque E est scind�ee au-dessus de B, la restriction de (E) �a B est 0; vu la
prop. 13 (appliqu�ee pour q = 2), on a (E) = 0, i.e. E est scind�ee. Choisissons
un rel�evement  1 : A→ E; et soit ’1 sa restriction �a B. On peut �ecrire ’1 sous
la forme

b 7→ �(b)’(b) ;

o�u � : B → P est un 1-cocycle. Soit (�) ∈ H 1(B; P) la classe de ce cocycle.
D’apr�es la prop. 13 (appliqu�ee pour q = 1), il existe un 1-cocycle � : A → P
dont la restriction �a B est cohomologue �a �. Si l’on note P additivement, cela
signi�e qu’il existe z ∈ P tel que

�(b) = �(b) + b · z − z pour tout b ∈ B :

Quitte �a modii�er � par le cobord a 7→ a · z − z; on peut donc supposer que
� prolonge �. Revenons alors en notation multiplicative, et posons

 (a) = �(a)−1 1 (a) pour tout a ∈ A :

On obtient ainsi un rel�evement  : A→ E, et il est clair que l’on a

 (b) = ’(b) pour tout b ∈ B :

(2) Le cas o�u P est �ni. On proc�ede par r�ecurrence sur l’ordre de P. Le
cas o�u P est ab�elien vient d’être trait�e. Si P n’est pas ab�elien, soit Z(P) son
centre. On applique l’hypoth�ese de r�ecurrence �a l’extension

1→ P=Z(P)→ E=Z(P)→ A→ 1 :

On en d�eduit un rel�evement A → E=Z(P) prolongeant le rel�evement donn�e de
B. D’o�u un plongement de A dans E=Z(P); soit E′ l’image r�eciproque de ce
sous-groupe dans E. On a une suite exacte

1→ Z(P)→ E′ → A→ 1 :

Par construction, le rel�evement donn�e B → E est �a valeurs dans E′. On peut
donc appliquer l’hypoth�ese de r�ecurrence �a l’extension E′, et l’on obtient le
rel�evement cherch�e.
(3) Le cas g�en�eral. On peut �ecrire le pro-p-groupe P comme limite pro-

jective
P = lim← P=Pi ;

o�u les Pi sont des sous-groupes ouverts de P qui sont normaux dans E (cf.
e.g. [25], Chap. I, §1). Pour chaque i on a une extension

1→ P=Pi → E=Pi → A→ 1 ;

qui est munie d’un rel�evement ’i de B (d�eduit du rel�evement donn�e ’). Soit
Xi l’ensemble des rel�evements  i de A dans E=Pi qui prolongent ’i. Les Xi
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forment de fa�con naturelle un syst�eme projectif. Comme ils sont �nis et non
vides (d’apr�es (2)), leur limite projective est non vide (loc.cit. lemme 3). Un
�el�ement  = ( i) de cette limite projective donne le rel�evement cherch�e.

Unicit�e du rel�evement. Je me borne �a un cas simple, qui est celui qui intervient
au no 4.4: on suppose que P = lim← P=Pn (n = 0; 1; : : :); o�u les Pn forment une
suite d�ecroissante de sous-groupes ouverts de P, normaux dans E, avec P = P0
et Pn=Pn+1 commutatif pour tout n. On fait en outre l’hypoth�ese suivante:
(�) Pour tout n = 0; le B-module Pn=Pn+1 ne contient aucun �el�ement

invariant -0.

Proposition 14. Si les hypoth�eses ci-dessus sont satisfaites, il n’existe qu’un
seul rel�evement  : A→ E qui prolonge un rel�evement donn�e ’ : B → E.

D�emonstration. Soient  et  ′ deux tels rel�evements. On va montrer par
r�ecurrence sur n que l’on a

 ′(a) ≡  (a) (mod Pn) pour tout a ∈ A :

Comme P est limite projective des P=Pn, cela montrera bien que  =  ′.
Le cas n = 0 est clair, puisque P0 = P. Pour passer de n �a n+1, d�e�nissons

� : A→ P par
 ′(a) = �(a) (a) pour tout a ∈ A :

Vu l’hypoth�ese de r�ecurrence, les valeurs de � appartiennent �a Pn. Notons

�� : A→ Pn=Pn+1

l’application d�eduite de � par passage au quotient modPn+1. C’est un 1-cocycle
de A �a valeurs dans Pn=Pn+1 et sa restriction �a B est 0 puisque l’on a  ′(b) =
’(b) =  (b) pour tout b ∈ B. D’apr�es la prop. 13 (appliqu�ee pour q = 1),
�� est un cobord; en notation additive, cela signi�e qu’il existe z ∈ Pn=Pn+1 tel
que ��(a) = a · z − z pour tout a ∈ A. Comme la restriction de �� �a B est 0,
on a b · z = z pour tout b ∈ B. Vu l’hypoth�ese (�), cela entra�̂ne z = 0,
d’o�u �� = 0, ce qui montre que � est �a valeurs dans Pn+1, et ach�eve la
d�emonstration.

8. Corps de rationalit�e des classes de conjugaison d’ordre �ni

8.1. La notion de corps de rationalit�e

Soit � un groupe, et soit 
 un �el�ement de � d’ordre �ni. Choisissons un entier
n= 1 tel que 
n = 1. Soit � un sous-groupe de (Z/nZ)∗. Nous dirons que la
classe de 
 est �-rationnelle si 
 et 
i sont conjugu�es dans � pour tout i ∈ �.
Soit k un corps de caract�eristique premi�ere �a n, et soit kn 1’extension de

k engendr�ee par les racines n-i�emes de l’unit�e. Le groupe Gal(kn=k) s’identi�e
�a un sous-groupe �(k; n) de (Z/nZ)∗. Si i ∈ �(k; n), on note �i l’�el�ement
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correspondant de Gal(kn=k); on a �i(z) = zi pour toute racine n-i�eme de l’unit�e
z. Si 
 est comme ci-dessus, on dit que la classe de 
 est k-rationnelle si elle
est �(k; n)-rationnelle. Cette d�e�nition ne d�epend pas du choix de l’entier n,
pourvu bien sûr que 
n = 1.
Par exemple, dire que la classe de 
 est Q-rationnelle signi�e que 
 est

conjugu�e �a tous les 
i, avec (i; n) = 1, ou encore que les g�en�erateurs du groupe
cyclique 〈
〉 sont conjugu�es entre eux.
Pour 
 donn�e, il existe une plus petite extension de Q (dans une clôture

alg�ebrique Q �x�ee) sur laquelle la classe de 
 est rationnelle. On l’appelle le
corps de rationalit�e de la classe en question. Par exemple, si 
 est un �el�ement
d’ordre p de � = SL2(Fp), avec p premier ¿ 2, le corps de rationalit�e de
la classe de 
 est l’extension quadratique de Q contenue dans le p-i�eme corps
cyclotomique, i.e. Q(

√
p∗).

L’�enonc�e suivant est bien connu:

Proposition 15. Supposons � �ni. Il y a �equivalence entre:
(a) La classe de 
 dans � est k-rationnelle.
(b) Pour tout caract�ere � de � (sur une clôture alg�ebrique k de k) on a

�(
) ∈ k.

Puisque 
n = 1, �(
) est somme de racines n-i�emes de l’unit�e, et appartient
au corps kn. On en d�eduit que

�i(�(
)) = �(
i) pour tout i ∈ �(k; n) :

Si (a) est vrai, 
 et 
i sont conjugu�es, d’o�u �(
i) = �(
), et l’on voit que �(
)
est �x�e par tous les �i, donc appartient �a k, ce qui d�emontre (b). Inversement,
si (b) est vrai, tous les caract�eres prennent la même valeur sur 
 et sur 
i, et
l’on sait que cela entra�̂ne que ces �el�ements sont conjugu�es (puisque leur ordre
est premier �a la caract�eristique de k). D’o�u (a).

Voici un autre r�esultat �el�ementaire du même type:

Proposition 16. Supposons que � = GLN (K), o�u K est une extension de k;
et N un entier positif. Si 
 est un �el�ement de � d’ordre premier �a la carac-
t�eristique de k, les propri�et�es suivantes sont �equivalentes:
(a) La classe de 
 dans GLN (K) est k-rationnelle.
(b) La classe de 
 dans GLN (K) contient un �el�ement de GLN (k).
(c) Les coe�cients du polynôme caract�eristique de 
 appartiennent �a k.

L’implication (b) ⇒ (c) est �evidente. Inversement, si (c) est vraie, il existe
une matrice M de GLN (k) ayant même polynôme caract�eristique que 
; quitte �a
remplacer M par sa composante semi-simple, on peut supposer que M est semi-
simple (sur k); comme les valeurs propres de M sont des racines n-i�emes de
l’unit�e, M est semi-simple sur K . Les matrices 
 et M , �etant semi-simples et de
même polynôme caract�eristique, sont conjugu�ees dans GLN (K). D’o�u (b). Pour
la même raison, (a) signi�e que 
 et 
i ont même polynôme caract�eristique,
quel que soit i ∈ �(k; n); d’o�u (a) ⇔ (c).
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8.2. Le cas des groupes semi-simples

La prop. 16 montre que, au moins pour GLN , la rationalit�e d’une classe de
conjugaison n’est pas tr�es di��erente de la rationalit�e de ses �el�ements, au sens
usuel de ce terme en g�eom�etrie alg�ebrique. Nous allons voir qu’il en est de
même pour les groupes semi-simples d�eploy�es.
Pour simpli�er les d�emonstrations, je supposerai que le corps de base k

est parfait; soit k une clôture alg�ebrique de k. Soit L un groupe semi-simple
connexe sur k. On s’int�eresse au groupe � = L(k). On a tout d’abord:

Proposition 17. Soit 
 un �el�ement de L(k) d’ordre n premier �a la car-
act�eristique de k. Les propri�et�es suivantes sont �equivalentes:
(a) La classe de 
 dans L(k) est k-rationnelle.
(b) Pour tout caract�ere � de L sur k; on a �(
) ∈ k.
(Par “caract�ere de L sur k” on entend la trace d’une repr�esentation lin�eaire

de L d�e�nie sur k.)
La d�emonstration est la même que celle de la prop.15. Le point essentiel est

que deux �el�ements semi-simples 
1 et 
2 de L(k) sont conjugu�es si et seulement
si l’on a �(
1) = �(
2) pour tout �, cf. Steinberg [31], cor. 6.6.

Corollaire. Supposons L de type int�erieur (voir ci-apr�es). Les propri�et�es
(a) et (b) sont alors �equivalentes �a:
(c) La classe de 
 dans L(k) est stable par Gal(k=k).
(Rappelons que L est dit “de type int�erieur” si l’action de Gal(k=k) sur son

diagramme de Dynkin est triviale.)

Les caract�eres irr�eductibles de L sur k correspondent bijectivement aux
poids dominants. L’hypoth�ese “de type int�erieur” �equivaut �a dire qu’ils sont
invariants par Gal(k=k). Si � ∈ Gal(k=k), on a donc

�(�(
)) = �(�(
)) :

pour tout �. La propri�et�e (b) �equivaut donc �a:

�(
) = �(�(
)) pour tout � ∈ Gal(k=k) et tout � :

D’apr�es Steinberg, loc.cit., cela veut dire que 
 et �(
) sont conjugu�es pour
tout � ∈ Gal(k=k), ce qui est (c).
Remarque. L’hypoth�ese faite sur L est automatiquement satisfaite lorsque le
diagramme de Dynkin de L n’a pas d’automorphisme non trivial, par exemple
lorsque L est de type G2, F4, E7 ou E8.

Proposition 18. Supposons L d�eploy�e sur k. Soit f l’ordre du groupe fonda-
mental de L (autrement dit le degr�e de l’isog�enie L̃→ L; o�u L̃ est le revêtement
universel de L). Soit 
 ∈ L(k) d’ordre �ni n; supposons n premier �a f ainsi
qu’�a la caract�eristique de k. Les propri�et�es (a), (b), (c) ci-dessus sont alors
�equivalentes �a:
(d) La classe de conjugaison de 
 dans L(k) rencontre L(k).
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L’implication (d) ⇒ (c) est claire. Inversement, supposons (c) v�eri��ee. Puisque
(n; f)=1, il existe un unique rel�evement 
̃ de 
 dans L(k) qui est d’ordre n.
Si � ∈ Gal(k=k); �(
) et 
 sont conjugu�es dans L(k), et il en r�esulte que �(
̃)
et 
̃ sont conjugu�es dans L̃(k). Ainsi, la classe de conjugaison de 
̃ dans L(k)
est stable par Gal(k=k). D’apr�es un th�eor�eme de Steinberg (loc.cit., th. 1.7),
cela entra�̂ne que 
̃ est conjugu�e d’un �el�ement de L̃(k); d’o�u le fait que 
 est
conjugu�e d’un �el�ement de L(k), ce qui prouve (d).

Ce travail a b�en�e�ci�e d’une abondante correspondance avec A.M. Cohen, R.L. Griess et
D. Testerman. Je les remercie vivement tous les trois.
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