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Introduction

Les polyédres réguliers de R? correspondent a des sous-groupes remarquables
de SO3(R) et PGL,(C):
les groupes alternés A4 et As, et le groupe symétrique Sy.

Y a-t-il des analogues de ces sous-groupes finis pour les autres groupes de
Lie simples, et en particulier pour les groupes de type exceptionnel G,, Fjy,
Eq, E7, Eg? Ce genre de question a été beaucoup étudié ces dernieres années
(cf. notamment [6—10], [17], [21], [22]), sans cependant que 1’on parvienne
a une solution compléte. Je me propose de démontrer le résultat suivant, qui
constitue un pas dans cette direction:

Théoréme. Soit G un groupe algébrique linéaire connexe semi-simple sur

un corps algébriguement clos k. On suppose que G est simple (donc de

centre trivial); soit h son nombre de Coxeter. Soit p un nombre premier.

Alors:

(i) Si p = h+ 1, le groupe G(k) contient un sous-groupe isomorphe
a PGLy(F,), a une exception prés: celle ou caract(k) = 2 et ou
G ~ PGL,.

(ii) Si p=2h+1,G(k) contient un sous-groupe isomorphe a PSL,(F ).

(Noter que, lorsque G = PGL,, on a 7 = 2, d’ou p = 3 dans le cas (i)
et p = 5 dans le cas (ii). On retrouve ainsi le fait que PGL,(C) contient
As = PSLy(F3), Sy = PGL,(F3) et A5 = PSL,(Fs).)

En fait, la partie (ii) du théoréme était déja connue lorsque k est de carac-
téristique 0; elle avait été conjecturée par Kostant en 1983 (cf. Cohen—Wales
[10]) et vérifiée ensuite cas par cas, parfois avec I’aide d’ordinateurs, cf. [7],
[17]. Seule la partie (i) est (peut-ctre) nouvelle, au moins pour les types E; et
Eg, ou elle donne:
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Corollaire. Le groupe PGLy(F19) est plongeable dans le groupe adjoint E;(C),
et PGL,(F3,) est plongeable dans Eg(C).

Cela résulte de ce que & = 18 si G est de type E;, et h =30 si G est de
type Eg.

Les §§2 a 5 contiennent la démonstration du théoreme ci-dessus (sous une
forme quelque peu renforcée, cf. n°1.3). On part du cas ou la caractéristique
est p (§2); si p = h, on dispose alors du plongement “principal” de PGL,(F )
dans G(F ), cf. Testerman [32], [33]. Dans le cas (i), il n’y a pas d’obstruction
a relever ce plongement dans G(Z,), cf. §3. Le cas (ii) est plus délicat: il faut
remplacer Z, par Z,[\/%p] et se borner a relever PSL,(F ), cf. §4. Ceci fait,
le cas ou k est de caractéristique 0 est essentiellement réglé; on passe de 1a a
une caractéristique quelconque grace a la théorie de Bruhat-Tits, cf. §5.

Le §6 donne quelques propriétés des sous-groupes ainsi construits: classes
de conjugaison, caractére de la représentation adjointe. Les annexes (§§7,8)
contiennent des résultats connus, qu’il m’a paru utile de rappeler.
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1. Enoncé des résultats
1.1. Notations

Soit R un systeme de racines irréductible réduit (Bourbaki [2], Chap. VI, §1),
de rang . On en choisit une base {oy,...,o.} et 'on note s; la symétrie
associée a la racine ;. Le groupe engendré par les s; est le groupe de Weyl
W de R. Le produit s, - - - s, est ’élément de Coxeter associé a la base choisie;
son ordre & est le nombre de Coxeter de R. On a:

h=r+1 siR est de type 4,,

h =2r si R est de type B, ou C,,

h=2r —2 si R est de type D,,

h=6,12,12,18,30 si R est de type G,, F4, E¢, E7, Es.

On note G un schéma en groupes linéaire semi-simple déployé sur Z, de
systeme de racines R, et de centre trivial (type “adjoint”). Un tel schéma en
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groupes existe (cf. Chevalley [5], Kostant [19] et Bruhat-Tits [3], Chap. II,
n®3.2.13), et est unique a isomorphisme pres (Demazure [12], p. 305, th.4.1).
Si N est la dimension de G, on a

N =r+ Card(R) = r(h + 1) .

Pour tout anneau commutatif £, on note G(k) le groupe des k-points du
schéma G. Lorsque & est un corps algébriquement clos, G(k) est un groupe
simple.

Le revétement universel de G sera noté G. Le centre Z de G est un schéma
en groupes fini et plat, de type multiplicatif. On a G = G/Z.

Exemple. Soit n un entier = 2, et prenons R de type 4,_;. On a alors
r=n—-1,h=mn G=PGL, G=SL, Z = W, (racines n-iémes de
’unité). L’image de G(k) dans G(k) est notée PSL, (k).

Lorsque n = 2, et que k est un corps fini F, de caractéristique #+2, le
groupe PSL,(F,) est d’indice 2 dans PGLy(F,); c’est un groupe simple si
q > 3. Pour ¢ = 3,5,9, on a des isomorphismes:

PSLy(F3) = 44, PGLy(F3) =S,
PSL,(Fs) = 45, PGLy(Fs) = Ss,
PSL,(Fo) = Aq .

1.2. Enoncé du théoréme 1

C’est celui qui a ét¢ mentionné dans I’introduction:

Théoréme 1. Soient G et h comme ci-dessus. Soit k un corps algébriquement

clos et soit p un nombre premier.

(i) Si p = h+ 1, le groupe G(k) contient un sous-groupe isomorphe a
PGL,(F ), sauf dans le cas h =2 et caract(k) = 2.

(ii) Si p=2h+1, G(k) contient un sous-groupe isomorphe a PSL,(F ).

L’exception de (i) est celle ou G est isomorphe a PGL,, auquel cas on
ar=1 h =2 p =3 et PGLy(F3) = S4; si caract(k) = 2, on montre
facilement que S; ne peut pas étre plongé dans PGL,(k) = G(k).

Corollaire 1. Si p =h+ 1 ou 2h + 1, PSLy(F ) est plongeable dans G(k).

Lorsque » > 1, ou lorsque » = 1 et caract(k)=2, cela résulte du th. 1
puisque PSL,(F,) est un sous-groupe de PGL,(F,). Lorsque r = 1 et
caract(k) = 2, il faut vérifier que PSL,(F3) = A4 se plonge dans G(k);
c’est clair, car A4 est un sous-groupe de As = PSL,(F4), qui est lui-méme
un sous-groupe de PGL,(k) = G(k).

Lorsque R est de type E7, on a 7 = 18. D’ou:

Corollaire 2. Si G est de type E; adjoint, G(k) contient des sous-groupes
isomorphes a PGLy(Fy9) et PSLy(F37).
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Le cas de PSL,(F37) était connu, au moins lorsque caract(k) = 0, cf.
Kleidman—Ryba [17].
De méme, pour Eg, on a 2 = 30, d’ou:

Corollaire 3. Si G est de type Eg, G(k) contient des sous-groupes isomorphes
a PGLZ(F}l) et a PSLZ(F61).

Ici encore, le cas de PSL,(F¢;) était connu, cf. Cohen—Griess—Lisser [7].

Remarques. 1) Le th. 1, tout comme le th. 1’ du n° 1.3, se vérifie facile-

ment lorsque G est un groupe classique, grace a la théorie des représentations

linéaires, orthogonales, ou symplectiques, des groupes PSL,(F,) et PGLy(F ).

2) Les valeurs 2+ 1 et 22+ 1 de p figurant dans le th. 1 sont maximales
au sens suivant:

(i) Si G(C) contient un sous-groupe isomorphe a PGL,(F,), on peut mon-
trer que p — 1 divise 'un des m; + 1, ou les m; sont les exposants
du systéme de racines R. Comme sup(m;) = h—1, cela entraine p < h+1.

(i) De méme, si G(C) contient PSL,(F,), on peut montrer que p — 1 divise
I’'un des entiers 2(m; + 1), d’ou p < 2h+ 1.

3) Comme on I’a signalé dans I’introduction, le cas (ii) du th. 1, pour
k = C, est une conjecture de Kostant, qui a déja été vérifiée cas par cas (cf.
Cohen—Wales [10]). En fait, la conjecture de Kostant est un peu plus générale:
elle s’applique a PSLy(F,), ou ¢ = 2k + 1 est une puissance d’un nombre
premier (et pas seulement, comme ici, un nombre premier). Lorsque G est de
type exceptionnel, cela se produit pour Fy et Eg, avec ¢ = 25; la conjecture
prédit alors que PSL,(Fys) est plongeable dans F4(C) et E¢(C), ce qui est
bien exact (Cohen—Wales [9], n° 6.6). La méthode suivie ici ne semble pas
s’appliquer a cette généralisation.

4) Le th. 1 est aussi valable pour les groupes de Lie simples compacts.
En effet, si K est un tel groupe, son complexifi¢ est du type G(C) considéré
ci-dessus, et ’on sait que tout sous-groupe fini de G(C) est conjugué d’un
sous-groupe de K.

1.3. Un renforcement du théoréme 1

Introduisons d’abord une définition.
La notion d élément “de type principal”
Soit T le tore maximal de G associé¢ au déploiement donné. Comme G est

de type adjoint, les o; définissent un isomorphisme

TG, x---xG, (rfacteurs).
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Si k est un corps, de cloture algébrique k, nous dirons qu’un ¢lément de
G(k) est de type principal s’il est conjugué dans G(k) a un €lément ¢ de T'(k)
qui est “diagonal”, i.e. tel que o(¢) = --- = ,(¢) dans k£ . Un tel élément est
semi-simple.

Exemple. Si G = PGL,, un ¢lément de G(k) est de type principal si et

seulement si on peut le représenter dans GL,(k) par une matrice semi-simple
dont les valeurs propres (4,...,4,) sont telles que

M2y = Mf23 =+ = Jpn1 )l -

Enoncé du théoréeme 1’

Théoréme 1’. Les plongements du théoréme 1:
(i) PGLy(F)) — G(k), p=h+1,

(ii) PSLy(F,) — G(k), p =2h + 1,

peuvent étre choisis de facon a avoir les propriétés suivantes:

(i") Dans le cas (i), tout élément de PGLy(F ) d’ordre premier a caract(k)
est de type principal dans G(k).

(ii") Dans le cas (ii), tout élément de PSL,(F ), d’ordre premier a p et a
caract(k), est de type principal dans G(k).

(Lorsque caract(k) = 0, la condition “ordre premier a caract(k)” est supprimée.

Dans ce cas, (i') signifie simplement que tout élément de PGL,(F ) est de

type principal dans G(k).)

Remarques. 1) Dans le cas (i), il peut exister des plongements
PGLy(F,) — G(C)

qui ne satisfont pas a (i’). Par exemple, si G = PGLg, ona h =6, p=7; en
utilisant une représentation orthogonale irréductible de PGL,(F7), on obtient
un plongement

PGL;(F;) — O4(C) — GL(C) — PGL(C) ,

dans lequel les éléments d’ordre 4 et 8 de PGL,(F7) ne sont pas de type
principal.

Un autre exemple du méme genre vient d’étre obtenu tout récemment par
Griess et Ryba: a 1’aide de calculs sur ordinateur, ils ont construit un plonge-
ment de PGL,(F3;) dans Eg(C) dans lequel les ¢léments d’ordre 16 et 32 ne
sont pas de type principal.

2) Le cas (ii) a l’air différent. Il parait probable que (i) = (ii’). Peut-
étre méme est-il vrai que les sous-groupes de G(C) isomorphes a PSL,(F,)
forment une seule classe de conjugaison? Cela a été vérifi¢ dans divers cas
particuliers, notamment celui de Eg, cf. [7].
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2. L’homomorphisme principal

Sur un corps de caractéristique 0, par exemple Q, on dispose d’un homomor-
phisme “principal” SL, — G, défini par de Siebenthal [27] et Dynkin [13], et
étudi¢ en détail par Kostant [18]. Nous aurons besoin d’une version de cet ho-
momorphisme ou I’on précise les dénominateurs (cf. Testerman [32], [33]); cela
nous permettra de définir un plongement de PGL,(F,) dans G(F,) pour tout
p = h; la question du relévement p-adique de ce plongement (pour p = h+1
ou p =2h+ 1) fera I’objet des §§3 et 4.

2.1. Notations

On conserve celles du §1: G est un schéma en groupes semi-simple déployé
sur Z, de type adjoint. On note R son systeéme de racines, et («p,...,%,) une
base de R. On suppose R irréductible. On note R, I’ensemble des racines > 0
(par rapport a la base choisie). Si o = > m;o; est un élément de R, on pose
ht(o) = > n;; c’est la hauteur de a. Si o > 0, ona 1 < ht(e) < h—1,00 h
est le nombre de Coxeter de G. Il sera commode de mettre sur R, une relation
d’ordre total telle que At(o) > ht(f) = a > f.

On note T et U, (o« € R) le tore et les sous-groupes radiciels définis
par le déploiement choisi de G. Comme on I'a vu, les o; (1 < 7@ = r)
définissent un isomorphisme de 7 sur (G,)". Soit Lie(7") I’algebre de Lie
de T (sur Z); elle s’identifie au groupe Q(RY) des poids du systéme
de racines dual RV. En particulier, toute coracine «V définit un élément de
Lie(T'), que nous noterons H, (ou simplement H; si a est I'une des racines
simples ;).

Les groupes U, sont isomorphes au groupe additif G,. On choisira un
isomorphisme x, : G, — U,, et 'on notera X, 1’image dans Lie(U,) de la
base canonique de Lie(G,). Quitte a changer le signe de certains des x,, on

peut supposer que [X,,X_,] = —H, pour tout « € R (cf. e.g. [2], Chap.
VIII, §2, n°4). Lorsque o = o;, on écrit X; et ¥; a la place de X, et de
X .
On a Lie(G) = Lie(T) & € Lie(U,) et Lie(U,)=Z-X,.

®ER

2.2. Systemes de coordonnées sur le groupe unipotent U

Soit U le sous-groupe de G engendré par les U, o > 0. On sait (cf. [12],
exposé XXII, n°5.5) que I’application produit (relative a I’ordre choisi sur
R.) définit un isomorphisme de schémas

v, >u.

>0
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En d’autres termes, tout point # de U, a valeurs dans un anneau commutatif
A, s’écrit de fagon unique sous la forme

u= [] x.(t,), avect, €A.
>0
Les ¢, forment donc un systéme de coordonnées sur U, valable sur Z.
Mais, si I’on se place sur Q, il y a un autre systeme de coordonnées qui est
tout aussi naturel. En effet, si ’on désigne par U)q le groupe algébrique sur Q
déduit de U par changement de base, on dispose de application exponentielle

exp : Lie(U),9 — Ujg ,

qui est un isomorphisme de groupes algébriques (lorsqu’on munit 1’algébre
de Lie nilpotente Lie(U);q de la structure de groupe donnée par la loi de
Hausdorff, cf. [2], Chap. II, §6). Or Lie(U) est somme directe des Lie(U,),
o > 0, donc a pour base les X;. On voit donc que tout point u de U, a valeurs
dans une Q-algeébre A, s’écrit de fagon unique:

u :exp( > uxX[,>, avec u, € 4.

>0
Il s’impose de comparer les deux systemes de coordonnées (#,) et (uy):

Proposition 1. Avec les notations ci-dessus, on a

Uy =ty + Pou((tg)p<a) »

ou P, est un polynéme a coefficients dans Q en les tg pour f < o (et méme
pour ht(f) < ht(a)). De plus, les coefficients des P, sont p-entiers pour tout
nombre premier p = h.

(En d’autres termes, les coefficients des P, appartiennent a Z[1/(h — 1)!].)

Tout revient a écrire ] x,(¢,) comme une exponentielle. Or on a x,(t,) =
exp(t,Xy), par définition des X,. On peut alors utiliser la formule de Hausdorff
itérée ([2], loc.cit.). Cette formule montre que | ] exp(#,X,) peut s’écrire sous
la forme exp(v), avec

1
v = Ztha + ) Z tylp [Xa,X/;] —+ .-
o

a<f
= Z 1 Xy + ZC,{Z‘;“Z;» 5
o A
ou:
est un multi-indice (4,) dont le poids total > 1, est > 1;
t* est le produit des ¢/%;
¢, est un nombre rationnel, qui est p-entier si p > > Ay

Z; est une combinaison Z-linéaire de crochets itérés des X,, de multi-
degré /.

g
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Que v soit de la forme voulue résulte alors des deux faits suivants:

(a) Les Z; sont des combinaisons Z-linéaires des X, tels que

hi(y) = Z/Lo' ht(Xy) .

En particulier, leurs X,-composantes ne font intervenir que des X avec
ht(f) < ht(a), donc f < a.

(b) Les crochets itérés de poids total = 4 sont nuls. On peut donc borner
la sommation aux 2 tels que Y. 4, < A, et les coefficients ¢, correspondants
sont p-entiers pour tout p = h.

Remarques. 1) 1l y a un résultat analogue pour le groupe U~ engendré par
les U, avec o < 0. Cela se démontre de la méme maniére (ou cela se déduit
du cas déja traité en changeant Ry en —R,).
2) Dans la terminologie du n°2.4 ci-apres, la prop. 1 montre que 1’isomor-
phisme
eXp : Lie(U)/Q = U/Q

est “défini sur I’anneau local Z,)” pour tout p = h. Il en est de méme de
I’isomorphisme réciproque

log : U = Lie(U)q -

2.3. L’homomorphisme principal (sur le corps Q)

Les entiers c;. Les o)’ forment une base du systéme de racines dual RY. On

peut donc définir des entiers cy,...,c, par la formule suivante:
Yo=Y
a>0

Les ¢; sont des entiers = 1, dont on trouvera les valeurs dans les Tables de
Bourbaki [2], Chap. VI. Par exemple, si R est de type Fy, les ¢; sont égaux a
16,30,42 et 22.
Ces entiers jouissent des propriétés suivantes (que nous n’aurons pas a
utiliser):
(1) le produit des ¢; est égal a (1/f) [[ mi(m;+1), ot les m; sont les exposants
de R, et f son indice de connexion ([2], loc.cit., p. 230, exerc. 6);
(ii) un nombre premier p divise I'un des ¢; si et seulement si 'on a p < A.

Le triplet (X, H, Y). On a défini au n°2.1 des éléments X;, V;, H; de Lie(G).
En utilisant les ¢; ci-dessus, on obtient des éléments

H =) c¢H, X=X X, Y =) ¢Y;.
Ces ¢éléments satisfont aux relations

[HX]=2X, [X,Y]=-H [HY]=-2Y,



Exemples de plongements des groupes PSL,(F,) 533

cf. [2], Chap. VIII, §7, n°5, Lemme 2. Le triplet (X,H,Y) est un sly-triplet
principal au sens de Bourbaki, [2], Chap. VIII, §11, n°4. On déduit de la
un homomorphisme d’algébres de Lie: Lie(SL;) — Lie(G), lequel donne un
homomorphisme de Q-groupes algébriques

Q- SLz/Q — G/Q .

Noter que I’¢lément H de Lie(T') est tel que o;(H) = 2 pour tout i. Il en résulte
que, si 1’on restreint ¢ au tore standard G,, de SL,, on obtient un homomor-
phisme G,, — T = (G,,)" dont toutes les composantes dans Hom(G,,,G,,) = Z
sont égales a 2. Cela entraine que ¢ est trivial sur le centre y; de SL,, donc
définit un homomorphisme (encore noté ¢) de PGL,/q dans G;q. C’est cet
homomorphisme que nous appellerons “homomorphisme principal”.

Remarque. Si k est une extension de Q, et si g est un élément semi-simple
de PGL;,(k), I’élément ¢(g) de G(k) est de type principal au sens du n° 1.3.
En effet, quitte a conjuguer g (sur une extension convenable de k), on peut
supposer que ¢g appartient au tore standard de PGL,, tore dont I’image dans
G est le tore diagonal de T. Le méme argument montre que, inversement,
tout ¢lément de G(k) de type principal est conjugué d’un tel ¢(g), aprés une
extension convenable de k. Cela explique la terminologie adoptée au n° 1.3.

2.4. L’homomorphisme principal (sur I'anneau local Zp))

Si p est un nombre premier, on note Z, I’anneau local de Z en I’idéal
premier pZ; c’est le sous-anneau de Q formé des fractions a/b avec a,b € Z
et b ¢ pZ.

On se propose de passer de Q a Z,). Pour le faire commodément, un peu
de terminologie est nécessaire:

Terminologie. Soit A un anneau de valuation discréte de corps des fractions
K, et soit S et S’ des A-schémas plats. Soient Sk et S/’K les K-schémas qu’on
en déduit par le changement de base 4 — K (“fibres génériques”). Soit F' un
K-morphisme de Sk dans S/,. Nous dirons que F est défini sur A s’il existe
un A-morphisme f : S — S’ qui donne F par changement de base. Un tel f
est unique, et nous nous permettrons de le noter encore F'.

Dans les cas que nous aurons a considérer, S et S’ sont des schémas affines.
Leurs algebres affines A et A’ sont des A-modules plats, c¢’est-a-dire sans tor-
sion. La donnée de F équivaut a celle d’un K-homomorphisme

F* KA KA.

Dire que F est défini sur A équivaut a dire que F* applique A’ dans A,
autrement dit que F'* “ne fait pas intervenir de dénominateurs”.

L’homomorphisme principal sur Z ). Nous allons appliquer ce qui précéde au
cas ol A = Z¢,y, K =Q, § = SLyy, S = G4 et I est ’homomorphisme
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principal
¢ :SLkyq — Gro

défini au n°2.3.
Proposition 2. Si p = h, 'homomorphisme ¢ est défini sur Z,).

Au langage pres, ce résultat est di a D. Testerman; cf. [32], [33] qui don-
nent méme un énoncé plus général, applicable a des homomorphismes “sous-
principaux”.

Démonstration de la prop. 2. Notons Ty, U, et Uy le tore maximal et les
sous-groupes radiciels standard de SL; :

1 1 0
T =G, U]Z(O 1), Ul_:<* 1)

L’application produit U x T; x U; — SL, définit un isomorphisme de Uy X
Ty x Uy sur un ouvert Q de SL, (grosse cellule). Un point (‘;3) de SL,
appartient a 2 si et seulement si a est inversible.

La restriction ¢po de ¢ a g est un morphisme de Q/q dans Gq.
Lemme 1. Le morphisme ¢q est défini sur Z,).

Il suffit de voir que les restrictions de ¢ a Ty,q, Uijq et UTjq sont définies
sur Z,). Pour Ty = G, c’est évident. Pour Uj, le morphisme ¢ est donné par
t—exp(d tX;), et il est défini sur Zp) grace a ’hypothése p = &, cf. n°2.2,
Remarque 2. Le méme argument s’applique a U;.

Revenons maintenant a la démonstration de la prop. 2. Soit w = ((1) _01 ), et soit
Q' = w . Q le translaté de Q par w. Un point (‘C’Z) de SL, appartient a Q'
si et seulement si ¢ est inversible. Il en résulte que SL, est réunion des deux
ouverts Q et Q'. De plus, on peut écrire w comme produit de deux éléments x,
y de Q(Z), par exemple x = (_1l _01 Yet y= (_11 (1)). D’apres ce qu’on vient de
voit, ¢(x) et () sont des Z,y-points de G. On déduit de 1a que la restriction
de ¢ a Q;Q est définie sur Z,). D’ou la prop. 2, puisque SL; est réunion des
ouverts Q et Q'

2.5. Le sous-groupe PGL,(F ) de G(F )

A partir de maintenant, on suppose p = & (en fait, on ne s’intéressera par la
suite qu’au cas ou p =mh+ 1, avec m = 1).

D’aprés la prop.2, ’homomorphisme principal ¢ est défini sur Z,). Comme
F, est le corps résiduel de Z,), on obtient ainsi, par réduction (mod p), un
homomorphisme de F,-groupes algébriques

(/~) . SLZ/Fp — G/F,, .
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Cet homomorphisme est trivial sur le centre p, de SLz/Fp. Il définit donc,
par passage au quotient, un homomorphisme

PGL2/FP — G/Fp

que nous noterons encore @, et que nous appellerons ’homomorphisme prin-
cipal (mod p). Pour tout corps k de caractéristique p, on obtient ainsi un
homomorphisme de PGL,(k) dans G(k), qui est un plongement (car ¢ est
visiblement non trivial, donc injectif). Ce plongement a les propriétés suiv-
antes, qui joueront un rdle essentiel dans la suite:

a) Un élément d’ordre p de PGLy(k) est un unipotent régulier de G(k).

Il suffit de le voir pour I’élément g = ( (1)}) Or, par construction, ¢(g)
est la réduction (mod p) de exp(d>_ X;), qui peut lui-méme s’écrire (grace a la
prop. 1) sous la forme [],. , x.(,), avec t, € Z(,) et t, = 1 si « est I'une des
racines simples o,...,a.. On a donc ¢(g) = [[x.(7,), avec 7, € F), et i, =1
si o € {o,...,0}. Le fait que 7, %0 pour o € {ay,...,%} entraine que @(g)
est un unipotent régulier, d’aprés [31], lemme 3.2.

b) Tout élément de PGLy(k) d’ordre + p est de type principal dans G(k),
au sens du n°1.3.

On peut supposer k algébriquement clos. L’élément considéré est alors con-
jugué d’un ¢élément de Ti(k), ou 77 = G,, est le tore maximal standard de
PGL;. Or, par construction de ¢, I’image de ce tore dans le tore maximal
T)r, est le tore diagonal, au sens du n°1.3. D’ou b).

Dans la suite, on appliquera ce qui précéde avec k = F,; cela donne un
plongement de PGL,(F,) dans G(F,) ayant les propriétés a) et b) ci-dessus.

2.6. Enoncés des théorémes de relévement p-adiques

Distinguons deux cas, suivant que p est ¢égal a A+ 1 ou a 24+ 1:

(1) Le cas p=h+1

Soit Z, I’anneau des entiers p-adiques; c’est le complété de 1’anneau lo-
cal Z,) utilisé aux n° 2.4 et 2.5. Son corps résiduel est F,. La réduction
mod p : Z, — F, donne un homomorphisme

G(Z,) — G(Fp),

qui est surjectif du fait que G est lisse.

Théoréme 2. Si p = h+ 1, le sous-groupe PGLy(F,) de G(F,) défini au
n°2.5 se reléve dans G(Z,).

(Autrement dit, il existe un sous-groupe fini de G(Z,) qui s’applique iso-
morphiquement sur PGLy(F,) par réduction mod p.)

Nous donnerons deux démonstrations de ce résultat, I’'une au n° 3.3, I’autre
o
au n°4.4.
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(ii) Le cas p=2h+1

Dans ce cas, le th.2 reste vrai, a condition d’y faire les deux modifications

suivantes:

a) L’anneau Z, est remplacé par son extension quadratique Z,[/p*], ou
pt=psi p=1(mod4) et p* = —p si p =3 (mod 4). On notera
que cet anneau est encore un anneau de valuation discréte complet, de
corps résiduel F,.

b) On ne peut relever que le sous-groupe PSL,(F,) de PGLy(F,).

Autrement dit:

Théoréme 3. Si p = 2h + 1, le sous-groupe PSLy(F,) de G(F,) défini au
n°2.5 se releve dans G(Zp[+/ p*]).

La démonstration sera donnée au n°4.4.

3. Lecasp=h+1

Le but de ce § est de démontrer le th.2 du n®2.6: si p = h+1, le sous-groupe
PGL,(F,) de G(F,) construit au n°2.5 peut étre relevé en un sous-groupe de
G(Z,).

3.1. La filtration de G(Z )

Soit £ = G(Z,) le groupe des Z,-points de G. Si n est un entier = 0,
I’homomorphisme de réduction (mod p”)

E=G(Z,) — G(Z/p'Z)

est surjectif puisque G est lisse. Soit E,, son noyau. Les E, forment une filtration
de E:

E=E,DE DEy---,

et £ s’identifie a la limite projective des E/E,. On a E/E; = G(F,). Si
n > 0, le quotient E,/E,,| est canoniquement isomorphe a [’algébre de
Lie L = Lie(Gr,) du groupe Gy, (cf. par exemple Demazure-Gabriel [11],
Chap. I, §4, n°3).

En particulier, les E,/E,.; sont des p-groupes élémentaires de rang
N = dim(G), et E; est un pro- p-groupe.

3.2. Nullité de la cohomologie de I'algébre de Lie L

Supposons p = h, et soit 4 le groupe PGL,(F),), plongé dans G(F,) comme

on I’a expliqué au n°2.5. Via la représentation adjointe, 4 opere sur 1’algebre
de Lie L de G/Fp.
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Proposition 3. Supposons que p = h+ 1. Alors le A-module L est coho-
mologiquement trivial (au sens de [24], Chap. IX).

Soit U le sous-groupe d’ordre p de 4 formé des images des matrices de
la forme ((1) 1)- C’est un p-sous-groupe de Sylow de 4. D’apres des résultats
connus ([24], loc.cit.) il suffit de montrer que L est cohomologiquement trivial
comme U-module, ou encore que c’est un module libre sur ’algébre F,[U].
Or on a le résultat élémentaire suivant:

Lemme 2. Soit C un groupe cyclique d’ordre premier p, et soit V un k[C]-
module de dimension finie, ou k est un corps de caractéristique p. Soit
VE =HYC, V) le sous-espace de V fixé par C. On a alors

(%) dim(¥) £ p - dim(V°),
et il y a égalité si et seulement si V est un k[Cl-module libre.

On peut supposer que V est indécomposable, auquel cas 1’action d’un
générateur de C est donnée par une matrice de Jordan d’un certain rang i < p.
Sii< p,onadm(V)=i dim(V“)=1, et V n’est pas cohomologiquement
trivial (on a dimH'(C,V) =1). Sii = p, on a dim(V) = p, dim(V' ) = 1, et
V est k[C]-libre de rang 1. D’ou le lemme.

(Il 'y a un résultat analogue lorsqu’on suppose seulement que C est un
p-groupe fini, a condition d’écrire I’inégalité (*) sous la forme:

dim(¥) £ |C| - dim(V©),
ou |C| est l'ordre de C.)

On va appliquer ce lemme a l’action de U sur l’algebre de Lie L.
La dimension de LY est donnée par le résultat suivant, valable dés que
p>h

Lemme 3. La dimension de LY est égale au rang r du groupe G.

Soit u un générateur de U, et soit Zg(u) son centralisateur dans le groupe
Gy, L’hypothése p > h entraine que p est “tres bon” pour G au sens
de Slodowy [28]. Cela permet d’appliquer un théoréme de Richardson ([28],
p- 38 — voir aussi [30], 1.5.1 & 1.5.3) qui dit que ’algebre de Lie de Zg(u)
est égale a LY (autrement dit, le centralisateur de u au sens schématique est
lisse). On a donc dim(LY) = dim(Zs(«)). Mais on a vu au n°2.5 que u est un
¢lément unipotent régulier. Son centralisateur est donc de dimension r (cf.[30],
[31]); d’ou le lemme. (R. Steinberg m’a fait observer que ce lemme peut se
déduire directement du §4 de [31]; il n’est pas nécessaire de renvoyer a [28],
ni a [30].)

Revenons maintenant au cas p = 4+ 1. On a alors
dim(Ly=N =r(h+1)=rp=p - dim(LY) d’aprés le lemme 3.
Vu le lemme 2, cela entraine que L est F,[U]-libre; d’ou la proposition.
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3.3. Démonstration du théoréme 2

Si p=h+1, il s’agit de prouver que le groupe 4 = PGL,(F,) se releve dans
le groupe G(Z,) =E = l<i£1(E/E,1), cf. n°3.1. On raisonne par récurrence sur
n, et ’on suppose que 4 est relevé dans E/E, = G(Z/p"Z). Vu la suite exacte

| = E,/Eni1 — E/Ey1 — EJE, — 1,

I’obstruction a relever 4 dans E/E,; est un élément du groupe de cohomologie
H*(A4,E,/E,;1) = H*(4,L). Comme on a H*(4,L) = 0 d’aprés la prop. 3,
I’obstruction en question est nulle. D’ou le résultat cherché.

Remarque. La méthode suivie ici ne s’applique pas sans changement au cas
p =2h+ 1. En fait, on peut montrer que dim H*(4,L) =1 si p = 2h.

4. Lecasp=mh+1, m2=1

Le but de ce § est de donner une démonstration des théorémes de relévement
du n°2.6 qui soit valable aussi bien pour p = A+ 1 (cas déja traité au §3) que
pour p =2h+ 1.

Nous supposerons donc que p = mh + 1, ou m est un entier = 1.
L’hypothése “m = 1 ou 2” n’interviendra qu’a la fin (n°4.4).

4.1. Le groupe B, et son reléevement

Définition du groupe B,. Soit B le sous-groupe de Borel standard du groupe
PGL,(F ), image du groupe triangulaire (, ;). C’est un groupe d’ordre p’—p,
produit semi-direct de F; par F,. Comme p — 1 = mh, il existe un unique
sous-groupe B,, de B d’indice m dans B. Ce groupe est produit semi-direct d’un
groupe cyclique C, = (y) d’ordre %, par un sous-groupe cyclique C, = (u)
d’ordre p. On a

yuy™ =,

ou i est un ¢lément de F ;‘, d’ordre 4. On peut choisir pour y et u les éléments
de PGLy(F,) représentés par (3?) et ((l) } .

Définition de I’anneau R,,. Soit z,, une racine primitive p-ieme de I’unité (dans
une cloture algébrique Q de Q). Comme m divise p— 1, le corps cyclotomique
Q(z,) contient un unique sous-corps K,, qui est de degré m sur Q; a isomor-
phisme pres, K, est 'unique extension cyclique de Q, de degré m, qui soit
non ramifiée en dehors de p. Pour m = 1, on a K,, = Q; pour m = 2, on
a K, = Q(/p*), avec p* = +p, le signe étant choisi de telle sorte que
p* =1 (mod 4), cf. n°2.6.
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Soit R, I’anneau des entiers de K,,. Comme p est totalement ramifi¢ dans
K,,, anneau R, posseéde un unique idéal premier p,, divisant p. Le complété
de R, en p, sera noté R,,; son corps résiduel est F,. Pour m = 1, on a
R, = Z,; pour m =2, on a R, = Z,[\/p*].

Un théoréme de relévement. 1dentifions PGL,(F,) a un sous-groupe de G(F,)
comme au n°2.5. Les groupes B et B, deviennent ainsi des sous-groupes de
G(F,). Comme F, est quotient de R,, on a un homomorphisme

G(Ry,) — G(F,),

qui est surjectif puisque G est lisse.
Théoréme 4. Le sous-groupe B, de G(F,) est relevable dans G(R,).

La démonstration de ce théoréme fait I’objet des n°*4.2 et 4.3 ci-dessous.
On verra au n°4.4 comment on en déduit les théorémes 2 et 3 du n°2.5,
lorsque m = 1,2.

4.2. Certains éléments d’ordre p de G

Dans ce n° k est un corps algébriquement clos de caractéristique 0.

Proposition 4. Il existe un couple d’éléments (c,x) de G(k) ayant les pro-
priétés suivantes:
(1) ¢ est un élément régulier d’ordre h de type principal (au sens du n° 1.3,
et aussi au sens de Kostant [18]);
(2) x est un élément régulier d’ordre p;
(3) On a cxc™' =X, out i est un élément donné de F, d’ordre h.
(Ces propriétés entrainent que le groupe (c,x) engendré par c¢ et x est
isomorphe au groupe B,, du n°4.1.)

Démonstration. Soit N le normalisateur du tore maximal 7. Le quotient W =
N/T est le groupe de Weyl du systéme de racines R. Soit w un élément de
Coxeter de W ([2], Chap. V, §6), et soit ¢ un représentant de w dans N(k).
D’aprés Kostant [18], 1’élément ¢ satisfait a (1) : c’est un élément régulier,
d’ordre &, et de type principal (de plus, tout élément régulier d’ordre 4 de
G(k) est conjugué de ¢).

Soit T[p] le groupe des points de division par p dans le tore 7(k).
L’élément ¢ agit par conjugaison sur T'[ p], via ’élément de Coxeter w. Comme
I’ordre / de c¢ est premier a p, cette action est semi-simple; les valeurs propres
de ¢ sont les réductions en caractéristique p des valeurs propres de w dans sa
représentation naturelle de rang . Or on sait ([2], loc.cit.) que ces derniéres
contiennent, avec multiplicité 1, toutes les racines primitives /z-iemes de 'unité.
Le méme résultat est donc vrai en caractéristique p. On en déduit qu’il existe
x € T[pl, x*1, tel que exc™! = x'.
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Il reste a montrer que x est régulier, i.e. que 1’on a a(x)= 1 pour toute racine
o. Soit R(x) le sous-ensemble de R formé des o tels que a(x) = 1, et soit W (x)
le sous-groupe de W engendré par les symétries s, avec o € R(x). Il est clair
que x est fixé par W(x). De plus, W(x) est normalisé par le sous-groupe (w)
de W engendré par 1’¢lément de Coxeter w, et ’on a (w) N W(x) = 1. Soit
W'(x) le produit semi-direct (w) - W(x). Notons D(x) le sous-groupe de T[p]
engendré par x. Puisque la valeur propre i de w sur T'[ p] est de multiplicité 1,
D(x) est égal a ’ensemble des y € T[p] tels que w(y) = )’ et il en résulte que
D(x) est stable par W'(x). Si ’on emploie une notation additive dans T p],
cela entraine que D(x) est une droite du F,-espace vectoriel T[p], qui est
stable par W'(x); de plus action de W (x) sur D(x) est triviale, et I’action de
w se fait par une racine primitive A-iéme de I’unité. Or p est premier a ’ordre
de W (car p > h) donc a fortiori a I’ordre de W’(x). On déduit de 13, et d’une
forme ¢lémentaire de la théorie de Brauer, que la représentation géométrique
de W'(x), en caractéristique 0, contient une représentation de dimension 1 du
méme type que D(x). En d’autres termes, si I’on note V¢ le complexifié de
la représentation géométrique de W, il existe xo=+0 dans V¢ ayant les deux
propriétés suivantes:
a) xo est fixé par W(x);
b) w(xg) = Axp, ou A est une racine primitive s-ieme de 1’unité.
Mais on sait ([2], Chap.V, p. 121, Remarque) qu’un tel x, n’appartient a aucun
hyperplan radiciel (i.e. w est un élément régulier de W, au sens de Springer
[29]). On a donc s,(xp)=+xy pour tout & € R. Vu a), cela entraine qu’aucune
symétrie s, n’appartient a W (x), autrement dit que I’ensemble noté plus haut
R(x) est vide; d’ou le fait que x est régulier.

Remarques. 1) Le fait que x soit régulier peut aussi se déduire du th. 1 de
Pianzola [23].

2) Si ¢ et x sont comme ci-dessus, il est bien connu que la classe de ¢
est Q-rationnelle au sens du n°8.1, autrement dit que ¢ est conjugué de c’
pour tout j premier a & (c’est en effet la seule classe de conjugaison formée
d’¢éléments réguliers d’ordre #). Quant a la classe de x, la propriété (3) de
la prop. 4 montre qu’elle est rationnelle sur le corps K,, du n°4.1; il n’est
d’ailleurs pas difficile de démontrer que son corps de rationalité est égal a K,,,.

3) Soit G le revétement universel de G. Le noyau de G — G est d’ordre
=< h, donc premier a p. Il en résulte que x se releve de facon unique en un
élément ¥ d’ordre p de G(k); la classe de % est rationnelle sur K,,.

Valeurs des caractéres de G sur %. On va s’intéresser aux valeurs que prennent
sur ¥ les caractéres des représentations linéaires de G.

Notons R(G) le groupe de Grothendieck de la catégorie des représentations
linéaires de G (sur Z, ou sur un corps: c’est la méme chose d’aprés [26], th. 4
et th. 5). Si P désigne le groupe des poids du systéme de racines R, on sait
(loc.cit.) que 1’on a un isomorphisme naturel

R(G)=12Z[P]",
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ou Z[P]" est Panneau des invariants exponentiels de R ([2], Chap. VI, §3), i.e.
la sous-algébre de Z[P] formée des éléments invariants par W. Si f € R(G),
et si z est un point de G, on notera f(z) la trace de z dans la représentation
(virtuelle) de G associée a f. Cela permet d’interpréter les éléments de R(G)
comme des morphismes de G dans la droite affine Aff, invariants par conju-
gaison (“fonctions centrales sur Z.”).

Notons deg:R(G) — Z I’homomorphisme “degré”; avec les notations
ci-dessus, on a deg(f) = f(1).

Proposition 5. Soit ¥ un élément d’ordre p de G(k) du type ci-dessus, et soit

f € R(G). Alors:

(a) f(X) appartient a I'anneau R, du n°4.1.

(b) Ona f(x)=deg(f) (modp,), ou p, désigne l'idéal premier de R,
divisant p, cf. n°4.1.

(Lorsque m = 1, (a) signifie que f(X) appartient a Z.)

Il suffit de prouver (a) et (b) lorsque f correspond a une représentation
linéaire de G (et pas seulement & une représentation virtuelle): le cas général
en résulte par linéarité. Or, dans ce cas, le fait que la classe de X soit K-
rationnelle entraine f(X) € K, cf. n°8.2. De plus, si d = deg(f), il est
clair que f(X) est somme de d racines p-iemes de 'unité, donc est un entier
algébrique. D’ou f(X) € R,. Enfin, la réduction en caractéristique p d’une
racine p-ieéme de 1’unité est égale a 1. On en conclut que I’image de f(X)
dans F, est égale a d (mod p), d’ou (b).

4.3. Relevement de B,

Dans ce n°, tous les schémas considérés sont sur Panneau R,. Pour alléger
les notations, on se permet de noter G le schéma en groupes sur R,, déduit du
Z-schéma G par le changement de base Z — R,,; méme convention pour G,
ainsi que pour la droite affine Aff.

Le morphisme f. On sait ([2], Chap. VI, §3) que I’algébre R(G) = Z[P]"
est isomorphe a une algeébre de polynomes en r générateurs. On peut donc
choisir des éléments f1,..., f, de R(G), algébriquement indépendants, qui en-
gendrent R(G); un choix possible consiste a prendre des f; correspondant aux
r représentations fondamentales de G, cf. [2], Chap. VIII, §7, th. 2.

Soit (f1,..., fr) une telle famille de générateurs. Les f; définissent un
morphisme

f: G — Aff",

ou Aff" est le produit de » copies de la droite affine Aff.
L’ouvert G™¢. Nous noterons G™¢ I’ouvert de G formé des points en lesquels

le morphisme f ci-dessus est lisse. 11 est clair que cette définition ne dépend pas
du choix du systéme générateur (f,..., f). D’aprés un théoréme de Steinberg
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([31], th. 8.1) un point de G a valeurs dans un corps K appartient a G™¢ si et
seulement si il est régulier.

(Noter que tout ceci pourrait se faire sur un anneau quelconque.)

Considérons maintenant le point ¥ de G défini au n® précédent. D’aprés
la prop. 5, les scalaires a; = f;(X) appartiennent & 1’anneau R,,. Ils définissent
donc un point a = (ay,...,a,) de Aff*(R,).

Soit ¥ = f~!(a) le sous-schéma de G™¢ défini par I’équation f(g) = a. C’est
un R,,-schéma lisse. On peut I’interpréter comme la “classe de conjugaison
schématique” de xX. On a en effet:

Proposition 6. (a) Soit k un corps algébriquement clos contenant R,,. Pour
qu’un élément de G(k) appartienne a Y(k), il faut et il suffit qu’il soit con-
Jjugué de X.

(b) Soit k un corps de caractéristique p. Pour qu'un élément de G(k)
appartienne a Y(k), il faut et il suffit qu’il soit unipotent régulier.

Dans le cas (a), il est clair que tout conjugué de X est dans G™¢ (en effet
X est régulier, puisque x ’est), et a méme image par f que x; un tel conjugué
appartient donc a Y (k). Inversement, si g € Y(k), le fait que g et X soient tous
deux réguliers et aient méme image par f entralne que g et X sont conjugués
([31], cor. 6.6).

Dans le cas (b), on remarque que, d’aprés la prop. 5 (b), les @; ont méme
image que f;(1) dans F,. Les points de Y (k) sont donc les éléments réguliers
g de G(k) tels que f(g) = f(1). D’aprés [31], cor. 6.7, ce sont les éléments
unipotents réguliers de G(k).

Corollaire. Si g est un point de Y (a valeurs dans un anneau quelconque) on
agf=1.

En effet, comme Y est lisse, il suffit de le vérifier pour les points a valeurs
dans des corps de caractéristique 0, et cela résulte alors de (a).

Revenons maintenant a la démonstration du th. 4, i.e. au relévement du
sous-groupe B,, de G(F,) engendré par y et u. Rappelons les propriétés de ces
¢léments:

y est d’ordre #;
u est un élément unipotent régulier d’ordre p;
onayuy ! =u, avecic F’; d’ordre 4.

Comme u est unipotent, il est ’image d’un unique unipotent # de G(Fp),
qui est régulier puisque u ’est. D’aprés la prop.6(b), i appartient a Y(F,). Vu
la lissité de Y, cela montre déja que i se reléve en un point de Y(R,,), lequel
est d’ordre p d’apres le cor.a la prop. 6. Toutefois, ce résultat ne suffit pas: il
faut relever & de fagon “équivariante” vis-a-vis de y. Cela conduit a introduire
un certain automorphisme de Y:

L’automorphisme t. L’ordre h de 7y est premier a p; cela entraine que y se
releve en un ¢élément d’ordre & de G(R,,), ¢lément que nous noterons encore 7.
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Comme G s’identifie & un sous-groupe de Aut G, 7 définit un automorphisme
Int, de G, d’ordre h. Cet automorphisme laisse évidemment stables les schémas
G™t et Y.

D’autre part, tout point g de Y est tel que g” = 1 d’apres le corollaire a la
prop. 6. De plus, ¢g' est un point de Y; en effet, il suffit de le prouver pour les
points a valeurs dans un corps de caractéristique 0, et cela résulte alors de la
prop. 6, et de la propriété analogue pour X. L’application g — ¢’ définit donc
un endomorphisme o; de Y. Si j € F’; est tel que ij = 1, on a g,00; = Id,
ce qui montre que o; est un automorphisme de Y. On a (o;)" = Id puisque
i"=1.

On définit un automorphisme t de Y par 7 = o, Yo Int,. Comme o; et Int,
commutent, on a " = Id.

Si I’on applique o; et Int, a I’élément & de Y(F),), on trouve o;(it) = i et
Int, (1) = i'). 1l en résulte que @ est fixé par t.

Proposition 7. I/ existe un relévement z de i dans Y(R,) qui est fixé par t.

Si n est un entier > 0, soit 4, le quotient de R,, par la n-iéme puissance
de I’idéal p,,. On construit par récurrence sur » un relévement z, de u dans
Y(4,) qui soit fixé par 7. Pour n = 1, on prend z; = &. Pour passer de n a
n+1, on remarque que, comme Y est lisse, les relevements de z, dans Y (4,,41)
forment de fagon naturelle un espace homogene principal sous 1’espace tangent
a la vari¢té Y, en @ Le groupe (1) opere de fagon affine sur cet espace
homogeéne. Comme il est d’ordre premier a p, cette action a un point fixe
(prendre le barycentre d’une orbite); on choisit pour z,;; un tel point fixe.
Ceci fait, la suite des z, définit un point Z de Y(R,,) qui répond a la question.

(On pourrait aussi invoquer le résultat général suivant: si X — S est un
morphisme lisse, et si I' est un groupe fini de S-automorphismes de X, d’ordre
premier aux caractéristiques résiduelles, le sous-schéma X' de X fixé par I
est lisse sur S. Lorsque S est le spectre d’un corps, cela se trouve démontré
dans Iversen [15], prop. 1.3.)

Exemple. Indiquons ce que donnent les constructions ci-dessus dans le cas
le plus simple, celui du rang 1. On a alors G = PGL,, G =SL,, h=2,
i =—1, m = (p—1)/2, et K, est le sous-corps réel maximal du corps
cyclotomique Q(z,). Le morphisme f : SL, — Aff peut étre choisi égal a la
trace. On a SLY® = SLy—u, ol y, est identifié au centre de SL,. Si I’on
éerit les points de SL, comme des matrices (° ) avec ad — bc = 1, SLY® est
la réunion des trois ouverts affines suivants: b inversible, ¢ inversible, a — d
inversible.

On peut prendre pour X une matrice de valeurs propres z, et z;l. Sa trace

est z,4z,". On en déduit que le schéma ¥ est formé des (¢ ") de SL3* tels que
at+d= zp+z;1. Onaiu= ((1) }) et ’on peut prendre pour y I’image de (701 (1)
dans PGL,. Les automorphismes Int,, o; et T de ¥ sont donnés respectivement

N RO O P!
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Le sous-schéma de Y fixé par 7 est formé des points (2’2) de Y tels que
a = d. La prop. 7 dit que I’on peut choisir un tel point, a coordonnées dans
R, tel que (ZZ) = ((1) }) (mod p,,); or c’est immédiat: on prend par exemple
a=(zp+z,")/2 b=1,c=da—1, d=a

Fin de la démonstration du th. 4. On choisit y € G(R,,) et Z € G(R,,) comme
ci-dessus. Le fait que Z soit un point de Y entraine que Z¥ = 1; comme de
plus Z est fixé par 7 on a Int,(2) = z!. Si z désigne I'image de Z dans G(R,,),
on a donc z” =1 et yzy~! =z Il est alors clair que le groupe engendré par
7 et z est un relévement de B,, dans G(R,,).

Remarque. On peut espérer qu’il existe une démonstration plus directe du
th. 4, basée sur une construction explicite d’un relevement de B,, et utilisant
les représentants canoniques des classes de conjugaison donnés par Steinberg
[31], th. 7.9.

4.4. Application: démonstration du th. 2 et du th. 3

On revient maintenant au cas ou m < 2. Posons:

PGL,(F,) sim=1 (ic. p=h+1)
PSLy(F,) sim=2 (ic. p=2h+1).

Dans les deux cas, B, est un sous-groupe de A4 : c’est le normalisateur du
p-Sylow C, = (u) de 4. Soit P le noyau de la projection

G(Ry) — G(F,).

On voit comme au n° 3.1 que P est un pro- p-groupe. Soit £ 1’image réciproque
de A dans G(R,;). On a une suite exacte

l1-P—-FE—A4—1.

Vu le th. 4, le sous-groupe B, de A4 est relevable dans E. En appliquant le
th. 5 du n°7.3, on en déduit que A4 est relevable. Cela démontre le th. 2 (si
m=1)etle th.3 (si m =2).

Remarque. 11 y a en fait un et un seul relévement de 4 qui prolonge un
relevement donné de B,,. Pour le voir, on applique la prop.14 du n° 7.3, et I’on
est ramen¢ a prouver que laction de B, sur I'algebre de Lie L = Lie(Gyr,)
n’a pas de point fixe=0. (En effet, un tel point fixe appartient a la fois a
I’algébre de Lie du centralisateur de 7y, qui est un tore, et a 1’algeébre de Lie du
centralisateur de u, qui est un groupe unipotent. Or les algébres de Lie d’un
tore et d’un groupe unipotent ont une intersection triviale.)
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5. Changement de corps

Pour compléter les démonstrations des théoréemes 1 et 1’ du §1, il nous reste
essentiellement a passer de la caractéristique 0 a une caractéristique quel-
conque. Comme on va le voir, cela se fait sans difficulté, grace a la théorie de
Bruhat-Tits.

5.1. Bonne réduction

Soit K un corps muni d’une valuation discréte v, de corps résiduel £ et d’anneau
de valuation Og.

Soit 4 un sous-groupe fini de G(K). Supposons que 4 ait bonne réduction,
i.e. soit contenu dans G(Og). L’homomorphisme G(Ox) — G(k) donne par
restriction a A un homomorphisme 4 — G(k).

Lemme 4. Le noyau de A — G(k) est trivial si k est de caractéristique 0.
C’est un [-groupe si k est de caractéristique £ > 0.

C’est 1a un résultat standard, que I’on peut démontrer en utilisant une fil-
tration de G(Og ) analogue a celle du n°3.1.

Lemme 5. Soit a € A d’ordre premier a la caractéristique de k, et soit ag
son image dans G(k). Les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(1) a est de type principal dans G(K)

(2) ag est de type principal dans G(k).
(Pour la définition du “type principal ”, voir n° 1.3.)

Quitte a agrandir K, on peut supposer que K est complet, et aussi que g
est conjugué dans G(k) d’un élément du tore maximal 7: on a

ap = gotogo_l, avec go € G(k) et top € T(k) .

On peut relever gy en un ¢lément g de G(Ok) et conjuguer a par g. On est ainsi
ramené au cas ou ao appartient a 7'(kg). Le fait que I’ordre de a soit premier
a caract(k) entraine alors que a¢ possede un relevement a; dans 7'(Og), et un
seul, qui a méme ordre que ag et a. Les éléments a et a; de G(Og), étant
des relévements de méme ordre de ag, sont conjugués dans G(Oy); ici encore,
cela se voit en utilisant le fait que leurs ordres sont premiers a caract(k). On
peut donc remplacer a par aj, i.e. supposer a € T(O).

Supposons que @ soit de type principal. Cela signifie qu’il existe une base
B du systéme de racines R telle que les a(a), o € B, soient égaux entre eux. Il
en est alors de méme des a(ap),o € B, qui sont les images des a(a) dans k*.
D’ou (1) = (2).

L’implication (2) = (1) se démontre de fagon analogue; si la base B est
choisie de telle sorte que les a(ay),x € B, soient égaux entre eux, il en est de
méme des o(a): en effet, ’application Oy — k* est injective sur les éléments
d’ordre fini premier a caract(k).
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5.2. Bonne réduction a conjugaison pres

Conservons les notations ci-dessus. Soit K’ une extension finie de K, de degré
d. Nous dirons que K'/K est totalement ramifiée si la valuation v de K se
prolonge en une valuation v' de K’ dont ’indice de ramification e(v'/v) est
égal a d; s’il en est ainsi, v’ est unique, et le corps résiduel de K’ est égal a
k, cf. e.g. [24], Chap. I. On note Ogs I’anneau de la valuation v'.

Par exemple, si 7w est une uniformisante de K, on peut prendre pour K’
I’extension K(n'/4).

Proposition 8. I/ existe une extension finie totalement ramifiée K'/K ayant la
propriété suivante:

(%) Pour tout sous-groupe fini A de G(K), il existe g € G(K') tel que
gAg~" ait bonne réduction dans G(K') (i.e. gdg~' C G(Ok)).

(Cet énoncé vaut, plus généralement, pour les sous-groupes bornés de G(K),
au sens de [3].)

Soit X I'immeuble de Bruhat-Tits associé a G et a K, cf. [3], et soit
Py le sommet de X correspondant au sous-groupe borné G(Og); soit App
I’appartement de X associ¢ au tore 7. Notons X', P}, App’ I'immeuble, le
sommet, et ’appartement relatifs a une extension totalement ramifiée K’ de K.
L’immeuble X se plonge de fagon naturelle dans I’'immeuble X', et ce plonge-
ment applique Py sur Py et App sur App’. De plus, si I’on identifie App et
App’ a Q®R, ou Q est le groupe des poids radiciels du systéme dual (Bour-
baki [2], Chap. VI, §2), I’isomorphisme App — App’ est donné par x — d - x,
ou d = [K' : K]. 1l résulte de ceci que, si d est divisible par un nombre
0 convenable (ne dépendant que du systéme de racines R), tout sommet, et
tout barycentre de face, de I'appartement App devient dans App’ un trans-
laté de Py par Q, donc un conjugué de Py = P} par un élément de 7(K')
(ce genre d’argument est bien connu, cf. Gille [14], I.1.3 ainsi que Larsen
[20], lemme 2.4). Si d est choisi de cette fagon, la propriété (x) est satis-
faite. En effet, soit 4 un sous-groupe fini de G(K). D’aprés le théoreme de
point fixe de Bruhat-Tits ([3], Chap. I, §3), 4 fixe un point de I’immeuble
X, que I’on peut supposer €tre le barycentre d’une face; quitte a conjuguer
A par un élément de G(K), on peut aussi supposer que ce point fixe appar-
tient 2 App, et d’aprés ce qui précéde on peut ’écrire sous la forme g~'Py,
avec g € G(K'). Le groupe gdg~' fixe Py; c’est donc un sous-groupe de
G(Ok).

Remarque. Le méme énoncé est valable sans supposer G adjoint. Le cas sim-
plement connexe est méme plus simple, car alors tout sous-groupe borné fixe
un sommet de X, et il n’est plus nécessaire de faire intervenir les barycentres
des faces. Ainsi, pour le type Eg, il suffit que le degré de K'/K soit divisible
par 60.

Corollaire. Soit A un sous-groupe fini de G(K). Supposons que k soit de
caractéristique 0, ou que k soit de caractéristique £ > 0 et que A ne possede
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pas de {-sous-groupe normal =+1. Il existe alors un plongement de A dans
G(k) ayant la propriété suivante:

(P)—Tout élément de A de type principal dans G(K), et d’ordre premier
a la caractéristique de k, est de type principal dans G(k).

Quitte a remplacer K par une extension totalement ramifiée (ce qui ne
change pas le corps résiduel k), on peut supposer que 4 est contenu dans
G(Ok). L’homomorphisme 4 — G(Ox) — G(k) est injectif d’apres le
lemme 4 du n°5.1. On obtient ainsi un plongement de 4 dans G(k), qui jouit
de la propriété (P) d’apres le lemme 5 du n°5.1.

5.3. Fin de la démonstration des théorémes 1 et 1’

11 suffit de démontrer le th. 1’, qui est plus précis. Cela va se faire en plusieurs
étapes.

Posons 4 = PGL,(F,) dans le cas (i), et 4 = PSL,(F,) dans le cas (ii).
Disons qu’un corps K convient s’il existe un plongement de A dans G(K)
ayant les propriétés du th. 1’

dans le cas (i), tout ¢lément de 4 d’ordre premier a caract(K) est de type
principal dans G(K);

dans le cas (ii), tout élément de A d’ordre premier a p et a caract(K) est
de type principal dans G(K).

(1) Il existe un corps K de caractéristique 0 qui convient

On prend K = Q,, dans le cas (i) et K = Q,(y/p*) dans le cas (ii). Il
faut voir que les plongements de 4 dans G(K) définis aux §§3,4 satisfont aux
conditions ci-dessus. Or, si a € 4 est d’ordre =+ p, c’est un élément de type
principal de G(F,), par construction; vu le lemme 5, a est de type principal
dans G(K). Il reste a voir, dans le cas (i), qu’un ¢élément a de 4 d’ordre p est
de type principal dans G(K). Or, ona p = h+1, et ’on a vu que a est régulier
dans G; ces propriétés entrainent (cf. [16]) que les “coordonnées de Kac” de
a sont égales a (2;1,1,...,1), ce qui montre bien que a est de type principal
(autre méthode : utiliser le fait que a est conjugué des &’ pour i premier a p,
donc que la classe de a est Q-rationnelle, au sens du n°8.1).

(2) Il existe un corps de nombres K qui convient

Tout d’abord, il existe un corps K de type fini sur Q qui convient: cela
résulte de (1), en remarquant que les coordonnées des points de 4 ne font
intervenir qu’un nombre fini d’éléments de K. Soit n le degré de transcendance
de K sur Q. Si n=0, K est un corps on nombres et (2) est vrai. Si n > 0,
on démontre facilement qu’il existe une valuation discréte v de K dont le corps
résiduel k£ est une extension de Q de degré de transcendance n — 1. D’apres le
cor. a la prop. 8, le corps k convient. D’ou le résultat cherché, en raisonnant
par récurrence sur 7.

(3) Pour tout nombre premier ¢, il existe un corps fini K de carac-
téristique ¢ qui convient (a la seule exception de £/ = 2,h =2)
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On choisit un corps de nombres K qui convient, ainsi qu’une valuation
discrete v de K dont le corps résiduel £ est de caractéristique 7. On applique
a nouveau le corollaire a la prop. 8, et ’on obtient le plongement cherché. Le
cas d’exception provient de ce que, pour / =2 et p = 3, le groupe 4 posséde
un /-sous-groupe normal non trivial.

Les théorémes 1 et 1’ résultent de (2) et (3), puisque tout corps algébrique-
ment clos contient, soit un corps de nombres, soit un corps fini.

6. Compléments

Ce § donne quelques propriétés des sous-groupes finis de G(k) construits dans
les §§ précédents. Pour simplifier, on suppose k& algébriquement clos de carac-
téristique 0.

6.1. Notations

On note my,my,...,m, les exposants de R, rangés par ordre croissant:
l=m Em Z---Zm=h—-1.
La famille des m; est symétrique par rapport a #/2 : on a
My =h—m; pouri=1,...,r. (D)

Si o € R, on note ht(a) la hauteur de o, cf. n°2.1. On définit un élément f
de ’anneau Z[X,X '] par:

S =7+ X" 2)
®ER
D’apreés Kostant [18], on a:
FO) =2 @XM X" 4 X 3)
ou encore:
(X = DfX) = (X —xm). (4)

Nous aurons besoin de la formule suivante:

Proposition 9. On a:
X = DfX) =X - X" X" (5)
On utilise (1) pour récrire (4) sous la forme
2 (X = 1)) = S (X = Xy ey
=X —XHY XM Xy
D’ou (5) puisque > X" =Y X" d’apres (1).
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Corollaire. Soit x un éléement inversible +=1 d’un anneau intégre.
(@) Six"=1,0na f(x)=> x".
(b) Si x"' =1, 0na f(x)=0.
(c) Six"*2=1,0na f(x)=-Y x"*.

h h

= x? et la formule (5) donne

(= Df) = (=) Ta™ = —(x — 1) D"+

D’ou (c), en divisant par (x — 1). Les démonstrations de (a) et (b) sont ana-
logues.

Six"?=1,onax"

6.2. Le cas p=h+1: classes de conjugaison

Dans ce n° et le suivant, on s’intéresse au sous-groupe 4 = PGLy(F,) de
G(k) construit au §3.

Commengons par les classes de conjugaison (dans G(k)) des éléments
de 4.

Tout élément =1 de A est contenu dans un unique sous-groupe cyclique
maximal. Ce sous-groupe est de 1’un des trois types suivants:

(a) Sous-groupe de Cartan déployé. C’est un groupe cyclique d’ordre
p — 1 = h. Un générateur de ce groupe est un ¢lément “de type principal”
de G(k), au sens de Kostant (cf. [18], ainsi que le n°4.2). Ses coordonnées
de Kac (cf. [16]) sont (1;1,...,1); sa classe de conjugaison dans G(k) est
Q-rationnelle.

(b) Sous-groupe d’ordre p =h+ 1. Un élément #1 de ce groupe est du
type étudi¢ par Kac dans [16]. Ses coordonnées de Kac sont (2;1,...,1); sa
classe de conjugaison dans G(k) est Q-rationnelle.

(¢) Sous-groupe de Cartan non déployé. C’est un groupe cyclique d’ordre
p+1=nh+2. Un générateur g de ce groupe est un ¢lément régulier de G (car
de type principal et d’ordre = /). Le tableau suivant donne, pour les groupes
exceptionnels, le corps de rationalit¢ de la classe de conjugaison de g dans
G(k):

Type h P ordre de g corps de rationalité

Gy 6 7 8 Q

Fy4, Eg 12 13 14 corps cubique Q (z7 +z7_1)
E; 18 19 20 QW5 =Q(zs +z:h)

Eg 30 31 32 Q(V2)=Qzs +z5").

(Dans ces formules, z, désigne une racine primitive n-iéme de 'unité.)

Indiquons par exemple comment on traite le cas de Eg. Le calcul de la trace
de g dans la représentation adjointe de Eg (cf. n°6.3) montre que le corps
de rationalité de la classe de ¢ contient le corps Q(v/2). S’il était distinct de
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Q(\/ 2), il serait de degré > 4, et les ¢', i impair, appartiendraient 4 au moins
4 classes de conjugaison différentes. Mais ces classes, comme celle de g, sont
régulieres. Or la liste des coordonnées de Kac d’une classe réguliere d’ordre
32 est facile a faire: avec 1’indexation des racines de Bourbaki, c’est:

G;LLLLLLLL, (1;2,1,1,L,1L1L1L1) et (I;1,1,111,1,1,2).
Il n’y a donc que 3 telles classes. D’ou la contradiction cherchée.

Remarques. 1) Les cas de Fy et de Eg sont essentiellement les mémes: le
sous-groupe A de Eq4(k) se déduit de celui de F4(k) par I’injection naturelle
de F4 dans Eg. Méme chose pour les injections C, — Ay-—j, B, — D,; et
G, — B3 — D4. La méme remarque s’applique au cas (ii).

2) Si G est de type E;, on peut se demander quelle est ’image réciproque
A de A = PGL,y(Fy9) dans le revétement universel G de G. On trouve que
c’est I'unique extension de A par {+1} dans laquelle —1 est le seul élément
d’ordre 2 (autrement dit les éléments d’ordre 2 de 4 deviennent d’ordre 4 dans
A). On peut identifier 4 au sous-groupe de SL,(F,y2) formé des éléments s
tels que § = +s, ou s — § désigne la conjugaison relativement a 1’extension
quadratique F,q2/Fio.

6.3. Le cas p=h+1: la représentation adjointe

On conserve les notations du n°® précédent. L’action de 4 par conjugaison sur
I’algebre de Lie de G définit une représentation linéaire de 4, de dimension
N, que nous appellerons la représentation adjointe de A dans G. Son caractére
sera noté g — Tryq(g). Pour en donner un calcul explicite, il est commode de
prendre pour corps de base le corps Q p» VU que la représentation en question
est définie de fagon naturelle sur Q,, et méme sur Z,, cf. §3.

Introduisons d’abord une notation. Si g € A4 est d’ordre premier a p,
relevons-le en un élément § de GL,(F,); si A et u sont les valeurs propres
de §, posons ¥ = A/u. Le couple (£,% ") est bien défini par g. On a ¥ € F’;z;
c’est un élément d’ordre égal a celui de g. Le représentant multiplicatif de X
dans Q , sera noté x. C’est une racine de 'unité¢ d’ordre égal a I'ordre de g.

Proposition 10. (1) Si g € A est d’ordre premier a p, et si x est la racine
de l'unité associée a g comme ci-dessus, on a

Traa (9) = f(x), (6)

ou f est le polynéme de Laurent défini au n°6.1.

(2) Si g € A est d’ordre p, on a Try(g) = 0.

(Noter, dans le cas (1), que f(x) = f(x~'), de sorte que 1’ambiguité de la
définition de x n’a pas d’importance.)

Pour (1), on remarque que les valeurs propres de g opérant sur 1’algebre
de Lie de G en caractéristique p sont les £, ainsi que 1, répété r fois:

cela résulte de la définition de I’homomorphisme principal, cf. §2. Les valeurs
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propres de g opérant sur I’algebre de Lie de G en caractéristique 0 sont les
représentants multiplicatifs des précédentes. Leur somme est donc égale a f(x),
d’aprés la formule (2).

Lorsque g est d’ordre p, on a vu que c’est un ¢élément du type de Kac, et
la trace d’un tel ¢lément dans la représentation adjointe est connue pour étre 0.
(Cela peut aussi se déduire du fait que la représentation adjointe est définie sur
Z., par un module projectif.) D’ou (2).

Corollaire 1. Si g=1 appartient a un sous-groupe de Cartan déployé, on a:
Traa (9) = > x™ . (7)

Cela résulte de (6), et de la partie (a) du corollaire a la prop. 9, vu que
’on a alors x" =1 et x#1.

Corollaire 2. Si g+1 appartient a un sous-groupe de Cartan non déployé,

on a: 1
Traa(g) = =2 """ (8)

Cela se démontre de maniere analogue, en utilisant la partie (¢) du corollaire
a la prop. 9.

Exemples. (a) Prenons g d’ordre 2 (de type déployé, ou non déployé, peu
importe). On a x = —1, et les formules (7) et (8) donnent

Trad(g) = rl - r” 5
ou ' (resp. r"") est le nombre des i tels que m; soit pair (resp. impair). Si —1
appartient au groupe de Weyl, on a v =0, v’/ =r, d’ou
Traa(g) = —r.

C’est ce qui se produit pour les types Gy, Fi, E7, Es.

(b) Prenons G de type G,, et g d’ordre 8. Comme m; = 1, my = 5,
la formule (8) donne Try(g) = —x?> —x® = 0 (car x* = —1 puisque x est
d’ordre 8).

(c) Prenons G de type Eg, et g d’ordre 16 dans PSL,(F3;). La formule
(8) donne

Traa(g) = —(F +x° 4+ x'2 4 x4 218 4220 4 22 4 20,
Comme x est d’ordre 16, on a x® = —1, d’ou:
Tra(g) = —(x* =1 —x* —x 2+ 2 +x* —14+x72)
=220 +x72)=2£2V2.

On obtient ainsi une valeur de la trace qui avait été déclarée (a tort) impossible
dans [6], p. 392-394.

Remarque. Les valeurs de Tryq(g) données dans la prop. 10 et ses corollaires
déterminent sans ambiguité la représentation adjointe de 4 dans G. Je me borne
a énoncer le résultat, sans entrer dans les détails:
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Soit s le nombre des i tels que m; = h/2, et soit t = (r —s5)/2. (On a s =1
si r est impair, et s = 0 ou 2 si r est pair, le cas s = 2 n’intervenant que pour
le type D,.) On trouve que la représentation en question est somme directe de:

¢t représentations irréductibles de degré p + 1, induites a partir des car-
acteres d’exposants m;, 1 < i < t (le caractére “d’exposant m” étant celui
qui transforme un ¢lément de F7, en la m-ieme puissance de son représentant
multiplicatif);

¢ représentations irréductibles de degré p—1, induites (a la Deligne—Lusztig)
a partir des caractéres d’un sous-groupe de Cartan non déployé d’exposants
m; + 1,1 < i <t (en un sens analogue au précédent);

s représentations irréductibles de degré p, prolongeant la représentation de
Steinberg de PSL,(F ).

6.4. Le cas p =2h+ 1: classes de conjugaison

Dans ce n° et le suivant, on s’intéresse au cas (ii), ou p = 24+ 1 et
4 =PSLy(F)).
Ici encore, il y a trois types de sous-groupes cycliques maximaux:

(a) Sous-groupe de Cartan déployé. C’est un groupe cyclique d’ordre
(p —1)/2 = h. Un générateur de ce groupe est un élément de type princi-
pal, au sens de Kostant [18]; sa classe de conjugaison est Q-rationnelle.

(b) Sous-groupe d’ordre p = 2h + 1. Un élément 1 de ce groupe est
régulier; le corps de rationalité de sa classe de conjugaison est Q(y/p*). Un
tel élément n’est pas de type principal, sauf bien sir si G = PGL,.

(c) Sous-groupe de Cartan non déployé, d’ordre (p +1)/2 = h+ 1. Un
générateur de ce groupe est du type de Kac [16]. Sa classe de conjugaison est
Q-rationnelle.

Noter que toutes les classes de conjugaison des éléments de 4 sont ra-
tionnelles sur le corps K = Q(,/p*). On peut se poser a ce sujet la question
suivante (liée a celle de la Remarque 2) du n° 1.3):

existe-t-il une K-forme G' de G telle que G'(K) contienne A?

6.5. Le cas p =2h+ 1 la représentation adjointe

La représentation adjointe de 4 dans G se définit comme au n° 6.3, dont on
adopte les notations: Tr,q(g), x, etc.

L’analogue de la premiere partie de la prop. 10 est vrai:

Proposition 11. Si g € A est d’ordre premier a p, on a Try(g) = f(x).

La démonstration est la méme.
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On en déduit, grace au corollaire a la prop. 9:

Corollaire 1. Si g=+1 appartient a un sous-groupe de Cartan déployé, on a
Traa(g) = >_x™ . %)

Corollaire 2. Si g=+1 appartient a un sous-groupe de Cartan non déployé,
on a

Traa(g9) = 0. (10)

Le calcul de la trace d’un ¢lément d’ordre p est moins évident. Comme au
n° 6.3, notons s le nombre des i tels que m; = h/2, et posons t = (r — 5)/2.

Proposition 12. Si u € A est d’ordre p, on a
Traa(u) = (r £5/p™)/2 . (11)

Soit p la représentation adjointe de 4 dans G. Si ’on décompose p en
somme de représentations irréductibles, la représentation unité n’intervient pas
(car B ne fixe aucun élément +0 de ’algebre de Lie, cf. n°4.4). Or les autres
représentations irréductibles de A sont de degrés p,(p+1)/2, p+ 1,(p —1)/2
et p— 1. Le degré N de p se décompose donc sous la forme

N=a(p+1)24+b(p—1)/2+cp, aveca,b,c entiers = 0.

Comme N =r(h+1)=r(p+1)/2,on voit que ¢« < retr—a+b=0
(mod p). Mais on a r < & (cela se vérifie cas par cas), d’ou ici r < (p—1)/2.
On a d’autre part b(p—1)/2 = N=r(p+1)2 < (p—1)(p+1)/4 dou
b < (p+1)2etfinalement r —a+b < (p—1)24+(p+1)/2 = p. Comme
r —a+ b est divisible par p, cela entraine » = a, b = 0 d’ou ¢ = 0. Ainsi,
la représentation p ne fait intervenir que des représentations irréductibles de
degré p+1 ou (p+1)/2. Comme on connait son caractére sur le sous-groupe
de Cartan déployé, cf. (9), on en déduit que p se décompose en somme de:

t représentations irréductibles de degré p+1, induites a partir des caractéres
d’exposants m;, 1 < i < ¢

s représentations irréductibles de degré (p + 1)/2.

Or la trace de u dans une représentation irréductible de degré (p + 1)/2
(resp. p+ 1) est (1 £+/p*)/2 (resp. 1). Cela donne la formule (11) si s =0
ou 1. Dans le cas s = 2, il reste a voir que les 2 représentations irréductibles
de degré (p+1)/2 qui interviennent sont isomorphes. Comme le groupe G est
alors de type D,, un calcul explicite est possible; il donne le résultat voulu.
(Inutile de dire que I’on aimerait une démonstration plus directe ...)

Corollaire. Si aucun des m; n’est égal a h/2 (ce qui est le cas pour les types
Gy, Fy, Eg et Eg), on a Tryg(u) =r.
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Annexes

7. Un théoréme de relévement
7.1. Notations

Dans ce section, on note 4 un groupe fini, B un sous-groupe de 4, et p un
nombre premier. On s’intéresse au cas ou B est “strongly p-embedded” dans 4;
cela signifie que les deux propriétés suivantes sont satisfaites:

(o) B contient un p-sous-groupe de Sylow de A, autrement dit (4 : B) est
premier a p;
(B) Pour tout x € A—B, le groupe BNxBx~" est d’ordre premier a p.

On peut reformuler ceci en termes de ’action de 4 sur 1’espace homogene
A/B:

(y) Si S est un p-sous-groupe de Sylow de A, il existe un point P de A/B
qui est fixé par S, et S opeére librement sur le complémentaire de P.
Noter une conséquence de (y): si p® est 'ordre de S, on a

(4:B)=1 (mod p%).

Exemples. Soit S un p-sous-groupe de Sylow d’un groupe fini 4 et choi-
sissons pour B le normalisateur N4(S) de S dans A. La condition (o) est
satisfaite. En ce qui concerne (f}), notons que S est 'unique p-Sylow de B,
donc que SNxSx~! est 'unique p-Sylow de BNxBx~!. La condition (f) est
donc équivalente a:

(B SNxSx—'=1 pour tout x € A—B.

Comme B = N4(S), ’hypothése x € A—B équivaut a xSx~' %S, et I’on
voit que (') peut se récrire:

(B") Si ' est un p-Sylow de A distinct de S, on a SNS" = 1.

Autrement dit, les p-Sylow de 4 ont la “propriété d’intersection triviale”.

Ceci s’applique notamment lorsque 4 est I'un des groupes GL(F,),
SLy(F,), PGL,(F,), PSLy(F,), avec ¢ une puissance de p, et B est un sous-
groupe de Borel de 4 (groupe triangulaire); c’est le cas utilisé au n°4.4. Autres
choix possibles: les groupes de rang relatif 1 sur Fy, par exemple SU;(F ),
ou les groupes de Suzuki et de Ree en caractéristique 2 et 3.

7.2. Comparaison des groupes de cohomologie de A et de B

Soit M un A-module. Pour tout ¢ > 0, le groupe de cohomologie H9(A4, M)
est un groupe de torsion; notons H?(A4,M ), sa composante p-primaire, et
définissons de méme HY(B, M ),).

Soient

Res: HY(A,M) — HY(B,M) et Cor:HYB,M)— HY(A,M)
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les homomorphismes de restriction et de corestriction associés au couple
(4,B).

Proposition 13. Si les propriétés (o) et (f) du n°7.1 sont satisfaites, les
homomorphismes

Res : Hq(A,M)(p) — Hq(B,M)(p) et Cor: Hq(B,M)(p) — Hq(A,M)(p)

sont des isomorphismes réciproques I'un de Pautre (quels que soient le
A-module M et ’entier g > 0).
En d’autres termes, on peut identifier H9(4, M ),y a HY(B, M ).

Corollaire. Si M est un groupe de torsion p-primaire, les homomorphismes
Res : H9(A,M) — HY(B,M) et Cor:HYB,M)— HI(A,M)
sont des isomorphismes réciproques l'un de I'autre.

En effet, les groupes HY(A4,M) et HY(B,M) sont des groupes de torsion
p-primaires.

Remarques. 1) La prop. 13 s’étend aux valeurs négatives de ¢ a condition de
remplacer les HY par les groupes de cohomologie A" modifiés a la Tate (cf.
e.g. [4], Chap. XII).

2) La prop. 13 admet une réciproque: si un couple (4,B) jouit de la
propriété cohomologique énoncée, on peut montrer que (o) et () sont sat-
isfaites.

3) Dans le cas de ’exemple du n° 7.1, ou B = N4(S), le groupe H4(B, M )p)
s’identifie au sous-groupe de H7(S, M) fixé par I’action de B/S ([4], Chap. XII,
th.10.1). On obtient ainsi une description de H9(4, M ), a partir de HI(S, M)
et de l’action de B/S sur ce groupe. C’est le cas trait¢ dans Benson [1],
cor. 3.6.19.

Démonstration de la prop. 13. Soit p® ordre d’un p-Sylow S de 4, et soit
N=(4:B).Onavuaun®7.l que N =1 (mod p?). Or le composé Coro Res
est égal a la multiplication par N, et I’on a p“x = 0 pour tout x € HY(A, M )p).
On en tire: Cor(Res(x)) = Nx = x, ce qui montre que le composé Cor o Res
est I’identité sur H9(A4,M)(p).

Reste a voir que I’on a ResoCor = 1 sur HY(B,M),). Décomposons

A en:
A =|JBa;B

ou les a; sont des représentants des doubles classes de 4 mod B, choisis de
telle sorte que a; = 1. Posons B; = BﬂajBaj_]; sij=1,onaB;=8;sij+l1,
on a a; € A—B, et B; est d’ordre premier a p vu ’hypothese (). D’apres une
formule connue ([4], Chap. XII, prop.9.1), le composé Res o Cor peut s’écrire

comme une somme
ResoCor =) f;,



556 J-P. Serre

ou f; : HI(B,M) — HY(B,M) est le composé des trois homomorphismes
suivants:
restriction : HY(B,M ) — H%(B;,M),

conjugaison par a; : H1(B;,M) — Hq(aj_lBjaj,M),
corestriction : Hq(aj_lBja_,-,M) — HY(B,M).

(Noter que a;lBjaj est contenu dans B.)

Lorsque j = 1, les trois homomorphismes ci-dessus sont 1’identité, et 1’on
a donc f; = 1. Lorsque j=1, 'ordre de B; est premier a p, et la composante
p-primaire de H9(B;,M) est 0; on a donc f; = 0 sur HY(B,M),). Puisque
Res o Cor est la somme des f;, on obtient bien la formule voulue, a savoir

Res(Cor(x)) =x pour tout x € H1(B,M ) ().

Variante. On peut aussi démontrer la prop. 13 en introduisant le module de
permutation Z[X], ou X = A/B. Ce module contient le module trivial Z. Soit
I = Z[X]/Z le module quotient. D’aprés (y), le S-module / est isomorphe a
un multiple de la représentation régulicre de S. On en déduit que Z, ® I est
cohomologiquement trivial comme S-module, donc aussi comme 4-module (cf.
[24], Chap. IX). Cela entraine (loc.cit.) que ”’homomorphisme

HYA,Z, & M) — HU(A,Z,[X]© M)

est un isomorphisme. Or le premier de ces deux groupes s’identific a
HI(A,M)p) et le second a HY(B,M),) d’apres le “lemme de Shapiro”. On
obtient donc bien un isomorphisme des groupes en question, et il n’est pas
difficile de voir que c’est Res et que son inverse est Cor.

7.3. Relévements

On conserve les notations ci-dessus, et 1’on s’intéresse maintenant a une suite
exacte
l1-P—E—>4—1,

ou E est un groupe profini, et P un sous-groupe ouvert normal de E. On
suppose que P est un pro-p-groupe.

Théoréme 5. Soit B un sous-groupe de A satisfaisant aux propriétés (o) et
() du n°7.1. Soit ¢ : B — E un relévement de B dans E. Il existe alors un
relévement y : A — E qui prolonge .

(Par un “relévement” de B, on entend un homomorphisme B — E dont le
composé avec £ — A soit égal a I’injection B — A4.)

Corollaire. Si I’extension E est scindée au-dessus de B, elle est scindée au-
dessus de A.
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Démonstration du th. 5. On procéde en trois étapes:

(1) Le cas ou P est abélien fini. Le groupe P est alors muni d’une structure
naturelle de A-module, et I’extension E définit un élément (E) de H*(4,P).
Puisque E est scindée au-dessus de B, la restriction de (£) a B est 0; vu la
prop. 13 (appliquée pour ¢ =2), on a (£) = 0, i.e. E est scindée. Choisissons
un relévement y; : 4 — E, et soit ¢, sa restriction a B. On peut écrire ¢ sous
la forme

b— A(b) p(b),

ol 4 :B — P est un l-cocycle. Soit (1) € H'(B,P) la classe de ce cocycle.
D’apres la prop. 13 (appliquée pour ¢ = 1), il existe un l-cocycle p: 4 — P
dont la restriction a B est cohomologue a A. Si ’on note P additivement, cela
signifie qu’il existe z € P tel que

ub)=Ab)+b:z—z pourtoutheB.

Quitte a modiifier p par le cobord a — a - z — z, on peut donc supposer que
u prolonge A. Revenons alors en notation multiplicative, et posons

Y(a) = u(a) "Y1 (a) pour tout a € 4.

On obtient ainsi un relévement y : 4 — E, et il est clair que ’on a
Y(b) = @(b) pour tout b € B.

(2) Le cas ou P est fini. On procede par récurrence sur ’ordre de P. Le
cas ou P est abélien vient d’étre traité. Si P n’est pas abélien, soit Z(P) son
centre. On applique 1’hypothése de récurrence a I’extension

1 — P/Z(P) — E/Z(P) - A — 1.

On en déduit un relévement 4 — E/Z(P) prolongeant le relévement donné de
B. D’ou un plongement de 4 dans E/Z(P); soit E’ 'image réciproque de ce
sous-groupe dans E. On a une suite exacte

1 = ZP)—E —A4—1.

Par construction, le relévement donné B — E est a valeurs dans E’. On peut
donc appliquer I’hypothése de récurrence a I’extension E’, et I’on obtient le
relévement cherché.
(3) Le cas général. On peut écrire le pro-p-groupe P comme limite pro-
jective
P = 1i£n P/P;,

ou les P; sont des sous-groupes ouverts de P qui sont normaux dans E (cf.
e.g. [25], Chap. I, §1). Pour chaque i on a une extension

11— PP —EPi—A4A—1,

qui est munie d’un relevement ¢; de B (déduit du relevement donné ¢). Soit
X; ’ensemble des relevements ; de A dans E/P; qui prolongent ¢;. Les X;
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forment de fagon naturelle un systeme projectif. Comme ils sont finis et non
vides (d’apres (2)), leur limite projective est non vide (loc.cit. lemme 3). Un
¢lément Yy = (i) de cette limite projective donne le relévement cherché.

Unicité du relevement. Je me borne a un cas simple, qui est celui qui intervient
au n°4.4: on suppose que P = I@P/Pn (n=20,1,...), ou les P, forment une
suite décroissante de sous-groupes ouverts de P, normaux dans E, avec P = P
et P,/P,,1 commutatif pour tout n. On fait en outre I’hypothése suivante:

(0) Pour tout n = 0, le B-module P,/P,.| ne contient aucun éléement
invariant +0.

Proposition 14. Si les hypothéses ci-dessus sont satisfaites, il n’existe qu’un
seul relevement \y : A — E qui prolonge un relévement donné ¢ : B — E.

Démonstration. Soient et Y/ deux tels relévements. On va montrer par
récurrence sur n que 1’on a

V'(a) = Y(a) (modP,) pour tout a € 4.

Comme P est limite projective des P/P,, cela montrera bien que = /.
Le cas n = 0 est clair, puisque Py = P. Pour passer de n a n+1, définissons
uw:A— P par
V'(a) = p(a)p(a) pour tout a € 4.

Vu I’hypothése de récurrence, les valeurs de p appartiennent a P,. Notons
f:A— Py/Ppyy

I’application déduite de u par passage au quotient mod P,;. C’est un 1-cocycle
de A4 a valeurs dans P,/P,.| et sa restriction a B est 0 puisque ’on a y/(b) =
@(b) = Y(b) pour tout b € B. D’apres la prop. 13 (appliquée pour g = 1),
[ est un cobord; en notation additive, cela signifie qu’il existe z € P,/P,; tel
que jfi(a) = a -z —z pour tout a € A. Comme la restriction de i a B est 0,
onab-z =z pour tout b € B. Vu I’hypothése (J), cela entraine z = 0,
d’ou i = 0, ce qui montre que u est a valeurs dans P,.;, et achéve la
démonstration.

8. Corps de rationalité des classes de conjugaison d’ordre fini
8.1. La notion de corps de rationalité

Soit I" un groupe, et soit y un élément de I" d’ordre fini. Choisissons un entier
n = 1 tel que 9" = 1. Soit 2 un sous-groupe de (Z/nZ)*. Nous dirons que la
classe de y est X-rationnelle si y et 7' sont conjugués dans I' pour tout i € X.

Soit k£ un corps de caractéristique premiere a n, et soit k, 1’extension de
k engendrée par les racines n-iémes de I'unité. Le groupe Gal(k,/k) s’identifie
a un sous-groupe 2(k,n) de (Z/nZ)*. Si i € X(k,n), on note g; I’¢lément



Exemples de plongements des groupes PSL,(F,) 559

correspondant de Gal(k,/k); on a o;(z) = z' pour toute racine n-itme de ’unité
z. Si y est comme ci-dessus, on dit que la classe de y est k-rationnelle si elle
est X(k,n)-rationnelle. Cette définition ne dépend pas du choix de I’entier n,
pourvu bien str que y" = 1.

Par exemple, dire que la classe de y est Q-rationnelle signifie que y est
conjugué a tous les 77, avec (i,n) = 1, ou encore que les générateurs du groupe
cyclique (y) sont conjugués entre eux.

Pour y donné, il existe une plus petite extension de Q (dans une cloture
algébrique Q fixée) sur laquelle la classe de y est rationnelle. On I’appelle le
corps de rationalité de la classe en question. Par exemple, si y est un élément
d’ordre p de I' = SL,(F,), avec p premier > 2, le corps de rationalité de
la classe de y est ’extension quadratique de Q contenue dans le p-ieme corps
cyclotomique, i.e. Q(y/p").

L’énoncé suivant est bien connu:

Proposition 15. Supposons I fini. Il y a équivalence entre:

(a) La classe de y dans T' est k-rationnelle.

(b) Pour tout caractére y de I' (sur une cloture algébrique k de k) on a
1) € k.

Puisque y" = 1, y(y) est somme de racines n-iémes de 1'unité, et appartient
au corps k,. On en déduit que

ai(x(y)) = z(y') pour tout i € X(k,n) .

Si (a) est vrai, y et 7' sont conjugués, d’ou y(y") = x(7), et on voit que ¥(7)
est fixé par tous les g;, donc appartient a k, ce qui démontre (b). Inversement,
si (b) est vrai, tous les caractéres prennent la méme valeur sur y et sur 7/, et
I’on sait que cela entraine que ces ¢léments sont conjugués (puisque leur ordre
est premier a la caractéristique de k). D’ou (a).

Voici un autre résultat ¢lémentaire du méme type:

Proposition 16. Supposons que I' = GLy(K), ou K est une extension de k,
et N un entier positif. Si y est un élément de I' d’ordre premier a la carac-
téristique de k, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) La classe de y dans GLy(K) est k-rationnelle.

(b) La classe de y dans GLy(K) contient un élément de GLy(k).

(¢) Les coefficients du polynéme caractéristique de y appartiennent a k.

L’implication (b) = (c) est évidente. Inversement, si (c) est vraie, il existe
une matrice M de GLy (k) ayant méme polynome caractéristique que 7; quitte a
remplacer M par sa composante semi-simple, on peut supposer que M est semi-
simple (sur k); comme les valeurs propres de M sont des racines n-iémes de
I’unité, M est semi-simple sur K. Les matrices y et M, étant semi-simples et de
méme polynome caractéristique, sont conjuguées dans GLy(K). D’ou (b). Pour
la méme raison, (a) signifie que y et 7" ont méme polyndme caractéristique,
quel que soit i € X(k,n); d’ou (a) < (c).
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8.2. Le cas des groupes semi-simples

La prop. 16 montre que, au moins pour GLy, la rationalit¢ d’une classe de
conjugaison n’est pas trés différente de la rationalité de ses éléments, au sens
usuel de ce terme en géométrie algébrique. Nous allons voir qu’il en est de
méme pour les groupes semi-simples déployés.

Pour simplifier les démonstrations, je supposerai que le corps de base &
est parfait; soit k une cloture algébrique de k. Soit L un groupe semi-simple
connexe sur k. On s’intéresse au groupe I' = L(k). On a tout d’abord:

Proposition 17. Soit y un élément de L(k) d’ordre n premier a la car-
actéristique de k. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(a) La classe de y dans L(k) est k-rationnelle.
(b) Pour tout caractére y de L sur k, on a y(y) € k.

(Par “caracteére de L sur £” on entend la trace d’une représentation linéaire
de L définie sur k.)

La démonstration est la méme que celle de la prop.15. Le point essentiel est
que deux ¢léments semi-simples y; et y, de L(k) sont conjugués si et seulement
si ’on a y(y;) = x(y2) pour tout y, cf. Steinberg [31], cor. 6.6.

Corollaire. Supposons L de type intérieur (voir ci-apres). Les propriétés
(a) et (b) sont alors équivalentes a:

(¢) La classe de y dans L(k) est stable par Gal(k/k).

(Rappelons que L est dit “de type intérieur” si ’action de Gal(k/k) sur son
diagramme de Dynkin est triviale.)

Les caracteres irréductibles de L sur £ correspondent bijectivement aux
poids dominants. L’hypotheése “de type intérieur” équivaut a dire qu’ils sont
invariants par Gal(k/k). Si ¢ € Gal(k/k), on a donc

a(x(») = 2(a()) -
pour tout y. La propriété (b) équivaut donc a:
1(v) = x(a(y)) pour tout ¢ € Gal(k/k) et tout y .

D’aprés Steinberg, loc.cit., cela veut dire que y et a(y) sont conjugués pour
tout o € Gal(k/k), ce qui est (c).

Remarque. L’hypothese faite sur L est automatiquement satisfaite lorsque le
diagramme de Dynkin de L n’a pas d’automorphisme non trivial, par exemple
lorsque L est de type G,, Fi, E7 ou Eg.

Proposition 18. Supposons L déployé sur k. Soit f Iordre du groupe fonda-
mental de L (autrement dit le degré de I’isogénie L — L, ou L est le revétement
universel de L). Soit y € L(k) d’ordre fini n; supposons n premier a [ ainsi
qu’a la caractéristique de k. Les propriétés (a), (b), (c) ci-dessus sont alors
équivalentes a:

(d) La classe de conjugaison de y dans L(k) rencontre L(k).
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L’implication (d) = (c) est claire. Inversement, supposons (c) vérifiée. Puisque
(n, f)=1, il existe un unique relevement § de y dans L(k) qui est d’ordre n.
Si o € Gal(k/k),o(y) et y sont conjugués dans L(k), et il en résulte que o(7)
et 7 sont conjugués dans L(k). Ainsi, la classe de conjugaison de 7 dans L(k)
est stable par Gal(k/k). D’aprés un théoreme de Steinberg (loc.cit., th. 1.7),
cela entraine que 7 est conjugué d’un élément de L(k); d’ou le fait que y est
conjugué d’un élément de L(k), ce qui prouve (d).

Ce travail a bénéficié d’une abondante correspondance avec A.M. Cohen, R.L. Griess et
D. Testerman. Je les remercie vivement tous les trois.
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