
Sur certains sous-groupes des groupes 

de l,le compacts 
P a r  A. BOREL, Gen~ve, et  J . -P .  SERRE, Par is  

1.  I n t r o d u c t i o n  

On sai t  que t o u t  sous-groupe ab~lien connexe H d ' u n  groupe de Lie 
compac t  G est  contenu dans  u n  tore  m a x i m a l  de G;  pa r  contre  cet te  
propri~t~ peu t  ~tre en d~faut  pour  un sous-groupe H non connexe 1). 
Cependan t  nous mont re rons  (th~orgme 1) q u ' u n  tel  sous-groupe H est  
contenu,  s inon dans  un  tore  maximal ,  du moins  dans  le normal i sa teur  
N d ' u n  tore  m a x i m a l  T de G. E n  fair  ee r6sul ta t  v a u t  pour  une categoric 
de groupes  H plus vas te  que celle des groupes  ab61iens : celle des groupes 
v6rifiant la propri~t~ (MP)  d u n  ~ 2 qui comprend  aussi les groupes  nil- 
po ten ts  finis. Appliqu~ au  cas oh G est  le groupe  uni ta i re  U ( n ) ,  le 
th6orgme 1 redonne un  r~sul ta t  classique sur les repr6senta t ions  mono-  
miales (n ~ 5). 

Ainsi, l '6 tude  des sous-groupes  ab61iens de G es t  ramenge  s l '~tude des 
sous-groupes ab~liens d e  N ;  cela nous p e r m e t t r a  d 'ob ten i r  quelques 
proprigt6s des sous-groupes de t y p e  (p . . . . .  p) de G, sous-groupes qui 
sont,  s cer tains ~gards, l ' ana logue  (~modulo p>) des tores  contenus  dans  G. 
Ces sous-groupes sont  en r a p p o r t  avec ]a p- tors ion 2) des groupes  d ' homo-  
logic de G ; de faTon plus precise, nous mon t re rons  (th~orgme 2) que si G 
est  un  groupe  de Lie com pac t  connexe de rang  l qui eont ient  un  sous- 
groupe i somorphe  s (Z~) z+l, alors G a de la p-torsion.  E n  part iculier ,  
nous ver rons  que les groupes  except ionnels  G2, F 4 et  E s ont  de la 
2-torsion. 

2 .  L a  p r o p r i 6 t ~  (MP) 

C'est  une  propri~t~ p o r t a n t  sur  un  groupe topologique G: 
(MP)  -- O poss~le une suite finie de 8ous-groupes invariants /cringe 

1) I1 suffit de prendre pour G le groupe SO(3) des rotations de l'espace ~ trois dimen. 
sions et pour Hle groupe engendr6 par les rotations de 180 ~ autour de trois axes rectangu- 
la~r~. 

z) On dit qu'un espace a de la p-torsion (p premier) si l'un de ses groupes d'homo- 
logic ~t coefficients entiers a un coefficient de torsion divisible par p .  
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{ e } : = G 0 c G ~ c . . . c G k _ ~ c G k = G  

telle que les quotients suecessi/s G i / G i _  1 soient isomorphes ~t un groupe 
eyclique fini ou au tore ~t une dimension. 

Nous dirons qu 'une suite (Gi) de sous-groupes vdrifiant les conditions 
prdcddentes est une suite semi-principale de G. 

Un  groupe G possddant la propridt6 (MP)  est un  groupe de Lie compact 
rdsoluble et sa composante  connexe de l'61dment neutre  est un  tore. On 
notera  cependant  qu'il existe des groupes rdsolubles finis ne vdrifiant 
pas (MP)  s). 

Tou t  groupe de Lie compact  abdlien vdrifie (MP)  car il est isomorphe 
au produi t  direct d 'un  tore et  d ' un  groupe ab41ien fini. L 'exemple  donnd 
dans la Note  s) mont re  done que si G / N  et  N v~rifient (MP),  il n ' en  
est pas n@essairement de m~me pour  G. Cependant,  route extension 
centrale G d 'un  groupe G / N  vdrifiant (MP)  par  un  groupe de Lie compact  
ab6lien N vdrifie aussi (MP).  En effet, N 6tant  dans le centre de G, les 
6l~ments d 'une  suite semi-principale (Ni) de N sent  des sous-groupes 
invariants  dans G e t  on obt ient  une suite semi-principale de G en complY- 
ran t  (N~) par  l ' image rdciproque d 'une  suite semi-principale de G / N .  
En  particulier,  nous voyons ainsi que tou t  groupe de Lie compact  nil- 
potent vdrifie ( M P ) .  

Proposition 1. Tout sous-groupe /erred et tout groupe quotient d'un 
groupe vdrifiant (MP)  vdrifie aussi ( M P ) .  

Soient G u n  groupe vdrifiant ( M P ) ,  H u n  sous-groupe fermd de G, 
N u n  sous-groupe invar iant  ferm6 de G, et  K : G / N .  Si (Gi) est une  
suite semi-principale de G, nous poserons H i : H n Gi et  K i : N . Gi/A" ; 
les H i et les K i sent  des sous-groupes invariants  fermds de H et  de K 
respect ivement  ; le groupe Hi/Hi_ l  (resp. Ki /Ki_ l )  est isomorphe s un  
sous-groupe fermd (resp. /~ un  quot ient  par  un  sous-groupe fermd) du 
groupe Gi/Gi_l; il s 'ensuit  que H d H i _  1 et  K i / K i _  1 sent  isomorphes 
soit s un groupe cyclique fini, soit au tore s une dimension ce qui mont re  
que (Hi) et (Ki) sent  des suites semi-principales de H et de K respec- 
t ivement .  

Proposition 2. Un groupe topologique non rdduit d l'dldment neutre qui 
vdrifie (MP)  contient un sous-groupe invariant cyclique d'ordre premier. 

a) Citons pa r  oxomple  le p rodu i t  semi-d i rec t  do Z~ + Z 2 pa r  Zs ,  le g roupo  Z 3 op6ran t  
sur  les 616ments non  nu l s  de  Z 2 + Z~ pa r  p e r m u t a t i o n  circulaire (Z n d6s ignan t  c o m m e  k 
l 'ordinairo le groupo add i t i f  des  ent iers  modu l o  n) :  on voi t  t o u t  de  su i te  q u o c e  groupo,  
bien que  r6soluble,  n ' a d m e t  pas  de sous-groupe  i n v a r i a n t  cycl ique 5A {e} ; il no v6rifie 
donc pas  (MP).  
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Soit G~ une suite semi-principale d ' un  groupe G v~rifiant ( M P ) ;  on 
pout  supposer G 1 =/= {e}. Si G 1 est isomorphe au tore  s une  dimension, 
G~ cont ient  pour  tou t  ent ier  n ~ 1 un  unique sous-groupe cyclique 
d 'ordre  n ;  si G~ est cyclique d 'ordre  k e t  s i p  est un  nombre  premier  
divisant  k, G~ cont ient  un  unique sous-groupe cyclique d 'ordre  p .  Dans 
t o u s l e s  cas nous obtenons au moins un  sous-groupe cyclique d 'ordre  
premier  invar iant  par  tous les automorphismes  de G1, donc en part iculier  
par  les au tomorphismes  int~rieurs de G ; ce sous-groupe est donc invar iant  
dans G, cqfd. 

3. Le th~or~me principal 

Th~ori~me 1. Soient G u n  groupe de Lie compact et H u n  sous-groupe 
de G vdrifiant la propridtd (MP).  I1 existe un tore maximal T de G dont 
le normalisateur dans G contient H.  

Dire que le normal i sa teur  de T cont ient  H dquivaut  s dire que T e s t  
stable par  les au tomorphismes  int~rieurs clue d~finissent les ~l~ments 
de H .  Soient  alors g l 'alg~bre de Lie de G, K le groupe d 'au tomorphismes  
de g d~fini par  H ;  le groupe K ~tant un  groupe quot ient  de H v~rifie 
(MP) d'apr~s la prop. 1 ; il nous faut  t rouver  une sous-alg~bre ab~lienne 
maximale  ~ de g telle que a(t)  = t pour  tou t  ~ e K .  Au t remen t  dit ,  
il nous suffit d '~tablir  le th~or~me suivant  (du reste ~quivalent  au thdo- 
r~me l) : 

Th6ori~me 1'. Soient g une alg~bre de Lie de groupe compact et K un 
groupe d'automorphismes de g qui vdrifie la propridtd (MP).  I1 existe alors 
une sous-alg~bre abdlienne maximale t de g qui est stable par les opdra- 
tions de K .  

P our  p rouver  le th~or~me 1' nous nous appuyerons  sur la proposi t ion 
suivante  qui sera d ~ m o n t r ~  dans le n ~ 4 : 

Proposition 3. Soient g une alg~bre de Lie de groupe compact et (~ un 
automorphisme de g d'ordre dgal & un nombre premier p. Si l'ensemble des 
points fixes de a est rdduit d { 0 } ,  g est une alg~bre abdlienne. 

Admet tons  provisoi rement  cet te  proposit ion,  e t  d~montrons le th~or~me 
1 ~ par  r~currence sur la dimension de g, le cas oh celle-ci est ~gale s 0 
~tant  trivial .  

On sait  que g est isomorphe au produi t  direct  r • g' de son centre c 
par  son alg~bre d~riv~e g~ et  ces deux sous-alg~bres sont ~videmment  
stables par  K .  Si r ~= {0}, l 'hypoth~se de r~currence mont re  l 'exis- 
fence d 'une  sous-alg~bre ab~lienne maximale  t '  de g' s table par  K ,  et  
c • t '  est  une sous-alg~bre ab~lienne maximale  de g stable par  K .  
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I1 nous reste done s examiner  le cas oh c = { 0 },  done oh g est semi- 
simple. Le thdorbme est dvidemment  vrai  si K = {e }; sinon, d'apr~s 
la proposit ion 2, K possbde un  sous-groupe invar iant  L cyelique d 'ordre  
premier ;  si ~ ddsigne un gdndrateur de L,  l 'ensemble a des points fixes 
de a est une sous-algbbre de g qui est # { 0 } d'aprbs la Prop.  3, e t  qui 
est :/: g puisque a n 'est  pas l ' automorphisme iden t ique ;  puisque L e s t  
invar iant  dans K ,  cet te  sous-algbbre a est stable par  K ,  et  ee dernier  
ddfinit un groupe K '  d 'automorphismes  de a qui est un  quot ient  de K ,  
done qui vdrifie aussi ( M P ) .  Comme, d'aprbs un  rdsultat  bien connu, 
a est une algbbre de Lie de groupe compact ,  on peut  apphquer  au couple 
(a, K')  l 'hypothbse de rdcurrence et  il existe une sous-algbbre abdlienne 
maximale  u de a stable par  K ' ,  done par  K .  Soit alors b la sous-algbbre 
de g formde des dldments b tels que [u, b] =- 0 pour  tou t  u e u �9 Elle 
contient  dvidemment  route  sous-algbbre abdlienne maximale  de g conte- 
nan t  u et  elle a done mgme rang que g. Puisque u est stable par  K ,  
b r e s t  aussi ; en outre,  puisque u :/= {0} et que le centre de g est { 0 },  
on a b :/: g .  On peut  done appliquer l 'hypothbse de rdcurrence au 
couple (b, K") ,  oh K"  est le groupe d 'au tomorphismes  de b ddfini par  
K ,  et  l 'on obt ient  une sous-algbbre abdhenne maximale  t de b qui est 
stable par  les opdrations de K", done de K .  Comme b e t  g ont  mgme 
rang, t e s t  aussi une  sous-algbbre abdlier/ne maximale  de g, ce qui achbve 
la ddmonstrat ion.  

4. Sur les automorphismes d'ordre premier d'une alg~bre de Lie 

Pour  achever la ddmonstra t ion du thdorbme 1/, nous devons encore 
dtablir  la proposit ion 3. Or, on salt  qu 'une algbbre de Lie de groupe 
compact  qui est n i lpotente  est de ce fair abdlienne ; la proposi t ion 3 est 
done une consdquence de la proposit ion suivante,  que nous allons mainte-  
nan t  ddmontrer  : 

Proposition 4. Soient g une alg~bre de Lie e t ~  un automorphisme de 
g d'ordre dgal ~ un nombre premier p.  Si  l'ensemble des points fixes de a 
est rdduit ~ {0}, g est une alg~bre nilpotente. 

Soit gc = g | C l 'algbbre de Lie complexe ddduite de g par  passage 
du rdel au complexe ; t ou t  dldment de gc s'dcrit d 'une  seule fa~on sous 
la forme z = x + i �9 y (x, y E g) .  Nous prolongerons a ~ g c  en posant  
a(x  -{- iy) = a(x) + i �9 a(y) ; si l 'ensemble des points fixes de a dans g 
est rdduit  ~ {0}, il en est de m~me dans gc-  

Soit e r 1 une  racine p-ibme de l 'unitd ; les valeurs propres  de a sont  
de la forme e#, ?" e Z~ (groupe des entiers mod. p), et  nous noterons  V# le 
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sous-espace propre  de fly re la t i f  ~ la valeur propre eJ; gc est somme 
directe des V~ et  l 'on a :  

V 0 = {0} (4.1) 

[V~., V~] c Vj+, j, k ~Z~. (4.2) 

(La formule 4.1 signifie que l 'ensemble des points fixes de a est r6duit 
{0} et  la formule 4 .2  r~sulte de a( Ix, y]) ---- [a(x) ,  a(y)])  . 

D6signons par  ad. x l ' endomorphisme y--~ Ix, y] de gc �9 Nous allons 
mont re r  que ad. x est n i lpotent  lorsque x est contenu dans l 'un des 
sous-espaces Vj. D'aprSs 4 .1 ,  on peut  supposer ] ~ 0 rood. p, et d 'apr6s 
4 .2 ,  on a ad. x (V,) ~ Vr d'oh (ad. x)q(Vk) c Vqj+k, quel que soit 
l 'ent ier  q. Choisissons en part iculier  pour  q un  entier  positif, ~ p ,  et 
tel  que qj  + k - -  0 rood. p ,  ce qui est possible, puisque j r 0 rood. p.  
On a alors (ad. x) q(Vk) c V0 = {0} , d 'oh a/ortiori (ad. x) ~(Vk) ---- (0},  
et  ceci a ya n t  lieu pour  tou t  /c on en eonclut que (ad. x) p --~ 0 ,  ce qui 
mont re  bien que ad. x est ni lpotent .  

Soit / (x ,y)-~ Tr(ad.x o a d . y )  la /orme de Killing de 9c;  elle est 
invar iante  par  tou t  au tomorphisme de go, donc en part ieulier  par  a et  
la formule /(x, y) =/(a(x), a(y)) entralne immddia tement  : 

/ ( x , y ) : d + k . / ( x , y )  si xEV~ et yEVk. (4.3) 

Montrons  main tenan t  que / ( x ,  y) est ident iquement  nul le ;  il suffit 
dvidemment  de prouver  q u e / ( x ,  y) ~ 0 si xE Vj ,  y E Vk, quels que soient 
j ,  k E Z ~ .  Si j ~ -  ] c ~ 0  mod. p ,  cela rdsulte de 4 . 3 ;  si ~ k - - 0  
mod. p ,  alors [x,  y ] - ~  0 d'apr~s 4.1 et 4 .2  et  les endomorphismes 
ad. x et  ad. y commuten t .  Comme ils sont tous deux nilpotents,  leur 
produi t  ad. x o ad. y est aussi n i lpotent  et sa t race /(x, y) est nulle. 
Ainsi la forme de Killing de gc est nulle. D'apr~s un  crit~re classique 
d 'El ie  Cartan,  ceci ent ra lne  que go est une alg~bre rdsoluble. S i n  est la 
dimension de ~, on salt qu' i l  existe alors n formes lindaires sur 
~cI (D 1 . . . . .  o n telles que les racines de l 'dquat ion caractdrist ique de ad. x 
soient les n hombres  co~(x) . . . . .  e%(x) (les eoi sont les poids de la reprd- 
senta t ion  adjointe  de 9v .) Puisque ad. x est n i lpotent  pour  tou t  x e V i , 
on a wl(x) . . . . .  e%(x)--~ 0 pour  tou t  x E V j ,  et  comme tic est 
somme direete des Vj ceci entra lne  ~o~ (x) . . . . .  con (x) ~ 0 pour  tou t  
x ~ o .  L ' endomorph i sme  ad. x est  donc ni lpotent  pour  tou t  x E gv .  
ce qui signifie que gc est une  alg~bre de Lie ni lpotente.  I1 en est donc de 
mSme de g, cqfd. 

Remarque. La derni~re par t ie  de la ddmonst ra t ion  prdcddente est inu- 
tile pour  d~montrer  la proposi t ion 3;  il est en effet imm5diat  qu 'une  
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alg6bre de Lie de groupe compact  dont  la forme de Killing est nulle est 
ab61ienne. 

5. Repr4sentations monomiales 

Soit h ->  M h une repr6sentat ion lin6aire d 'un  groupe H dans un  
espace vectoriel  complexe E de dimension finie n ;  on dit  que M est 
monomiale s'il est possible de t rouver  une base (el) de E telle que, pour  
tou t  h E H et tou t  i ,  le vecteur  Mh(ei) soit colin6aire h Fun des vecteurs  
%.  Un th6or6me classique ( [6], I, w 8) affirme que routes les repr6sen- 
ta t ions lin6aires d 'un  p-groupe sont monomiales. Ce th6or6me est un  cas 
part iculier  de la proposi t ion suivante  : 

Proposition 5. Toute reprdsentation lindaire d'un groupe H qui vdrifie 
la propridtd (MP)  est monomiale. 

Soit M la repr6sentat ion,  que l 'on peut  supposer unitaire,  H 6rant  
compact  ; M est donc un  homomorphisme de H dans le groupe uni ta i re  
U (n) et l ' image K de H par  M v6rifie (MP) d'apr6s la prop. 1. Le th6o- 
r6me 1 mont re  alors l 'existence d 'un  tore maximal  T de U (n) dont  le 
normal isa teur  N cont ient  K .  Mais tou t  tore  maximal  de U (n) s 'obt ient  
6videmment  en p renan t  les matrices diagonales par  rappor t  ~ une base 
or thonorm6e (ei) de E .  Le normal isateur  N de ce tore  est l 'ensemble 
des matrices unitaires qui t rans forment  chaque e~ en un multiple scalaire 
d 'un  % ; il s 'ensuit  que N ,  e t a / o r t i o r i  K,  sont des groupes monomiaux,  
eqfd. 

Re~ruzrque. I1 existe des groupes qui v6rifient la prop. 5 sans v6rifier 
le th6or6me 1 (ni ~ plus forte raison (MP)).  Le groupe tit6 dans la Note  a) 
en est nn  exemple : toutes  ses repr6sentat ions sont monomiales puisque 
son groupe des commuta teurs  est ab61ien (el. [6], loc. cit.) et on peut  le 
plonger dans SO (3) de telle sorte qu'il ne soit contenu dans le normali-  
sateur  d ' aueun  tore  maximal.  

6. Le p-rang d 'un  groupe de Lie compact 

Soient G u n  groupe de Lie compact ,  T u n  tore  maximal  de G, N le 
normal isa teur  de T dans G, O(G) ~ N / T  le groupe de Weyl de G a), qui 
est un  groupe fini. Le th6or6me 1 mont re  que, pour  qu 'un  groupe ab61ien 
H puisse 6tre plong6 b iunivoquement  dans G, il est n6cessaire qu'il 
admet te  un  sous-groupe H 1 isomorphe s un  sous-groupe de T ,  le quo- 
t ient  H / H  i 6tant  isomorphe ~ un  sous-groupe de q5 (G) . 

4) On trouvera un expos4 des propri6t6s classiques de N,  T, ~(G) dans [5]. 
,Nous 6crirons fr6quernmont ~ au lieu de ~(G) lorsqu'aucune confusion ne sera k 

craindre. 
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Nous nous int~resserons s l~eialement  aux sous-groupes H de G qui 
sont abdliens finis de type  ( p , . . . ,  p ) ,  au t rement  dit  qui sont isomorphes 

Z~ ~ �9 �9 �9 ~- Z~,  p premier. Nous poserons la d~finition suivante : 

D6flnition. Le p-rang d 'un groupe de Lie compact G est le plus grand 
entier h tel que G contienne un  sous-groupe isomorphe d (Z~) h . 

Nous d~signerons le p-rang par  /~(G), ou simplement l~ si aucune 
confusion n 'est  h craindre, et nous ddsignerons le rang au sens usuel 
(dimension de T) par  l(G) ou I .  

Le p-rang d ' un  tore est ~gal ~ la dimension du tore quel que soit p ;  
comme l~(G) -~ l~(N) d'apr~s le th6or~me 1, et  que 

l~(T) ~< l,(2V) ~< l , (T)  + 1~(r 
on en conclut : 

l ~ l~(G) ~ l ~- 1~(r (6.1) 

Les indgalit~s 6.1 mont ren t  no t ammen t  que l~(G) est fini. Lorsque 
G est connexe on a l e  rdsultat  plus prdcis suivant  : 

Proposition 6. Si G est un groupe de Lie compact connexe, on a 1 ~ l~ ~ 21, 
1 ~ 1 ~  ~ 3 l / 2  si p =/= 2 , et 1-~ l~ si p ne divise pas l'ordre du groupe 
q~(G) . 

G dtant  connexe, on sait [5] que r ol~re fid~lement sur l'algbbre de 
Lie du tore maximal  T. Tout  sous-groupe de r isomorphe ~ (Z~) a admet  
donc une reprdsentation lin~aire rdelle fid~le de dimension I. I1 s 'ensuit  
comme on salt que h ~ l  si p ~ - 2  et que h ~ I / 2  si p r  ceci 
signifie que l ~ ( r  l e t  que / ~ ( r  1/2 si p =~ 2; d 'aut re  par t  il 
est dvident que l~ (~) -~ 0 s i p  ne divise pas l 'ordre de r  Notre propo- 
sition est alors une consequence des in~galit~s 6.1. 

Exemples 

1. Groupe unitaire U (n) . Comme tou t  sous-groupe abdlien du groupe 
unitaire peut  ~tre mis sous forme diagonale, c'est-h-dire plongd dans un 
tore maximal,  on a l~ ~-- l ----- n pour tou t  nombre premier p.  

2. Groupe orthogonal unimodulaire S O ( n ) .  Ici on a I : In/2]  (nous 
notons [x] la partie enti~re du nombre x). D 'au t re  part ,  si H est un  
sous-groupe ab~lien de S O ( n ) ,  on sait qu 'on peut  d~composer l 'espace 
R" en somme directe de sous-espaces ~ deux dimensions (augment~e 
d 'un  sous-espaee ~ une dimension s i n  est impair) qui sont stables par 
H .  O n e n d d d u i t  que l ~ - - 2 n - -  1 -e t  que l ~ =  [n/2]----1 si p r  
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en pa r t i cu l i e r s i  n - - - - - 2 k ~  1 on a l - ~ k  et  l ~ - ~ 2 k ,  ce q u i m o n t r e  
que l'in~galit~ l~ ~ 2l ne peut  6tre am~lior~e en g~ndral. 

3. Groupe exceptionnel  G 2 . C'est le groupe des automorphismes  de 
l'alg~bre des octaves de Cayley, son rang est ~gal ~ 2 .  On peut  y d5finir 
un  sous-groupe isomorphe ~ Z2 ~- Z~ q- Z 2 comme suit : soit ( l ,  e~} , 
i ~Z 7 , une  base des octaves oh les syst~mes quaternioniens sont les 
tr iplets (e~, ei+l, ei+3) ; soit S~ la t ransformat ion  ddfinie par  S i ( I )  ~ 1 , 
S~(e~)-------e~ si ] : i ,  i q - 2 ,  i §  3, i J r  4 et S~(%)--~e~. s inon;  on 
vdrifie immddia tement  que S~ est un  au tomorphisme pour  tou t  i e Zv,  
et  que les sept t ransformat ions  S~ forment  avec l ' identit~ un groupe 
isomorphe ~ Z2 -k Z2 ~- Ze.  

On a done l~ (G2) ~ 3 , indgalit~ que nous re t rouverons  par  une  aut re  
voie au n ~ 8 ; nous verrons au n ~ 7 qu 'en  fait  12 (G2) ~ 3 .  

7. Relations du p-rang avee la torsion 

On sait que les nombres  de Bet t i  d ' un  groupe de Lie compact  connexe 
G sont compl~tement  ddtermin~s par  la connaissance du groupe de 
Weyl  ~b, consid~rd comme groupe d 'au tomorphismes  de l 'alg~bre de Lie 
d 'un  tore maximal  T de G 5) ; ils sont en part iculier  ~gaux pour  deux 
groupes G1 et  G 2 localement  isomorphes. Cependant ,  alors que G1 et  G 2 
ont  m6me homologie rdelle, ils se dis t inguent  en g5n~ral par  leurs coeffi- 
cients de torsion ; et  d ' au t re  par t  les normalisateurs  des tores max imaux  
de e 1 et G 2 sont en gdndral des extensions diffdrentes de �9 par  T. Ceci 
suggbre assez na ture l lement  que les propridtds de l 'extension de r par  T 
sont en quelque mani~re lides h la torsion. C'est dans ce sens que l 'on 
peut  interprdter  le th~orbme 2, car il met  en rappor t  la torsion avec le 
p-rang, not ion qui ddpend visiblement de l 'extension de r par  T .  

Th~or~me 2. Soie~t  G u n  groupe de L i e  compact connexe,  p u n  ~ombre 

premier.  S i  l~ (G) ~ 1 (G) , le groupe G a de la p-torsion. 
Raisonnant  par  l 'absurde,  nous supposerons G sans p-torsion et  nous 

ddmontrerons  qu 'on  a alors l~ ~ l .  
Soit B a un  espace classifiant pour  G e). D'apr~s [1], w 19 1'alg~bre 

de cohomologie modulo p H *  ( B  a, Z~) est une  alg~bre de polynomes ~ l 

gdn~rateurs de degrds P l , . . . ,  P l .  

a) Ce r6sultat est dt~ /t Cartan.Chevalley.Koszul-Weil ainsi qu'~ Leray. Voir ~ co 
sujet les articles de Cartan, Koezul et Leray du Colloque de Topologie de Bruxelles (1950), 
ainsi clue [1], Chap. VI. 

6) Pour tout ce qui concerne la notion d'espace classifiant, la notation Bq , voir [1], 
Chap. V. 
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Soit d ' au t re  pa r t  H un  sous-groupe de G isomorphe s (Zr)k; nous 
devons mont re r  que k <~ 1. Soit By un  espace classifiant pour  le groupe 
Zr ;  l 'algbbre H*(B~,  Zv) est bien connueT): si p = 2 c'est une algbbre 
de polynomes s un  gdndrateur de degr6 1 et si p ~ 2 c'est le produi t  
tensoriel d 'une  algbbre extdrieure ~ un  g6ndrateur de degrd 1 par  une 
algbbre de polynomes ~ u n  gdndrateur de degrd 2. On peut  prendre  pour  
espace classifiant B H pour  H le produi t  direct de k espaces homdomorphes 

B r ;  il s 'ensuit,  d'aprbs la formule de Kfinneth,  que H* (Bn,  Zv) est 
isomorphe au produi t  tensoriel de k algbbres isomorphes s H*  (B~, Z~) , 
donc est isomorphe au produi t  tensoriel d 'une  alg~bre de dimension finie 
par  une algbbre de polynomes s k gdndrateurs. L'indgalitd k ~< 1 que 
nous avons en vue est donc un  cas part iculier  de la proposit ion suivante : 

Proposit ion 7. Soient G un groupe de Lie compact connexe, H u n  8ous- 
groupe /erred de G (non ndcessairement connexe) et p un nombre premier. 
On suppose qua H* (B a, Z~) (resp. H* (B•, Zv)) est isomorphe au produit 
tensoriel d'une alg~bre de dimension finie par une alg~bre de polynomes it 
r gdndrateurs (rasp. it s gdndrateurs). On a alors l'indgalitd s <~ r . 

(Dans l 'applicat ion au thdorbme 2 on a s = k, r = l ,  et  on en tire bien 
k~<l). 

Avant  de donner  la ddmonstra t ion de la proposit ion 7, fixons quelques 
notat ions : 

H * ( B  a,Zv)  = L Q U, oh dim. L = a < d- c~, et oh U est une alg~bre 
de polynomes s r gdndrateurs de degrds P l , . . . ,  Pr ; 

H * ( B  H,Z~) ~-- M | V, oh dim. M =- b < + ~ ,  et  oh Ves t  une algbbre 
de polynomes s s gdndrateurs de degrds q l , . . . ,  q~ ; 

H* (G/H,  Zv) = P est une alg~bre de dimension finie (puisque G / H  est 
une varidtd compacte)  que nous ddsignerons par  e .  

Enfin, si A est une algbbre gradude par  des sous-espaces A~ de dimen- 
sion finie, on ddsignera par  A (t) la sdrie /ormelle de Poincarg de A :  

A (t) = Z~(dim.  A, )  �9 t ~ . 

D~montrons  ma in tenan t  la proposi t ion 7. D'apr~s [1], w 22, l 'espace 
B n peu t  ~tre fibrd de base Ba et  de fibre G / H .  Cette f ibration donne 
naissance ~ une suite spectrale dont  le second te rme est isomorphe h 
H * ( B  a,Z~) | H * ( G / H , Z ~ )  -~ L Q P Q U ,  et  dont  le t e rme final est 

r) Lorsque H est  un  groupe fini, la cohomologie de B H n ' e s t  au t re  que la eohomologie 
du groupe H ,  au sens de Hop/. Ici, nous  uti l isons la d6 te rmina t ion  de la cohomologie 
des groupes cycliques que l 'on  t rouvera  par  exemple  dons S. Eilenberg, Bull. Amer.  Math.  
Soc., 55 (1949), 3- -27 .  
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isomorphe s l 'alg~bre gradude associ~e ~ H*(BH,  Z ~ ) =  M Q V .  I1 
s 'ensuit  que l 'on a dim. (L | P | U)~ ~ dim. (M | V)n pour  tou t  n 
ce qui se t r adu i t  p a r :  

(L Q P | U) (t) = (M | V) (t) Jr R(t)  , (7.1) 

oh R(t) est une sdrie formelle s coefficients tous positifs. 
Expl ic i tons  7 .1 .  On a U(t) --~ I I  i=r~=l 1 / ( l - tp i )  , V(t) ~--//j=lJ=' 1/(1- tqi)  

d'ofi : 
L(t).  P(t) M(t) 

-//(1--tpi) / / (1-- tq j )  - -  R(t) (7-2) 

Le premier  membre  de 7.2 est une sdrie entibre qui converge pour  
I t I < 1 ; il en est donc de m6me du second membre,  et  R (t) peut  6tre 
considdrde comme une/onc t ion  de t, ddfinie pour  [ t I < 1 . Puisque tous 
les coefficients de la sdrie de Taylor  de R(t) sont positifs, on a R(t) ~ 0 
pour  0 ~ t <  1,  ce qui donne :  

L(t).  P(t) ~Tll(t) 
H ( l ~ t ~ )  ~ - ~ ( ~ t q j ) -  pour  0 < t < 1. (7.3) 

Posons t =  1 -  1 / N .  Lorsque N t e n d v e r s  + ~ ,  o n v o i t  tou t  de 
suite que le premier  membre  de 7.3 dquivaut  ~ a.c.  Nr/p~ . . .  p~, et  
que le second membre  dquivaut  ~ b. N"/q~ . . .  q~ . Pour  que le premier  
membre  reste sup~rieur au second lorsque N tend  vers + c~ il est donc 
ndcessaire que r ~ s ,  ce qui ddmontre  la proposition. De plus nous 
voyons que, si s = r ,  o n a :  

a. c. ql "'" qs ~ b. Pl "'" P~ �9 (7.4) 

Corollaire. Si H* (G, Z2) poss~de un syst~me simple de r gdndrateurs 
universellement transgressi/s (au sens de [1], w 19), on a les indgalitds 
l ~ 1 2 ~ r .  

D'aprSs [ 1 ], prop. 19 .2 ,  H*(Bo ,  Z2) e st une alg~bre de polynomes s r 
g~ndrateurs;  la proposi t ion 7 mont re  alors que 12 ~ r .  L'in~galitd 
l ~ 12 a dtd ddmontrde dans la proposi t ion 6. 

Remarques. 1. Si G ~- U(n),  Sp(n)  ou SO(n) , on a l'dgalit5 12 ~-- r ; 
mais cet te  dgalitd n 'es t  pas gdn5rale: on peut  mont re r  qu'elle est en 
ddfaut  pour  le groupe adjoint  de SO(6) . 

2. D'apr~s [2], le groupe exceptionnel  G 2 vdrifie les hypotheses  du corol- 
laire prdcddent avec r ~ 3 .  On a donc l~(G~) ~ 3 ,  d'oh, compte  t enu  
d u n  ~ 6, l~(G~) = 3 .  
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8. Sur le 2-rang des groupes exceptionnels 

Les cinq types  exceptionnels de groupes de Lie simples compacts sont 
not6s usuellement G2, F4, E6, ET, Es �9 Ces symboles d6signeront ~gale- 
ment  ici les reprdsentants simplement connexes de ces structures de 
groupes de Lie. Leurs eentres ont  respectivement 1, 1, 3, 2, 1 dl~ments 
(cf. [4]) et tous les automorphismes de G~, F4, ET, E s sont intdrieurs 
(cf. [3], ainsi que F.  Gantmacher,  Rec. Math. Moscou N.S . ,  5, 1939, 
p. 101-- 144). 

Lemme. Soient  g une alg~bre de L ie  de groupe semi - s imple  compact  et 
i une  sous-alg~bre abdlienne m a x i m a l e  de g.  I l  existe u n  au tomorph isme  
a de g, d'ordre deux ,  et dont la restriction, g~ t e s t  donnde par  a (t) ~ - -  t ,  
t e t  8) . 

Soient gv ~ g | C l'alg~bre de Lie complexe d6duite de g par pas- 
sage du rdel au complexe, et  iv ~ t | C .  D'apr~s H. Weyl  [7], on peut  
t rouver  une base hi . . . . .  h~, %, e/~ . . . .  de go, oh h i �9 t c ,  et  oh ~, /3 . . . .  
sont des formes lingaires sur iv (les racines de 9c), qui vdrifient les pro- 
pri6t6s suivantes : 

o~ va 0 ; si  r162 est une  racine, - -  o~ est auss i  une  racine. (8.1) 

[h, er = o , (h) ,  e~ pour  tout  h �9 t o .  (S. 2) 

[%,, e~] = 0 si o~ q- fl n 'est  pa8 une racine. (8.3) 

[eo,, e~] = N ~  �9 %+~ ai o~ + fl eat une racine.  (8.4) 

N~r : N~,~ = N_~,,-t3.  (8.5) 

Les  dldmenta de la [orme Z a ~ .  h i -+- Zb~, .  ea , O4 a i eat imaginaire  Far 

et o4 b_~ = b~ , ]orment une  sous-alg~bre de Lie  (rdelle) 90 de gc i somorphe 
a g .  (8.6)  

Comme les sous-alg~bres abdliennes maximales de g sont conjugu~es par 
les automorphismes de g (cf. [7] par  exemple), on peut  donc supposer 
qu'il  existe un  isomorphisme r : g -~ go qui applique i sur go n ic �9 

Soit main tenan t  ~0 la t ransformat ion  lindaire de gc ddfinie par : 

~o (h) ----- -- h si h � 9  ~o(%)----e_~. 

En  uti l isant  8.1 et 8.5 on volt  que ~ respecte les relations 8.2, 8.3 et 
8 .4 ;  ~0 est donc un  automorphiame de gv;  en outre ~o est stable par yJ. 
En  posant  a ~ ~-Xo ~0 o ~0 on obtient  alors l 'automorphisme de g 
cherch& 

8) Co r6su l t a t  es t  u n  cas  par t icul ier  d ' u n  r6su l t a t  c lass ique;  pour  6ire comple t s ,  nous  en  
rappelons la d 6 m o n s t r a t i o n .  
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Corol la i re .  Soit G u n  groupe de Lie semi-simple compact de rang 1 et de 
centre rdduit d {e). Si  tows les automorphismes de G sent intdrieurs, G con- 
tient un sous-groupe isomorphe ~ (Z2) 1+1 . 

S o i e n t  g e t  f les a lg~bres  de  L ie  de  G e t  d ' u n  t o r e  m a x i m a l  T de  G ;  

l ' a u t o m o r p h i s m e  a d u  l e m m e  p r d c ~ d e n t  d~f ini t  u n  a u t o m o r p h i s m e  de  G,  

l a i s s a n t  s t a b l e  T ,  qui  v~rifie a (x) ~ x -1 p o u r  t o u t  x e T .  V u  les h y p o -  

theses  f a i t e s  s u r G ,  on  a a ( x ) - - - - g ,  x .  g - ~ ,  a v e c  g e G ,  e t  g2___e .  

L ' d l ~ m e n t  g c o m m u t e  d o n c  avec  les d ldmen t s  d ' o r d r e  2 de  T,  e t  e n g e n d r e  

a v e c  e u x  u n  s o u s - g r o u p e  i s o m o r p h e  k (Z2) z+l . 

P r o p o s i t i o n  8. Les groupes G2, F4, A d .  E 7 et Es ont un  2-rang stricte- 
ment plus grand que leur rang. I ls  poss~dent done de la 2-torsion. 

(On a no t~  Ad .  G le groupe ad]oint de  G,  q u o t i e n t  de  G p a r  son  cen t re ) .  

C e t t e  p r o p o s i t i o n  r~su l te  i m m 6 d i a t e m e n t  d u  co ro l l a i r e  p r ~ c d d e n t  e t  

des  r ~ s u l t a t s  r a p p e l d s  a u  d ~ b u t  de  ce numdro .  

R e m a r q u e s .  

1. L ' e x i s t e n c e  de  la  2 - t o r s i o n  n ' e s t  n o u v e l l e  que  p o u r  E s .  E l l e  es t  

e n  effet  t r i v i a l e  p o u r  Ad .  E 7 ,,~ E7/Z  2 , e t  la  c o h o m o l o g i e  m o d u l o  2 de  

G 2 e t  de  F 4 a d~j~ ~t~ d ~ t e r m i n d e  p a r  l ' u n  de  nous  [ 2 ] .  

2. L a  p r o p o s i t i o n  8 m o n t r e  ~ n o u v e a u  que  12(G2) ~ 3 .  
3. E l l e  m o n t r e  ~ g a l e m e n t  que  12(F4) ~ 5 .  Mai s  il  r~su l t e  de  [2] e t  d u  

co ro l l a i r e  k la  p r o p o s i t i o n  7 que  l ~ ( F ~ ) ~  5 .  O n  a done  f i n a l e m e n t  

12(F4) ~--- 5 .  
4. N o u s  ne  s e v e n s  p a s  si les g r o u p e s  E 6 e t  E 7 v~r i f ien t  la  p r o p o s i t i o n  8. 
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