
  Annals of Mathematics is collaborating with JSTOR to digitize, preserve and extend access to Annals of Mathematics.

http://www.jstor.org

Annals of Mathematics

Le Probleme des Groupes de Congruence Pour SL  2
Author(s): Jean-Pierre Serre 
Source:   Annals of Mathematics, Second Series, Vol. 92, No. 3 (Nov., 1970), pp. 489-527
Published by:  Annals of Mathematics
Stable URL:  http://www.jstor.org/stable/1970630
Accessed: 28-04-2015 18:19 UTC

Your use of the JSTOR archive indicates your acceptance of the Terms & Conditions of Use, available at 
 http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp

JSTOR is a not-for-profit service that helps scholars, researchers, and students discover, use, and build upon a wide range of content
in a trusted digital archive. We use information technology and tools to increase productivity and facilitate new forms of scholarship.
For more information about JSTOR, please contact support@jstor.org.

This content downloaded from 140.247.39.167 on Tue, 28 Apr 2015 18:19:02 UTC
All use subject to JSTOR Terms and Conditions

http://www.jstor.org
http://www.jstor.org/action/showPublisher?publisherCode=annals
http://www.jstor.org/stable/1970630
http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp
http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp


Le probleme des groupes de 
congruence pour SL2 

par JEAN-PIERRE SERRE 

Introduction 

Soit K un corps global, autrement dit un corps de nombres algebriques 
ou un corps de fonctions d'une variable sur un corps fini. Soit . l'ensemble 
des places de K, soit I le sous-ensemble de Y, forme des places archi- 
mediennes, et soit S une partie finie non vide de Y contenant 1. Soit A. 
l'anneau des S-entiers de K, i.e. l'ensemble des elements de K dont la valua- 
tion est > 0 en toute place de , - S. 

Le "probleme des groupes de congruence pour SL2" consiste a determiner 
si tout sous-groupe d'indice fini du groupe SL2(AS) est un groupe de S- 
congruence (cf. no 1.2) et, dans le cas contraire, a voir si le groupe C(G) qui 
mesure la deviation entre ces deux types de sous-groupes est ou non un 
groupe fini'. Comme on le verra, il y a lieu de distinguer deux cas: 

( i ) Le cas oui Card (S) > 2, i.e. ou' le groupe A* des elements inversibles 
de A, est infini. On peut alors montrer (c'est l'objet du ? 2) que la situation 
est la meme que pour le cas stable de SLn, n > 3, traite dans [4]. Autrement 
dit, le probleme des groupes de congruence admet une re'ponse affirmative si 
l'une au moins des places de S est archimedienne reelle, ou ultrametrique; si 
toutes les places de S sont archimediennes complexes, le groupe deviation 
C(G) est isomorphe au groupe des racines de l'unite contenues dans K, et 
c'est un groupe cyclique fini (le probleme a donc une reponse presque 
affirmative). 

(ii) Le cas oui Card (S) = 1, i.e. oui As est fini. Lorsque K est un corps 
de nombres, cela signifie que S = Y-, et que K est isomorphe a Q ou a un 
corps quadratique imaginaire. Le groupe C(G) est alors infini (autrement dit 
le probleme pose a une reponse essentiellement negative); c'est la un resultat 
bien connu lorsque K= Q (cf. Klein [13], ? 1, p. 63) et nous le demontrerons 
au ? 3 lorsque K est imaginaire quadratique, ou de caracteristique p. 

Les demonstrations du ? 2, relatives au cas Card (S) > 2, sont purement 
1 Bien entendu, un probleme analogue se pose pour tout groupe algebrique simple 

simplement connexe G. Vu les resultats recents de Kneser [14], on peut esperer que la 
reponse ne depend que de la somme s des rangs relatifs de G aux diverses places de S. 
De facon plus precise, est-il vrai que C(G) est fini si s ' 2, et infini si s = 1? 
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490 JEAN-PIERRE SERRE 

algebriques; elles combinent les idees de Mennicke (qui a traite le cas, 
propose par Ihara, ou' K = Q et S= {p, cxi) avec la theorie des reve"tements 
universels relatifs de C. Moore [16]. Par contre, les demonstrations du ? 3 
sont de nature topologique; elles utilisent "l'espace symetrique" correspondant 
au groupe SL2(K), oui K est le complete de K pour l'unique place appartenant 
a S. 

Des conversations avec H. Bass et A. Borel m'ont ete tres utiles; je les 
en remercie vivement. 

? 1. Preliminaires 

1.1. Notations. 
On note As, ou simplement A, l'ensemble des x e K tels que v(x) > 0 pour 

tout v e Z - S. C'est un anneau de Dedekind; ses ideaux maximaux corres- 
pondent bijectivement aux elements de Z - S. 

Le groupe A* des elements inversibles de A est note U. Son sous-groupe 
de torsion est le groupe pa des racines de l'unite contenues dans K; il est 
cyclique fini. Si s = Card (S), on a U = a x Z3-1 ("theoreme des unites"); en 
particulier, U est fini si et seulement si s = 1. 

On pose G SL2(K), FA =SL2(A) et 

E12(x) = (0 ) si xe K, h(x) - ( -) si xeK* . 

1.2. Sous-groupes de S-congruence et sous-groupes S-arithmetiques. 
Soit q un ideal # 0 de A. Le quotient A/q est fini. L'homomorphisme 

SL2(A) - SL2 (A/q) induit par A - A/q est surjectif ([2], cor. 5.2); son noyau 
rq s'appelle le groupe de S-congruence difini par q; c'est un sous-groupe 
d'indice fini de FA 

Un sous-groupe H de G est dit S-arithme'tique s'il est commensurable a 
rA, i.e. si FA n H est d'indice fini dans FA et dans H; si en outre H contient 
1'un des Fq (pour un ideal q # 0 convenable), on dit que H est un groupe de 
S-congruence. Si S est reduit 'a Y, on dit "congruence" et "arithmetique" 
au lieu de "S-congruence" et "S-arithmetique". 

Lorsque K est un corps de nombres, ou lorsque Card (S) > 2, tout sous- 
groupe S-arithmetique de G est de type fini2; en effet, il suffit de le verifier 
pour FA lui-meme, ce qui a ete fait par O'Meara ([17], th. 24.8). Lorsque K 

2 On peut se demander si un tel groupe est de presentation finie, i.e. est definissable 
par un nombre fini de relations. C'est vrai lorsque K est un corps de nombres, d'apres 
Behr [5]. J'ignore ce qu'il en est lorsque K est un corps de fonctions, meme pour un 
groupe aussi simple que SL2(Fp[T, T-1]). 
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GROUPES DE CONGRUENCE 491 

est un corps de fonctions, et que Card (S) = 1, on peut par contre montrer 
(cf. no 3.2) que les sous-groupes S-arithmetiques ne sont pas de type fini. 

1.3. Les groupes G, G et C(G). 
Notons Sf (resp. T,) l'unique topologie sur G qui soit compatible avec la 

structure de groupe de G et admette comme base de voisinages de 1 l'ensemble 
des sous-groupes S-arithmetiques (resp. de S-congruence) de G (cf. [4], [16], 
[20]). Le groupe IA est ouvert dans G pour T (resp. Ta); de plus, les struc- 
tures uniformes droite et gauche definies par ST (resp. TS) sur IA coincident. 
On en conclut aussitot (cf. Bourbaki, Top. Gen., III, ? 3, no 4, th. 1) que G 
admet un complete G (resp. G) pour T (resp. Ta). Soit w la projection canonique 
G G et soit C(G) son noyau. On a des suites exactes 

{1} C(QG) - >G )O )Il} 
{1} C(G) 

> 
rA )-l{1 

ou ]A (resp. PA) designe le complete de FA pour SY (resp. T). On a 

rA = lim. FA/Fq et rA = lim. FAIN, 

ou q parcourt l'ensemble des ideaux # 0 de A et N l'ensemble des sous- 
groupes d'indice fini de ]A. En particulier, "Al TA et C(G) sont des groupes 
profinis, et l'on voit que C(G) mesure la "deviation" existant entre sous- 
groupes S-arithmetiques et sous-groupes de S-congruence. 

1.4. Les sous-groupes Eq. 
Soit q un ideal # 0 de A; on note E12(q) le sous-groupe de ]A forme des 

E12(x), pour x e q; on note Eq le plus petit sous-groupe distingue de rA con- 
tenant E12(q). II est clair que l'on a Eq c Fq; l'un des buts du ? 2 est de voir 
dans quel cas cette inclusion est une egalite. 

PROPOSITION 1. Supposons que K soit un corps de nombres, ou que 
Card (S) > 2. Soit N un sous-groupe d'indice fini de rA. Il existe alors un 
ideal q # 0 de A tel que Eq c N. 

Quitte a remplacer N par l'intersection de ses conjugues, on peut supposer 
que N est distingue' dans rA; il suffit alors de prouver l'existence d'un ideal 
q # 0 tel que E12(q) c N. Distinguons deux cas: 

(a) K est un corps de nombres. Si n = (WA: N), on peut prendre q = nA. 
(b) K est un corps de fonctions sur un corps fini de caracteristique p et 

Card (S) > 2. L'ensemble U' des u e U tels que h(u) e N est un sous-groupe 
d'indice fini de U. L'hypothese faite sur Card (S) entraine que U' contient 
un element u d'ordre infini. D'autre part, soit ii l'ensemble des x e A tels 
que E12(x) e N. Le quotient A/r est fini. De plus, u est stable par x ux: 
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492 JEAN-PIERRE SERRE 

cela resulte de la formule 

h(u)E12(x)h(u)-' = E12(u2x) 

Si B = F [u2] est le sous-anneau de A engendre par u2, il s'ensuit que n est 
un sous-B-module de A, et A/r est un B-module. Mais A/n est fini et B est 
infini (sinon l'ordre de u serait fini); il existe done un element t # 0 de B tel 
que t.(A/r) = 0, i.e. tel que tA c rt. L'ideal q = tA repond alors a la question. 

COROLLAIRE. Tout sous-groupe S-arithme'tique de G contient l'un des Eq. 
C'est clair. 

Remarque. Dans le cas "exceptionnel" ou' K est un corps de fonctions et 
Card (S) = 1, on peut montrer (en utilisant les resultats du no 3.2) qu'il existe 
des sous-groupes d'indice fini de FA qui ne contiennent aucun Eq. 

? 2. Le cas Card (S) > 2 

Dans ce paragraphe, on suppose que S a au moins deux e'le'ments, autre- 
ment dit que U est infini. 

2.1. Sous-groupes 2 normalisateur arithme'tique. 

PROPOSITION 2. Soit X un sous-groupe de G, non contenu dans {?1}, 
et normnalise' par un sous-groupe S-arithrne'tique N de G. Alors X contient 
un groupe Eq. 

D'apres le cor. a la prop. 1, il existe un ideal q' # 0 de A tel que Eq, c N; 
de plus, l'ensemble U' des elements u e U tels que h(u) e N est un sous- 
groupe d'indice fini de U. 

D'autre part, X contient un element (a b) tel que ac # 0. En effet, 
sinon, l'adherence de X pour la topologie de Zariski serait un sous-groupe 
algebrique H de SL2 distinct de SL2. Le groupe H serait normalise par N, 
donc aussi par l'adherence de N pour la topologie de Zariski, adherence 
qui est egale a SL2 comme on le voit aussitot (elle contient les deux sous- 

groupes unipotents (1 j) et (1 0) qui engendrent SL2); le groupe H serait 
donc distingue dans SL2, donc contenu dans {?1}, ce qui est absurde. 

Choisissons alors un element x = (a b) de X, avec ac # 0. Quitte a 
remplacer l'ideal q' par un ideal plus petit, on peut supposer que a-'cq' est 
contenu dans A. Soit u un element de U' d'ordre infini. Puisque A/a-'cq' 
est fini, il existe un entier n> 1 tel que u2n-1 (mod a-'cq'). Ecrivons a(z~ -1) 

sous la forme ct, avec t e q', et posons 
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GROUPES DE CONGRUENCE 493 

On a 
x'eX et c'-c, a'=act =u2na. 

Comme h(um) e N, on a x" e X si 1'on pose: 

Ia U 2nb 
X= h(u$)xh(u-1s) (a -2 b) 

Soit y = x''x". On a y e X, et 

/ f-2n e 
Y ( o ) , avec e e K. 

Si z e q', on a y-'E12(z)yE12(- z) e X. Or un tel element s'ecrit E12(r), avec 
r =(u4 - 1)z. II s'ensuit que X contient le sous-groupe E12(q), avec q = 

- 1)q'. 
Ce qui prdecede s'applique aussi aux conjugue's yXy-' de X par les 616- 

ments de IA, conjugues qui sont en nombre fini puisque (IA: Nn FA) est fini. 
On peut done choisir l'iddeal q de telle sorte que l'on ait 

E12(q) C YX^r' pour tout y e IA . 

Le groupe X contient alors tous les y-1E12(q)y, done il contient Eq, cqfd. 

2.2. Une proprie'te' de commutation. 
Posons rn = Card (pe); c'est le nombre des racines de 1'unite contenues 

dans K. 
Soit q un ideal b 0 de A. On pose Cq = rq/Eq; le groupe Cq s'identifie a 

un sous-groupe de FA/Eq* 

PROPOSITION 3. Soit u un element de U. L'image de h(u)m dans F/Eq 
commute aux elernents de Cqe 

La demonstration suit de pres celle donnee par Mennicke [15] pour K= Q 
et S = {cx, p}. Elle utilise les trois lemmes suivants: 

LEMME 1. Soient x = (a b) et x' = (a' ) deux e'le'ments de IqF 

(i) Sia =a'etb-=b'(modaq), onax_ x'mod.Eq. 
(ii) Si b b'et a _ a' (mod bq), on a x x' mod. Eq. 

Dans le cas (i), il existe t e q tel que b b' + ta. En multipliant x' a 
droite par (l t) on obtient x" (,a bd,) et x" _ x' mod. Eq. Le produit 
x"x- est de la forme ( f), et, comme il appartient a Pq, on a f 1, 

e e q. Si w = d , on a waer d lw-e cas (i ) ) e E. et x" x 
mod. E0, ce qui de'montre notre assertion dans le cas (i). 
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494 JEAN-PIERRE SERRE 

Dans le cas (ii), on a a = a' + tb, avec t e q. En multipliant x' a droite 

par (1 1), on est ramene au cas a' = a, b' = b, traite dans (i). 

LEMME 2. Soient x (a b) un element de Iq, et n un entier tels que 

u2n a 1 (mod aA). Les e'le'ments h(u)n et x commutent modulo E. 

On a en effet 
(' b') 

h(u)'nxh(u)-In = c ' 

avec a' a, b' = u2nb, et le lemme 1, (i), montre que cette matrice est 
congrue a x mod. Eq. 

Pour tout element non nul a de A, notons U(a) le groupe multiplicatif 
des elements inversibles de l'anneau A/aA; c'est un groupe fini. 

LEMME 3. Soit 1 un nombre premier, et soit le la plus grande puissance 
de 1 divisant m = Card (,). Soit aO e A et soit x un ideal non nul de A tel 
que aO soit inversible modulo i. Il existe alors a e A, avec a- aO (mod x), tel 
que U(a) ne contienne pas d'e'le'ment d'ordre multiple de le+1. 

Pour la demonstration, voir no 2.3 ci-apres. 
Demontrons maintenant la proposition 3. Soit d e Cq. Utilisant le lemme 1, 

on peut choisir un representant x - (ao b) de e tel que ao # 0, bo # 0. 
Comme A/aoA est fini, le lemme 2 montre qu'il existe un entier n > 1 tel que 
h(u)n commute a x0 mod. Eq. Soit N le plus petit entier > 1 jouissant de 
cette propriete. Il nous faut voir que N divise m. Supposons que ce ne soit 
pas le cas. Il existerait alors un nombre premier 1 tel que le+' divise N, les 
notations etant celles du lemme 3. Ce dernier lemme, applique a 1 = boq, 
montre qu'il existe a aO (mod boq) tel que U(a) ne contienne aucun element 
d'ordre divisible par le+,. Mais on verifie immediatement (cf. [4], lemme 5.3) 
qu'il existe c, d e A tels que la matrice x = a b ) appartienne a Fq. D'apres 
le lemme 1, (ii), x est un representant de d mod. Eq. Soit m, l'ordre de l'image 
de u2 dans U(a). D'apres le lemme 2, h(u)-i commute a x mod. Eq; done N 
divise mi, et a fortiori le+' divise mi. Ceci contredit l'hypothese faite sur 
U(a), d'ou la proposition. 

2.3. Demonstration du lemme 3. 
Nous le deduirons du suivant: 

LEMME 4. Soit aO e A et soit x un ide'al non nul de A tel que aO soit 
inversible (mod x). Soit L/K une extension abelienne Jinie de K, distincte de 
K, et soit P l'ensemble des places v e - S qui sont non ramifiees dans L et 
ne se decomposent pas comple'tement dans L. Soit P' une partie finie de P. 
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GROUPES DE CONGRUENCE 495 

II existe alors a e A verifiant les conditions suivantes: 
(1) a- a (mod x). 
(2) L'ideal aA est produit d'ideaux premiers distincts, appartenant 

tous 2 P - P'. 
(Ici, et dans toute la suite, on identifie une place v e - S a l'ideal 

premier correspondant de A.) 
Soit H, le groupe des classes d'ideaux mod x (rappelons que deux ideaux 

fractionnaires de K relativement a A, premiers 'a , sont dits equivalents 
mod x si leur quotient est de la forme XA, avec X congru multiplicativement 
a 1 mod r). D'apres le theoreme d'existence de la theorie du corps de classes, 
il existe une extension abelienne finie K, de K telle que l'application de 
reciprocite d'Artin donne un isomorphisme de H, sur le groupe de Galois 
Gal (K/K). [Pour tout ce qui concerne la theorie du corps de classes, voir 
[1], [8] ou [25].] Soit L, l'extension composee L * K,. Choisissons dans Gal (L,/K) 
un element a, dont l'image dans H, = Gal (Kr/K) soit la classe de a,. On 
peut trouver des elements ac e Gal (L,/K), i = 1 ou i = 1, 2, ayant les deux 
proprietes suivantes: 

(1') II = a0. 
(2') Pour tout i, l'image de ac dans Gal (LIK) est # 1. 
En effet, si l'image de a0 dans Gal (LIK) est # 1, on prend un seul aj, a 

savoir a0 luimeme. Si l'image de a0 est 1, on prend pour a1 n'importe quel 
element de Gal (L,/K) dont l'image dans Gal (L/K) est # 1 (un tel element 
existe puisque L est distinct de K), et on prend pour a,2 l'element a0a'1. 

Appliquons maintenant le theoreme de densite de Cebotarev (cf. [25], 
p. 289) a l'extension LT/K. On en deduit que, pour chaque i, il existe une 
infinite de places vi dont l'element de Frobenius est ac; on peut donc choisir 
les vi de telle sorte qu'elles soient distinctes, et n'appartiennent pas a SU P'. 
De plus, comme l'element de Frobenius de vi dans Gal (LIK) est # 1, on a 
ve P pour tout i. Enfin, la propriete (1') entraine que l'ideal II vi est 
equivalent (mod x) a l'ideal principal aA; il existe donc X -1 (mod x) tel que 

a0A = X fI V . 

L'element a = X-'a0 repond alors a la question. 

Fin de la demonstration du lemme 3. 
Le cas ou' 1 est egal a la caracteristique de K est trivial. Ce cas ecarte, 

soit z une racine primitive 1e+1-eme de l'unite (dans une cloture separable de 
K), et soit L - K(z). L'extension LIK est abelienne, finie, et non triviale 
(sinon, on aurait z e K, contrairement a la definition de e). Soit v e - S; si 
la caracteristique residuelle p, de v est # 1, on sait que v se decompose com- 
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496 JEAN-PIERRE SERRE 

pletement dans L si et seulement si le corps residuel A/v de v contient 
une racine primitive le?1-eme de l'unite; si l'on pose Nv = Card (A/v), cela 
signifie que Nv _ 1 (mod le+,). En appliquant le lemme 4, on voit done qu'il 
existe a e A verifiant a- a (mod r) tel que l'ideal aA soit un produit de vi 
distincts, avec Nvi i 1 (mod le+,). Mais l'anneau A/aA est isomorphe au 
produit des corps A/vi; son groupe multiplicatif ne contient done pas d'element 
d'ordre multiple de le+,, cqfd. 

2.4. Le groupe C. 
Si q et q' sont deux ideaux # 0 de A, avec q' c q, les inclusions FqW Fq 

et Eq, Eq definissent un homomorphisme de Cq/ Fq /Eq dans Cq Fq/Eq; 
cet homomorphisme est surjectif (cf. [4], lemme 2.3). 

Lorsque q varie, les Cq forment un systeme projectif. On pose: 
C = lim. Cq . 

Les homomorphismes C Cq sont surjectifs; cela resulte de la surjectivite 
des homomorphismes de transition Cq, Cq et du fait que l'ensemble des 
ideaux de A est denombrable. 

Le groupe FA opere par automorphismes interieurs sur les Cq; il opere 
donc aussi sur C. En fait, cette action se prolonge emb une action de G tout 
entier. Cela va resulter du lemme suivant: 

LEMME 5. Soient q un ideal non nul de A, et g un element de G. II 
existe un ideal non nul q' de A tel que gfqg-l contienne Fq, et que gEqg-' 
contienne Eq,. 

L'existence d'un ideal non nul q' tel que gFqg-1 gD Fq est triviale; si les 
coefficients de g appartiennent a x-1A, oui x est un element non nul de A, on 
peut prendre q= x2q, comme on le voit aussitot. D'autre part, gEqg-' est 
normalise par gfqg-1, donc aussi par IqF; d'apres la prop. 2, cela entraine 
l'existence d'un ideal non nul q' tel que gEqg- D Eq,. L'ideal q' =q qn q repond 
alors a la question. 

Nous pouvons maintenant definir l'action de G sur C. Soit g e G et soit 
q un ideal non nul. D'apres le lemme ci-dessus, applique a g-1, il existe un 
ideal non nul q' tel que l'on ait 

gEq-w'cEq et gq1g'-cFq. 
L'application x v-> gxg-1 definit donc, par passage au quotient, un homo- 
morphisme Cq, Cq. Par composition avec la projection canonique C Cqly 
on en deduit un homomorphisme ig q de C dans Cq qui ne depend pas du choix 
de q'. Si q1 c q2, le compose de ig q avec la projection Cq% Cq2 est igq2; les 
igq definissent donc un homomorphisme de C dans lim. Cq, i.e. un endo- 
morphisme ig de C. On verifie sans difficulte que i1 est l'identite et que 
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GROUPES DE CONGRUENCE 497 

i9192 = 1gl1%92. 
Les ig definissent done bien une loi d'operation du groupe G 

sur le groupe C, et il est clair que cette loi prolonge celle de IA sur C. 
[ Variante. Le lemme 5 montre qu'il existe sur G une topologie compatible 

avec la structure de groupe de G et admettant comme base de voisinages de 
1 la famille des Eq* Si GE est le complete de G pour cette topologie, le noyau 
de GE G s'identifie a C = lim. Cq et l'action de G sur C decrite ci-dessus 
n 'est autre que l'action naturelle du sous-groupe G de GE sur C, par auto- 
morphismes interieurs.] 

PROPOSITION 4. L'action de G sur C est triviale. 

Soit H le sous-groupe distingue de G forme des elements qui agissent 
trivialement sur C. D'apres la prop. 2, H contient les elements de la forme 
h(u)m, avec ' e U et nt = Card (,). Comme Card (S) ? 2, cela montre que H 
est infini. Mais les seuls sous-groupes distingues de G= SL2(K) sont {1}, 
{?1} et G. On a donc H= G, ce qui demontre la proposition. 

COROLLAIRE 1. Si q est un ideal # 0 de A, le groupe Cq est contenu dans 
le centre de FA/Eq. 

(En d'autres termes, on a la formule (IA, Fq) c Eq.) En effet, la prop- 
osition montre que IA opere trivialement sur C, donc aussi sur Cq qui en est 
un quotient. 

COROLLAIRE 2. Les groupes Cq sont des groupes abeliens de type fini. 

Le fait que les Cq soient abeliens resulte du cor. 1; qu'ils soient de type 
fini resulte de ce que Fq est de type fini, cf. no 1.2. 

2.5. Expression de C(G) en termes des Cq. 
Revenons aux completes G, G. P, rPA definis au no 1.3. On a 

A = limr. FAIN, 

oui N parcourt l'ensemble eT des sous-groupes d'indice fini de rA. Si N G XT, la 
prop. 1 montre qu'il existe un ideal q # 0 tel que E q c N. On en conclut que 

rA = limr. (FA/Eq) I 

ou (FA/Eq)A designe le complete de FA/Eq pour la topologie des sous-groupes 
d'indice fini. Comme Cq = Fq/Eq est un sous-groupe d'indice fini de FA/Eq, 
son complete CQ pour la topologie des sous-groupes d'indice fini s'identifie a 
l'adherence de Cq dans (FA/Eq)A et l'on a la suite exacte 

{1} Cq (FA/Eq) -FA/Fq {1} 

En passant a la limite projective (ce qui est loisible, puisque les groupes en 
question sont compacts), on obtient la suite exacte 
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{1} lim. C- lim. (FA/Eq)A lim. (FA/Fq) {1} 

ou encore: 
{1} lim. Cq -4 r{ 

En comparant a la suite exacte 

{1}-l C(G) rA PA {1}, 

on voit que l'on a demontre: 

PROPOSITION 5. Le groupe C(G) peut e^tre identifie 2 la limite projective 
lim. Cq des comple'te's des groupes Cq. 

On va en deduire: 

COROLLAIRE. Le groupe C(G) est contenu dans le centre du groupe G. 

Il faut prouver que les elements de G et de lim. Cq commutent. Comme 
G est dense dans G et lim. Cq dense dans lim. Cq, il suffit de prouver que, si 
g e G et x e lim. Cq, on a gxg-' = x. Or, on verifie aussitot que gxg-' = iJ.)y 
les notations etant celles du no 2.4. La formule gxg-' = x resulte alors de la 
prop. 4. 
Remarque. Au lieu d'utiliser la prop. 4, on peut se contenter d'utiliser 
la prop. 3; celle-ci montre en effet que les elements de FA de la forme h(u)n, 
avec u e U et m -Card (,), centralisent C(G) = lim. Cq; comme le seul sous- 
groupe distingue de G contenant ces elements est G lui-meme, on en deduit 
que C(G) est centralise par G, done aussi par G. 

2.6. Uttlisation de la the'orie de C. Moore. 
Puisque C(G) est contenu dans le centre de G, on peut appliquer le 

th. 13.1 de [16] (voir aussi [4], chap. IV, ? 15), et l'on obtient: 

THEOREME 1. Le groupe G est le reve^tement universel de G relativement 
2 G (au sens de C. Moore [16]); le groupe C(G) est isomorphe au groupe 
fondamental relatif w1(G, G). 

Nous dirons que S est totalement imaginaire si toutes les places v G S 
sont archimediennes complexes. Cela equivaut a dire que K est un corps de 
nombres totalement imaginaire et que S est egal a l'ensemble ? de ses 
places archimediennes (noter que le degre de ce corps est > 4, puisqu'on a 
Card (S) > 2). 

THkORPtME 2. (a) Le groupe C(G) est un groupe cyclique fini, isomorphe 
2 pa si S est totalement imaginaire, et reduit 2 I'e'lement neutre sinon. 

(b) Les groupes Cq sont cycliques finis d'ordre divisant m = Card (,); 
ils sont re'duits 2 {1} si S n'est pas totalement imaginaire. 
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(c) Le groupe C est isomorphe 2 C(G). 

L'assertion (a) resulte de la determination du groupe fondamental relatif 
sr(G, G) faite par C. Moore ([16], th. 12.3). D'autre part, puisque Cq est 
isomorphe a un quotient de C(G), c'est aussi un groupe cyclique fini. Mais Cq 
est un groupe abelien de type fini (cor. 2 a la prop. 4); si son complete est un 
groupe fini, c'est qu'il est lui-meme un groupe fini, et 1'on a Cq = Cq, d'ou 

(b) et (c). 

COROLLAIRE 1. Pour qu'un sous-groupe de FA soit d'indice fini, il faut 
et il suffit qu'il contienne un Eq. 

La necessite resulte de la prop. 1; la suffisance resulte de ce que Eq est 
d'indice fini dans rA, puisque Cq = rqEq est fini. 

COROLLAIRE 2. Soit N un sous-groupe d'indice fini de rA, et soit N1 le 
plus petit sous-groupe de S-congruence contenant N. Alors N est distingue' 
dans N1 et le quotient N1/N est cyclique d'ordre un diviseur de m. 

On peut choisir un ideal q non nul tel que Eq c N et rq c N1. Si x e N, 
y e rq, on a yxy-x-' C Eq (cf. cor. 1 a la prop. 4), done yxy'1 appartient a 
N. Ainsi, N est normalise par rq. Le groupe N~rq est un groupe de con- 
gruence contenant N et contenu dans N1; il est done egal a N1. Cela montre 
que N est distingue dans N, et que N1/N est isomorphe a un quotient de rq/Eq, 
done est cyclique d'ordre un diviseur de m. 

COROLLAIRE 3. Si S n'est pas totalement imaginaire, on a rq = Eq pour 
tout q; tout sous-groupe S-arithmetique de G est un groupe de S-congruence. 

La premiere assertion traduit le fait que Cq = {1}; la seconde resulte de 
la premiere. 

Exemple. Le cor. 3 s'applique notamment lorsque K est un corps de 
fonctions, ou lorsque S contient une place non-archimidienne (par exemple, 
lorsque K= Q et S = {, p1, ..., Pk}, k > 1, les pi etant des nombres premiers). 
Remarque. Le cas oui K = Q peut aussi se traiter sans utiliser la theorie 
de Moore, comme dans [3]: 1'extension centrale (**) donne la suite exacte de 
cohomologie suivante (il s'agit de cohomologie de groupes profinis, a coefficients 
dans le groupe discret Q/Z): 

H'(PA) H'(f'A) H'(C(G)) H2(TP) 

Or le groupe TA est isomorphe a fl' SL2(Z,). Comme la cohomologie de 

SL2(Z,) est connue (cf. [3], no 3), on en deduit que H2(PA) = 0 et que H'(PA) 

est cyclique d'ordre 12, 4, 3, ou 1 suivant que l'on a 2, 3 ? S, ou 3 e S 2 i S 
ou 2 e S 3 i S ou 2, 3 e S. D'autre part, le groupe HI(FA) est isomorphe a 
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Hom (1A, Q/Z) et ce dernier groupe n'est pas difficile a determiner (on peut, 
par exemple, proceder par recurrence sur k, en utilisant la structure de rA 
comme somme amalgamee, cf. Ihara [12] ou [22], chap. II, no 1.4). On trouve 
ainsi que H'(FA) a meme ordre que H'(FA); d'ou' H'(C(G)) = 0 et C(G) = {1}; la 
trivialite des Cq en resulte, comme on l'a vu ci-dessus. 

Lor'sque k= 1, cette methode est essentiellement equivalente a celle 
utilisee par Mennicke [15]. 

COROLLAIRE 4. Supposons S totalemnent imaginaire, et q divisible par 
m' = m jlp.m pl/(V-l). Alors (Fq: Eq) = m; l'homomorphisme de Kubota (cf. 

(4], ? 6) (c d) v- (b/a)m definit par passage au quotient un isomorphisme de 
Fq/Eq sur p. (On note (b/a)m le symbole de reste de m-ieme puissance.) 

On sait en effet (cf. [4], th. 6.1) que l'homomorphisme de Kubota 

Fq/Eq -p 

est surjectif. Comme Fq/Eq est d'ordre un diviseur de m, c'est donc un iso- 
morphisme. 
Remarques (sur le cas totalement imaginaire). 

(1) Si q est divisible par i', le cor. 4 montre que Eq est egal a l'ensemble 

des matrices (a b) de Fq telles que (b/a)m = 1. 
(2) Pour tout ideal non nul q de A, on a defini dans [4], th. 3.6, un certain 

diviseur r(q) de m, et montre que le groupe "stable" Cq(n), relatif a SLn, 
,n > 3, est cyclique d'ordre r(q). Comme Cq Cq(f) est surjectif, il s'ensuit 
que l'ordre de Cq est multiple de r(q). En fait, H. Bass m'a communique une 
demonstration du fait que l'ordre de Cq est e'gal a r(q), autrement dit que 
Cq Cq (n) est toujours un isomorphisme. En particulier, Cq est reduit a {1} 
pour q = A: le groupe FA est engendre par les conjugues des E12(x), x c A. 

II serait interessant d'etendre ce resultat de Bass (resp. les resultats de 

[4]) au cas d'un groupe SL(A), oui A est un A-module projectif de rang 2 (resp. 
de rang n > 3), cf. O'Meara [17]; on definit alors les Eq au moyen d'une 
decomposition de A en somme directe de modules de rang 1, ou, ce qui revient 
au meme, au moyen du choix d'un sous-groupe radiciel de SL2 (resp. de SLn); 
il est d'ailleurs probable que Eq ne depend pas d'un tel choix. 

THtORERME 3. Soit N un sous-groupe S-arithmetique de G. Tout sous- 
groupe distingue de N est contenu dans {+1} ou est d'indice fini dans N. 

Soit X un sous-groupe distingue de N non contenu dans { ? 1}. D'apres la 

prop. 2, X contient un Eq et d'apres le cor. 1 au th. 2 Eq est d'indice fini dans 

VA; comme (N: rA n N) est fini, on en deduit bien que X est d'indice fini dans N. 

COROLLAIRE. Le quotient Nab de N par son groupe derive (N, N) est fini. 
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En effet, il est clair que (N, N) n'est pas contenu dans {?1}. 

2.7. Application: representations line'aires des groupes S-arithme'tiques. 
Soit N un sous-groupe S-arithmetique de G, soit k un corps commutatif, 

et soit p: N - GLn(k) une representation lineaire de N sur k. 

THEOREfME 4. Si les caracteristiques de k et K sont diffirentes, I'image 
de N par p est finie. 

Quitte a agrandir k, on peut le supposer algebriquement clos. D'apres 
la prop. 1, il existe un ideal q / 0 de A tel que Eq soit contenu dans N; d'autre 
part, l'ensemble U' des u e U tels que h(u) c N est un sous-groupe d'indice 
fini de U. Soit B le sous-groupe de N engendre par E12(q) et h(U'); c'est un 
groupe resoluble. Le groupe p(B) est un sous-groupe resoluble de GLn(k); 
soit H son adherence pour la topologie de Zariski, et soit H? la composante 
neutre de H. Quitte a remplacer p par une representation equivalente, on 
peut supposer que les elements de H' sont triangulaires (cela resulte du 
theoreme de Lie-Kolchin, puisque H' est resoluble et connexe). Soit X 
1'ensemble des x c q tels que p(E12(x)) c H' et soit U1 l'ensemble des u c U tels 
que p(h(u)) c H'; le groupe X (resp. U) est d'indice fini dans A (resp. dans 
U). Soit u c U1 tel que u2 / 1 (on peut, par exemble, prendre u d'ordre 
infini). Les elements p(E12(y)), avec y c (u2 - 1)X, appartiennent au groupe 
derive' de H', et sont done des matrices triangulaires unipotentes (leurs 
coefficients diagonaux sont egaux a 1). Distinguons alors deux cas: 

(a) K est de caracteristique p, et k de caracteristique / p. Les elements 
E12(y) sont alors d'ordre p si y / 0, et d'autre part aucune matrice unipotente 
de GLn(k) n'est d'ordre p. On en conclut que les E12(y), avec y c (u2 - 1)X, 
appartiennent au noyau Z de p. Le groupe Z n'est donc pas contenu dans 
{?1}, et le theoreme 3 montre que (N: Z) est fini. 

(b) K est de caracteristique 0 et k de caracteristique p. Toute matrice 
unipotente z de GLn(k) verifie alors la relation zp' = 1. On en conclut que 
le noyau de p contient les elements de la forme E12(y), avec y c pn-1(u2 - 1)X, 
et on conclut comme precedemment. 

Supposons maintenant que les corps K et k soient tous deux de carac- 
te'ristique zero (j'ignore ce qui se passe quand tous deux sont de caracteristique 
p). Soit H = RKIQ(SL2IK) le groupe algebrique sur Q deduit de SL2/K par 
l'operation RKIQ de restriction des scalaires de K a Q (au sens de Weil [241, 
? 1.3); le groupe H(Q) des points rationnels de H s'identifie a G = SL2(K). 
Si f: HnIk GLIk est un homomorphisme de k-groupes algebriques, la 
restriction de f a N est une representation lineaire de N; une telle representa- 
tion sera dite alge'brique. 
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THEORkME 5. Si K et k sont de caracteristique zero, il existe un sous- 
groupe N1 de N, d'indice fini, tel que la restriction de p 2 N1 soit algebrique. 

On en deduit, comme dans [4], ? 16: 

COROLLAIRE 1. La representation p est semi-simple. 

COROLLAIRE 2. Si V est un k[N]-module de rang fini sur k, le groupe 
de cohomologie H1(N, V) est re'duit 2 0. 

(Lorsque F'action de N sur V est triviale, la nullite de H'(N, V) equivaut 
a la finitude de N/(N, N), qui a deja ete demontree; lorsqu'on prend pour V 
la representation adjointe de N, la nullite de H'(N, V) entraine que N est 
rigide.) 
Remarque. Quitte a remplacer N1 par 1'intersection de ses conjugues, on 
peut supposer qu'il est distingue' dans N. Supposons que ce soit le cas, et 
ecrivons les p(n), n c N, sous la forme u(n)f (n), ou' f est algebrique et coincide 
avec p sur N1. Si n Net n1cN1, on a: 

u(n)f (n) - p(n)f (n)-lf(n1) = p(n)f (n-n1n)f (n)-1 
= p(n)p(n-1njn)f(n)-1 = p(nl)p(n)f(n)-1 

f(nl)u(n) 

ce qui montre que u(n) commute aux elements de f(N1). Mais N1 est dense 
dans H pour la topologie de Zariski. II s'ensuit que les u(n) commutent 'a 
f(H), et que u est un homomorphisme. Le couple (u, f) est done une rep- 
resentation du groupe N/N1 x H/k. On en tire en particulier: 

COROLLAIRE 3. Supposons k algebriquement clos, et soient ul, ... *, r 

les difftrents plongements de K dans k, avec r- [K: Q]. Si 1 ? i ? r, soit 
Vi la representation de degre 2 de SL2(K) donnee par ,. Toute representa- 
tion simple de N est isomorphe a une representation de la forme 

W 0 Symmi( V1) 0 ... 0 Symmr( VT) 

ou W est mtne representation simple de N a noyau d'indice fini, et o0u les mr 
sont des entiers ? 0. 

(Cela resulte de ce qui precede, combine avec le fait que toute representa- 
tion simple de SL2 est une puissance symetrique de la representation fonda- 
mentale.) 

Le corollaire precedent entraine: 

COROLLAIRE 4. Soit x c N. Les valeurs propres de p(x) sont produits de 
racines de l'unite et de conjugue'es des valeurs propres de x. 

Demonstration du theore'me 5. 
Elle comporte plusieurs etapes. 
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(i) Le cas k =Q. 
La demonstration donnee dans [4], ? 16 pour les groupes arithmetiques 

s'applique presque sans changement a N; il est inutile de la reproduire. (Le 
point essentiel etait la finitude de C(G), et celle-ci a ete demontree plus haut.) 
II y a toutefois une precaution a prendre: le nombre premier p utilise dans la 
demonstration doit etre distinct des caracteristiques residuelles de S. 

(ii) Le cas oui k est alge'brique sur Q. 
Comme N est de type fini, les coefficients des p(x), x c N, appartiennent 

a un sous-corps de k de degre fini sur Q. On peut done supposer que [k: Q] 
est fini. Soit d = [k: Q]. Le choix d'une base de k permet d'identifier le 
groupe RkIQ(GLnk) au commutant dans GLnd du tore T = Rk/Q(Gm/k) defini 
par k. D'apres (i), applique a rnd, il existe un sous-groupe N1 d'indice fini de 
N tel que la restriction de p a N1 se prolonge en un homomorphisme de 
Q-groupes algebriques 

fl: H GLnd. 

Comme N1 est dense dans H pour la topologie de Zariski, l'image de f1 com- 
mute a T. On peut donc interpreter f1 comme un homomorphisme de H dans 
le groupe Rk/Q(GLn/k)I ou, ce qui revient au meme, comme un k-homo- 
morphisme de H/k dans GLn/k; d'oui le theoreme dans ce cas. 

(iii) Alge'bricite' des traces. 
Soit k une cloture algebrique de k, soit Q la fermeture algebrique de Q 

dans k, et soit k. = k n Q. Nous allons montrer que les e'le'ments Tr (p(x)), 
avec x e N, appartiennent 2 ko. 

Tout d'abord, puisque N est de type fini, il existe un sous-anneau A de 
k, de type fini sur Z (comme algebre), tel que p soit a valeurs dans GLn(A). 
Soit x e N tel que t = Tr (p(x)) ne soit pas dans ko. Le sous-anneau Z[t] de 
A est isomorphe a l'algebre des polynomes Z[T]. D'apres un resultat connu 
(cf. Bourbaki, Aig. Comm., chap. V, ? 3, cor. 3 au th. 1), il existe un polynome 
P / 0 de Z[T] jouissant de la propriete suivante: tout homomorphisme 
9: Z[t] _ Q tel que q(P(t)) / 0 est prolongeable en un homomorphisme de A 
dans Q. En d'autres termes, il existe un sous-ensemble fini I de Q tel que, 
pour tout a V I, il existe un homomorphisme qa: A - Q tel que q',(t) = a. En 
composant p avec l'homomorphisme de GLn(A) dans GLn(Q) donne par q, on 
obtient alors une representation pa: N-) GLn(Q) telle que Tr (P,(X)) = a. Soit 
d'autre part Ps l'ensemble des caracteristiques residuelles des places ultra- 
metriques appartenant a S, et soit w une place ultrame'trique de Q dont la 
caracteristique residuelle n'appartient pas a P. D'apres le cor. 4, applique 
a pa (ce qui est loisible, puisque le th. 5 est demontre pour Q), les valeurs 
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propres de pa(x) appartiennent a l'anneau local de w, i.e. sont w-entie'res. II 
en est done de meme de a = Tr (Pa(X)). Mais c'est absurde, puisque a peut 
etre choisi arbitrairement en dehors de l'ensemble fini I. Ainsi, Tr (p(x)) 
appartient bien a ko pour tout x c N. 

(iv) Le cas ou p est semi-simple et k alge'briquement clos. 
Avec les notations ci-dessus, on a ko = Q. Soit QA la sous-Q-algebre de 

k engendree par A. D'apres Bourbaki, loc. cit., il existe un homomorphisme 
0: QA +Q dont la restriction a Q est l'identite. En transformant p par 0, 
on obtient une representation p': N - GLn(Q) et, d'apres (iii), les representa- 
tions p et p' ont me'me trace. La representation p' est semi-simple, d'apres 
(ii); si l'on suppose qu'il en est de meme de p, on voit que p et p' sont e'qui- 
valentes. Comme le th. 5 s'applique a p', il s'applique aussi a p. 

(v) Le cas oui k est algebriquement clos. 
Vu ce qui precede, il suffit de prouver que toute representation de N sur 

k est semi-simple, ou encore que toute extension de deux representations 
simples V, et V2 est scindee. Mais les classes d'extensions de V1 par V2 corres- 
pondent bijectivement aux elements de H1(N, W), ou W = Hom (Vi, V2). 

D'apres (iv), V, et V2 proviennent par extension des scalaires de representa- 
tions V2 et V2? definies sur Q; si 1'on pose WI = Hom (V12, V12), on a donc W = 
k (0 W? (le produit tensoriel etant pris sur Q), d'oui H1(N, W) = k 0 H1(N, W?) 
puisque N est de type fini. Mais, d'apres (ii), toute representation lineaire 
de N sur Q est semi-simple; on a donc H1(N, W?) = 0, d'oui H1(N, W) = 0, 
ce qui demontre notre assertion. 

(vi) Cas general. 
Soit k une cloture algebrique de k. En appliquant (v), on voit qu'il existe 

un sous-groupe N1 de N, d'indice fini, tel que la restriction de p a N1 se pro- 
longe en un k-homomorphisme f de HIT dans GLn1k. Mais N1 est dense dans 
H pour la topologie de Zariski, et f(N1) est contenu dans GLn(k); on deduit 
de la que f est "defini sur k", i.e. provient par extension des scalaires d'un 
homomorphisme f: H/k GLnIk, cqfd. 
Remarque. Les memes arguments que ci-dessus permettent d'etendre le 
th. 16.2 de [4] au cas d'un corps de caracteristique zero quelconque. 

?3. Le cas Card (S) = 1. 

Dans ce paragraphe, on suppose que S est reduit a un seubl ebement. 
Lorsque K est de caracteristique p > 0, cela signifie que A est l'anneau 

de coordonnees d'une courbe affine obtenue en enlevant un point a une courbe 
projective lisse sur un corps fini k de caracteristique p; l'exemple le plus 
simple est K = k(T), A = k[T]. 
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Lorsque K est un corps de nombres algebriques, cela signifie que S = 2 
et Card (Y) = 1, autrement dit que A est l'anneau des entiers de K et que ce 
dernier est isomorphe, soit au corps Q des nombres rationnels, soit a un corps 
quadratique imaginaire Q(V -d), avec d e Z, d > 1. 

Dans ce qui suit, ces cas seront appeles respectivement le cas de carac- 
teristique p, le cas rationnel, et le cas quadratique imaginaire. 

3.1. Les groupes fab et le proble'me des groupes de congruence. 
Soit F un sous-groupe S-arithmetique de G. Nous supposerons3 dans tout 

ce qui suit que F est net au sens de [7], ? 17.1; cela equivaut a dire qu'aucun 
element de F n'admet comme valeur propre (dans une cloture algebrique de 
K) une racine de l'unite # 1. 

L'existence de tels sous-groupes est facile a prouver: pour le cas des 
corps de nombres, voir [7], ? 17.4; dans le cas des corps de fonctions, il suffit 
de prendre pour F un groupe de S-congruence Fq, avec q # A. 

THEfORtME 6. Dans le cas rationnel et dans le cas quadratique imagi- 
naire, ]ab est un groupe abe'lien infini, de type fini. 

Dans le cas de caracte'ristique p, fab est somme directe d'un groupe de 
type fini et d'un Fp-espace vectoriel de dimension 1A.. 

(Pour tout groupe H, on note Hab le quotient de H par son groupe derive 
(Hy H).) 

Le cas rationnel est bien connu. En effet, F est alors un sous-groupe 
sans torsion de SL2(R), commensurable a IF = SL2(Z), et le quotient SL2(R)/F 
n'est pas compact. En utilisant l'action de F sur le demi-plan de Poincare 
X = SL2(R)/S02(R), on en deduit que F est un groupe libre non abelien, de 
rang fini c > 2, et le groupe ]ab est isomorphe a Zc, donc infini. On peut 
donner la valeur de c: si Fr n IA est d'indice d dans F et d'indice e dans FA, 

on a c 1 + e/12d (utiliser le fait que la caracteristique d'Euler-Poincare de 
SL2(Z) est -1/12). 

Dans les deux autres cas, le theoreme se demontre en comparant 'ab a la 
somme directe des differentes classes de sous-groupes unipotents de IF, cf. 
no 3.2, th. 7. 

COROLLAIRE 1. Dans le cas de caracte'ristique p, aucun sous-groupe 
S-arithme'tique G n'est de type fini. 

Supposons en effet qu'un tel sous-groupe H soit de type fini. Comme 
3 I1 suffirait en fait de supposer que l'image IF de IF dans le groupe G' = G/{+1} est un 

groupe net. Lorsque K est de caracteristique 0 (resp. de caracteristique p > 0), cela 
signifie que I" est sans torsion (resp. sans p'-torsion, i.e. tout element de IF est d'ordre 
infini ou d'ordre une puissance de p). 
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H IF est d'indice fini dans H et dans F, le groupe F serait de type fini, et il 
en serait a fortiori de meme de pab, ce qui contredirait le theoreme 6. 

COROLLAIRE 2. Le noyau C(G) de G xG est infini. 
(Autrement dit, le probleme des groupes de congruence a une solution 

essentiellement negative.) 

Plagons-nous d'abord dans le cas rationnel ou imaginaire quadratique. 
Soit r (resp. F) l'adherence de F dans G (resp. dans G), et soit CQ = C(G) n p 
le noyau de P - r. Si C(G) etait fini, il en serait de meme de Cr et l'on 
pourrait appliquer le th. 16.2 de [4]; il en resulterait que H1(F, Z) serait fini; 
comme H'(F, Z) = Hom (]pb, Z), cela contredirait le theoreme 6. 

Dans le cas de caracteristique p, definissons r et r comme ci-dessus. Ce 
sont des groupes profinis. Comme la topologie des groupes de congruence 
admet une base denombrable de voisinages de l'element neutre, on voit que 
Card (F) est egal a c = 2"o. D'autre part, le theoreme 6 montre qu'il existe 
un homomorphisme surjectif s: IF - V, ou' V designe un Fp-espace vectoriel 
de dimension kA. Comme f est le complete de F pour la topologie des sous- 
groupes d'indice fini, on en deduit un homomorphisme surjectif s: r V. 
Mais on voit tout de suite que V n'est autre que le bidual V" de V, muni de la 
topologie de la convergence simple sur le dual V'. On a 

Card (V') = c et Card (V) = Card (V") = 2c , 

d'oui Card (rf) > 2c > c = Card (r). II en resulte que Cr est infini, et meme de 
cardinal > 2', d'oui le meme resultat pour C(G). 
Remarque. On a en fait: 

Card (C(G)) = c dans le cas rationnel ou imaginaire quadratique 
Card (C(G)) = 2c dans le cas de caracteristique p. 

3.2. Classes de sous-groupes unipotents. 
Soit V le K-espace vectoriel K2, et soit P = (V - {0})/K* la droite pro- 

jective correspondante. Le groupe G opere de fagon naturelle sur V et P. 

LEMME 6. Soit N un sous-groupe S-arithrentique de G. Le nombre hN 
des orbites de N dans P est fini; lorsque N= F, ce nombre est egal au 
nombre de classes h de l'anneau de Dedekind A. 

Rappelons brievement la demonstration de ce resultat bien connu. Comme 
N est commensurable 'a F, il suffit de prouver la derniere assertion. Soit A 
le reseau A2 de V, et soit D e P; le point D determine une droite de V, que l'on 
note encore D. Le A-module D n A est projectif de rang 1; soit c(D) son 
image dans le groupe c(A) des classes d'ideaux de A. Si y e FA, on a 
c(yID) = c(D); ainsi, D F-* c(D) definit par passage au quotient une application 
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c: P/PA c(A). En utilisant la structure des modules sur les anneaux de 
Dedekind (Bourbaki, Alg. Comm., chap. VII, ? 4, no 10), on montre que c est 
une bijection; on a done bien Card (P/PA) = h. 

Si D e P, notons BD (resp. UD) le sous-groupe de Borel (resp. le sous- 
groupe unipotent) de G defini par D, autrement dit l'ensemble des g G G tels 
que gD = D (resp. tels que gx = x pour tout x e D). 

LEMME 7. Soit D e P et soit N un sous-groupe S-arithme'tique de G. Le 
groupe UD n N est un sous-groupe distingue' d'indice fini du groupe BD f N; 
on a UD n N = BD N si N est net. 

Si g e BD, notons w(g) l'element de K* tel que gx =(g)x pour tout x e D; 
on a la suite exacte 

{1} - UD -BD-> K-{1} 

D'autre part, si y appartient a un sous-groupe S-arithmetique de G, les 
valeurs propres de r sont des elements entiers sur A. 

En particulier, si Y e BD f N, on a o( y) e A*, d'oui une suite exacte 

{1} - UD n N-> BD N-> A* . 

Comme Card (S) = 1, le groupe A* est Jini; on voit done bien que UD n N est 
d'indice fini dans BD n N. Si en outre N est net, on a (oy) = 1 pour tout 

D BD n 
N, puisque w('y) est une racine de l'unite; d'ou le fait que UD f N= 

BD n N dans ce cas. 

Revenons maintenant aux notations et hypotheses du n? 3.1, et soit P un 
sous-groupe S-arithmetique net de G. Choisissons des representants (Di), 
i e P/P, des elements de P/F; pour tout i, posons 

r*= UD n Pr= BD, nf , 

cf. lemme 7. Les Fi sont des groupes abeliens; notons U(P) leur somme 
directe llipl, Fi; a isomorphisme canonique pres, elle est independante du 
choix des representants Di. L'inclusion Pi - P definit un homomorphisme 
a*: pi ]lpab, d'ou, par somme directe, un homomorphisme 

a: U(P) > ]pab. 

THtORtME 7. (a) Dans le cas de caracte'ristique p, U(P) est un F,-espace 
vectoriel de dimension 8k, le noyau de a est fini, et son conoyau est de type fini. 

(b) Dans le cas quadratique imaginaire, U(P) est un groupe abe'lien 
libre de rang 2hz, et le noyau de a est de rang h,. 

(Rappelons que h, designe le nombre d'elements de P/P, cf. lemme 6.) 
Chacun des Fi est un sous-groupe S-arithmetique du groupe additif G,, 
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donc est isomorphe a un sous-groupe d'indice fini de A. Dans le cas (a), A est 
un Fp-espace vectoriel de dimension %A, et dans le cas (b), A est isomorphe 
a Z2. Comme le nombre de facteurs de U(L') est hr, on en deduit bien les 
assertions relatives a la structure de U(17). Celles relatives 'a a seront 
demontrees aux nos 3.3 et 3.4 ci-apres. 

Montrons que le theore'me 7 entraine le the'ore'me 6. C'est clair dans le 
cas quadratique imaginaire, puisque l'image de a est un sous-groupe de Iab 
de rang 2hr - hr > 1, donc a une infinite d'elements. Dans le cas de 
caracteristique p, le th. 7 montre que l'on a une suite exacte 

0 > FJ > pab >E - 0 

ou W est un FP-espace vectoriel de dimension 8k et E un groupe abelien de 
type fini. Soit e e Ext (E, W) la classe de cette extension. Comme E est de 
type fini, on peut decomposer W en W, x W2, avec W2 de dimension finie, de 
telle sorte que e appartienne a la composante Ext (E, W2) de Ext (E, W). Le 
groupe pab est donc isomorphe au produit direct de W1 par utn groupe E2 
extension de E par W2; comme E2 est de type fini, cela demontre bien le th. 6 
dans le cas considere. 
Remarque. Bien que ce soit inutile pour notre objet, signalons que, dans 
le cas rationnel, le groupe U(17) est libre de rang h, et l'on a une suite 
exacte 

0 - Z - U(r) a, ab Z2gr 0 

ou gr designe le genre de la surface de Riemann compactifiee de X/V (cf. 
demonstration du theoreme 6). Cela resulte de la structure bien connue du 
premier groupe d'homologie d'une surface compacte dont on a retire un 
nombre fini de points. 

3.3. Proprietes de a: U(F) r]ab (cas de caracteristique p). 
II s'agit de prouver que le noyau et le conoyau de a sont de type fini. 

Nous nous bornerons a indiquer les grandes lignes de la demonstration, 
renvoyant pour plus de details a [22], chap. II, ? 2. 

(a) L'arbre X. 
Soient v l'unique element de S, Q, l'anneau de valuation correspondant 

et 7w une uniformisante de O,. Un sous-O,-module L de V= K2 est appele un 
reseau s'il est libre de rang 2, auquel cas il engendre le K-espace vectoriel V. 
Deux reseaux L et L' sont dits equivalents s'il existe X e K* tel que XL = L'. 
Soit X l'ensemble des classes d'equivalence de reseaux de V. Deux elements 
x, x' de X sont dits voisins si l'on peut les representer par des reseaux L et 
L' tels que L D L' et que L/L' soit un O-module de longueur 1. La relation 
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de voisinage munit X d'une structure de graphe combinatoire; on vlerifie 
facilement que ce graphe est connexe, non vide, et ne contient pas de circuit, 
autrement dit que c'est un arbre (cf. [22], chap. II, no 1.1). Si K, dlesigne le 
complete de K pour v, le groupe PGL2(KV) opere de fagon naturelle sur X; 
les stabilisateurs des sommets de X sont les sous-groupes compacts maximaux 
de PGL2(KV). L'arbre X joue pour PGL2(KV) le role que joue le demi-plan de 
Poincare' pour PGL2(R)4. 

(b) Pointes. 
Soit d'abord Lo = (OV)2 le reseau standard de V= K2, et soit x0 le point 

correspondant de X. 
Soit D e P; comme au no 3.2, nous identifions D a une droite de V. Si m 

est un entier > 0, nous noterons L(m, D) le sous-reseau de L, engendre par 
7CmL0 et L, n D; soit x(m, D) son image dans X. On a x(0, D) = x. Pour D 
fixe, les x(m, D), m = 0, 1, *. , sont les sommets d'un "droit chemin" de X 
d'origine x0, i.e. forment un sous-graphe de la forme 

xoo 0 O O -.... 

Ce droit chemin PD est la pointe definie par D; a un nombre fini de sommets 
pres, elle ne depend pas du choix de l'origine x0. Si N est un entier > 0, nous 
noterons pD(N) le sous-graphe de PD forme des x(m, D) tels que m > N. 

(c) Action de F sur X. 
Soient V et Di(i e P/F) comme au no 3.2. Le groupe F oplere sur X. 

LEMME 8. II existe une partie finie F de X et un entier N > 0 tels que: 
(i) Les pointes tronque'es pD.(N), i e P/F, sont deux a' deux disjointes, 

et sont disjointes de F; la reunion de F et des pD,(N) est un syste'me de 
representants de X/Ir dans X. 

(ii) Si m > N et i e P/F, le stabilisateur Vr(m) de x(m, Di) dans V est 
contenu dans rF(m + 1) et opere transitivement sur l'ensemble des areztes de 
X d'origine x(m, Di) et d'extremite' distincte de x(m + 1, Di). 

(iii) Pour tout i e P/r, la reunion des rF(m) est egale 2 ri. 
Ce resultat est analogue a ceux de Borel relatifs aux domaines fondamen- 

taux des groupes arithmetiques (cf. [7]). Il est englobe dans les resultats bien 
plus generaux de G. Harder [11]. La demonstration qui en est donnee dans 
[22], chap. II, ? 2 consiste a se ramener d'abord au cas ou r = rA, et a inter- 
pr'ter les elements de X/r comme certaines classes de fibre's vectoriels de 
rang 2 sur la courbe projective definie par K; le lemme provient alors de ce 

4 Plus generalement, les immeubles de Bruhat-Tits constituent l'analogue ultrametrique 
des espaces riemanniens symetriques de la theorie archimedienne, cf. par exemple [211. 
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que presque tous ces fibres sont decomposes en sommes de deux fibres de 
rang 1. 

(d) Structure de X/V. 
Du fait que r est contenu dans SL2(K), aucun element de F ne transforme 

une arete de X en son opposee; cela permet de definir le graphe quotient X/F. 

LEMME 9. Il existe un sous-graphe Jini F' de X/F tel que le comple- 
mentaire de F' se decompose en somme disjointe de droits chemins Ai, images 
isomorphes des pointes tronque'es PDi(N + 1) avec i e P/F. 

Cela rlesulte du lemme 8 en prenant pour F' 1'image par X -X/F de la 
reunion de F et des x(N, Di), i e P/F. 

(e) Relations entre l'homologie de 17 et celle de X1I7. 
Soit M un F-module. Soit s un entier > 0, et soit x un sommet de X/I7; 

choisissons un representant x de x dans X, soit V(Y) son stabilisateur dans IF, 
et soit H8(F(Z) M) le groupe d'homologie correspondant; on voit tout de suite 
que ce groupe est independant du choix de x, a isomorphisme unique proes; 
notons le :JC8(x). On definit de meme XJC (y) lorsque y est une arlete de X/F, 
ainsi qu'un homomorphisme Cor: XCs(y) > JCs((x) lorsque x est une extremite 
de y. La famille 

Xs = {lJCs(x), XCs(y), Cor} 

constitue ce qu'il est naturel d'appeler un cofaisceau sur le graphe X/IT; les 
groupes d'homologie correspondants sont notes Hr(X/', XCs); ils sont nuls pour 
r > 2. 

LEMME 10. On a une suite exacte: 

0 -* Ho(X/, 1 C8) -> Hs(F, M) - H1(X/V, XCs-,) -*0. 

C'est un cas particulier de la suite spectrale associee a F'action de r sur 
X, compte tenu de ce que X est de dimension 1. On peut aussi en donner une 
demonstration directe en utilisant la suite exacte 

0 > C1 (X, M) - CO(X, M) >M >0 

des chaines de 1'arbre X a coefficients dans M. 
(f) Fin de la demonstration. 
Soit C la classe des groupes abeliens de type fini. Appliquons le lemme 

10 avec M= Z et s = 1, de sorte que H1(T, M) s'identifie 'a al. On obtient 
une suite exacte 

0 H0(X/I, 5X1) Fab H(X/I, sjCo) - 0. 

Lorsque l'on remplace X/IT par la somme disjointe des droits chemins Ai, 
les Hr(X/IT, XsC) ne changent pas, a un C-isomorphisme pres: cela resulte du 
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lemme 9. On peut donc (toujours a un C-isomorphisme pres) remplacer la 
suite exacte precedente par: 

0 - liep/Ir Ho(Ai, Xi1) F ]ab > lliep/r H1(Ai, Jo) - 0. 

Mais il est facile de calculer HO(A, iC1) et H1(Ai, :JC0). On trouve: 

Ho(A XC1) = lim. Fi(m) = F 

H1(A1, Xo) = H1(Ai, Z) = 0. 

On obtient done en definitive un C-isomorphisme de II r7 sur Pab, et il ne reste 
plus qu'a verifier que ce C-isomorphisme est induit par l'homomorphisme a 
du no 3.2, ce qui ne presente pas de difficulte. 
Remarque 

La demonstration ci-dessus donne d'autres renseignements sur les 
HJ(F, M) et en particulier sur rab. Elle montre par exemple que le rang du 
groupe Coker (a) est egal au premier nombre de Betti du graphe X/r, i.e. 
au "nombre de circuits" de X/r. D'autre part, si M est fini d'ordre 
premier a p, le groupe Hl(r, M) est fini, et les H8(r, M) sont nuls pour s > 2. 
Exemple 

Soit k un corps fini a q elements. Prenons A= k[T], de sorte que 
K= k(T) et que v est la valuation "a l'infini", i.e. 

v(a) =-deg (a) pour tout a # 0 de A. 
Si l'on prend pour r le groupe rA = SL2(k[T]), le graphe X/r est un droit 
chemin, isomorphe a la pointe PD relative a la droite D = K x {0} de V; cela 
se demontre, soit directement (cf. [22], chap. II, no 1.6), soit en utilisant la 
classification des fibres vectoriels de base une droite projective, due a 
Grothendieck. Ce resultat est etroitement lie a la decomposition de rA comme 
somme amalgamee (cf. [18]): 

rA= SL2(k)*B(kB(k[T]), 

ou B designe le sous-groupe de Borel ( *) de SL2. 

Comme sous-groupe net, on peut prendre le groupe de congruence r defini 
par l'ideal premier (T) de A. On trouve alors ([22], loc. cit., exerc. 5) que 
X/r est reunion de q + 1 droits chemins d'origine commune, et que r est 
isomorphe au produit libre des r,, lesquels sont isomorphes a' A; en particulier, 
l'homomorphisme a: U(r) rab est un isomorphisme. 
3.4. Proprie'tes de a: U(r) rab (cas quadratique imaginaire). 

Nous supposons maintenant que K est un corps quadratique imaginaire 
Q(V-d_), avec d e Z, d > 1. Le groupe r est un sous-groupe discret du 
groupe de Lie Gc = SL2(C). Soit X Gc/SU2(C) l'espace riemannien symetrique 
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de Gc; les points de X correspondent bijectivement aux sous-groupes compacts 
maximaux de Gc; en tant qu'espace de Riemann, X est isomorphe a l'espace 
hyperbolique 2 trois dimensions. Comme r est sans torsion, il opere libre- 
ment sur X, de sorte que X/r est une variete de dimension 3, orientable, et 
non compacte. Nous noterons X, la compactijication canonique de X/r 
decrite par Borel [7], ? 17 (voir aussi l'Appendice ci-apres); c'est une varie'te' 
a bord compacte, dont l'interieur est egal 'a X/5. Son bord aX, est somme 
disjointe de tores E,, correspondant aux elements i de P/r (ce sont les 
"pointes" de X/r); si l'on note Ui le sous-groupe unipotent de Gc forme des 
g e Gc tels que gx = x pour tout x e Di, le tore E, est un espace homogene de Uj, 
de groupe d'isotropie i = r nF U, de sorte que E, est isomorphe a UF/r. (Noter 
que Ui est un espace vectoriel de dimension 1 sur C, de sorte que Uj/rF a une 
structure naturelle de courbe elliptique, admettant le corps K comme corps 
de multiplication complexe.) 

Puisque X est contractile, les groupes d'homologie Hj(r) du groupe r 
s'identifient aux groupes d'homologie H8(Xlr) de l'espace X/r; nous prenons 
ici comme groupe de coefficients le groupe Z, avec action triviale de r. Comme 
l'injection X/r X, est une equivalence d'homotopie, on peut identifier 
HS(Xlr) a H8(X,). On a en particulier 

rab = H1(r) = H(X/r) = Hi(XI). 

Pour la meme raison, on a H8(rF) = Hj(E), d'ou' 

U(r) = II, ri = II, Hl(ri) = II, H(Ej) = Hl(aXr,) 

Ces diverses identifications transforment l'homomorphisme 

a: U(r) r ab 

en un homomorphisme 

c: H (aXr) Hi H(XI_) 

la construction de X, donnee dans [7], loc. cit., montre que c est l'homo- 
morphisme induit par l'injection de aX, dans X,. Or nous voulons montrer 
que le rang de Ker (a) est egal a hr = 1/2 rg. U(r). Cela va resulter du 
lemme suivant, bien connu en theorie du cobordisme, applique a Y= X, 
et m= 1: 

LEMME 11. Soit Y une varie'te' d bord compacte et orientable, de dimen- 
sion impaire 2m, + 1. Le noyau de l'homomorphisme 

5 Le fait que XI/ soit 1'interieur d'une variet6 'a bord compacte est un cas particulier 
d'un theoreme de Raghunathan [19] valable pour tous les groupes arithmetiques. 
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c: Hm(a1Y) Hm(Y) 

induit par l'injection de aY dcns Y, a un rang egal 2 la moitie de celui de 
Hm(a1 Y). 

Rappelons la demonstration. Soient Hs( Y) et Hs(a Y) les groupes de 
cohomologie, a coefficients dans Q, de Y et de a Y; par dualite, il suffit de 
prouver que l'image de l'homomorphisme de restriction 

p: Hm(y) ) H-(a Y) 

est de rang egal a 1/2. rg. H-m(Y). Or, on a la suite exacte 

( ) ~~~H-(Y) P > H-(a Y) Hm+1(Yj y a 

La dualite des varietes a bord (resp. la dualite de Poincare) definit un accouple- 
ment (a,b)'-><a,b> entre Hm(Y) et Hm'+(Y,aY) (resp. entre Hm(aY) et 
Hm(a Y)). Si les orientations de Y et de a Y sont choisies de fagon coherente; 
les homomorphismes p et a sont transposes l'un de l'autre par rapport a ces 
accouplements, i.e. on a 

(**) <aa,b>=<a, pb> siae Hm(31Y), be Hm(Y); 

cela resulte simplement de la formule d(a. b) = d(a). b, valable lorsque b est 
un cocycle et a une cochaine quelconque. 

Puisque p est le transpose de a, Im (p) est l'orthogonal de Ker (a) dans 
Hm (aY). Mais la suite exacte (*) montre que Ker (a) = Im (p). On en con- 
clut que Im (p) est son propre orthogonal dans Hm (a Y), autrement dit est un 
sous-espace isotrope maximal de Hm (a Y), de rang egal a la moitie de celui 
de Hm(aY). Ceci acheve la demonstration du lemme 11, et, en meme temps, 
du theoreme 7. 
Remarque 

Si M est un r-module, les groupes HS(r, M) et Hs(r, M) s'identifient aux 
groupes d'homologie et de cohomologie correspondants de la variete Xr, a 
valeurs dans le systeme local defini par M. On en deduit que r est de dimen- 
sion cohomologique 2, et que les HS(r, M) et Hs(r, M) sont de type fini si M 
l'est; ces derniers resultats sont d'ailleurs des cas particuliers de ceux 
de'montres par Raghunathan [19] pour tous les groupes arithmetiques sans 
torsion (pour leur extension aux groupes S-arithmetiques, voir [21]). 

La caracteristique d'Euler-Poincare x(r) est egale a celle de Xr, done 
a la moitie de celle de aX, qui est nulle puisque aX, est somme disjointe de 
tores. Si l'on designe par b8 le s-ieme nombre de Btti de r, on a done: 
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0 = x(r) = 1 - b1 + b2 et b1 > hr 
Questions 

(1) Comment peut-on determiner Ker (a)? Le theoreme 7 dit que c'est un 
sous-groupe de rang hr de U(r) mais ne precise pas lequel. [On peut obtenir 
des renseignements supplementaires sur Ker (a) en utilisant les sous-groupes 
de r qui sont intersections de r avec les conjugues de SL2(Q); toutefois, j'ignore 
si les renseignements ainsi obtenus sont suffisants pour determiner Ker (a).] 

(2) Comment varie b1 avec r? Par exemple, si r est un groupe de 
congruence rq, quelle est la representation lineaire de rA/r = SL2(A/q) dans 
1'espace vectoriel rab 0& Q? Une question voisine est celle de F'action des 
operateurs de Hecke; si x e GL2(K), et si 1'on pose rx = r n x-irx, 1'operateur 
de Hecke Tx attache a x est 1'endomorphisme de fab defini par 

r b (r )abrb 

ou v est le transfert de r dans rx, et u est induit par 1'application y i- xYx-'. 
Que peut-on dire des valeurs propres des Tx, par exemple? Pour certains 
sous-groupes r, les resultats recents de Weil [26] laissent penser que les 
valeurs propres en question sont etroitement liees aux proprietes arithmetiques 
des courbes elliptiques difinies sur K; il serait tres interessant d'en avoir des 
exemples explicites. 

3.5. Complements sur le cas quadratique imaginaire. 
Nous n'avons donne au no precedent que le minimum necessaire pour 

demontrer le theoreme 7. La methode employee (comparaison entre 1'homo- 
logie de X, et celle de son bord) permet d'obtenir d'autres resultats, que nous 
allons indiquer. 

Soit r un sous-groupe arithmetique quelconque6 de G; choisissons comme 
au no 3.2 des representants Di des elements de P/r, et posons 

r= F 0 BDi 

On notera que 1'on a en general rF i F n UD.; le groupe rF peut meme etre 
non abelien, si K contient des racines de l'unite autres que +1. 

Soit k un corps de caracteristique zero et soit M un k[r]-module de rang 
fini sur k; les groupes de cohomologie Hg(F, M), Hs(rF, M) sont des k-espaces 
vectoriels de dimension finie. Posons 

6 On pourrait meme prendre pour F n'importe quel sous-groupe discret de Gc tel que 
GCIF soit de volume fini. En effet, Garland et Raghunathan [10] ont montre que ces con- 
ditions entrainent l'existence d'une compactification de X/F ayant toutes les proprietes 
utilisees plus haut. On notera que certains de ces groupes ne sont pas arithmetiques; 
Makarov, Vinberg et Mostow en ont donne des exemples. 
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U'(r, M) = IiH'(rj, M) 

et soit p: H'(F, M) U'(F, M) I'homomorphisme induit par les homomor- 
phismes de restriction pi: H'(r, M) - H'(rF, M). 

THEORkME 8. Supposons M muni d'une forme k-biline'aire non de'- 
generee invariante par r. On a alors 

rg. Im (p) = 1/2 rg. Ul(r, M) . 

Supposons d'abord que r soit net. Le F-module M definit alors un syste'me 
local de coefficients OT sur la variete a bord X,; ce systeme local est muni 
d'une forme bilineaire non degeneree, ce qui permet de l'identifier a son dual. 
On a ici encore 

u1(rq M) = H1(aXrq O0R) et H1(r, M) = H1(Xrq OR). 

La dualite de Poincare definit sur H(aX,, OTR) une forme bilineaire non de- 
generee qui est alternee (resp. symetrique) si la forme donnee sur M est 
symetrique (resp. alternee). La formule (**) du no precedent est encore 
valable, et l'on en deduit comme dans la demonstration du lemme 11 que 
l'image de p: H'(Xg, OR) - Hl(aXq OR) est son propre orthogonal dans 
Hl(aXr, 9T), d'oui le resultat cherche. 

Passons au cas general. Choisissons un sous-groupe distingue r1 de r 
qui soit net et d'indice fini. Posons g F/r1. On sait que l'homomorphisme 
de restriction 

H3(rF M) - Hs(rF1 M) 
identifie le premier espace au sous-espace du second forme des elements in- 
variants par g. On a donc 

(a) Hl(F, M) = H?(g, H1(rF1 M)). 
Soit d'autre part MP l'ensemble des applications de P dans M, et faisons 

operer r sur MP par transport de structure, i.e. par 

(y f)(D) = yf(y-1D) si ye r, f e MP et D e P. 
Si l'on note P(i), i e P/F, les orbites de r dans P, le r-module MP est produit 
des r-modules MP('); de plus, le lemme de Shapiro montre que 

H8(r, MP(')) - H8(rF, M) 

On a donc 

H1(r, MP) = II, H1(r, MP(')) - II, H1(rF, M) = Ul(r, M) 

et l'homomorphisme p correspond simplement a l'injection diagonale de M 
dans MP. On en deduit, comme ci-dessus 

(b) U1(r, M) = H1(r, MP) = H?(g, H1(rF, MP)) = HO(g, U'(rF1 M)). 
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Si p, designe l'homomorphisme de restriction H'(rF, M) -_ u'(rF, M), il 
resulte de (a) et (b) que l'on a: 

(c) Im (p) = H?(g, Im (Pi)). 
Mais, d'apres ce qui a ete vu plus haut, Im (p,) est son propre orthogonal 

dans u'(rF, M) vis-a-vis d'une certaine forme bilineaire non degeneree B; le 
caractere canonique de B, joint au fait que g conserve l'orientation de Xr1, 
montre que B est invariante par g. Le th. 8 resulte alors du lemme ele- 
mentaire suivant: 

LEMME 12. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d'une 
forme biline'aire non de'ge'ne're'e B; soit F un sous-espace de E egal 2 son 
orthogonal dans E. Soit g un groupe fini operant line'airement sur E, 
laissant B invariante et laissant stable F. Alors la restriction de B 2 
H?(g, E) est non de'ge'ne're'e et H?(g, F) est son propre orthogonal dans H?(g, E); 
on a 

rg. H?(g, F) = 1/2 rg. H?(g, E) . 

La demonstration est immediate. 
Remarques 

(1) L'hypothese que k est de caracteristique 0 peut etre remplacee par 
celle que l'ordre de g est inversible dans k. 

(2) Soit M un k[r]-module de rang fini sur k, et soit M' son dual. On 
peut montrer que Hs(r, M') est dual de H2-s(r, MP/M); en d'autres termes, 
le r-module kP/k est un module dualisant pour r. 

(3) Posons rF = r n UDi et Fri/rF; l'homomorphisme a) du no 3.2 
identifie pi a un sous-groupe du groupe pa des racines de l'unite de K (cf. 
demonstration du lemme 7). On a 

H8(ri, M) = Ho(pi, H8(rF, M)), 

ce qui ramene la determination de u'(r, M) a celle des H'(F, M) et des 
actions correspondantes des pie. On verifie facilement que, si r est sans 
torsion, ou si K est distinct de Q(VZT) et de Q(V -3), on a pi c {?1} et 
pi opere trivialement sur rF+ (autrement dit ri est abelien). 

Donnons maintenant quelques applications du theoreme 8: 

COROLLAIRE 1. Si les ri sont sans torsion, on a 

rg. Im (P) = E, rg. HI(riq M) . 
Si rF est sans torsion, il est isomorphe a Z x Z et sa caracteristique 

d'Euler-Poincare est nulle. D'oui: 

rg. H'(rF, M) = rg. H0(riF M) + rg. H2(ri, M) . 
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Mais, puisque M est isomorphe a son dual, la dualite de Poincare montre que 
HO(ri, M) et H2(IFi M) ont meme rang. On a done 

rg. H'(ri, M) = 2 rg. H0(riF M), 

d'oui le corollaire, en vertu du theoreme 8. 

COROLLAIRE 2. Soit k = C, et soit Ad la representation adjointe de r 
dans l'alge'bre de Lie de G,. On a 

rg. H'(F, Ad) = rg. Im (p) = 1/2 E, rg. H'(Fi, Ad) . 

Si de plus les Fi sont sans torsion, on a rg. H(rF, Ad) = hr, avec hr - Card (P/r). 

D'apres Garland et Raghunathan ([1O], (8.2)), l'homomorphisme p est 
injectif. On a done rg. H'(r, Ad) = rg. Im (p), ce qui demontre la premiere 
egalite; la seconde resulte du th. 8 et la derniere du cor. 1, compte tenu de 
ce que rg. H0(ri, Ad) - 1 si ri est sans torsion (ou, plus generalement, si pi 
est contenu dans {?i}). 

COROLLAIRE 3. Soit a: Ii Fab Fab l'homnomorphisme induit par les 
injections FPi IF. Le rang du groupe Im (a) est e'gal au nombre d'ele'ments 
i e P/F tels que p c I{?1}; en particulier, il est egal a hr si F est sans 
torsion, ou si K est distinct de Q(V/-1) et de Q(V -3). 

(Lorsque r est net, on retrouve le theoreme 7.) 
On applique le th. 8 au module M= k, avec action triviale de r et l'on 

utilise le fait que H'(riF k) = Hom (Fib, k) est de rang 2 si pi est contenu dans 
{?1}, et de rang 0 sinon. 

3.6. Le groupe SL2(A)"b (cas quadratique imaginaire). 
On conserve les notations et hypotheses des nos 3.4 et 3.5; en particulier, 

on a K= Q(V -d), ou d est un entier > 1; on suppose d sans facteurs 
carres. On note c(A) le groupe des classes d'ideaux de A, et h son ordre. 
On pose 

F = FA= SL2(A) . 
On s'interesse a la structure du groupe Fab, et plus precisement, a la deter- 
mination du noyau de a: II rFP -Fab. Comme les cas d = 1 et d = 3 sont 
bien connus (cf. Cohn [9] et Swan [23]), et quelque peu differents des autres 
(cf. cor. 3 au th. 8), on les ecarte; on suppose done dans tout ce qui suit que 
K est distinct de Q(V-1) et de Q(V'-3). Cela entraine que chaque FI est 
produit de {?1} par rF- = F n UD. Nous poserons 

u = H~iep/r rt 9 

et tout revient a determiner le noyau de a: U Fab. 

Nous aurons besoin pour cela de quelques definitions preliminaires. 
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Structure de U. 
On a vu plus haut (no 3.2, demonstration du lemme 6) que les elements i 

de P/F correspondent bijectivement aux classes d'ide'aux de A. Plus preci- 
sement, soit c c c(A) une telle classe. I1 existe un sous-module E de rang 1 
de L = A2 qui est facteur direct dans L, et dont la classe (au sens de Bourbaki, 
Alg. Comm., chap. VII, ? 4, no 7) est egale a c. On lui associe le sous-groupe 
unipotent F+ de F forme des elements dont la restriction a E est l'identite. 
On a donc F+ = HomA(L/E, E). Mais d'autre part le produit exterieur 
(a, b) x > a A b definit un accouplement 

EOA LIE > A2(L) = A, 

d'oui un isomorphisme de E sur le module dual (LIE)-' de LIE. On obtient 
donc un isomorphisme canonique 

r+ = HomA(L/E,E) = (L/E)-'(E= E$E = E@2 . 

On observera en outre que, si E et F sont des A-modules projectifs de rang 1 
de meme classe c, il n'existe que deux isomorphismes p et -p de E sur F, 
et ces deux isomorphismes definissent le me me isomorphisme P2 de E?2 sur 
Fc2. Le module Ec2 associe a c est donc determine a isomorphisme unique 
pres; il est licite de le noter ccx2. On a ainsi: 

r- = c q2 et U - licec(A) 2 

Si l'on choisit des ideaux fractionnaires a(c) representant les differentes 
classes c, on peut identifier C(2 au carre a(C)2 de l'ideal a(c) et l'on a 

U Icec (A) 2(c)2 

Conjugaison cornplexe. 
L'application a - a definit, par transport de structure, des automor- 

phismes de r, rab, c(A) et U, que nous noterons par la meme lettre a. 

Action de a sur c(A) et sur U. 
Tout d'abord, si a est un ideal fractionnaire de K, le produit a.ad est 

l'ideal principal engendre par la norme N(a) de a; on en conclut que la classe 
de -a eSt l'iwv9rs3 de la classe de a, autrement dit que l'on a 

U(c) = c-, pour tout c ? c(A) 

Supposons que u(c) = c, i.e. que c2 = 1, et soit a un ideal de classe c. Puisque 
a et -a sont dans la meme classe, il existe X c K* tel que a = Xa. On a alors 
X=~ +?1, d'oui x =1 puisque Xx est > 0; le "theoreme 90" montre qu'il 
existe , c K* tel que X = w'f et l'ideal a' = ,-la verifie la relation a' = a'. 
Si r est le nombre d'elements c e c(A) tels que c2 = 1, on en conclut que l'on 
peut trouver des representants 
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t1. . . . Y arc b1 . . . 8 c1, ** *l c8 (r + 2s = h) 

des elements de c(A) tels que di = ai pour 1 < i < r et b5 = c; pour 1 < j < s. 
Le A-module U se decompose en U = V &3 WY avec 

V=I ai et W = 11j (V2 E3 c) . 

L'application a est un anti-automorphisme de U, donne par: 

U(x) = x si x c ac 
a(y, z) =(z, Si (y, z) cb V&c2 . 

Nous noterons UR, VR et WR 1'ensemble des elements de U, V et W invariants 
par a, et nous noterons UR l'ensemble des u + a(u), oui u parcourt U. On a: 

UR =VR& WR, UR' =2VR& WR 
et 

UR D UR D 2 UR . 

Les groupes UR, UR1q VR et WR sont des groupes abeliens libres de rang h, h, 
r et 2s respectivement. Leur relation avec le noyau de a est donnee par le 
theoreme suivant: 

THtORtME 9. Le noyau N de l'homomorphismne a: U - SL2(A)ab ve'rifie 
les inclusions 6UR cz N c UR. 

(En particulier, N est compris entre U,, et 12 UR, autrement dit N coin- 
cide avec UR a un groupe d'exposant 12 pres.) 

COROLLAIRE 1. Soit x un produit d'elements unipotents de SL2(A), et 
soit x = u(x) son image par la conjugaison complexe. L'e'le'ment (x. X)6 

appartient au groupe de'rive' de SL2(A). 

Cela exprime le fait que 6 UR est contenu dans N. 

COROLLAIRE 2. Soit u c U. Pour que a(U) soit un element de torsion de 

SL2(A)ab, il faut et il suffit que u appartienne 2 UR. 

Si U c UR, on a 2ui UR et le theoreme montre que a(u)2= 1. D'autre 
part, si u n'appartient pas a UR, il en est de meme de nu pour tout n ? 1, et 
le theoreme montre que ao(u) est d'ordre infini. 

(En particulier, si a c A n'appartient pas a Z, l'image de (1 1) dans 
SL2(A)ab est d'ordre infini, comme l'avait observe Swan ([23], no 17) dans 
divers cas particuliers.) 

Demonstration du the'oreme 9. 
Observons d'abord que l'inclusion Nc UR est une consequence de l'inclu- 

sion 6 UR C N. En effet, supposons que l'on ait 6 UR C N et qu'il existe un 
element u c N non contenu dans UR; le sous-groupe de N engendre par 6 UR' 
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et u serait alors de rang h + 1, ce qui contredirait le cor. 3 au th. 8. 
Reste a prouver que 6 UR' est contenu dans N. Cela va resulter de la 

proposition suivante, qui sera demontree au no 3.7: 

PROPOSITION 6. Soit q un ideal fractionnaire de K et soit H(q) le sous- 

groupe de SL2(K) forme' des matrices (c b) telles que a e A, b e q, c e q-' et 
d c A. Soient t c q et t' = T/N(q); on a t' c q-'. Posons 

Xt= 0 1) et yt = (-t' 1 

L'e'lement (xt yt)' appartient alors au groupe derive' de H(q). 

(Le groupe H(q) est un sous-groupe arithmetique de G; c'est le stabilisateur 
du reseau m 0 rn, oui m et nt sont deux ideaux tels que m r = q; c'est un 
groupe de meme genre que SL2(A). Lorsque la classe de q est un carre, H(q) 
et SL2(A) sont isomorphes; c'est le cas que nous allons utiliser.) 

Montrons comment la proposition precedente entraine l'inclusion 6 UR' Ci N. 
Soit c e c(A) et soit u r+. Il faut prouver que l'image de 6(u + u(u)) dans 
SL2(A)ab est triviale. Soit a un ideal appartenant a la classe c; si l'on identifie 
r+ a a2 comme on l'a explique plus haut, u correspond a un certain element t 
de a2 et u(u) correspond a l'element T de r+F 

- (dj; mais, puisque a-'=N(a)-'.ai 
est dans la meme classe que a, on peut aussi identifier r,+() a a-2 et cela trans- 
forme u(u) en 1'element t' = N(a)-2 t de a-2. On va maintenant expliciter des 
elements unipotents de SL2(A) dont les classes de conjugaison sont u et a(u). 
Choisissons un isomorphisme 

0: L - a&a' 

qui soit de determinant 1, autrement dit tel que sa puissance exterieure 
seconde 

A20: A = A2L -A2(a ) a-') = a & a-' = A 

soit l'identite. Le groupe SL(a 0 a-') s'identifie de fagon evidente au groupe 
H(q) de la prop. 6, avec q = a2. En particulier, l'element t de a2 definit un 
element unipotent xt - (1 t) de SL(a ?fl a-') et O-lx, est un representant 
de u. De meme, si l'on choisit un isomorphisme 

0': L - a* cv' a 

de determinant 1, l'element 0'`Q 1 t)O' est un representant de u(u). Mais on 

peut prendre pour 0' le compose de 0 et de l'isomorphisme 

W:da'n le sg "(ym - X) 

de a E) a-' sur a-' E) a (noter le signe "moins" qui est ne'cessaire pour que, 
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det (w) = 1). On a alors 

of-1Q1 t)Of = 0- w-(1 1 t)Wo = 0-1( 1 ?) 

Avec les notations de la prop. 6, ce qui precede montre que O-1xO est un 
representant de u et 0-1yt0 un representant de u(u). D'oui le resultat cherche 
puisque (xtyt)6 appartient au groupe derive de H(q). 
Remarques 

(1) En utilisant une variante de la prop. 6, on peut demontrer le resultat 
suivant, plus precis que le cor. 2: si u e UR, il existe des elements xi de SL2(A), 
d'ordre 3 ou d'ordre 4, tels que a(u) soit egal a l'image du produit des xi 
dans SL2(A)ab. 

(2) Signalons quelques resultats, obtenables par une methode analogue 
a celle suivie ci-dessus, et qui precisent un peu l'inclusion 12 UR c N: 

si d 1 (mod 3), on a 4VR c N 
si d 2 (mod 4) ,, 6 VRc N 
si d 3 (mod 8) ,, 3 VRc N. 

En particulier, si d -19 (mod 24), on a VR c N, et l'element (1 1) appartient 
au groupe derive de SL2(A). Ainsi, pour d = 19, 43, 67, 163, oUi h = 1, on a 
N= UR = VR et l'image de U dans SL2(A)ab est un groupe cyclique infini, 
engendre par l'image de (0 1 ), ou cs = (1 + V:-d)/2. 

Par contre, si d -15, 23 (mod 24), l'image de (j 1) dans SL2(A)ab est 
d'ordre 12. Cela se voit en utilisant le fait que SL2(Z/4Z) x SL2(Z/3Z) est 
quotient de SL2(A) par un groupe de congruence convenable. 

(3) Pour un certain nombre de valeurs de d, on dispose de resultats 
beaucoup plus precis que le th. 9. En effet, Bianchi ([6], voir aussi [27]) a 

determine un domaine fondamental de r = SL2(A)7 dans 1'espace hyperbolique; 
pour certaines valeurs de d, on peut en deduire une presentation de r par 
generateurs et relations, d'oui a fortiori la structure de fab (et non pas seule- 
ment, comme ici, de la partie de rab engendree par les elements unipotents). 
Une methode voisine a ete utilisee recemment par Swan [23], qui donne un 
procede general permettant de determiner une presentation de r, et explicite 
le resultat pour d = 2, 5, 6, 7, 11, 15, 19 (ainsi que pour d = 1 et 3, que 
nous avons convenu d'exclure). D'autres valeurs de d ont ete traitees par 
Mennicke (non publie), en particulier d = 10 qui est la plus petite valeur pour 
laquelle on ait rg. rab > h. Les methodes de Swan et Mennicke sont topologi- 

7 En fait, Bianchi considere, non pas le groupe F, mais le groupe r des automorphismes 
et anti-automorphismes du reseau A2; on a (r: r) = 4 et l'on passe facilement d'une presen- 
tation de r a une presentation de r. 
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ques; lorsque K est euclidien (d = 1, 2, 3, 7, 11), on dispose egalement d'une 
methode algebrique, due a P. M. Cohn [9]. 

3.7. Demonstration de la proposition 6. 
Elle utilise les trois lemmes suivants: 

LEMME 13. Soit x = (O 1. La matrice -x6 = (0 O_) appartient au 

groupe derive de SL2(Z). 

Soit w ( ( . Posons 

U = XWX1 W ( ( )* (1 1) (1 1) et v =xwxw = ( -1) 
On constate alors que uvu-lv-u x, ce qui montre bien que - x6 appartient 
au groupe derive de SL2(Z) (et meme au second groupe derive). 

LEMME 14. Soit p un nombre premier # 2 et soit rF(p) le sous-groupe de 
SL2(Z) form' des matrices (a d) telles que c- 0 (mod p). Soient x et y les 
elements de rF(p) d6Jinis par x =(j - ), y =(1 0) L'element (xy)6 

appartient au groupe derive de rF(p). 

Soit (x) le sous-groupe de SL2(Z) engendre par x. L'ensemble 

(x)\SL2(Z)/rO(P) 

des doubles classes de SL2(Z) modulo ro(p) et (x) a deux elements; on peut les 
representer par 1 et w =1 -) On en conclut que l'image de x par le 
transfert v: SL2(Z)ab ro(p)ab est egale a x.wxPw-1 = xy. D'autre part, on a 
v(-1) = (-1)P+l = 1, puisque p est impair. D'oui: 

v(- X6) = (xy)6. 

D'apres le lemme precedent, -x6 appartient au groupe derive de SL2(Z); il en 
resulte que v(-x6) est l'element neutre de f0(p)ab; d'oui le lemme. 
Remarque. Si p est congru a -1 mod. 3 (resp. mod. 4, resp. mod. 12), 
l'exposant 6 du lemme precedent peut etre remplace par 2 (resp. par 3, resp. 
par 1). 

LEMME 15. Soit q un ideal fractionnaire de K. En tant que groupe 
abelien, q est engendre par les elements t e q jouissant de la propriete 
suivante: 

(P)-L'entier tT/N(q) est un nombre premnier # 2. 

Il suffit de montrer que, pour tout nombre premier 1, et tout element non 
nul v de q/lq, il existe t e q, tel que t jouisse de la propriete (P) et que l'image 
de t dans q/lq soit egale a v. 
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Soit n un representant de v dans q. Soit Q l'ensemble des ideaux premiers 
4 de A dont la classe mod. 1 est egale a celle de nq-'; d'apres le theoreme de 
la progression arithmetique, la densite' de Q est > 0. On peut donc trouver 
un element p de Q qui soit de degre 1, et dont la norme p soit # 2. Le fait 
que p appartienne a Q signifie qu'il existe un element z de K*, congru a 1 
mod. 1 (multiplicativement), tel que p = znq-'. L'element t = zn repond 
alors a la question: on a t e q, l'image de t dans q/lq est la meme que celle de 
n, et tT/N(q) = p est un nombre premier # 2. 
Demonstration de la proposition 6. 

I1 s'agit de montrer que, si t e q, t' = T/N(q), et si x= (j , ), y1 = 

(t ?), l'element (xtyt)6 a une image triviale dans H(q)ab. 

Soit a(t) cette image. L'application t v a(t) est un homomorphisme de q 
dans H(q)ab. Vu le lemme 15, il suffit done de prouver que a(t) = 1 lorsque 
tT/N(q) est egal a un nombre premier p # 2. Supposons que ce soit le cas. 
Soit p l'homomorphisme de rF(p) dans SL2(K) defini par 

ta b~l > a btA 
Vc dJ ct-, dJ 

L'image de p est contenue dans H(q). En effet, puisque b appartient a Z, on 
a bt e q; d'autre part, puisque c appartient a pZ, on a ct-' e pt-'A, et comme 
pt-1 = T.N(q)-' = t' appartient a q-, on a bien ct-' e q-'. 

De plus, si x = (o 1) et y = (_1 ), on a p(x) = xt, q'(y) = yt. Mais, 
d'apres le lemme 14, (xy)6 appartient au groupe derive de rF(p); son image 
par q, qui est (xtyt)6, appartient done au groupe derive H(q), ce qui acheve la 
demonstration. 

APPENDICE 

Adjonction de bords aux espaces symetriques de rang 1 

Notations (celles des ?? 1, 2, 3 ne s'appliquent plus). 
Le lettre G designe un groupe algebrique lineaire simple sur R, de R- 

rang egal 2 1 (cf. [7], no 11.3); on note egalement G l'ensemble de ses points 
reels et l'on fait une convention analogue pour les autres groupes algebriques 
definis ci-dessous. 

On note X l'espace symetrique attache a G. On fait operer G a droite 
sur X. L'action de G est transitive et les stabilisateurs des points de X sont 
les sous-groupes compacts maximaux de G. Si K est un tel sous-groupe, on 
note (K) le point de X de stabilisateur K. 

On note bX la frontiere de Satake de X. C'est un espace homogene de 
G. Si D e bX, le stabilisateur QD de D est un sous-groupe parabolique minimal 
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de G; son radical unipotent est note ND. Le quotient QD/ND contient un 
unique tore deploye de rang 1; son image reciproque BD dans QD est un sous- 
groupe trigonalisable maximal de G. Le point D est determine de maniere 
unique par ND, BD ou QD; on pourrait done, par exemple, definir bX comme 
l'espace homogene des sous-groupes paraboliques minimaux de G. 

Adjonction d'un bord correspondant a un point frontie're de X. 
Soit D e bX. Notons YD l'ensemble des sous-tores deployes de rang 1 de 

QD (ou de BD, cela revient au meme), et soit XD l'ensemble somme de X et de 
YD. Nous allons munir XD d'une structure de varie'te' 2 bord d'interieur X 
et de bord YD 

Soit K un sous-groupe compact maximal de G. On verifie facilement 
qu'il existe un unique element SK de YD qui soit stable par l'involution de 
Cartan definie par K. Si AK designe la composante neutre de SK (pour la 
topologie usuelle), on a la decomposition d'Iwasawa G = K.AK.ND, cf. [7], 
no 11.18. On identifie AK au groupe R+ des nombres reels > 0 au moyen de 
la racine positive de SK, pour la relation d'ordre associee a ND; si t G R*, on 
note tK l'element correspondant de AK (l'ensemble des (K).tK, 0 < t < 1, est 
la demi-geodesique de X issue de (K) et tendant vers le point frontiere D). 
Soit maintenant 

f K: R + x ND -, XD 
1'application definie par: 

fK(t, n) = (K).tK.n e X si t > O, n e ND 

fK(t, n) = n-'.SK.n e YD Si t = O, l ND - 
C'est une bijection. 

Soit K' un autre sous-groupe compact maximal de G, et soient 0 e R+, 

L e ND tels que (K') = (K).O.K,. Posons: 

p(t, n) = (0t, vn) si (t, n) e R+ x ND 

Un calcul immediat montre que le diagramme 

R+ x ND \fK' 

I \1, 

R?N IfK R + x ND /, 

est commutatif. Mais p respecte la structure de variete a bord de R+ x ND, 
produit de celle de R+ (de bord {0}) par celle de ND (de bord vide). On en 
conclut qu'il existe sur XD une structure de varie'te a bord analytique reelle 
et une seule telle que les bijections fK soient des isomorphismes; c'est la 
structure que nous voulions definir; son bord est YD. 
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[Il y a peut-etre interet a changer la structure analytique reelle de XD le 
long de YD en prenant pour coordonnee locale "normale", non t" comme nous 
l'avons fait, mais une puissance (tK)' de tK, oui X est un nombre reel > 0 
convenable. Cela peut avoir de l'importance pour l'etude de XD et de ses 
quotients du point de vue de la geometrie differentielle.] 

On notera que le groupe QD opere sur XD (par transport de structure). 
Le stabilisateur dans QD d'un element S du bord YD est le centralisateur 
Z(S) de S dans G; on a QD = Z(S).ND et Z(S) n BD = S. D'autre part, YD 
est un espace homoge'ne principal de ND. 

Adjonct ion de plusieurs bords. 
Soit P une partie de'nombrable de bX, et soit X(P) l'ensemble somme de 

X et des YD pour D e P. Si D e P, XD s'identifie a un sous-ensemble de X(P). 
Il existe sur X(P) une structure de variete a bord et une seule telle que les 
XD (munis des structures definies ci-dessus) en soient des sous-varietes 
ouvertes. On l'obtient simplement en recollant les XD, D e P, suivant leur 
intersection commune X; le fait que X(P) soit separee resulte de [7], 12.6. 

Le bord de X(P) est somme disjointe des YD, D e P. La variete X(P) est 
denombrable a l'infini, du fait que P est suppose denombrable (sinon, on 
obtient une variete non paracompacte); elle est contractile puisque son 
inte'rieur l'est. 

Le caractere "intrinseque" de X(P) montre que tout automorphisme de 
l'espace de Riemann X qui laisse P invariant se prolonge en un automorphisme 
de la variete a bord X(P). 

Action d'un groupe discret. 
Soit r un sous-groupe discret de G. Soit P 1'ensemble des pointes de r, 

autrement dit 1'ensemble des D e bX tels que ND/(r n ND) soit compact. 
L'ensemble P est denombrable et invariant par r. Le groupe r opere donc 
sur la variete a bord X(P). 

THtORftME. Supposons que r soit arithme'tique (cf. Borel [7], ? 17). Le 
groupe r ope're alors proprement sur l'espace X(P) et le quotient X(P)/r est 
compact. 

Ce theoreme n'est qu'une reformulation, dans un langage un peu different, 
de resultats etablis par Borel dans [7], loc. cit. On notera que, d'apres 
Garland-Raghunathan [10], on peut remplacer l'hypothese que r est arithme- 
tique par celle que G/r est de volume fini. 

COROLLAIRE. Supposons en outre que r soit sans torsion. Alors r ope're 
libremnent sur X(P) et le quotient X(P)/r est une variete 2 bord compacte; 
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son bord est (llD P YD)/r et son interieur est X/r. 

Si 1'on choisit des representants Di e P des elements de P/r, le bord de 
X(P)lr est reunion disjointe des E* = YDi/(QD, n r); lorsqu'en outre r est 
net, on a QD. f r = 

ND, n r et Ei a une structure naturelle de "nilvariete". 
On retrouve 1'enonce de Borel [7], 17.10 (dans le cas particulier du rang reel 1). 
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