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IntrodutionLe ours a présenté jusqu'ii un formalisme important, le λ-alul.Nous allons maintenant présenter quelques appliationsimportantes de e formalisme.Une di�ulté importante de ompréhension du λ-alul est sasimpliité, d'une part, et la non-familiarité de sa notation, mêmepour eux qui sont familiers ave des notations mathématiquestelles que ∫
sin(2x)dx, {x|x > 0} ou enore ∀x ∈ N · x + 1 > x.Il faut reonnaître que la notation ésotérique λx.(sin((× 2) x)) n'apas la larté de son équivalent traditionnel x 7→ sin(2x). Mais sonuniversalité omme notation fontionnelle la rend apte à apparaîtreomme dénotant une valeur mathématique fontionnelle, et don àdébarrasser l'intégrale des sories historiques telles que dx.

- 2 -



Introdution (�n)On pourra don érire toutes es notations traditionnelles sous uneforme homogène, en reonnaissant la fontionnelle sous-jaente à lanotation, pour simplement érire (Int λx · (sin ((× 2) x))) oumieux enore (λf · λx · (sin ((× 2) x)) (Int f)), notation qu'il estfaile de linéariser en vernaulaire mathématique, par exempleConsidérons l'intégrale de x 7→ sin(2x) ou bien enoreSoit f(x) = sin(2x) dans ∫
f .L'important, 'est de faire passer le symbole 7→ du rang deparaphrase dans le vernaulaire mathématique à elui de notionutilisable omme sous-formule. Faut-il pour autant utiliser λ à saplae ? Peut-être la notation [x](f x) est-elle supérieure à

λx · (f x) ? D'autres suggèrent [x]〈x f〉. L'important, 'est dereonnaître l'importane d'un alul fontionnel universel.
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Notation mathématique� la fontion en x de valeur sin(2x)� x 7→ sin(2x)� ∫
sin(2x)dx ⋆

∫
(x 7→ sin(2x))� ⋆(x 7→ sin(2x)) ◦ (x 7→ x2)� ⋆x 7→ (y 7→ sin(x + y))� ∀ ∂

∑� {x | P (x)}� assemblages de Bourbaki
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λ-notationL'idée est de prendre au sérieux la notation mathématique, aveune gestion préise des environnements dans lesquels on spéi�e desaxiomes, des hypothèses, des dé�nitions, et. La notation entraledevient la λ-notation d'Alonzo Churh (1936).Cette notation, et le λ-alul qui l'anime, ont d'abord été utiliséspour la dé�nition de fontions alulables. Avant de parler dualul, voyons d'abord la notation des λ-termes.C'est une algèbre à 3 onstruteurs très simple :� x� (M N)� λx · EPour expliquer en quoi le λ est un opérateur de liaison, il onvientd'abstraire de ette notation le nom des variables.
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Les termes fontionnelsOn abstrait les variables au pro�t d'une notation relative au sein determes fontionnels, qui sont des arbres orientés ave 2 sortes debranhements, d'arité respetive 1 et 2. Les feuilles de es arbressont des entiers naturels dans N = {0, 1, 2, ...}.On appelle abstrations les branhements unaires et appliationsles branhements binaires. Les entiers sont des variables relatives(ou indies de de Bruijn). Chaque variable est relative à sonabstration de liaison, ar elle dénote sa profondeur dansl'emboîtement des abstrations.On onsidère les termes fontionnels dans un environnement, quidans un premier temps se réduit à une profondeur dans N. Lestermes fontionnels sont onstruits dans un environnement deprofondeur n, omme suit.
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Les termes fontionnels (suite)

n + 1 ⊢ n

n + 1 ⊢M ⇒ n ⊢ ΛM

n ⊢M ∧ n ⊢ N ⇒ n ⊢ (MN)Les termes fermés ou ombinateurs sont onstrutibles à profondeur0. Par exemple, I = Λ0, et don ∆ = (I I) = (Λ0 Λ0), ∆ = Λ(0 0),

Ω = (∆ ∆), et. Dans un terme fermé, toutes les variables dénotent.Les termes ouverts ont des variables libres. Les termes (ouverts etfermés) forment l'algèbre fontionnelle libre engendrée par N.
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Perlis' lawPerlis' law Someone's free variable is someone else's boundvariable.Autrement dit, les variables libres d'un terme sont les variablesliées dans son ontexte. Sans ette préaution, on a une notationambiguë.
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La fontion suesseurOn dé�nit le terme Succk E, pour E un terme et k ≥ 0, par :

Succk E = Succk
0 E, ave Succk

n dé�ni par :
Succk

n (M N) = (Succk
n M Succk

n N)

Succk
n ΛM = Λ(Succk

n+1 M)

Succk
n i = i (i < n)

Succk
n i = i + k (i ≥ n)
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La fontion de substitutionSi T est un terme, on dé�nit le terme Subst T E = SubstT0 E par :

SubstTn (M N) = (SubstTn M SubstTn N)

SubstTn ΛM = Λ(SubstTn+1 M)

SubstTn i = i (i < n)

SubstTn i = Succn T (i = n)

SubstTn i = i− 1 (i > n)
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Théorème de SubstitutionThéorème.
M [x← N ][y ← P ] = M [y ← P ][x← N [y ← P ]]ou, plus préisément :

SubstPn (Subst N M) = Subst (SubstPn N)(SubstPn+1 M)Ce théorème est la lé du pavage des dérivations par les résidus, etdon de la on�uene du alul fontionnel qui suit.Pour en savoir plus :Construtive Computation Theory. Course notes on
λ-alulus. Voir http://yquem.inria.fr/~huet/PUBLIC/CCT.pdf.Ce ours est exéutable en Oaml. Le soure en est téléhargeable àl'URL http://yquem.inria.fr/~huet/PUBLIC/LAMBDA.tar.gz.
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Le alul fontionnelLes termes fontionnels sont munis d'une relation de alul, appelée

β-rédution. C'est la ongruene engendrée par :

(ΛM N)→β Subst N MThéorème (Churh et Rosser). La β-rédution est une relationon�uente.Corollaire. La forme normale d'un terme (forme irrédutibleobtenue par une séquene de aluls) est unique, quand elle existe.Corollaire. Le alul fontionnel, bien que non-déterministe, estdéterminé.
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Le alul fontionnel appliqué à la notationmathématiqueOn peut maintenant régulariser la notation mathématique.

∀x · P (x) =def (All P )∫
f(x)dx =def (Int f)

∂f/∂x =def (Der f)

x ∈ y =def (y x)

{x | E(x)} =def ΛE
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Le paradoxe n'est pas loin

{x|x ∈ x} = Λ(0 0) = ∆

∆ ∈ ∆ = (∆ ∆) = ΩLa non terminaison de e dernier alul exhibe l'inohérene de esystème de notation. Ce qui n'est pas di�érent de l'inohérene dela notation ensembliste dans un disours ensembliste naïf.La solution lassique pour évauer le paradoxe du menteur est destrati�er la relation d'appartenane, et don ii l'appliation.On peut néanmoins onstruire des modèles du alul fontionnel,omme l'a montré Dana Sott. Mais il n'est pas possible de toutesfaçons de onilier ohérene logique et omplétude ombinatoire,ar la négation ne possède pas de point �xe sans inohérene.
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Historique anienL'inventeur du alul fontionnel est Gottlob Frege (1879), sous lenom de Begri�sshrift (langage des formules pour la pensée pure,ou alul oneptuel). Il l'a utilisé pour dé�nir un alul desprédiats non restreint au premier ordre, qui était inohérent.Whitehead et Russell ont utilisé une version d'un λ-alul restreintpar un système de types ompliqué dans leur monument �PrinipiaMathematia� (1907). Leurs formules utilisaient des variables liéesnotées �x, et l'aent iron�exe a été linéarisé dans la formule en λpar Churh, qui a le premier exhibé le alul fontionnel sous lenom de λ-alul et prouvé ses prinipales propriétés en 1936.Il tenta alors de fonder une logique sur e alul, tentative montréeerronée par Rosser. Il se résigna à strati�er les termes d'un alulfontionnel restreint par des types, pour proposer une �Théorie destypes simples� pour formaliser les mathématiques (1940).- 15 -



Les types simplesLes types simples sont la fermeture par la �èhe fontionnelle d'unensemble �ni de types atomiques A = {ι, o, ...}. Le type α→ βdénote l'espae des fontions de domaine α et de odomaine β.On restreint maintenant le alul fontionnel en limitant les règlesde onstrution des termes. On peuple les ontextes ave des types,omme suit.

γn × ...× γ0 ⊢ k : γk

Γ ⊢M : α→ β ∧ Γ ⊢ N : α⇒ Γ ⊢ (M N) : β

Γ× α ⊢M : β ⇒ Γ ⊢ ΛM : α→ βCes jugements de typage permettent de dé�nir la relation �Madmet le type α� par ∅ ⊢M : α pour un terme fermé M . Ainsi, Iadmet tout type de la forme α→ α, et ∆ n'est pas typable.- 16 -



Les types simples (suite)Cette notion de typage est due à Curry. Une autre méthode, due àChurh, inorpore la notion de type aux termes, en remplaçantl'abstration ΛM par un lieur expliitement typé [τ ]. Le typagedevient alors une fontion, qui assoie à tout terme expliitementtypé et typable un type unique.
tΓ(n) = Γn

tΓ([τ ]M) = τ → tΓ×τ (M)

tΓ((M N)) = τ ⇔ tΓ(M) = tΓ(N)→ τet on dé�nit type(M) = t∅(M).
- 17 -



Les types simples (suite)Ajoutons des variables formelles aux types pour typer maintenantave des shémas de types omme α→ α. On dit qu'un type τ estplus général qu'un type ρ, noté τ ≤ ρ, ssi ρ est une instane de τpar une substitution assoiant un type à toute variable de type.Théorème d'Hindley. Tout terme typable possède un typeprinipal, minimal au sens de l'ordre partiel de généralité.Par exemple, I = [x]x a pour type prinipal α→ α, K = [x, y]x apour type prinipal α→ (β → α), S = [x, y, z]((x z) (y z))) a pourtype prinipal (α→ (β → γ))→ ((α→ β)→ (α→ γ))
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Les types simples (�n)Théorème (Tait-Gandy). Tout terme typable est fortementnormalisable, 'est-à-dire que toute séquene de rédutions termine(sur sa forme normale).
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La théorie des types simples de ChurhOn prend o pour le type des valeurs de vérités {V rai, Faux}, et ιpour le type des entiers N. On axiomatise 0 : ι, S : ι→ ι. On sedonne des onnetives logiques omme ∨ : o→ (o→ o) et

∀α : (α→ o)→ o. On obtient ainsi un alul des prédiats d'ordresupérieur, qu'on peut munir d'une logique. Le alul fontionnelpermet d'érire failement le prinipe de réurrene, non plus sousforme d'un shéma d'axiome, mais omme axiome unique :

∀(λP.(P 0)⇒ (∀(λn.((P n)⇒ (P (S n))))⇒ ∀P )), ave P : ι→ o.mais aussi l'égalité d'indisernabilité, due à Leibniz :
x = y =def ∀(λP.(P x)⇒ (P y))
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La théorie des types simples de ChurhCette théorie des types est préférable à la logique de premier ordrepar son expressivité, mais ses propriétés méta-théoriques sontsimilaires. Notamment, le théorème de omplétude est valide,pourvu que les espaes fontionnels interprétant le type α→ β nesoient pas restreints à l'ensemble de toutes les fontions del'ensemble modèle de α vers l'ensemble modèle de β. De même, lathéorie des types simples n'est pas omplète, et admet despropositions indéidables, omme par exemple la proposition quiinternalise �je ne suis pas démontrable�, ou enore elle qui exprimela ohérene du système logique.Cette théorie a donné lieu à trois implémentations informatiques :� G. Huet Constrained resolution with ho-uni�ation (1972)� M. Gordon, R. Milner, C. Wadsworth LCF (1979)� M. Gordon HOL (1985) - 21 -



Les types interprétés par des propositions logiquesRéexprimons les règles de typage omme règles d'inférene logique :

Γ ⊢ x : τ ([x : τ ] ∈ Γ)

Γ ⊢M : σ → τ Γ ⊢ N : σ

Γ ⊢ (M N) : τ

Γ[x : σ] ⊢M : τ

Γ ⊢ λx ·M : σ → τEn partiulier, la règle de typage de l'appliation, quand on oubliele terme fontionnel, s'érit :
Γ ⊢ σ → τ Γ ⊢ σ

Γ ⊢ τOn reonnaît la règle logique de Modus Ponens. En fait es règlesdé�nissent les règles d'inférene d'une logique minimale, dont lesvariables propositionnelles sont les variables de types, la seuleonnetive étant l'impliation, notée par la �èhe de fontionnalité.- 22 -



Des fontions aux preuves

Γ ⊢ n : Γn

Γ ⊢M : σ ⇒ τ Γ ⊢ N : σ

Γ ⊢ (M N) : τ

Γ× σ ⊢M : τ

Γ ⊢ ΛM : σ ⇒ τAutrement dit, les règles de typage valident des proédés de preuve,respetivement la règle axiome pour les variables, l'introdution de

⇒ pour l'abstration et son élimination pour l'appliation. Lestermes fontionnels typés sont ainsi vus omme des justi�ationsdes propositions logiques que sont leurs types.La règle de alul de β-rédution devient alors un proessusd'expliitation des arguments logiques, où les dé�nitions et leslemmes sont expansés. On parle d'élimination des oupures.- 23 -



Isomorphisme de Curry, Howard et de BruijnLe alul fontionnel typé est isomorphe à une logique onstrutiveprésentée sous la forme de dédution naturelle (Gentzen 1936). Lestypes sont les propositions, et les termes sont les preuves.Cet isomorphisme a d'abord été utilisé par Curry (1958), dans unethéorie des ombinateurs isomorphe à la présentation du alulimpliationnel minimal à la Hilbert. L'opérateur d'abstrationremplae avantageusement les ombinateurs S et K, d'emploidi�ile. D'ailleurs, la preuve du théorème de dédution dans lesystème d'Hilbert peut être vue omme l'algorithme d'abstrationdans les systèmes à ombinateurs.
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Types dépendantsCet isomorphisme a ensuite été étendu au alul des prédiats dupremier ordre par Howard (≈ 1970). Pour ela, on introduit unopérateur de produit dépendant sur les types, ayant les mêmespropriétés formelles que le quanti�ateur universel :
∀x : τ · P (x) ≡ Π[x : τ ](P x) (P : τ → o)
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Théorie de la démonstration et Calul fontionnelCet isomorphisme a longtemps été ignoré. Gentzen a antiipé le

λ-alul typé ave son système de dédution naturelle, et en aproposé une variante ave le alul des séquents. Le théorème ditd'élimination des oupures était un théorème de terminaison desaluls (normalisation forte), permettant de montrer la ohérenedu système.Même en 1965 le livre lassique de Prawitz sur la dédutionnaturelle ignore ette onnexion. La théorie de la démonstration etle alul fontionnel ont été développés largement indépendammentpar les logiiens et les informatiiens. Il fallut attendre 1989 ave lapubliation du livre �Proofs and Types� par Jean-Yves Girard, YvesLafont et Paul Taylor, pour que les deux points de vue serejoignent dé�nitivement.
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Caluls fontionnels ave des types dépendantsC'est de Bruijn qui a fait l'uni�ation fondamentale en mélangeantles idées de Churh (fontionnelles d'ordre supérieur) ave elles deGentzen/Howard (preuves struturées ave des ontextesd'hypothèse) au sein d'un système de représentation desmathématiques appelé Automath. Le alul fontionnel sous-jaentà Automath était typé par des types qui étaient eux-mêmes desabstrations (l'abstration au niveau des types étant laquanti�ation universelle). Ce système, qui a donné lieu àd'importants développements à Eindhoven dans les années 70 et 80,n'a pas eu l'impat mérité, probablement pare qu'il était troppréurseur.
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Vernaulaire mathématiqueEn parallèle, Niholas de Bruijn a posé les bases d'un vernaulairemathématique apte à exprimer �dèlement un argumentairerigoureux de développement mathématique. Il vise à traduire lestournures linguistiques onernant les axiomes, les dé�nitions, leshypothèses, les onjetures et les preuves de manière non ambiguëen alul fontionnel typé à la Automath.Le problème de dé�nir un langage ontr�lé pour servir d'interfaeentre un mathématiien et un assistant à la preuve est toujoursd'atualité.
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Après AutomathDans les années 90, les idées d'Automath ont été reprises parPlotkin et Harper au sein du système formel LF (LogialFrameworks).En�n, l'ajout d'un opérateur de somme dépendante symétrique duproduit dépendant permit la dé�nition par Per Martin-Löf d'uneThéorie intuitioniste des types proposée omme fondementonstrutif des mathématiques (1984).De même, les idées d'Automath ont été déterminantes pour laoneption du Calul des Construtions de Coquand et Huet,omme nous le verrons plus loin. Mais nous faisons d'abord undétour par les langages de programmation.
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Langages de programmation fontionnels (préhistoire)Le alul fontionnel permet une présentation partiulièrementélégante de la théorie des fontions alulables (ou fontionspartielles réursives) et de son extension aux fontionnelles d'ordresupérieur (Churh 1936, Kleene).Son utilisation sérieuse omme langage de programmation a étéproposée par Peter Landin dans un artile élèbre (The next 700programming languages, 1966). L'idée derrière le formalismeISWIM est d'utiliser le alul fontionnel omme langagealgorithmique générique, inorporant deux primitives de ontr�le,la onditionnelle (expressions if-then-else) et la réursion(ombinateur de point �xe muni d'une règle de alul autonomeplut�t que son odage en ombinateur Y ou autre). Ce langagefontionnel noyau peut être étendu pour les besoins des appliationspar des bibliothèques spéi�ques à des strutures de données.- 30 -



Le méanisme de alul hoisi par ISWIM est une variante plusfaible de la β-rédution (interdisant la rédution sous lesabstrations). Ce qui permet de prendre omme stratégie de alull'appel dit �par valeur�, où les radiaux sont réduits de l'intérieurvers l'extérieur, et de la gauhe vers la droite. Une syntaxe spéialepermet de lire les radiaux omme des dé�nitions utiles à lastruturation en sous-programmes. Ainsi (ΛM N) peut s'érire :

let x = N in M =def ([x]M N) = M where x = NLes idées d'ISWIM ont été reprises par Plotkin ave le langagePCF, qui sous-tend une variante de théorie des fontionsarithmétiques réursives interprétées en sémantique dénotationnelle(domaines de Sott).
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Langages de programmation fontionnels (suite)Nous avons vu que les termes fontionnels pouvaient être typésdans un système de typage ave des variables libres. Cei est unepremière approhe de polymorphisme, ave un résultat de typageprinipal dû à Hindley. On peut onsidérer le type α→ β, ave α et

β des variables de type, omme un type universellement quanti�é

∀α∀β α→ β.On peut alors utiliser la notation let d'ISWIM pour étendre letypage d'un terme ave une simulation limitée du alul.Dé�nissons le type à la Milner d'un terme ISWIM omme le typeprinipal à la Hindley, s'il existe, du terme obtenu en faisant la

β-rédution en une étape de tous les radiaux expliités par desdé�nitions let. Le formalisme obtenu a été onçu par Robin Milnerpour la oneption du langage ML, au départ méta-langage dusystème de preuves de programmes LCF (1979).- 32 -



On obtient ainsi un langage de programmation appliatif trèspuissant, où les types re�ètent une ohérene des strutures dedonnées sans pour autant imposer la terminaison des programmes,l'opérateur de réursion Fixα étant délaré de type (α→ α)→ α).De plus, l'utilisateur n'a pas besoin de spéi�er les types, ar leompilateur synthétise le type prinipal de tout terme typable.
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ML et ses suesseursLe langage ML a donné naissane à plusieurs implémentationsimportantes : Standard ML et Objetive Caml. Il a profondémentin�uené la oneption du langage Haskell, qui se rapprohe dualul fontionnel pur en autorisant la β-réursion forte, 'est-à-direnon restreinte, et la règle d'évaluation dite normale (de l'extérieurvers l'intérieur, de gauhe à droite).En�n, le alul fontionnel a inspiré la oneption de systèmes demodules paramétriques, tels que les fonteurs de Xavier Leroydisponibles en Objetive Caml.
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Systèmes de dé�nitions sémantiqueLe alul fontionnel, sous une forme prohe de ML, a été utiliséabondammment pour la desription de la sémantiquedénotationnelle des langages de programmation. Cette tradition ases raines dans la dé�nition sémantique omplète d'Algol 60 en

λ-alul par Peter Landin (1965). Dans les années 60, un alulfontionnel basé sur un système de types inspiré par les équationsaux domaines de Sott s'est dégagé, pour exprimer réursivement lasémantique dénotationnelle d'un langage de programmation.Un ertain nombre de ombinateurs génériques ont été dégagés,pour manipuler les onepts d'environnement, de mémoire (�store�)et de ontinuation. Les travaux essentiels sont dûs à John Reynolds,Gordon Plotkin, Gilles Kahn, Gérard Berry, et beauoup d'autres.
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Fondements de la programmationOn utilise Pidgin ML omme méta-langage (maro-génération).Notation : [x℄M pour λx ·M(* Bool *)value _True = <<[x,y℄x>>and _False = <<[x,y℄y>>and _Cond = <<[p,x,y℄(p x y)>>;(* Pairs *)value _Pair = <<[x,y,p℄(p x y)>>and _Fst = <<[pa℄(pa ^True)>>and _Snd = <<[pa℄(pa ^False)>>;(* Turing's fixpoint ombinator *)value _Fix = <<([x,f℄(f (x x f)) [x,f℄(f (x x f)))>>;- 36 -



L'arithmétique selon Churh(* Nat : Churh's natural numbers *)value _Zero = <<[s,z℄z>> (* same as _False *)and _Su = <<[n℄[s,z℄(s (n s z))>>;(* Churh *)value hurh n = iter s n _Zerowhere s _C = nf<<(^Su ^C)>>;value _Add = <<[m,n℄[s,z℄(m s (n s z))>>;value _Mult = <<[m,n,x℄(m (n x))>>;value _Exp = <<[m,n℄(n m)>>;
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Lisp en λ-alulvalue _Nil = <<[,n℄n>> (* same as _Zero *)and _Cons = <<[x,l℄[,n℄( x (l  n))>>;(* list : int list -> term *)value re list = fun[ [x::l℄ -> let _Cx = hurh x and _Ll = list lin <<[,n℄( ^Cx (^Ll  n))>>| [℄ -> _Nil℄;(* Append *)value _Append = <<[l,l'℄[,n℄(l  (l'  n))>>;
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Quiksort en λ-alulvalue _Quiksort =<<(^Fix [q℄let sort = [a,l℄let p = (^Partition (^Geq a) l) in(^Append (q (^Fst p)) (^Cons a (q (^Snd p))))in [l℄(l sort ^Nil))>>;let _L=list[3;2;5;1℄ in normal_list<<(^Quiksort ^L)>>;= [1; 2; 3; 5℄ (27s)let _L=list[3;2;5;1℄ in appliative_list<<(^Quiksort ^L)>>;= [1; 2; 3; 5℄ (2s)
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Le terme Quiksort omme λ-term [assembleur℄_Quiksort;- : Term.term =([x0,x1℄(x1 (x0 x0 x1)) [x0,x1℄(x1 (x0 x0 x1)) [x0℄([x1,x2℄(x2 x1 [x3,x4℄x4) [x1,x2℄([x3℄([x4,x5,x6,x7℄ (x4 x6 (x5 x6 x7))(x0 ([x4℄ (x4 [x5,x6℄x5) x3)) ([x4,x5,x6,x7℄(x6 x4 (x5 x6 x7))x1 (x0 ([x4℄(x4 [x5,x6℄x6) x3)))) ([x3,x4℄([x5℄(x4 x5 ([x6,x7,x8℄(x8 x6 x7) [x6,x7℄x7 [x6,x7℄x7)) [x5,x6℄([x7℄([x8℄(x3 x5([x9,x10,x11℄(x11 x9 x10) ([x9,x10,x11,x12℄(x11 x9 (x10 x11 x12))x5 x7) x8) ([x9,x10,x11℄(x11 x9 x10) x7 ([x9,x10,x11,x12℄(x11 x9(x10 x11 x12)) x5 x8))) ([x8℄(x8 [x9,x10℄x10) x6)) ([x7℄(x7[x8,x9℄x8) x6))) ([x3,x4℄(x3 ([x5,x6℄([x7℄(x7 [x8,x9℄x9) (x6 x5([x7,x8,x9℄(x9 x7 x8) [x7,x8℄x8 [x7,x8℄x8))) [x5℄([x6℄([x7,x8,x9℄(x9 x7 x8) ([x7,x8,x9℄(x8 (x7 x8 x9)) x6) x6) ([x6℄(x6 [x7,x8℄x7)x5))) x4 ([x5,x6℄x5 [x5,x6℄x6) [x5,x6℄x5) x1) x2))))- 40 -



Quiksort omme terme fontionnel [langage mahine℄Ave une fontion d'impression de plus bas niveau :_Quiksort;- : Term.term =(^^(0 (1 1 0)) ^^(0 (1 1 0)) ^(^^(0 1 ^^0) ^^(^(^^^^(3 1 (2 1 0))(3 (^(0 ^^1) 0)) (^^^^(1 3 (2 1 0)) 2 (3 (^(0 ^^0) 0)))) (^^(^(10 (^^^(0 2 1) ^^0 ^^0)) ^^(^(^(5 3 (^^^(0 2 1) (^^^^(1 3 (2 1 0))3 1) 0) (^^^(0 2 1) 1 (^^^^(1 3 (2 1 0)) 3 0))) (^(0 ^^0) 1)) (^(0^^1) 0))) (^^(1 (^^(^(0 ^^0) (0 1 (^^^(0 2 1) ^^0 ^^0))) ^(^(^^^(02 1) (^^^(1 (2 1 0)) 0) 0) (^(0 ^^1) 0))) 0 (^^1 ^^0) ^^1) 1) 0))))Question : Quelle est la mahine ? Réponses : Landin, Krivine,G-mahine, F-mahine, CAM, substitutions expliites, Gallium, et.
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Le alul fontionnel polymorpheNous avons vu que ML était muni de types ayant un ertain niveaude polymorphisme, exprimé par la quanti�ation universelle sur lesvariables de termes. Mais ette quanti�ation est restreinte à uneforme prénexe, et n'autorise pas l'utilisation de types quanti�és enposition ontravariante (à gauhe des �èhes). Si l'on permet ettepossibilité, on obtient un alul fontionnel typé beauoup pluspuissant, appelé alul fontionnel polymorphe. Girard a dé�nie alul (système F) en 1970, et a prouvé sa ohérene, résolvantune onjeture logique élèbre.Pour omprendre la genèse de e formalisme, il faut remonter auxentiers de Churh (1936). C'est en fait la première véritableappliation du alul fontionnel, pour développer une théorie desfontions partielles alulables. Le λ-alul donne un moyen plusdiret d'exprimer les fontions réursives partielles que les systèmesde dé�nitions arithmétiques réursives de Kleene ou autres.- 42 -



Les entiers de ChurhChurh a imaginé le odage suivant d'un entier en alulfontionnel. L'entier n est odé par [s][z](s (s... (s z))) ave nétages de s. En alul fontionnel, ΛΛ(1 (1... (1 0))). Vous voyez,'est l'entier en notation unaire. Mais 'est un entier doublementfontionnel, qui peut e�etivement itérer une fontion

S : nat→ nat à partir de 0 : int pour former
((n S) 0)→∗

β S(S(...S(0))) : nat, mais qui peut plus généralementitérer une fontion f : α→ α à partir d'une valeur initiale x : α, etei pour tout type α. L'idée est don d'exprimer le polymorphismede tels entiers fontionnels par le type
nat = ∀α · (α→ α)→ (α→ α)
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Des strutures de données omme strutures de ontr�leRegardons dans les yeux le type des entiers polymorphes :

nat = ∀α · (α→ α)→ (α→ α)Cette ériture re�ète bien la nature d'itérateur d'un tel entierpolymorphe analogue à la boule for i=1 to n do {...} où

s : σ → σ est la fontion de transition d'états de {...} et z : σl'état initial de la mahine.Plus généralement, on ode une struture de données omme unestruture de ontr�le en attente de ses arguments (ses méthodes,omme on dirait en programmation objet).
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L'arithmétique de ChurhOn a maintenant Zero = ΛΛ0 ave Zero : nat. En e�et, on véri�e :

[s : nat→ nat][z : nat]z : natIl faut maintenant programmmer la fontion suesseur. L'intuitionest de faire un tour de boule supplémentaire au suesseurgénérique s. On obtient alors Succ = [n][s, z](s (n s z)) que vouspréférez sans doute à sa valeur formelle ΛΛΛ(1 ((2 1) 0)).Mais pour typer Succ : nat→ nat nous avons deux di�ultés. Lapremière est d'instanier le type universellement quanti�é nat del'argument n pour un type partiulier α orrespondant à sesarguments suivants s : α→ α et z : α. La deuxième est degénéraliser le type du résultat pour transformer
(α→ α)→ (α→ α) en sa généralisation nat.
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Coerions de typeGrâe à l'annotation du terme fontionnel ave es deux opérationsde oerion de type, on peut expliiter :
Succ = [n : nat]∀α.[s : α→ α][z : α](s (〈n α〉 s z))On voit don apparaître deux annotations des termes fontionnelspar des types universellement quanti�és :� Γ× type(α) ⊢M : τ ⇒ Γ ⊢ ∀α.M : ∀α.τ� Γ ⊢M : ∀α.τ ∧ Γ ⊢ σ : type⇒ Γ ⊢ 〈M σ〉 : τ [α← σ]On omplète le système par la dé�nition de Γ ⊢ σ : type par les 3règles de formation de types (axiome, →, ∀) et on obtient ainsi lesystème F de Girard.
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L'arithmétique de Churh (suite)On peut maintenant itérer le suesseur pour obtenir l'addition :

Add = [n : nat][m : nat][s : α→ α][z : α](n s (m s z))Il s'agit d'un algorithme d'addition parmi d'autres, on pourraitommuter n et m par exemple.Après, on obtient la multipliation, par exemple
Mult = [n : nat][m : nat][s : α→ α](n (m s))qui s'amuse à omposer deux entiers omme deux boulesemboîtées.De plus en plus fort, on peut programmer l'exponentielle parsimple appliation :

Exp = [n : nat][m : nat](m n)
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L'arithmétique de Churh (suite)Chaun de es exemples est typable ave les types expliitementquanti�és, par utilisation appropriée des déorations degénéralisation et d'instaniation, munies des règles logiques de laquanti�ation universelle.Par ontre, bien évidemment, l'exponentiation n'est pas typableave les types simples, ni même (orretement) ave lepolymorphisme prénexe de ML (Exerie). D'où l'interrogation :�Pourquoi Churh a-t-il formulé une théorie des types qui interdisel'arithmétique de Churh ?�.Il y a tout de même là un paradoxe - il n'y a pas on�uene dans le

λ-alul entre les entiers de Churh et la théorie des types deChurh !
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L'arithmétique de Churh sauvée par GirardLa réponse est historique. Churh en 1936 a inventé le λ-alulomme support des fontions partielles réursives ave le odagedes entiers polymorphes, mais le système de typage orrespondantn'a été établi, ave sa propriété de normalisation forte, qu'en 1970par Girard ave le système F de alul fontionnel polymorphe. En1940, lorsque Churh a onstruit sa logique d'ordre supérieur, il adû brider l'expressivité du alul par des types pour éviterl'inohérene, et en se limitant aux types simples il a dû renoner àinternaliser l'arithmétique pour la laisser sous forme axiomatique.Nous savons maintenant qu'on peut avoir le beurre (la ohérene)et l'argent du beurre (l'arithmétique de seond ordre, 'est-à-direl'analyse).
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Puissane du polymorphisme généralEn ML :# value distr_pair f x y z = z (f x) (f y);

distr_pair : (α→ β)→ α→ α→ (β → β → γ)→ γL'uni�ation des types de x et y en α est une restrition inutile.Dans le alul fontionnel polymorphe on obtient la généralitévoulue :

distr_pair : (∀α.(α→ α))→ α→ β → (α→ β → γ)→ γ
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Puissane du polymorphisme général (suite)Nous avons vu que la quanti�ation en position ontravariantepermettait de typer uniformément l'arithmétique de seond ordreet des algorithmes généraux omme distr_pair. Mieux :# value delta x = x x;Error: ill-typed

∆ : 1→ 1ave ∆ = [x : 1](〈x 1〉 x) où 1=∀α.α→ α est le type de l'égalitépolymorphe I = ∀α.[x : α]x.Mais 0=∀α.α est vide, et Ω n'est pas typable.
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F
ωOn peut aller plus loin dans le polymorphisme, et autoriser dequanti�er non seulement sur des types, mais sur des opérateurs detypes. On a alors l'équivalent du alul fontionnel simplementtypé, appliqué à la struture des types d'un alul formidablementpolymorphe. Le système orrespondant Fω est dé�ni, et saohérene est établie, dans la thèse de Jean-Yves Girard (1970).Un système similaire au système F a été proposé indépendammentpar John Reynolds en 1974, omme langage de programmationpolymorphe, la généralisation orrespondant à Fω a été proposéepar Nany MCraken en 1979.
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Programmation fontionnelle algébriqueCe n'est que dans les années 80 qu'on a ompris la méthodologiegénérale de programmation sur des types algébriques odés enalul fontionnel polymorphe, expliquée par Corrado Böhm etAlessandro Berardui (Automati Synthesis of typedLambda-programs on Term Algebras, 1985).On peut don maintenant omprendre les programmes ommeQuiksort fontionnel i-dessus. A la signature de l'algèbre des listes

list(α) = [Cons : α× list(α)][Nil : list(α)]orrespond le type du système F :
∀β.(α→ (β → β))→ (β → β)et on peut maintenant omprendre les listes omme des itérateursde séquenes polymorphes, et plus généralement les strutures dedonnées omme des fontionnelles partiellement appliquées.- 53 -



Plus réemmentIl est possible de onilier polymorphisme et types dépendants. LeCalul des Construtions de Coquand et Huet est un alulfontionnel polymorphe permettant à la fois les struturesd'Automath et le polymorphisme sur des opérateurs de type de Fωpour la struture logique. Sa ohérene repose sur la normalisationforte du alul ainsi dé�ni, établie dans la thèse de ThierryCoquand (1985).Le odage des strutures de données par des objets fontionnelsn'est pas entièrement satisfaisant, ar des termes parasites viennentpeupler les types, omme ela a été montré par Christine Paulin en1989. Il est plus satisfaisant d'inorporer au système de types unenotion primitive de types et de prédiats indutifs pour développerl'algorithmique. Le Calul des Construtions Indutives, quisous-tend le système Coq, béné�ie de es derniers développements.- 54 -



PTS et zoologie des systèmes de typesOn a maintenant une problématique générale de théorie des types,qui peuvent être lassi�és au sein d'une famille de systèmes detypes purs (PTS). Ainsi le Cube de Barendregt représente le treillisdes 3 extensions possibles du système des types simples par lepolymorphisme, les opérateurs de type et les types dépendants.
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Théorie des Types appliquée aux MathématiquesLa théorie des types est enore un sujet de reherhes intensives.Son développement est motivé par l'enjeu industriel de laerti�ation de logiiels et protooles de réseau dont toute notreéonomie dépend. De plus, l'isomorphisme de Curry-Howardpermet d'extraire des preuves onstrutives des algorithmesformellement spéi�és. La programmation passe ainsi d'une ativitéartisanale à une prodution sienti�que et mathématique.Ainsi, la preuve réente par Gonthier du théorème des 4 ouleursen Coq montre que la tehnologie de preuves formelles est auniveau des mathématiques ontemporaines les plus profondes.
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Langages de programmation fontionnelsL'avantage du polymorphisme restreint de ML est qu'il permet lasynthèse de types, puisqu'on peut aluler le type prinipal d'uneterme typable, sans avoir besoin pour le programmeur d'annoterses algorithmes par des types. Ce polymorphisme permet le partagede bibliothèques, par exemple de manipulation de listes génériques.Le système de types polymorphes de F est néessaire pour faire lesodages arithmétiques i-dessus. Il est en e�et essentiel de pouvoirquanti�er une sous expression de type en position ontravariante (àgauhe d'une �èhe), omme pour nat. Mais il a l'inonvénient dene pas dé�nir de type prinipal. Ainsi, Zero = ΛΛ0 en tant queterme fontionnel est identique à False : bool ave
bool = ∀α · α→ (α→ α). On est don obligé d'annoter les termesave un minimum de typage expliite pour spéi�er leur utilisationde manière véri�able, ar la F-typabilité est indéidable.- 57 -



Vers les langages de programmation du futurL'extension du langage ML par un polymorphisme général estl'objet d'atives reherhes, notamment autour d'Objetive Caml(MLF).Le langage Haskell est une démonstration élatante de la pertinenedu alul fontionnel pur pour le développement de logiielsrobustes. Il ompense l'absene de modules par un système delasses très élégant.L'utilisation de types dépendants en programmation est enoredans ses balbutiements (Cayenne). Néanmoins, on peut s'attendre àe que les systèmes de preuve omme Coq fournissent l'ossature delangages de programmation puissants munis de spéi�ationslogiques de très haut niveau.
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Types onjontifsRevenons au système d'inférene de types simples :

Γ ⊢ x : τ ([x : τ ] ∈ Γ)

Γ ⊢M : σ → τ Γ ⊢ N : σ

Γ ⊢ (M N) : τ

Γ[x : σ] ⊢M : τ

Γ ⊢ λx ·M : σ → τCe système impose à toutes les ourrenes de la variable x d'avoirdes types homogènes. Si on relaxe ette exigene, on obtient unsystème plus souple, où les lieurs typent leur variable formelle aveune onjontion τ1 ∧ τ2 ∧ ...τn. En notant σ ≤ σ′ ⇔ ∃τ.σ ≡ σ′ ∧ τon obtient une relation de sous-typage, qui permet de typer defaçon plus générale les appliations :
Γ ⊢M : σ → τ Γ ⊢ N : σ′ σ ≤ σ′

Γ ⊢ (M N) : τ- 59 -



Types onjontifs (�n)Cette méthode de typage par des types onjontifs est due à MarioCoppo and Mariangiola Dezani-Cianaglini (1980). Il en existedeux variantes, les systèmes D et E. Le système D (resp. E)aratérise les termes fontionnels fortement normalisables (resp.normalisables). En onséquene, ni D ni E ne sont déidables, etl'intérêt de es systèmes est don relativement théorique.Ces systèmes, et les preuves de leur aratérisation de laterminaison, sont détaillés dans la monographie de Jean-LouisKrivine �Lamba-alul � types et modèles� (1990).
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RésuméLe Calul Fontionnel est un adre puissant pour développer lesmathématiques et programmer des algorithmes erti�és dans leadre de théories des types variées. Dans sa version pure, il fournitun méanisme de alul omplet au sens de Turing.Nous allons maintenant évoquer rapidement son utilisation enlinguistique formelle.
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On symétrise la �èhe

A\B le type des fontions prenant leur argument (b : B) à gauhe

A/B le type des fontions prenant leur argument (b : B) à droite.

Jean aime Marie.

aime : (NP\S)/NP

Jean : NP

Marie : NP

aime Marie : NP\S

Jean aime Marie : SLes termes de e λ-alul symétrisé sont les arbres d'analyse de lasyntaxe, les types sont les atégories syntaxiques. Les λ-termes sontrestreints par une ondition de linéarité. Ce sont les grammairesatégorielles (Lambek 1954), ave 30 ans d'avane sur la logiquelinéaire non ommutative. - 62 -



Après la syntaxe, la sémantiqueLes grammaires de Montague (1974) sont l'expression de lasémantique des langues naturelles où le ontenu logique d'unephrase est représenté dans la théorie des types de Churh ave troissortes. En plus des propositions et des objets dénotés par ledisours, un type des états permet de modéliser la dynamique dessituations.La sémantique des ombinateurs de la langue naturelle peut ainsiêtre �nement analysée : résolution des anaphores, traitement de laausalité impliite aux pré-suppositions, et. La tehnique desontinuations, utilisant le alul fontionnel pour dé�nir le sens desopérations des langages de programmation, est en train de trouverun nouveau hamp d'appliation ave le traitement du sens de lalangue naturelle.
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Linguistique formelle et Calul fontionnelL'interfae syntaxe-sémantique est ainsi ouvert de manièreélégante par deux variétés de λ-alul. Au sein du projetCalligramme de Nany, Philippe de Groote développe ainsi unethéorie des types permettant à la fois de véri�er la grammatialitéet de manipuler le sens de la langue, appelée �Abstrat CategorialGrammars�.Aarne Ranta, à l'Université Chalmers, développe un systèmemultilingue inspiré de la théorie des types sous le nom de�Grammatial Framework�.De très nombreux e�orts de par le Monde utilisent des variantes dualul fontionnel pour la ompréhension de la langue naturelle.

- 64 -



ConlusionLe alul fontionnel (et ses dérivés) est une notationmathématique essentielle et donne des fondements uniformes àl'Informatique, à la Logique, et à la Linguistique.Au delà du alul fontionnel, la logique linéaire o�re l'attrait d'unsystème plus symétrique, où les liens axiomes o�rent une possibilitéd'interation supplémentaire, pour remplaer l'arbre des aluls parun graphe où interragissent des proessus ommuniants.
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Meri de votre attentionLes notes de ours : �Construtive Computation TheoryCourse notes on λ-alulus� sont disponibles à l'URLhttp://yquem.inria.fr/~huet/PUBLIC/CCT.pdf. Ce ours estexéutable en Oaml, et le soure des programmes peut êtretéléhargé à l'URLhttp://yquem.inria.fr/~huet/PUBLIC/LAMBDA.tar.gz.Le texte de e séminaire est disponible àhttp://yquem.inria.fr/~huet/PUBLIC/CdF09.pdf.
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