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Figure 1. Domaine borné périodique avec fissures et inclusions

Dans un article en collaboration avec Doina Cioranescu et Julia Orlik, “Homogenization via
unfolding in periodic elasticity with contact on closed and open cracks” (Asymptotic Analysis,
2013), nous avons étudié ’homogénéisation de problémes avec contact statique pour 1'élasticité
linéarisée en présence de fissures et d’inclusions. Ceci peut étre vu comme la recherche d’une
fonction minimisant une certaine fonction convexe dont la coercivité n’est pas assurée a cause
des déplacements rigides (linéarisés).



La premiere difficulté est d’obtenir des estimations uniformes avant tout passage a la limite
de 'homogénéisation. En effet, il y des résultats “classiques” d’existence de solutions pour
les problemes de contact unilatéral. Par exemple de multiples travaux de Gaetano Fichera,
[5, 6, 7, 8] sont les premiers concernant ’existence de solutions sur ce sujet ([7] est une conférence
au Séminaire Jean Leray au College de France en 1966-67). Voir aussi plus récemment les livres

de

[. Hlavacek, J.Haslinger, J.Necas et J.Lovicek [9] (1982),
N. Kikuchi et J.T. Oden [10] (1988),
Eck, Jarusek et Krbec [12] (2005).

Ces résultats donnent une condition d’existence de solutions, mais pas d’estimation uniforme.
De plus, aucun de ces résultats ne semble s’appliquer de fagon simple au cas de frottement pour
des inclusions.

En approchant le probleme via I’éclatement périodique, les éclatés des fonctions admissibles
sont dans des espaces fixes. Et I'utilisation de certaines inégalités de Korn unilatérales adaptées
aux inclusions permettent d’obtenir des estimations uniformes par rapport au parametre d’
homogénéisation.
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Notations

e le vecteur normal a une surface est dénoté v, la composante normale d’un champ de
vecteurs v sur une surface est noté v,, sa composante tangentielle v — v, est notée v, ;

e ¢(v) est le tenseur des déformations (gradient symétrisé) d’un champ de vecteur v ;

e R est le noyau de e dans des domaine connexes, c’est a dire I'espace de dimension finie
des déplacements rigides (infinitésimaux) :

R = {z — a + Bx,a vecteur, B matrice antisymétrique};

e dans les estimations, C' est utilisé pour désigner une constante générique (indépendante
de ¢).



1 Elasticité linéaire avec inclusions et frottement

Probleme posé dans R?, mais les résultats sont valides en toute dimension N > 2.

) est un ouvert borné avec frontiere Lipschitzienne, I'p un sous ensemble ouvert non vide
de son bord 92 (ou la condition de Dirichlet homogene est imposée).

Dans  sont donnés un nombre fini m de sous ensembles fermés St, ..., S™ qui représentent
des fissures. S° est la réunion disjointe d'un nombre fini de portions de surfaces Lipschitziennes,
les autres S7 sont les bords supposés Lipschitziens de sous ouverts 7. On note Q° l'ouvert
QN (S° U @) et @ louvert @\ U S = U Y. Les Q5 = 1,...,m sont des

]:17m ]:07"'7m j:07"'7m
inclusions. La normale v sur S7 sera considérée comme sortant de ).




On considere classiquement une forme bilinéaire symétrique

a(e(u Z / Y tussl@)euua(a) ev)aso) da,

a,B,7,0=1

ou le tenseur a = (aaﬁvé) possede les propriétés usuelles de continuité et coercivité sur les
tenseurs d’ordre deux symétriques:

Gaprs = Qgans = Uagsy = Ongas: rrbax |aa,375|L°° <00, Ja>0 an.sn.s < aiﬁvé NaBMs-

3
Le tenseur o,5(v) = g Aapys€(V)4s est le tenseur des contraintes associé a v et est défini
v,6=1
dans Q" (& ne pas le confondre avec la mesure superficielle do !)



Conditions de non-pénétration

Le convexe des déformations admissibles est défini comme
K={v=0"%...,0v")|veH(Q%Ip) x...x H(Q™),

v — vy < g’ on S and [t < g%},

v

ol les ¢’ sont des fonctions positives ou nulles mesurables sur S7.

Pour v dans K, les théoremes de trace impliquent que le saut [v°]go est dans H'/2(S°). De
méme, les sauts [v]g; = vljsj — vlosj sont dans H'/2(S7), j = 1,...,m. Il s’en suit que K est
fermé dans H'(Q%Tp) x ... x HY(Q™).

Pourquoi ¢/ > 0 ? Le probleme provient en fait de la discrétisation en temps du probléme
d’évolution. Les fonctions ¢° et ¢/ sont donc les mesures des ouverture des fissures (rapportées
a la configuration de référence) a l'instant discret considéré et les conditions correspondantes
sont celles de non pénétration. Dans le cas de contact effectif, ces fonctions sont nulles. Dans
ce probleme, on supposera ¢/ € L'(S7) pour j = 0,...,m (ce qui correspond & une condition
de volume fini des fissures).



Conditions de frottement

Pour modéliser le frottement, on utilise une famille de fonctions convexes non négatives
Uio0<j<m.

W0 est supposée semi-continue inférieurement sur H'/2(S°).

Pour j =1,...,m, ¥/ continue sur H'/2(S57) et satisfait

U (w) > K |w,|p1(ss), ot K7 est > 0. (1.1)

Dans le cas de la condition de friction de Tresca, les fonctions W/ ont la forme explicite suivante
Wiw) = [ @) doo) (12)
Si

avec G7 minorée par 7 for j =1...,m.



Le probleme

Probleme P: Etant données f = (f°,--- , f™) dans L?(Q2) trouver un minimiseur dans K

de la fonctionnelle

£(0) = jale().eo) + > W(lls) - [ fud.

*

La formulation “Equation variationnelle” du probleme s’écrit:
Problem P’: Trouver u € K telle que pour tout v € I,

a(e(u),e(v —u) +Z W ([v]gs) — U ([u]ss) /fv—u

Jj=

Sa formulation forte:

Trouver u in C telle que
—divo(u) = f in QF,
o(u)(v) € 0V ([ulgs) on S7 for j =0,...,m,

olt QW est le sous-différentiel de W7 (pris au sens de L?*(S7)).
10
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(1.5)



Dans le cas du frottement de Tresca, on peut expliciter la derniere condition.
Il existe une fonction mesurable M sur S7 telle que

[u,(x)] + ( Jo(v)(z), = p.p. sur S’ avec
@) 20, @) - |<><x>f|zo et (1.6)

(
Mz) (G ( ) = lo(v)(z):[) =0 p.p. sur &

Cf. Kikuchi-Oden [10] section 10.3 pour une présentation détaillée des conditions de Tresca.
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Pour établir I'existence d’une solution a ce probleme on se propose d’utiliser une suite
minimisante pour laquelle il y aura besoin d’estimations.

C’est ici qu’interviennent les inégalités de Korn.

D’abord, on controlera la norme H*(Q°) du déplacement u° dans Q° par la norme L?(Q2°)
de sa déformation e(u®) grace a la présence de la condition de Dirichlet sur I'p. Ceci nécessite
une inégalité de type Korn-Dirichlet dans des domaines avec fissures ouvertes.

Ayant cette estimation, on controle la trace de u® sur les fissures fermées S7, j =1,...,m,
ce qui par la définition de I donne une estimation par au dessus des traces normales des u”.

Par suite, on a besoin d’'une inégalité de Korn unilatérale pour les ouverts Q7.

Nous en avons trouvées plusieurs!

Elles sont le sujet du paragraphe suivant.
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2 Inégalités de Korn

On se place dans R? pour simplifier la présentation (mais il n’y a pas de difficultés autres
que de notations pour la dimension N'...)

Le noyau de l'opérateur de déformation (gradient symétrisé) e dans un ouvert connexe est
constitué des déplacements rigides (linéarisés).

R ={x — vop(r) =a+bAz; aand b e R*}. (2.1)

Définition 2.1. Un ouvert borné O est un domaine de Korn s’il satisfait la seconde inégalité
de Korn, c’est a dire s’il existe un constante C'x telle que

Yo € HI(O), |U|H1(O) < CK(‘U’LQ(O) + |€(U>|L2(O))- (22)

En 1962 Gobert ([1]) a donné la toute premiere démonstration qu'un ouvert borné connexe
de bord Lipschitz est un ouvert de Korn. Voir aussi le livre [2] de Oleinik, Shamaev et Yosifian,
l'article [3] de Ciarlet et Ciarlet.

Il est évident que la réunion d’un nombre fini de domaines de Korn est encore un domaine
de Korn. On remarque que c’est le cas d’ouverts comme )y, pourvu que les fissures, qui sont
Lipschitz, ne soient pas tangentes au bord de € lui-méme Lipschitz (hypothese qui sera faite
systématiquement).
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Définition 2.2. Un ouvert borné et connexe O est un domaine de Korn-Wirtinger si y est
satisfaite l'inégalité de Korn suivante (analogue a l'inégalité de Poincaré-Wirtinger pour le cas
scalaire):

il existe une constante Cyw telle que pour tout v € HY(O) il existe un élément r(v) € R avec
v —1(V)|m0) < Crwle(v)|r20)- (2.3)

L’application v — 7(v) peut étre choisie linéaire continue sur H'(O).

Remarque 2.3. Il est facile de voir que dans un domaine de Korn-Wirtinger, linégalité de

Poincaré-Wirtinger est satisfaite (il suffit de considérer un champ de vecteur ayant une seule
composante non nulle). La réciproque semble une probléme ouvert.!

Exemples de domaines de Korn-Wirtinger :

Proposition 2.4. Si O est un domaine de Korn connexe et si l'injection de H'(O) dans
L?*(O) est compacte, alors O est un domaine de Korn-Wirtinger. C’est le cas en particulier
de tout ouvert borné connexe et a bord Lipschitz.

La démonstration par ’absurde est classique.

Proposition 2.5. La réunion de deux domaines de Korn-Wirtinger d’intersection non vide est
un domaine de Korn-Wirtinger. Il en est de méme de deur domaines de Korn-Wirtinger dont
les bords ont une intersection de mesure superficielle non nulle.

L Georges Griso m’a indiqué aprés cette conférence (et je I’en remercie) que la réciproque est conséquence
de la démonstration du Théoréeme 2.3 de son article “Decompositions of displacements of thin structures”
(J. Math. Pures Appl. 89 (2008) 199-223).
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2.1 Une inégalité de Korn-Poincaré pour )’

Le domaine Q°, est connexe mais n’est pas Lipschitz (ce qui nécessite qu’il soit d’un seul
coté de son bord). Toutefois, les hypotheses sont telles que Q° est une réunion finie de domaines
Lipschitz. La compacité de H' dans L? est aussi satisfaite. Il est donc un domaine de Korn-
Wirtinger.

Proposition 2.6. Soit O un domaine de Korn-Wirtinger et I'p une partie ouverte non vide
de son bord 0O qui soit Lipschitz . Il existe alors une constante C' telle que

Vo € H'(O) avecv =0 sur I'p, |v|m0) < Cle(v)]r2(0)- (2.4)

Démonstration. Par (2.3), |v —r(v)|m©) < Cxwle(v)|r2(0). Par suite, le théoreme de trace
implique |v — 7(v)|2(rp) < C'|e(v)|12(0y et comme v = 0 sur I'p

r(V)]r2rp) < Cle(v)r2(0).
Comme R est de dimension finie, on en déduit
()] < C"le(v)lr20)-
On conclut en réutilisant (2.3). O
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2.2 Inégalités de Korn unilatérales pour les inclusions ¥

Pour construire des inégalités de Korn, on passe par l'intermédiaire de semi-normes et
normes sur R qui ont de bonnes propriétés par rapport a la norme H!.

On commence par une remarque triviale concernant les déplacements rigides.
Tout déplacement rigide » € R est de divergence nulle. Par le théoreme de Stokes, pour

tout ouvert U de bord Lipschitzien dans R? on a donc / r, do = 0. Par suite,
oU

Il Loy = 21(m) Tl oy,

ce qui montre que |(r,)*|L1(9p) est une semi-norme sur R.

On est amené a distinguer deux types d’inclusions.

Définition 2.7. Un domaine bloqué est un ouvert connexe borné a bord Lipschitz pour lequel
le seul déplacement rigide tangent a son bord est nul.

En utilisant ’application exponentielle, on voit qu'un domaine est bloqué si et seulement si
son groupe d’isométries est discret.

Les seuls domaines non bloqués (dans R?) sont donc les boules sphériques, les zones entre
deux spheres concentriques (cas du groupe d’isométries SOs), les ouverts de révolutions autour
d’un axe (cas du groupe d’isométries des rotations autour de cet axe). On notera Ro le sous-
espace de R constitué des déplacements rigides tangents a 00.

16



Le bord d’un domaine bloqué ne peut donc pas étre globalement de révolution. S’il n’est pas
connexe, il peut aussi contenir des composantes connexes qui ne sont pas de révolution ou des
unions de composantes connexes qui ne sont pas globalement de révolution. On notera ¥(O)
toute union de composantes connexes du bord du domaine bloqué O qui n’est pas globalement
de révolution (on peut en fait voir que 3(O) est lui-méme le bord d’un ouvert qui n’est pas de
révolution).

Notations: Moments

Soit w un ouvert de R3 ou d’une surface Lipschitzienne dans R?, z un point et d un vecteur
unitaire de R3. Pour ¢ € L'(w), on note M?Z(¢) le moment de ¢ par rapport au point z, et
MZ4(p) son moment par rapport a I'axe de direction d passant par z:

M) = [ (@ =2) npla), ME0) = [ d- (0= 2) A (o)

Dans le cas ou w est un ouvert d’une sphere de centre z ce moment est majoré (a une constante
pres) par |[¢-|| 11 ). Dans le cas ol w est un ouvert d'une surface de révolution d’axe passant
par z et de vecteur directeur d, ce moment est majoré (& une constante pres) par ||[d A .| 11 ().
On peut également choisir une mesure autre que la mesure de Lebesgue sur w pour définir
les moments. Pour la suite, on aura besoin que cette mesure opeére continument sur H*(RY).

17



Lemme 2.8. (Normes et semi-normes sur R)

Domaines bloqués. SiO est un domaine bloqué et ¥(O) une union de composantes connexes
du bord de O qui n’est pas globalement de révolution, alors

r= || = 1(r) o)) est une norme sur R. (2.5)

Cas de symétrie cylindrique.
Soient O un ouvert de révolution autour d’un axe contenant l’origine et de vecteur di-
recteur unitaire d, X une composante connexe Lipschitzienne de son bord et w un ouvert
borné non vide de R® ou un ouvert relatif borné non vide d’une surface Lipschitzienne
dans R3. Alors
res ||| = IME(rly)] + |(r,) " |11(s) est une norme (équivalente) sur R. (2.6)
De plus, il existe une constante C' et pour chaque r dans R, un scalaire {(r) de R tels que
’T—K(T)d/\[d‘n § C‘(Tu)+|L1(Z)- (27)
Cas de symétrie sphérique.
Soient X un sphére centrée a l'origine et w un ouvert borné non vide de R® ou un ouvert
relatif borné non vide d’une surface Lipschitzienne dans R3. Alors,
r= ||r]| = Mo (rl)] + [(ro) Tl sy est une norme (équivalente) sur R. (2.8)
De plus, il existe une constante C' et pour chaque v dans R, un vecteur b(r) de R® tels

que
‘T—b(?’)/\[d’n S C’(TV)+|L1(E)' (29)

Enfin, les applications € et b peuvent étre choisies linéaires.
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Démonstration.

Chaque composante connexe du bord de O est le bord d'un domaine U dans R*. Donc || - [|;
est une semi norme sur R comme somme de semi-normes. Par ailleurs, ||7||; = 0 implique que
TIs(0) est tangent sur chaque composante connexe de ¥(0). Si X(O) n’est pas globalement de
révolution, ceci implique que 7 est nul et donc || - ||; est une norme.

Si X est une sphere de centre 'origine et ||r|| = 0, ceci signifie que r est tangent a 3. 1l
existe donc b € R3 avec 7(x) = bAz. La condition de moment nul sur w implique que b est nul.
Donc || - || est une norme sur R.

Un raisonnement analogue s’applique dans le cas de symétrie cylindrique.

Les deux dernieres assertions correspondent au fait que ||r||; = 0 est une norme sur tout
supplémentaire de Rp dans R. O

Le lemme précédent fournit une famille d’inégalités de Korn unilatérales.

Proposition 2.9 (Cas des domaines bloqués). Soit O un domaine bloqué et (O) une union
de composantes connexes du bord de O qui n’est pas globalement de révolution. Il existe alors
une constante C telle que

Yo e H(Q), |vlm@ < C’1<|e(v)|Lz(Q) + |(vy)+|L1(E(O))). (2.10)
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Proposition 2.10 (cas de bord sphérique). Soit O un domaine de Korn-Wirtinger dont le
bord a une composante connexe sphérique ¥ centrée a l'origine. Il existe une constante C5 et
une application linéaire continue b : HY(O) — R? telles que pour tout v in H*(O)

v —=b(v) ALd|mo) < Cole(v)|r20) + |(v) i) (2.11)

Si de plus w est un ouvert relatif non vide d’une surface Lipschitzienne incluse dans O (ou
un sous-ouvert non vide de O ) il existe alors une constante Cy telle que

Yo e HY(O), |vlmo) < C'3<|e(v)|L2(o) (o) ) + \Mw(v)|). (2.12)

Proposition 2.11 (cas de bord de révolution cylindrique). Soit O est un domaine de Korn-
Wirtinger dont le bord a une composante connexe . Lipschitzienne de révolution autour d’un
aze contenant lorigine et de vecteur directeur unitaire d (mais non sphérique). Il existe une
constante Cy et une forme linéaire continue € : H'(O) — R telles que

"U — ﬁ(v)d A Id |H1(O) < C4(’€('U)|L2(O) + |(/UV)+|L1(E))' (213)

Si de plus w un ouvert relatif non vide d'une surface Lipschitzienne incluse dans O (ou un
sous-ouvert non vide de O) il existe alors une constante Cy telle que

Yv € HI(O), ’U|H1(O) S C5<|6(’U)|L2(O) + |(U1/>+|L1(E) + |MS(U)|> (214)
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Démonstration de la proposition 2.10.
L’ouvert O est un domaine de Korn-Wirtinger et une composante connexe de son bord est
la sphere X. Pour v dans H'(O), par (2.3), il existe un déplacement rigide 7(v) tel que

|U — T(U)|H1(O) S OKW|€(U)|L2(O)- (215)
Par le théoreme de trace sur ¥ et w, on a [v — r(v)|r2¢x) < C' |e(v)|r2(0), ce qui implique

lr ()} sy < vl + C"e(v)|20)
IMo(r(v)1,)] < [Mu(vly)| + C”|e(v)| 20

¥ étant une sphere elle est le bord d’une boule. Par (2.8) on en déduit 'estimation
Ir(@)ll < € (le(@)lzz0) + 1) |00y + IMu(0)])

et on conclut en utilisant & nouveau (2.15). O

La démonstration des autres inégalités est similaire en utilisant les inégalités (2.5), (2.9) et
(2.7).
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3 Retour au probleme P

Unicité: En additionnant les inéquations variationnelles P’ pour deux solutions u et u, on
obtient immédiatement a(e(u — @), e(u — @)) < 0. L’inégalité (2.4), implique alors u° —a° = 0
et w/ — 4@ € R pour j =1,...,m (les O sont tous connexes). L’unicité pour v/ dépend alors
de la stricte convexité de la fonction W7 et de la saturation du contact (voir remarque page 26).

Existence

Il s’agit de controler la partie linéaire f(z)v(z) do de I'énergie £ par la partie convexe
. Q*
sa(e(v),e(v)) + > i W ([v]si) et d’en déduire le fait que les suites minimisantes sont bornées

dans K c’est a dire, dans [ H'(Q7).

7=0
Pour / f2(z)0°(z) dz on utilise (2.4). On controle donc |u’|1(qoy par |e(u®)|z2(qo), ce qui
Qo0

permet aussi de controler les traces de u” sur les S7.
000y < Je(u®)|z2 (o)
Pour chaque v/ on utilise alors la définition de K pour controler
()i Loy < 197 |ass) + le(u)] o)
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Si S7 n’est pas de révolution, € est bloqué et en utilisant (2.10), on controle |u/|g: de la
maniere suivante:

!Uj|H1(m) < |€(U0)\L2(90) + le(uj)\m(m) + !9j|L1(SJ‘)-

Si §7 est de révolution, on peut utiliser (2.12) ou (2.14) en majorant le moment Mg; (u’)
par |ul|1gs), c’est & dire

|uj\H1(Qj) g ’€<Uj)|L2(QJ') + |(Uf;)+|L1(Sﬂ') + |u]r'|L1(Sj)
Comme par hypothese sur W/, |u/ |11 55y < [ud]p1(si) + E\Ijj([lb]sj), on a donc
|1y < le(u)] 20y + le(w!)| 2y + 197 1ss) + %‘I’j([u]sj')- (3.1)
On voit alors qu'’il faut faire une hypothese supplémentaire sur f7 du type
|f’j|L2(Qj) “suffisamment petit” par rapport a .

En fait, si on n’a pas besoin de contrdler la norme |u/| r2(q) complete mais seulement

fiu? dz, on peut faire mieux en utilisant les inégalités plus précises (2.11) ou (2.13).
Qi
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Pour le cas ol S7 est une surface de révolution cylindrique dont I’axe passe par I'origine, on
utilise , . ~
|UJ —E(Uj>d/\]d|H1(Q]) <

(uj)‘p(m) + |(U1{)+|L1(sj)

e
le(u®)] L2 (o) + le(w!) ] z20i) + 197101599

AR

On écrit
N () v () do = N f(z) (v (z) — €’ )d A z) do+ €(uw) <d,/Q_ x A f”(x)> dr dou
. Fla)d (x) de < | ]2 (le(u®) p2i00) + le(u?) ]2 + 197 [11siy) + €)M (f7)],
ot MI(f7) = [ f(x)(d A z) dz est le moment de f7 par rapport a 'axe de S7.
Il reste a utifijiser la majoration [€(u’)| < [u/]1(qs et I'estimation (3.1) & nouveau, i.e. :
sy Z 16 uzcom) + ()l + 1 lurcsn + ¥ ().

On voit alors que la condition sur f/ porte uniquement sur son moment:
|IMI(f7)| “suffisamment petit” par rapport a x’.
Si W7 n’est pas coercive (k7 = 0), alors M7(f7) = 0 est encore suffisant.

24



On peut alors continuer, s’il y a des inclusions en gigogne:

Inclusions en gigogne

Si une interface de révolution est suivie d’'une autre interface, la condition sur le moment
correspondant ne suffit pas.
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La regle du jeu est la suivante:

On descend dans l'arbre des interfaces de 'extérieur vers I'intérieur. On considere chaque
interface que 1’'on rencontre.

Si linterface n’est pas de révolution, aucune condition supplémentaire sur la densité de force
dans I'inclusion qui suit (dont 'interface est la composante connexe extérieure du bord).

Si linterface est de révolution et qu’elle est 'extrémité d’une branche, le moment de la densité
de force dans l'inclusion correspondante par rapport au centre ou 'axe de de cette interface
doit étre assez petit (par rapport a la constante de coercivité de la fonction de Tresca ¥
correspondante). Si elle n’est pas I'extrémité d’une branche, la densité de force correspondante
doit étre elle méme assez petite.

Avec ces hypotheses, on a le résultat suivant:

Proposition 3.1. On suppose f dans L*(Q), ¢’ in L*(S7) pour j = 1,...,m et on fait les
hypothéses ci-dessus concernant les f7. Il existe alors une solution u = (u°,--- ,u™) dans K
pour le probléme P’. L’unicité est garantie pour u® et pour les v/ —r(v/), j = 1,...,m. De
plus, il existe une estimation de |u°|p1qi et de chaque [u? — r(w)| gy par | flrzg).- - - -

Remarque sur I'unicité: Si le contact est saturé sur S7, il y a unicité du v’/ correspondant si
S7 n’est pas de révolution. Dans le cas ot S? est de révolution, si de plus le saut de [u,]|ss =0
sur un ensemble de mesure non nulle w, il y a aussi unicité du «’ correspondant.
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4 Homogénéisation périodique

4.1 Géométrie du probleme

On considere le probleme avec une géométrie simple (sans inclusions en gigogne) dans R3.

L’ensemble Y C R? est ensemble ayant la propriété du pavage pour un groupe discret a 3
générateurs (groupe des périodes), par exemple Y = (0,1)3, Y* est ce qu’il en reste lorsqu’on ote
les fissures Y. Pour simplifier, on suppose qu'une seule composante connexe Y de Y* touche
le bord de Y. Les autres composantes connexes de Y*, Y ... Y™ sont en nombre fini m.
Elles sont des inclusions de bord S, ... S™ supposées Lipschitziennes qui sont des composantes
connexes du bord de Y (les fissures closes). Dans Y des fissures “ouvertes” peuvent aussi
exister. Elles sont supposées étre en nombre fini, chacune étant connexe Lipschitzienne. Au
cas oll elles rencontrent un S7, elles ne lui sont pas tangentes. Leur union est dénotée S°.

sl® Sj@\
s SZ@X \

Exemple de cellule de référence Y
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On utilise la décomposition en partie entiere et fractionnaire sur R®: (presque) tout point
2z € R3, s’écrit
2= ey + {2y
[ [/ [ 4 /
[ S
[ ] ] ]
[ /] ) )
[ S]]
I e,
11777

/ 7 7
Definition de [z]y et {z}y

Soit € un ouvert borné connexe de R? & frontiere Lipschitzienne, et I'p une partie ouverte
non vide de 992 (I'p frontiere de Dirichlet, son complémentaire I' y est la frontiere de Neumann).

Le sous-ensemble ouvert ﬁe est constitué des points x € (2 tels que la cellule de taille € qui
x IS
le contient (& [—] + ¢Y) n’intersecte pas I'y. Enfin, A, = Q\ Q. est le sous-ensemble des
€

Y
points de € dont la cellule intersecte I'y.
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I'y A,

Pour j =1,...,m, on définit les ensembles

Qg:{x‘xe Q. tel que {g}er’}.

La frontiere 90 est I'ensemble des fissures fermées associées a S,

aniSj:{:c‘xe Q. tel que {f}yesj}.

€
Pour j =0, on pose

N
=)
I

. {x’xe Q. tel que {f} ESO}
ely
29



et

=0\ ( U _éuSQ).
Jj=1,....m
L’ensemble de toutes les fissures est S?,

ss= |J 9.

§=0,1,...m

Il n’y a pas de fissures dans A..
Pour une fonction v définie sur QF on utilisera la notation v/ pour sa restriction a Q? :

v’ ivlﬂg pour j =0,...,m.
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4.2 Le probleme a ¢ fixé

On se donne une forme bilinéaire symétrique :

avec les conditions habituelles:
aivﬁ'yé = a%cwcS = aiﬂév = ai&aﬁv T%aX ||%ﬂ75||L°° <00,  ANapNap < aima NopThys

Pour des fonctions non négatives ¢/ données sur S?, soit K¢ le convexe défini par

Ke={v=_0"...,0") |ve H(Q%Tp) x ... x Hl(Qm) 1)
vl —v) < g/ on & and [v)]s0 < g0}, '

On considére aussi la famille de fonctions convexes & valeurs positives ou nulles W7,
0 <j <m,ouPests.ci sur H/2(S?), et ou, pour j = 1,...,m, ¥ est continue sur H'/2(S7)
et satisfait
U (w) > M? [wpi(gsy, o les réels x! sont positifs ou nuls. (4.2)
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Le probléme P.: Etant donnés f. = (f2,---, f™) in L*(Q.) trouver un minimiseur sur K¢
de la fonctionnelle

£.(v) = % a(e(v), e(v)) + Z W((vly) - | foods (4.3)

Formulation sous forme d’inéquation variationnelle:
Probleme P!: trouver u. € ICE telle que pour tout v € K¢,

a(e(ue),e(v—ue)) + Z ([vrlgs) — U ([ue,] si) / fe(v —ue) (4.4)

Pour ¢ fixé, le résultat precedent s’applique avec les hypotheses adéquates sur le second
membre f.

Le probleme d’homogénéisation est de trouver le systeme limite lorsque € tend vers 0.
Comme les ouverts €/ et le convexe K¢ varient (brutalement) avec €, on utilise I'éclatement
périodique qui a I'avantage (au prix du doublement de la dimension) de se retrouver dans des
ouverts indépendants de €. Les hypotheses sont plus faciles & énoncer sur les fonctions éclatées.?
L’opérateur d’éclatement est défini par:

Tep(z,y) = go(e [E] + €y>, pour (z,y) € Q. x Y, 0 ailleurs.
ely

Par exemple, si f est Y-periodique, léclatée de z f(§> est  f(y)...
5

2Dans [11], un probléme similaire est étudié via la convergence & double échelle, mais avec une erreur dans
les estimations.
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Voici les hypotheses que 1'on fait pour le passage a la limite.

Hypotheses sur les gZ: il existe des fonctions ¢/ dans L'(S57) telles que

gl(z) = ggj({g}>1ﬁs(x) pour z € S7,
Hypothese sur W0 : il existe une intégrande normale convexe positive ¢° sur Q x S x RY
nulle en 0 telle que

W)= [ (g ST ) )de daty).

Pour j = 1,...,m, on suppose de facon précise que

. 1 . .
w(w) = & (Zw, ), ot () = [ Gay) [v]dzdo(y),
€ QxS
les fonctions G7 étant positive et continues. Alors, £/ = min G”.
Hypotheses sur le second membre. On suppose que la suite { f.} converge faiblement dans

L?(2) vers F. On suppose de plus que les moments de 7-(f?) restent uniformément tres
petits par rapport & s/ (essentiellement nuls) pour les S? de révolution.

Hypothese sur le tenseur a°: on suppose qu'ils sont uniformément bornés et coercifs (sur
les tenseurs symétriques) et qu'il existe un tenseur a° tel que

T-(a°) = a® p.p dans Q x Y.

33



Théoreme 4.1. Sous ces hypothéses, il existe une fonction E"™ de Carathéodory sur

Q x M3 (R) & valeurs dans R et une fonction o™ de Carathéodory de Q x MF(R) a valeurs
dansM3 (R) telle que la suite {u.} converge faiblement dans H'(S; T p) vers l'unique minimiseur
u® sur H'(Q;T'p) de la fonctionnelle convere

/Q (ghom(x, e(v)) — Fv) dz. (4.5)

Le probleme limite peut aussi étre vu comme un probleme de Leray-Lions

u’ € HY(Q;Tp),
—div o™ (x,e(u")) = F  dans (4.6)

o™ (z,e(u’))(v) =0 sur Ty.

Les fonctions £°™ et o™ sont obtenues & partir de problemes posés dans la cellule Y*.
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4.3 Le probleme cellulaire
Soit
K = {(vg, .-, v) | v € HL . (Y°), Myo(vg) = 0,v; € H(YY), j € {1,...,m},

[UO]V|SO < g ) (Uj - UO)V|SJ' < gj}

Pour chaque tenseur symétrique U et pour presque tout z € {2, on notera
x = (X°(z,),...x™(x,-)) un minimiseur sur K de la fonctionnelle convexe

1

o7 [, @ U+ W) @ ey () dy -+ 00, (7))

+Z/mxy I W), | do(y),.

Définition 4.2. La fonction E"™(x,U) est la borne inférieure de la fonctionnelle ci-dessus.

Ce probleme de minimisation admet au moins une solution avec unicité pour le tenseur
de déformation (de fagon analogue au cas du probleme original). Ainsi, application U
(ey(X°), .-, ey(x™)) est bien définie et elle a les propriétés suivantes:
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Proposition 4.3. L’application

(x,y,U) — Z(z,y,U) = (ey(XO), . ,ey(xm)),

ol x = (XO(SE, )y X™(x,¢)) est un des minimiseurs ci-dessus est de Carathéodory sur
QO x M5 (R) a valeurs dans L*(Y') muni de sa topologie faible.

Définition 4.4. L’application o"°™ est définie par

1

hom .
oz, U) = —
Y| Jy-

a®(z,y) (U + E(z, y,U)) dy. (4.8)
Elle est par suite de Carathéodory sur Q x Mz (R) a valeurs dans M5 (R).

hom et 8hom

Les fonctions o sont liées:

Proposition 4.5. La fonction E™ est de Carathéodory sur Q x M5 (R). Elle est strictement
convexe, Gateauz-différentiable par rapport & son second argument et sa dérivée est o™ (z,U).
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4.4 Un résultat de correcteur

Proposition 4.6. Il existe des fonctions u° € L*(Q, H),.(Y?)) et @/ € L*(Q, H'(Y7)) telles
que
Te(e(u:))jaxyo — e(u’) + e, (@) fortement dans L*(2 x Y?),

Te(e(u.))jaxys — €, (W) fortement dans L*(Q x Y?) for j =1,...,m.

Dans la théorie de 1'éclatement périodique (cf. [16] et [18]) cette convergence implique un
résultat de correcteur sans hypothese de régularité supplémentaire :

Corollaire 4.7. Sous les hypothéses précédentes,

||e(u5) —e(u”) — U.(e, (0° — 0,

M
|e(u.) —Z/{e(ey(ﬁj))”LQ(Qg) —0 pourj=1,...,m,

ot U est l'opérateur de moyennisation, adjoint de T (ainsi que son inverse a droite), donné
par la formule

xT ~
) — +€,{—} >d our x € ),
U.(®)(x) = |Y|/ Py
sinon.
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Conclusion

Inégalités de Korn unilatérales
Probleme d’élasticité linéarisée avec non pénétration et frottement de Tresca

Homogénéisation périodique de ce probleme
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