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cours : jeux à champ moyen (suite)

1. Introduction

Le cours, suite de celui de l’an dernier, poursuit la présentation d’une théorie
nouvelle appelée théorie des « jeux à champ moyen », élaborée en collaboration
avec m. Jean-michel Lasry. L’objectif de cette théorie est d’introduire, de justifier,
d’analyser et d’appliquer dans différents contextes une nouvelle classe de modèles
mathématiques permettant d’étudier le comportement collectif d’un très grand
nombre d’agents en interaction (ou de joueurs au sens de la théorie des jeux) qui
tous souhaitent « optimiser » leurs décisions.

Ces modèles peuvent être obtenus en considérant des équilibres de nash à N
joueurs et en faisant tendre N vers l’infini. dans un cadre dynamique et d’espace
d’état continu, ces modèles s’écrivent sous la forme de systèmes (d’un type nouveau)
d’équations aux dérivées partielles (edp en abrégé) non linéaires. Les équations
ainsi obtenues sont très générales et contiennent comme cas particuliers de nombreux
systèmes et équations classiques : équations elliptiques semi-linéaires, équations de
type hartree de la mécanique quantique, les équations d’euler compressible de la
mécanique des fluides, les équations cinétiques (vlasov, boltzmann, fokker-
planck...), l’équation de la chaleur, les équations de type milieux poreux ou les
équations du transport optimal (problème de monge-kantorovich)...

La terminologie « champ moyen » fait référence à la physique et à la mécanique
statistiques : dans ces cadres physiques, il s’agit de décrire le comportement global
d’un très grand nombre de particules en interaction qui créent un champ dit moyen
et dont la dynamique dépend de ce champ. de manière simplifiée, on peut dire que
nous étendons cette approche en permettant à chaque agent de « choisir au mieux »
ses décisions tout en tenant compte des « champs moyens » créés par les décisions
des autres joueurs.

dans tout ce qui précède, nous avons implicitement admis que les joueurs sont
« identiques » ou plus exactement « indistinguables ». signalons que des variantes
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de la théorie permettent de considérer plusieurs catégories de joueurs, ou des
caractéristiques variant (de manière aléatoire) d’un joueur à l’autre.

il est donc clair que la classe d’équations que nous obtenons par cette approche
générale de modélisation est extrêmement vaste et que de très nombreuses questions
notamment mathématiques se posent, dont beaucoup restent à résoudre. Le cours,
d’une certaine manière, détaille quelques-uns des progrès accomplis durant l’année.

Cette année, le thème abordé concerne le cas d’espaces d’état finis pour les
joueurs et l’existence et l’unicité de solutions régulières dans ce cas.

2. Un cas modèle

on considère le système suivant :

∂

∂
+ ⋅∇ ∀ ∈ ∀

U

t
F U U x tx

d( ( ) ) 0 , 0= R ' (1)

où d U Fd d d d' R R R R1, : [0, [ , :× ∞→ → . et on s’intéresse au problème de
Cauchy i.e. à la résolution de (1) en prescrivant U en t= 0 :

U Ut
d| = =0 0 .sur R (2)

on supposera toujours, pour simplifier, que F et U0 sont régulières (C¥ à dérivées
bornées) et on désire étudier l’existence globale en temps de solutions régulières. il
convient de noter que i) l’existence de solutions régulières sur un intervalle de
temps maximal est aisée, ii) en général, ce temps maximal est fini i.e. la solution
cesse d’être continue en temps fini et iii) une théorie de solutions globales
discontinues est un problème intéressant, essentiellement ouvert (hormis quelques
cas particuliers détaillés dans le cours).

on observe qu’au moins formellement V F U= ( ) résout

∂

∂
=

V

t
V V x td+ ⋅∇ ∀ ∈ ∀( ) 0 , 0R ' (3)

avec V Vt| = =0 0, où V F U0 0( )= et que (3) peut être « résolu » explicitement par la
formule suivante (généralisation de la régularisée de yosida) tant qu’elle a un sens

V V I t V= −
0 0

1( ) + (4)

où I désigne l’application identité de Rd dans Rd.
Ceci permet de démontrer le résultat suivant :

Théorème 1 : si F et U0 vérifient la condition suivante

∀ −∞
∈

d d> >0, ( ( ( )( ),] , ]) 00 0
x d

Sp D F U x
R

inf dist  (5)

alors le système (1)-(2) admet une unique solution régulière.

Remarques : i) Ce théorème donne des résultats nouveaux y compris dans le cas
particulier où (1)-(2) provient d’équations de hamilton-Jacobi du premier ordre (i.e.
F H U= =′ ∇, 0 0j ...). ii) La question de sélectionner parmi toutes les « solutions »
discontinues (par exemple par limite quand la viscosité tend vers 0) est ouverte sauf
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dans différents cas particuliers (hamilton-Jacobi avec transport...). iii) en omettant
quelques détails techniques, il serait utile de comprendre les relations entre la
condition (5) et l’hypothèse que F U0 0 est la composée de deux applications
monotones (hypothèse qui « implique » (5)), les deux hypothèses étant
« équivalentes » dans le cas d’applications affines. ☐

3. Le cas général

Le cas précédent montre que l’on doit s’attendre dans le cas général

∂

∂
+ ⋅∇ ∀ ∈ ∀

U

t
F x U U G x U x td( ( , ) ) ( , ) , 0= R ' (6)

(complété par (2)), où F G d d, : 2R R® sont, pour simplifier, régulières (C¥ à
dérivées bornées) à i) un régime de solutions régulières avec des hypothèses de
monotonie et ii) une extension de la classe de solutions régulières par changement
de fonction inconnue ( ( , ))U x U®f .

on démontre que la propagation de la monotonie est vraie si (G, F) est monotone
de R2d dans R2d mais que la régularité des solutions nécessite de renforcer
« légèrement » la monotonie. et nous introduisons la notion suivante de
a-monotonie : V est dite a-monotone sur Rm par rapport à un groupe de variables
z kÎR (si k m= , on dit simplement que V est a-monotone) si la propriété suivante
a lieu

∃ ∀ ∈ ∀ ∈ ⋅α ξ ξ ξ α π ξ> 0, , , ( ( ) , ) ( ) ( ) 2y DV y DV ym m
zR R ' | | (7)

où pz est la projection sur R k´{0}.

Remarque : si k m= , cette propriété signifie simplement que V I- -1 a est
monotone. ☐

Théorème 2 : s’il existe a> 0 tel que ou bien U0 est a-monotone et (G, F) est
a-monotone en x, ou bien (G, F) est a-monotone en U, alors le système (5)-(2)
admet une unique solution monotone régulière.

différentes démonstrations de ce résultat sont possibles. La plus élémentaire
consiste à utiliser la méthode des caractéristiques mais la plus générale repose
notamment sur l’adaptation d’une idée de n.v. krylov (introduite dans un tout
autre contexte). en introduisant la fonction W x t U x t( , , ) ( , )x x= ⋅ (où x ÎR d), on
observe qu’au moins formellement la résolution de (5) est équivalente à la résolution
de l’équation de hamilton-Jacobi du premier ordre suivante

∂

∂
+ ∇ ⋅∇ ⋅ ∇ ∀ ∈ ∀

W

t
F x W W G x W x tx

d( , ) ( , ) ( , ) , 0.2
x xx x= R ' (8)

de plus, la monotonie de U est équivalente à la condition x ⋅∇xW  0 tandis que
la a-monotonie de U est équivalente à la condition ξ α⋅∇ − ∇x xW W| |2 0 .

Le théorème précédent peut alors être démontré par des estimations a priori sur DxU
reposant sur l’utilisation de fonctions auxiliaires du type de ξ α⋅∇ − ∇x xW W| |2...
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4. Termes du second ordre

La présence de bruit commun à tous les joueurs conduit à l’introduction au
second membre de (1), (3), ou (5) de termes du second ordre du type (pour
l’équation satisfaite par Ui)
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k
la U b U

, 1

2

=
∑ ∂ + ∂ (9)

où les coefficients a bkl kl
i, sont réguliers (C¥ à dérivées bornées) et a T= 1

2ss avec s
régulier (C¥ à dérivées bornées par exemple) de Rd dans R 'm m( 1). en fait les
modèles de type mfg conduisent au cas particulier où s est affine et où b i

i
T=s s∂ .

Remarque : dans le cas où U est un gradient U =∇j, les termes précédents

correspondent à ∇ ∂∑( )
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symétrique d’une matrice A. Ceci est donc le cas si b ai
i=∂ ou si b i

i
T=∂ s s ou

si b i
i

T=s s⋅∂ . ☐
La question est alors de savoir dans quelles situations on peut adapter ou étendre

les résultats de la section précédente. tout d’abord, l’introduction de W U= ⋅x
conduit à ajouter au membre de droite de (7) le terme suivant
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il est à noter que le dernier terme est en fait arbitraire (car W est linéaire en x)
mais est rajouté pour tenter d’obtenir un opérateur elliptique du second ordre en
(x, x). en fait, l’ellipticité de ce terme est vraie pour C0 0> assez grand si la
condition suivante a lieu
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en particulier, cette condition est automatiquement vérifiée si b i
i

T=s s⋅ ∂ .
Le deuxième type de restrictions sur les coefficients (a, bi) provient de la

propagation de la monotonie des solutions. en effet, on peut démontrer que la
propagation de la monotonie est vraie si et seulement si les conditions suivantes ont
lieu sur Rd :
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où p désigne la projection sur l’orthogonal de x.

Remarque : dans le cas du gradient d’opérateur elliptique
k l

d

kl kla

, 1

2

=
∑ ∂ , il est aisé

de voir (en utilisant la remarque précédente) que (12) se réduit à la dernière
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condition à savoir π πξ¶
2 0a  et on retrouve le résultat de m. musiela et l’auteur

sur la propagation de la convexité pour les équations paraboliques. ☐
Lorsque les conditions (10) et (11) sont réunies, il devient alors possible d’étendre

le résultat du paragraphe précédent (existence et unicité d’une solution monotone
régulière). et on notera que c’est bien le cas pour les systèmes de type mfg où s
est affine et b i

i
T=s s⋅ ∂ puisque ∂ ∂ ⋅∂ ∂ξ ξ ξ ξξ σ σb ai i T= = 2 0 .

cours et séminaire

Cours : Le cours a eu lieu du 28 octobre 2011 au 13 janvier 2012.

Séminaire de mathématiques appliquées

– 18 novembre : ioannis g. stratis (national and kapodistrian university of athens) :
electromagnetics in deterministic and stochastic bianisotropic media.

– 25 novembre : pauline Lafitte (école Centrale de paris) : simulations numériques pour
un modèle de transition de phase.

– 2 décembre : fioralba Cakoni (university of delaware, newark) : transmission
eigenvalues in inverse scattering theory.

– 9 décembre : nicolas seguin (Laboratoire J.-L. Lions, université paris 6) : étude de
l’interaction entre une particule ponctuelle et un fluide de burgers.

– 20 janvier : massimo gobbino (université de pise) : the perona-malik equation: an
example of forward-backward parabolic pde.

– 27 janvier : stéphane Jaffard (université paris-est Créteil val de marne) : méthode
d’analyse multifractale pour la classification de signaux et d’images.

– 3 février : shih-hsien yu (national university of singapore) : boundary kernels for
dissipative systems.

– 10 février : yves Capdebosq (université d’oxford) : sur la régularité des solutions en
homogénéisation à forte conductivité et application.

– 9 mars : frank pacard (école polytechnique) : ondes stationnaires d’énergie finie et
n’ayant aucune symétrie pour l’équation de schrödinger non linéaire.

– 16 mars : bartosz protas (mcmaster university) : une enquête sur la précision de
quelques estimations fondamentales en hydrodynamique à l’aide des méthodes variationnelles
d’optimisation.

– 23 mars : Luis e. silvestre (university of Chicago) : partial regularity for fully nonlinear
elliptic pde.

– 30 mars : gabriel nguetseng (université de yaoundé) : sigma-convergence d’équations
du type navier-stokes.

– 6 avril : ian tice (université paris-est Créteil) : global well-posedness and decay for the
viscous surface wave problem without surface tension.

– 4 mai : franois golse (école polytechnique) : effet régularisant non linéaire pour les lois
de conservation hyperboliques.

– 11 mai : matteo novaga (university of padova) : variational problems in infinite
dimensional spaces.

– 25 mai : nicolas rougerie (université de grenoble 1 et Cnrs) : on the binding of
polarons in a mean-field quantum crystal.



114 pierre-Louis Lions

– 1er juin : yvan martel (université de versailles saint-quentin) : explosion pour
l’équation de korteweg-de vries généralisée L2 critique (travail en collaboration avec frank
merle et pierre raphaël).

– 8 juin : gabriel stoltz (CermiCs-enpC) : évolution en temps des défauts dans les
cristaux.

– 15 juin : andrey piatnitski (narvik univ. College & Lebedev phys. inst. ras) :
homogenization of spectral problems with sign-changing weight function.

– 22 juin : martin golubitsky (ohio state university) : patterns of synchrony.

publications

– Convexity and non-convexity of option prices for SABR models. en collaboration avec
m. musiela.

– Viscosity solutions and stochastic partial differential equations. Livre en préparation, en
collaboration avec p.e. souganidis.

– Scalar conservation laws with rough (stochastic) fluxes. en collaboration avec
b. perthame et p.e. souganidis.

– Jeux à champ moyen (Résumé du Cours au Collège de France), annuaire du Collège de
france (2010-2011), paris, 2012.

– A discussion about the homogenization of moving interfaces. en collaboration avec
p. Cardialaguet et p.e. souganidis. J. Maths. Pures Appl., 91, 2010, p. 339-363.

– Stochastic averaging lemmas for kinetic equations. en collaboration avec b. perthame et
p.e. souganidis.

– Homogenization approach for the numerical simulation of periodic microstructures with
defects: proof of concept. en collaboration avec x. blanc et C. Le bris.

missions, invitations, conférences

– panel aux rencontres économiques d’aix-en-provence, « Le monde dans tous ses
états », 10 juillet 2011.

– Conférence à la third riemann international school of mathematics, « free surface,
multiphase and multiphysics problems », verbania (italie), 28 septembre 2011.

– Conférence à l’université de Chicago (usa), 12 octobre 2011.
– Conférence au mercantile exchange Center, Chicago (usa), 14 octobre 2011.
– Conférence à l’université de Chicago (usa), 18 octobre 2011.
– Conférence à l’université de Chicago (usa), 19 octobre 2011.
– Conférence au Congrès « analysis and numerics of partial differential equations » (in

memory of enrico magenes), pavia (italie), 3 novembre 2011.
– Conférence au stevanovich institute, Chicago (usa), 7 novembre 2011.
– Conférence à l’université de Chicago (usa), 18 janvier 2012.
– Conférence à l’université de Chicago (usa), 20 janvier 2012.
– Conférence à l’université de Chicago (usa), 25 janvier 2012.
– Conférence à l’inria, sophia-antipolis, 11 avril 2012.
– Conférence « Charlemagne » au rwth aachen, aachen (allemagne), 18 avril 2012.
– Conférence publique au Centre Culturel français, budapest (hongrie), 7 mai 2012.
– Lauréat du grand prix inria, Collège de france, 14 juin 2012.
– Conférence plénière au siam annual meeting, minneapolis (usa), 12 juillet 2012.
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responsabilités collectives et fonctions diverses

– membre de l’académie des sciences ; de l’académie des technologies ; de l’académie
des sciences d’italie, d’argentine et du brésil ; de l’istituto Lombardo et de l’académie de
naples, de la twas, de l’academia europea.

– professeur à temps partiel à l’école polytechnique.
– Conseiller scientifique à l’inria.
– président du Conseil d’administration de l’ens.
– président du Conseil scientifique de l’institut Louis bachelier.
– président du Conseil scientifique de france telecom.
– président du Conseil scientifique de la Chaire de finance et développement durable de

l’université paris-dauphine.
– président du Conseil scientifique de l’initiative de recherche « finance post-crise ».
– président du Conseil scientifique de paristech.
– président du Conseil scientifique du projet emma.
– président du jury du prix « science et défense ».
– membre du haut Conseil de la science et de la technologie.
– membre du Conseil scientifique de l’institut europlace de finance.
– membre du scientific advisory panel de l’european mathematical society.
– membre fondateur du Comité international de l’« international summer school of

applied mathematics », morningside institute, Chinese academy of sciences.
– membre de l’international advisory board de l’institute of mathematical sciences de

l’imperial College.
– membre du Conseil scientifique de la fondation du risque.
– membre du Conseil d’administration et du Conseil scientifique de la fondation sciences

mathématiques de paris.
– membre du Conseil d’administration de la fondation d’entreprise natixis.
– membre de la société des amis du palais de la découverte.
– membre de l’international advisory board of the scuola di dottorato in scienze

astronomiche, Chimiche, fisiche e mathematiche « vito volterra ».
– membre du Conseil scientifique du bCam (basque Centre for applied mathematics).
– Conseiller scientifique auprès de bnp paribas, eads-st et ief.
– fondateur de mfg r&d.
– éditeur en chef du Journal de Mathématiques Pures et Appliquées.
– éditeur de 45 revues internationales.




