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Simulation moléculaire

On s’intéresse a des systemes modélisés a I'échelle atomique:

o |'état du systeme est décrit par les positions z; et les impulsions p; de
chague atome (particule classigue).

o taille des systemes: < 10'Y atomes
» échelle d’espace ~ distance interatomique ~ 10~1° meétre

o échelle de temps ~ 10~!° seconde

Modélisation utile pour de tres nombreuses applications en
# biologie moléculaire
# science des materiaux
9

bien que les systémes simulés soient trés petits: 1 mm? ~ 10! atomes.
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Un exemple en biologie moléculaire

Pe v \ 4® '1 n;*i‘
Mafgre d(fh et . u
B h

Chris Chipot, CNRS Nancy

Transport d’ions potassium dans un canal a travers la membrane cellulaire
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Calcul de lois de comportement
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Fluides: calcul de la loi d’état macroscopique P(p,T') a partir d'une description
atomistique
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Modélisation

On se donne une énergie d’'interaction V(X) = V(z1,z2,...,2y,).

Toute la physique du systeme est contenue dans I'expression de V.

» Fluides simples: V(X) =) Va(|z; — z;|), avec par exemple
1<)
0.12 6
Vo(r) = 4e (E — 2 —), le potentiel de Lennard-Jones
T

» Alcanes: V(X) = Va(wip1 —2:) + > _Va(6:) + ) Va(cos ¢;)

=\
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Grandeurs d’intérét en simulation moléculaire

Premiere classe: moyennes thermodynamiques selon la mesure de
Boltzmann-Gibbs:

(®) = /n ®(X)dp, dp=Ztexp(—pV(X))dX, X cR"

avec 4 = 1/(kpT), et Z — / exp(—BV (X)) dX

n

Le choix de ® dépend de la quantité macroscopique qu’on cherche a
reproduire: distance bout-a-bout moyenne pour un polymere, pression, ...

Difficulté pour calculer (®): la trés grande dimension (n > 10°).

— méthodes de Monte Carlo, typiquement fondées sur des chaines de
Markov.
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Echantillonnage de la mesure de Gibbs

Une méthode typique:

o considérer X; solution de I'éguation différentielle stochastique
dX; = —-VV(Xy)dt +/26-1dW; dansR"

(dynamique de Langevin amortie).

# sous de bonnes hypotheses, cette dynamigue est ergodique pour la
mesure u: pour p-presque toute condition initiale X,

1

T
—/ ¢(X;)dt — ¢(X)du p.s.

De plus, la loi de X; converge vers la mesure de Gibbs quand ¢t — .
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Metastabilité

Génériguement, V' a plusieurs minima locaux, séparés par de grandes
barrieres. La trajectoire X, reste tres longtemps dans chacun de ces puits
avant d’en sortir.

2
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# le temps de résidence dans chacun des puits est une grandeur d’intérét.

# tres souvent, on peut caractériser 'appartenance a un puits par la
connaissance d’'une coordonnée réduite £(X), qu'on suppose ici scalaire.
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Objectif de ce travall

dXt = —VV(Xt) dt + \/ 26_1 th dans R"
On se donne une coordonnée réduite scalaire: £ : R™ — R.

On cherche une dynamique t — z; qui approche &(X;):

# conservation des propriétés d’équilibre (temps long):
quand X est distribué selon dy = Z~ ! exp(—3V (X)) dX, la coordonnée
reduite £(X) est distribuée selon la mesure exp(—p3A(z)) dz.

On souhaite que la dynamique z; soit ergodique pour exp(—FA(z)) dz.

# retrouver dans z; certaines informations dynamiques présentes dans

§(X).

Approches reliées: Mori-Zwanzig, reduction de dimension dans les EDS (par
averaging, ...).
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Comparer z; et £(X;)

Différentes fagons d’estimer la distance entre z; et £(X;):

# distribution de ces variables aléatoires a un instant ¢ donné:
loi de z; ~ loi de £(X4)

Ceci ne donne pas acces aux correlations en temps ...
Estimations analytiques

# convergence de la loi des trajectoires:

loi de (2¢)o<i<r ~ loi de (§(X¢))o<i<T

Ceci implique la convergence des temps de sortie d’'un domaine
(intervalle) donne I

inf{t; zz & I| zo € I} ~inf {t; £&(X;) &€ I| £&(Xo) € 1}

Résultats numériques
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Plan de I'expose

o Construction d’'une dynamique réduite

# Estimation de sa qualité en terme de marginales a chaque instant
[Argument inspiré des travaux de F. Otto et D. Dizdar.]

o Exemples numériques: temps de résidence dans un domaine
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Une fermeture non constructive

Partant de la dynamique sur X; € R™, on obtient

d[E(Xy)] = VE(Xy)-dX,+ 37 AL(X,)dl
= (CVV-VE+IIA) (X di + V25T VEX,) - dW,
= (VY- VE+ 57 A (Xt + /23T VEI(X,) B,

. B; est un mouvement brownien mono-dimensionnel.
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Une fermeture non constructive

Partant de la dynamique sur X; € R™, on obtient

d[E(Xy)] = VE(Xy)-dX,+ 37 AL(X,)dl
= (=VV-VE+BIAL) (Xy) dt + /2671 VE(X,) - AW,
= (=VV-VE+BHAL) (Xy) dt + /2871 |VE|(X,) dBy

oll dB, Vﬁl(v)szd)Wt B, est un mouvement brownien mono-dimensionnel.
t
b(t,2) = E[(-VV-VE+BTIAL) (Xy) | €(Xy) = 2]
o%(t,z) = E[|VE*(Xy) | &(Xy) = 2]

On considere

dz = b(t, %) dt + /281 5(t, %) dBy, %o = £(Xo)
Alors, pour tout temps t, la loi de z; est égale a la loi de £(X;) (Gyongy 1986)

Cependant, b(t, z) et 5(t, z) sont trés difficiles & calculer en pratique.
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Preuve dans le cas simple X = (z,y), &(X) ==«

dX; = —VV(X,)dt + /281 dW; de densité (t, X)

Oy = div (v VV) + 871 AY
= 0, (WOLV)+ 0, (WO,V) + B Opath + B 18,0

La densité de ¢(X;) =z, est (t,z) = /Rw(t,a:,y) dy:

[t 2, y) 0,V (z,y) dy
U(t, z)

— 0, (@ 5) + 870,00 avec b(t,z) =

On reconnait I'équation de Fokker-Planck associee a

dxt — —g(t, ZUt) dt + \/ 26_1 dBt

Enfin, on remarque que b(¢,z) = E [0,V (X,) | £(X;) = ]
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Approximation

ldée: on va approcher

~

b(t,z) = E[(=VV-VE+F71AL) (Xy) | &(Xy)
par b(z) = E,[(-VV -VE+B7TAE) (X)] £(X)

d
g

Motivation: Z(t, z) =~ b(z) si le temps typique pour atteindre I'équilibre dans la
sous-variéeté
Y, ={XeR" &X)=2z}

est beaucoup plus court que le temps caractéristique d’évolution de £( X, ).

On considere alors la dynamique réeduite

dzy = b(z) dt + /207 o(2¢) dBy, 29 = (Xo)

avec 0?(z) :=E,, [|[VEA(X) | &(X) = z].
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Precision de la dynamique reduite

dXt = —VV(Xt) dt + \/ 25_1 th — f(Xt)
dZt = b(Zt) dt + \/ 26_1 O'(Zt) dBt

o OK du point de vue statistique: on montre que la dynamique réduite est
ergodique pour exp(—0A(z))dz.

z; et £(X;) ont méme mesure d’équilibre en temps long.

# Dans un cadre général, estimation de la différence entre les densités de
z; et de £(X;), a tout instant ¢.

F. Legoll, College de France, 4 décembre 2009 — p. 15




Equation de Fokker-Planck et entropie

dXt = —VV(Xt) dt + v 25_1 th

La densité (¢, X) de X; verifie 'équation de Fokker-Planck

O = div (yVV) + 1Ay = g div [zpoov (wi)]

avec Yoo (X) = Z 1 exp(— SV (X)).

On introduit I'entropie

A = [ (S50 v x)ax,

qui verifie

”w(ta ) o woo”Ll < \/2 H(w(t )|¢oo)

F. Legoll, College de France,
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Convergence vers I'equilibre

HO ) / N (w%) Oyt

- () e ()
- o] (50)

= =7 I(Y]¢eo)
Supposons gque . est telle que il existe p > 0 telle que
H(Ylso) < (2p) ' I (¥]sc)  (ISL)

pour toute densité de probabilité 1.

Alors on obtient la convergence exponentielle de (¢, -) vers .-

Hw(t? ) - wooHLl < \/2 HW@: )hboo) < CeXp(_pﬂ_lt)

La convergence est d’autant plus rapide que p est grand.
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Convergence de la dynamique réduite

dX; = —VV(Xy)dt + /26— 1dW,;, de densité (¢, X)

La densité de £(X;) est
— dO‘E

0(t2) = [ 0t X)aEX) ) = [ it X) T

Nous avons introduit la dynamique réeduite

dzy = b(z) dt + /267 o(2) dBe, 20 = £(Xo)

Soit ¢(t, z) la densité de z;. On introduit I'entropie

a0 = [ (505 e a

qui vérifie & nouveau /R U(t, 2) — ¢(t, 2)| dz < \/2 H(|9)

On va majorer H (1)|¢).
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Hypotheses

S, = {X €R", &(X) =z}, dp. o exp(—BV (X)) Serx)_-(dX)

# les mesures conditionnées du, vérifient une inégalité de Sobolev
logarithmique avec une constante p, uniforme en z. La mesure de Gibbs
conditionnée a X, peut étre échantillonnée rapidement.

F. Legoll, College de France, 4 décembre 2009 — p. 19




Hypotheses

S, = {X €R", &(X) =z}, dp. o exp(—BV (X)) Serx)_-(dX)

# les mesures conditionnées du., vérifient une inégalité de Sobolev
logarithmique avec une constante p, uniforme en z. La mesure de Gibbs
conditionnée a X, peut étre échantillonnée rapidement.

» faible couplage entre la dynamique dans 3, et dans la direction
transverse: on demande “Vy,. vV petit”.

Si &(z,y) = =, faible couplage entre z et y, i.e. k = |0,y V|| ;  PEtit.
A I'équilibre, & ~exp(—BA(z))dz avec A'(z)= / F(X)du,
.

Ona“F = VyV7, eton suppose que k = ||Vy_F|;« < 0.
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Hypotheses

S, = {X €R", &(X) =z}, dp. o exp(—BV (X)) Serx)_-(dX)

# les mesures conditionnées du., vérifient une inégalité de Sobolev
logarithmique avec une constante p, uniforme en z. La mesure de Gibbs
conditionnée a X, peut étre échantillonnée rapidement.

» faible couplage entre la dynamique dans 3, et dans la direction
transverse: on demande “Vy,. vV petit”.

Si &(z,y) = =, faible couplage entre z et y, i.e. k = |0,y V|| ;  PEtit.
A I'équilibre, & ~exp(—BA(z))dz avec A'(z)= / F(X)du,
.

Ona“F = VyV7, eton suppose que k = ||Vy_F|;« < 0.

» |V¢| est proche d’'une constante sur chaque X, soit
| [VEPP(X) — o?(€(X))
0?(£(X))

A= est petit

Loo
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Estimation de I'entropie

E(t) == H(T|¢) = /

R

In @g 2) B(t, 2) dz.

Théoreme: sous les hypotheses précédentes, pour tout ¢ > 0,

E(t) < C(&, Cond. Init.) <)\ + BZ’f) = C

Ainsi, si & est tel que
# pestgrand (la dynamique est tres mélangeante dans X.),

# £ est petit (faible couplage entre la dynamigue dans X, et dans la
direction transverse),

® ) est petit (|V&]| est quasiment une constante dans chaque X.,),

alors la dynamique réduite est precise, au sens les lois de &(X;) et de z; sont
proches, uniformément en temps.
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Conséquences

On a noté (¢, z) la densité de £(X,), et ¢(t, z) la densité de z;, solution de la
dynamique réduite.

# ent =0, les deux densités sont égales (en partant de C.l. cohérentes)

# entemps long, les deux densités convergent vers la mesure d’équilibre
de £(X), soit exp(—BA(z)) dz [ergodicité], et on a

/ m(t, z) — o(t, z)] dz < Cyexp(—RB™ ')
R

# notre estimation couvre le regime transitoire: pour tout ¢ > 0,

/R [B(t,2) — olt, 2)| d= < \J2 H(Bl6) = /26

Cette estimation permet aussi de guider le choix de &, dans certains cas.
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ldée de preuve dans le cas X = (z,y), £&(X) ==

Y

Fokker-Planck: 91 = 8~ 'div [woov (w—

)] | o = Z Vexp(—AV (2, y)

Soit ¢(t, z) la densité de ¢(X;) = z;, donnée par ¥ (t,z) = /w(t, z, ) dy

Opp = ﬁ‘lf?x/woo@x (%) dy

On introduit I'énergie libre A définie par
exp(—fA(z)) = /woo z,y)dy =2~ 1/eXp BV (z,y))
Al(z) = V(X)) [ §(X) = 2]

La dynamique réduite est dz; = —A'(z;) dt + \/2/5 dB;.
La densité ¢(t, x) de z; vérifie

¢

at — _18:15[ ooa’n <_
¢=p ¢ .

)] | boo = exp(~BA())
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ldée de preuve - 2

On considere

B0 = H@0) = [ 0 (20D e, 0)da

R\ o)
et on introduit le “bon” terme de dérive b(t, z) = / ‘ﬁgjy [Gyongy].
L= @+ [vo. (wh) (4w -Fen)
< o1 + o (7 (0. (w2)) + 2 [7 (20 -0.0)

_ (% - 6‘1) I@16) + 2 (9

On voit que b(t, z) = / 0.V (x,y) vi(y) dy avec vi(y) < ¥(t, x,y), tandis que
R

A () = / 0,V (. ) v (y) dy avec v (y) o oo (. y).
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ldée de preuve - 3

Al(z) —Bt,x) = / 8,V (1)) V¥ (y) dy — / 8,V (1) vE (y) dy

_ /(axV(a:,yl) — 0,V (2,92)) 7 (Y1, y2) dy1 dys

IA

A(2) = B(t0)| < [0V / 91— ol 7 (1, y2) dyn dyo

avec /Wx(yl,yg) dys = v{ (y1) et /Wx(yl,yg) dy1 = v (y2). Optimise en 7*:

|A’(:r;) —5(t,a:)| < ||Ozy V|l Whi(vi,vy) [distance de Wasserstein]

102y V| L~
0

< \/I Tlvy) [Talagrand + ISL sur v5]
Ainsi,

o 2 NOwyVIiee =1 wrov 10V [3
= [ (a0 —taw) < PVl (G < 0ol
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ldée de preuve - 4

dE 1 H&c Vii,
a < (e -0) 1@+ 5 2 1)

_ 1 —1 — Ozﬁ”@x VH%O@
= (g0 - 07) 1@ - = 0y

On choisit 2o = ( pour annuler le premier terme:

dE _ 2] 0ay V[T
dt = 4,02 8tH(w|woo)

On intégre en temps: sachant que £ (0) =0 et H(¥(t)[1s) > 0, 0n a

B2 102y V|7

B(t) < = H (1 = 0))

On a ainsi eu besoin de ||0,,V ||z~ = ||[Vs. F||r~ < 400, et d’'une ISL sur
v3(dy) = Voo (,y) dy, €.9g. marginales de dp a x = £(X) fixé.
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Estimation grossiere dans un cas particulier

L'énergie potentielle V' est souvent de la forme

Vo(X) = Vo(X) + ~¢*(X)

Exemple d’'une molécule tri-atomique:
B

1
V(X) = 5 |(ras =) + (rse — o) | +W (050)
Exploiter cette structure pour aller plus loin?
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Estimation grossiere dans un cas particulier

Ve(X) =Vo(X) + %qQ(X) avec de plus X € R?

# Constante d’'ISL pour la mesure y conditionnée a { X;&£(X) = z}:
Cette mesure charge essentiellement le voisinage des points X tels que
q(X) = 0. Localement, mesure gaussienne, qui vérifie donc une ISL avec
p = 1llvariance. Si V¢ et Vg sont colinéaires, alors la variance est O(1), et
pe = O(1); sinon p. = O(1/e).
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Estimation grossiere dans un cas particulier

Ve(X) =Vo(X) + §q2(X) avec de plus X € R?

# Constante d’ISL pour la mesure g conditionnée a { X;£(X) = z}:
Cette mesure charge essentiellement le voisinage des points X tels que
q(X) = 0. Localement, mesure gaussienne, qui vérifie donc une ISL avec
p = 1llvariance. Si V¢ et Vg sont colinéaires, alors la variance est O(1), et
pe = O(1); sinon p. = O(1/e).

» Estimation du couplage: A4’(z) — / F(X)dps, #. = ||Vs.F||,~?

3,
VV, - V¢ . V¢
FX) = “oge —0dv <|V£|2)
2q(X) Vg V¢

. N + O(1) ensupposant V& = O(1)

Donc k. =0O(1)siVq-VE=0, et k.=0(1/e)siVq-VE#DO.
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Estimation en fonction de ¢

E(t) < C(¢,Cond. Init.) (A + 5252)

ou A mesure I'écart a une fonction constante de |V¢|.

o SiVE-Vg=0,alors k. = O(1), tandis que p. = O(1/¢): donc
ke/pe = O(e). En 'absence de A, on obtient

Vvt >0, 0<E(t) <Ce

® SiVE¢-Vq#0,alors k. = O(1/¢), tandis que O(1) < p. < O(1/e): donc
ke /pe > O(1), et 'estimation obtenue ne permet pas de conclure a la
précision de la dynamique réduite.

La condition V¢ - Vg = 0 semble donc importante pour obtenir une dynamique
reduite précise.
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Temps de résidence et grandes deéviations

dX, = —VV(X,)dt ++/23-1dW, dansR"

On suppose la condition initiale est un minimum local de V. On s’intéresse au
temps de résidence T,.; dans le puits.

2 ¥ | |
15 ®) 1

oé&Ai B, |

O 500 1000 1500 2000 2500

Théorie des grandes déviations: dans la limite basse température (3 — oo):

1
5
En pratique, AV tres difficile a calculer (grande dimension).

F. Legoll, College de France, 4 décembre 2009 — p. 29

InT,es — AV = barriere d’énergie a franchir pour sortir du puits




Energie libre et dynamique reduite

» Lorsque X est distribué selon du = Z— ! exp(—3V (X)) dX, la coordonnée
réduite £(X) est distribuée selon la mesure exp(—FA(z)) dz

# Ainsi, en temps long, X; solution de
dXt = —VV(Xt) dt + \/ 26_1 th

est distribuée selon du, et £(X;) est distribué selon exp(—(5A(z)) dz

» Latentation est forte d’approcher £(X;) par u;, solution de

duy = —A'(uy) dt + /261 dB;

o En appliguant la théorie des grandes déviations, on obtient

1 . L .
—InT,.c ~ AA, calculable en pratique car on est en petite dimension

o d'oul'idée de calculer A, d'ou AA et les temps moyens de résidence.
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Questions pratigues

# La dynamique réduite est

dZt = b(Zt) dt + \/ 25_1 O'(Zt) dBt

Ce n’est en géneéral pas la méme chose que

dut = —A’(ut) dt + \/ 25_1 dBt

Jusgu’a quel point ces deux dynamiques different?

1 :
» Danslecas V.(X) = Vy(X) + ng(X), et en 2D, il semble qu’un bon
choix de ¢ soit tel que
VE-Vg=0

Cela conduit a une bonne estimation sur les marginales en temps.
Implications plus fortes?
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Un cas numeérique tres simple

V(z,y) = (2° = 1)* + (y + 2° — 1)°

Deux puits V(£1,0) = 0, un point-selle V(0,1) = 1.

Viz,y

3.5

2.2 : "“’ ///
15 F S

LA
M 4
.- V= 1.2
N - RS .' 1 -
- .o
A ¢‘ ’ o°
- e 0 52208
PN - ] "
. ’ YN 4 P
’ b
L4 L4
o L4

. “0.6
-1 ' 0 0.20'4 Y
0.4°4
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Deux coordonnées reduites possibles

1.5
1
0.5 -
=
-0.5
1

-1.5
D I R R (P B B
-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

X

D

1 1
V;—(CU,y) — (332 o 1)2 + g(xQ + Yy — 1)2 — Vo(l',y) + EQ(xvy)Q

Deux coordonnées reduites: &1(x,y) =z, & (x,y) = xexp(—2y)
Vq-V& #0, VgV =0
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Mesure des temps de résidence

Pour chaque coordonnée réduite, & et &:

>

>

on définit le puits de droite comme {(x,y); £(x,y) > Eseuil }

on géenere un ensemble de conditions initiales, dans le puits de droite, et
distribuées selon la mesure de Gibbs

partant de chacun de ces (z;, y;), on suit la dynamique compléte jusqu’a
ce que le puits de gauche {(z,y); £(z,y) < —&seuil } SOIt atteint; on calcule
ainsi un temps de résidence de réference

partant de z;,—o = &(z;, y;), on intéegre d’'une part la dynamique reduite

dZt = b(Zt) dt + \/ 2/6_1 O'(Zt) dBt,
d’autre part la dynamique définie par A’,
dut = —A/(Ut) dt + \/ 26_1 dBt,

ce qui donne les temps de résidence des modeles réduits.
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Résultats numérigues (¢ = 0.01, 3 = 3)

|
1

O_

-1

I I
O 500 1000 1500 2000 2500

Coordonnée réduite | dyn. compléete | dyn. réduite | dyn. via A’
Eo(x,y) = xexp(—2y) 325+ 05 32.7 +£ 05 6.4 + 0.3
E1(x,y) = 31.6 £ 05 24.44+04 | 2444+04

Pour obtenir des temps de résidence corrects, il semble qu'il faille choisir la
“bonne” dynamique, avec la “bonne” coordonnée réduite.

F. Legoll, College de France, 4 décembre 2009 — p. 35




Un exemple en dimension plus grande: dimere dans un solvant

= N = e o S
= S = =
= £ ‘g e =
= = = = . ©
= S = s 6 =
» solvant-solvant, solvant-monomere: LJ tronqué sur r = ||z; — x;||:
12 6
Viwca(r) = 4e (% — 2 Z_ﬁ) si r < o, 0 sinon (potentiel de répulsion)

# monomere-monomere: double puits sur r = |[x; — 5|

Coordonnée réduite: la distance ||z; — x2|| entre les deux monomeéres

15, dyn. compléte | dyn. réduite | dyn. via A’
0.5 262 + 6 245 £ 5 504 + 11
0.25| 181+0.04 | 1.68+0.04 | 3.47 + 0.08
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Conclusions

# Nous avons proposé une facon “naturelle” d’obtenir une équation fermeée
sur £(X;), via des espérances conditionnelles.

# Dans un cadre général, nous estimons la précision de cette dynamique
réduite, en terme de lois a un instant donnée.

# Reésultats numériques encourageants dans des cas plus généraux.

F. Legoll, T. Lelievre, Effective dynamics using conditional expectations,
Arxiv preprint 0906.4865
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Perspectives et problemes ouverts

o Comment choisir une bonne coordonnée réduite £?
# Cas multi-dimensionnel: ¢ € R?

# Prendre comme dynamique de départ I'équation de Langevin
dX; =PFP,, dP,=-VV(Xy)dt—~Pdt+ /2y~ dW,

plutdt que sa version amortie:

dX; = —VV(Xy)dt +/26-1 dW,
On peut écrire une dynamique reduite. Estimations? (hypo-ellipticité).

o Question de limite thermodynamique.
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