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Transition de phase

Motivation : transport de la
masse dans un milieu en
relaxation

(ex : polyméres au point de
vitrification)

Probléme : comprendre la
modélisation de la transition
de phase et approcher
numériquement sa position Polymére diphasique
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Equations

Modélisation due a Jackle et Frisch
(1985) :

ou 0%v
at(xt) 82( t), xeR, t>0

ou u(x,t) est le paramétre d'ordre,
v(x, t) le potentiel défini par

W[ 8e=) 3 (o) -o()ds

avec 0 la fonction mémoire et ¢ de
type cubique, loc. Lipschitz
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Modélisation due a Jackle et Frisch
(1985) :

ou 0%v
at(xt) 82( t), xeR, t>0

ou u(x,t) est le paramétre d'ordre,
v(x, t) le potentiel défini par

W[ 8e=) 3 (o) -o()ds

avec 0 la fonction mémoire et ¢ de
type cubique, loc. Lipschitz

fonction de diffusion ¢
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Simplifications : 6(t) = exp(—t/7) et ¢ : u > eu/T

Torr T ot ox? YTE B
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Simplifications : 6(t) = exp(—t/7) et ¢ : u > eu/T

Torr T ot ox? YTE B

Cas 7 = 0 (sans mémoire), € > 0 : Novick-Cohen et Pego (1991)

ou ou
i AX<¢(U)+58t> dans Q x R™, Q C R9,
Pb. 5 5
de ( u+5u>:0 sur 02 x Rt*
Cauchy on #u) ot ’
u(+,0) € L*()

— existence globale et unicité de la solution C?.

o & = 25 novembre 2011 7 /47



Diffusion non-linéaire 1d : cas 7 =0 et ¢ — 0F

ou H?

a:@(f)(u),XGR, t>0

u(x,0) = u%(x) donnée
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Diffusion non-linéaire 1d : cas 7 =0 et ¢ — 0F

ou 02
a = @(f)(U),XGR, t>0
u(x,0) = u%(x) donnée

@ Si ¢ : u+ mu, solution :

u(x, t) = / e /m) 0y ) dy
R

4dTmt
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Diffusion non-linéaire 1d : cas 7 =0 et ¢ — 0F

ou H?

a:@(]ﬁ(u),XER, t>0

u(x,0) = u%(x) donnée

@ Si ¢ : u+ mu, solution :

@ ¢ non monotone = pb mal posé
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Diffusion non-linéaire 1d : cas 7 =0 et ¢ — 0F

ou 0? 0
mM((/)(U)—i—Eatu),XER, t>0

u(x,0) = u%(x) donnée

@ Si ¢ : u+— mu, solution :

(X t) —(X y)? 4mt)u0(y)dy

T e

@ ¢ non monotone =- pb mal posé

@ Pour € > 0, sortie exponentielle
si linéarisation autour de o € I
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Résultats analytiques pour

oe— — ——

ou  0%¢(u)

ot O0x?
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ou  0*¢(u
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ou  0*P(u)
ot Ox?
Plotnikov (1993-99) : description par mesures de Young

u=A_¢"1(v) + X H(v) + Aoyt (v)

u
g

Résultats analytiques pour

Aei>0,
ob A_(x, ) + M(x, t) + A (x,t) =1, - ; e
Ao(x,t) =1si  v(x,t) <A, N\ T

Ai(x, t)=1si v(x,t) > B.
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du _ 9*¢(u)

ot Ox?
Plotnikov (1993-99) : description par mesures de Young

u=A_¢=1(v) + N H(v) + Apd7 (V)

Résultats analytiques pour

A= =0,
oi A_(x,t) + M(x, t) + A (x, t) =1, - ) Gl
A_(x,t)=1si v(x,t) <A,

Ai(x, t)=1si v(x,t) > B. /

VgeCl, /,G:=s+ [;goget
G* = )\_Go¢:1+/\/GO¢I_1+/\+GO¢I_1vOna

0G*(v) 0 ov , v\ 2
_ 2 i N <
5t ox <g(")ax> el (8x> =0
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Une interface qui bouge?

Evans et Portilheiro (2004) : solutions (faibles) diphasiques

solutions régulieres par morceaux + « inégalité d’'entropie »
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Une interface qui bouge?

Evans et Portilheiro (2004) : solutions (faibles) diphasiques

solutions régulieres par morceaux + « inégalité d’'entropie »

t
A
]
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Concept de solution

A l'interface 7 :

@ Conditions de transmission :

[¢()], = O,

£(0) 1l + |

Ip(u)
Ox

-
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Concept de solution

A l'interface 7 :

@ Conditions de transmission :

[p(u)]y =0, &(t)[uly + {8(;;&“)]7 -

o Conditions d'entropie : ¢(u(&(t), t)) € [A, B] et
(t) =0 si ¢(u(s(t),t)) € (A B),
§(t) 20 si ¢(u(é(t),t)) = A,
£(t) <0 si g(u(¢(t),t)) =B.
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Concept de solution

A l'interface 7 :

@ Conditions de transmission :

[p(u)]y =0, &(t)[uly + {8(;;&“)]7 -

o Conditions d'entropie : ¢(u(&(t), t)) € [A, B] et
(t) =0 si ¢(u(s(t),t)) € (A B),
§(t) 20 si ¢(u(é(t),t)) = A,
£(t) <0 si g(u(¢(t),t)) =B.

Mascia, Terracina et Tesei (2009) : existence locale et unicité;
Smarazzo, Tesei (2010) : temps long
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Interface immobile

o(u(é(t), 1)) =T € (A, B)
Ry ={(x,t) : t>0,£(x—¢&(t)) >0}

t
.

R- Ry T € (A,B)

vue dans le plan espace-temps
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Interface immobile : espace des phases

1.0

0.5

T T T T T T T T T
2.5 2.0 15 -1.0 0.5 0.0 05 1.0 15 2.0 25

vue dans le plan de phase (u, ¢(u))

o =2 S 25 novembre 2011 14 / 47



Mouvement vers la droite

T = o(u(&(2), 1) = A

t
|

\J

vue dans le plan espace-temps
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Mouvement vers la droite : espace des phases

vue dans le plan de phase (u, ¢(u))
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Mouvement vers la gauche

T =o(u(é(t),t) =B

«O>» «F»>» «E)» 25 novembre 2011 17 / 47



Mouvement vers la gauche : espace des phases

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

=o-

25 novembre 2011

18 / 47



© Introduction
@ Modele
@ Théorie

© Solution explicite du probléme de Riemann
© Schéma semi-discret

@ Description du schéma

@ Interface immobile

@ Interface mobile

@ Schéma diphasique



Solutions auto-similaires

Validation des schémas numériques : calcul explicite de la solution
d'un probleme de Riemann

du_ 929(u)
ot  Ox2
_<b, <0
u(-,0) = u%: x = x
uy > a x>0
=} = = 25 novembre 2011

20 / 47



Solutions auto-similaires

Validation des schémas numériques : calcul explicite de la solution
d'un probleme de Riemann

du _ P¢(u)
ot  Ox2
< b,
u(-,O):uo:X|—> u- < b, 2SS
up > a, x>0

solution auto-similaire : (x, t) — (Ax, At) d'ou

u(x,t) = f(€), €= %
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Solutions auto-similaires

Validation des schémas numériques : calcul explicite de la solution
d'un probleme de Riemann

du _ P¢(u)
ot  Ox2
< b,
u(-,O):uo:Xl—> u- < b, 2SS
up > a, x>0

solution auto-similaire : (x, t) — (Ax, At) d'ou

u(x,t) = f(€), €= %

e courbe de discontinuité : £(t) = &/t

@ équation pour f : V&€ € R\ {&}, (oo f)"(€) + %ff’(f) =0.

o (= = 25 novembre 2011

20 / 47



Cas type

¢ continue affine par morceaux avec m,q > 0 :

q, si u<b,

o(u) = mu—i—{

—q, si u> a.
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Cas type

¢ continue affine par morceaux avec m,q > 0 :

q, si u<b,

o(u) = mu—i—{

1
VT m

—q, si u> a.

On définit E™(€) :=

[ erimay, Ene) =1 Em(e).
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Cas type

¢ continue affine par morceaux avec m,q > 0 :

q, si u<b,

o(u) = mu—i—{

—q, si u> a.
1

On défint £7(€) = —=—
m™m

Forme générale : u(x,t) = f(x/\/t),

¢:1(g(£)) 5 < 5_7 \\\\ | .
f = _ N
©) { R {(3)) §>¢, -

8(&) == o(u-)EY (&) + ¢(uy ) ET(S). //
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Condition caractéristique (CC) :

€= S(8(u) + 6(u1)) € 1A, 8],
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Condition caractéristique (CC) :

Ci= 2(¢(u) + d(us)) € [A, B,

2

(CC) vérifiée SSI I'interface est immobile, c'est-3-dire £ =0

u et ¢(u) en fonction de x

Ex. m=2,qgt=F3, u_=-15.u =2

25 novembre 2011
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Calored values of u Colored walues of phifu)
0.50

0.25 025+

015 -0.62

0.0s -1.5

.00 L
0001020204 0506 07080510 00 01 02 0204 05 06 0.7 082 05 10
® %

vues de u (a g.) et ¢(u) (a d.) dans le plan espace-temps
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(CC) non vérifiée SSI I'interface bouge

et € est donnée par la relation implicite

g(§)=BsiC>Boug(&) =Asi C<A.
EX.:m:2’ qi::'::s, U7:_2-1- U+:42

OA ‘
1 o

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 10

u et ¢(u) en fonction de x
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Calored values of u Colored walues of phifu)

4.2
prl-3
11 +
-0.52
=21 .05

.00 0.00

0001020204 0506 07080510 00 01 02 0204 05 06 0.7 082 05 10
® %

vues de u (a g.) et ¢(u) (a d.) dans le plan espace-temps
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Plan

© Schéma semi-discret
@ Description du schéma
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Discrétisation en espace

Discrétisation centrée d'ordre 2, maillage uniforme Ax, J points :
&%u u(x+ h) —2u(x)+u(x—nh
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Discrétisation en espace

Discrétisation centrée d'ordre 2, maillage uniforme Ax, J points :

U0 =

uy

ﬁ(x) =

e R,

_u(x+ h)

—2u(x) + u(x — h)

h2

-1 0
2 -1
-1 2
0 0
0 0
0 0

+ O(h?)

0 0 0
0 0 0
0 0 0
2 -1 0
-1 2 -1
0o -1 1
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Discrétisation en espace

Discrétisation centrée d'ordre 2, maillage uniforme Ax, J points :

0%u u(x + h) — 2u(x) + u(x — h)
ﬁ(x) = o + O(h?)
1 1 0 0 0 0
-1 2 -1 . -~ 0 0 O0
u—
o -1 2 0 0 0
W=] " |erR!, A=
Uy
uy 0 0 o0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0o -1 1

Schéma semi-discret non-linéaire autonome :
du =i
=== (AX2H + 5A) A(U) = —Ap,e H(U)
Limite réguliere : ¢ = 0.
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Cas général

Probleme : ¢ est presque toujours linéaire, mais... pas toujours !
Techniques :

e Etude de V = ¢(U)

o Réinterprétation en EDO linéaire non-autonome :

%(7) = —M(r)U(r) + W(r), 71 =t/Ax?

7+ M(1) € R?*J et 7 — W(r) € R’ constantes par morceaux.

— Saut quand U; change de phase.
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Cas général

Probleme : ¢ est presque toujours linéaire, mais... pas toujours !

Techniques :
e Etude de V = ¢(U)
o Réinterprétation en EDO linéaire non-autonome :

%(7) = —M(r)U(r) + W(r), 71 =t/Ax?

7+ M(1) € R?*J et 7 — W(r) € R’ constantes par morceaux.

— Saut quand U; change de phase.

Cas symétrique : m =2, g = 3;

dans S : b=-1, c = -2,

dans ST :a=1,d=2

et A=¢(a) = ¢(c) = -1, B=¢(b) = ¢(d) =1
Généralisation aisée par produit par une matrice diagonale
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Plan

© Schéma semi-discret

@ Interface immobile
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Interface immobile : vy + u_ € [-1,1]

Remarque : V = ¢(U) est solution d'une EDO autonome

dVv
&Y _ oav
dr ’

car exp(—27A) € (RT)*, || exp(—27A) |00 = 1.
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Interface immobile : vy + u_ € [-1,1]

Remarque : V = ¢(U) est solution d'une EDO autonome

dv
— =-2AV,
dr '

car exp(—27A) € (RT)*, || exp(—27A) |00 = 1.

Analyse spectrale :

. ) 2y _ P\Uy) T PU—)
tﬂToo \/J(t/h ) - 2 v,
et q o
U — d_"(v™) si j<K,
/ ¢t (v™®) si j>K+1.
=} & = 25 novembre 2011
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Interface immobile : vy + u_ € [-1,1]

Remarque : V = ¢(U) est solution d'une EDO autonome

dv
— =-2AV,
dr '

car exp(—27A) € (RT)*, || exp(—27A) |00 = 1.

Analyse spectrale :

tl:Too\/J(t/h)_ 2 =V,
et

g [T siJ<K,

S e (e si j> K+ 1.

— Schéma discret At, Ax
Schéma implicite plutét que semi-implicite ou explicite a cause de la
régularité : méme ordre de convergence (0.5 en At / 1 en Ax) mais
pas de CFL.
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Résultats numériques

implicite (var At) implicite (var Ax) explicite (At = Ax?/4)

K [ J [ erreur [ cpu K [ J [ erreur [ cpu J [ erreur [ cpu
14 3.5e-3 0.16 6. | 2.6e-2 1.76 6 | 3.7e-2 0.02
16 3.3e-3 0.62 7. 1.3e-2 1.94 7 | 1.9e-2 0.13
18 3.3e-3 1.24 8. | 6.7e-3 231 8 | 9.4e-3 0.16
20 9 | 3.3e-3 3.05 20 | 9. | 3.3e-3 3.05 9 | 4.7e-3 0.80
22 3.3e-3 9.87 10. | 1.7e-3 4.48 10 | 2.4e-3 3.87
11. | 8.4e-4 7.71 11 | 1.2e-3 25.54

12. | 4.3e-4 | 1437 12 | 6.0e-4 193.12

13. | 2.3e-4 | 33.90 13 | 3.1e-4 1971.31

14 | 1.7e-4 | 17407.04

Comparaison des erreurs L2 sur ¢(u) et temps d'exécution (cpu) pour les
schémas implicite et explicite par rapport 3 At =2=K Ax =277,
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Plan

© Schéma semi-discret
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Interface mobile : vy +u_ >1

T=0.1
5 6
4 5
3 4
2 3
3
s 1 £2
g
0 1
-1/ 0
2 1
-3 T T T T T T - T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
x x

u et ¢(u) en fonction de x dans le cas de ¢ symétrique
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Question : Que sont M(7) et W(7)?
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Question : Que sont M(7) et W(7)?
Condition initiale type, 6 > 0 :

-1 sij <K

vW=<{ 2 sij=K+1

240 sij>K+2
Développement de Taylor : localement en temps

Uj<k—1 décroissant dans S_,

Uk croissant a travers la phase instable I,

Uj>k+1 décroissant dans S,..

=2 E 25 novembre 2011
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D’ou

M(r) = AD =: B avec D = diag(2,...,2,-1,2,...,2)

w(r) = (0,...,0,-3,0,3,0,...,0)" =: B,
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D’ou

M(r) = AD =: B avec D = diag(2,...,2,-1,2,...,2)
w(r) = (0,...,0,-3,0,3,0,...,0)" =: B,

Solution : U(r) = exp(—7B)U(0) + (/OT exp(—sIBS)ds) B.
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D’ou

M(r) = AD =: B avec D = diag(2,...,2,-1,2,...,2)
w(r) = (0,...,0,-3,0,3,0,...,0)" =: B,
Solution : U(7) = exp(—7B)U(0) + (/ exp(—sIBS)ds) B.
0

Analyse spectrale : Sp(B) = {u—1 < 0} U{0} U {p1,...,uy—2 > 0}.

(= = 25 novembre 2011 36 / 47



D’ou

M(r) = AD =: B avec D = diag(2,...,2,-1,2,...,2)
w(r) = (0,...,0,-3,0,3,0,...,0)" =: B,
Solution : U(7) = exp(—7B)U(0) + (/ exp(—sIBS)ds) B.
0

Analyse spectrale : Sp(B) = {u—1 < 0} U{0} U {p1,...,uy—2 > 0}.
Temps de sortie (P, projecteurs spectraux) :

['DHB](K)>

log <1 — [PoU(0)[(K) — ZHGSP(B)\{O} Iy

(- (o0 )]0

(= = 25 novembre 2011 36 / 47
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— Pas de schéma implicite! Le schéma explicite capture la position

de l'interface, mais u; peut traverser la zone instable I.

explicit scheme - u at time 0.0005498 h=1/255

Evolution en temps petit en (x, u) pour (u—_,u;) = (—2,4).

animation
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37 /47



Evolution en temps petit en (u, ¢(u)) pour (u_,ur) = (=2, 4).
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ériques

e

Résultats num

—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—
0.32 0.33 0.34 0.35 0.36 0.37 0.38 0.39 0.40 0.41 0.42 0.43 0.44 0.450.46 0.47 0.48 0.49

x

interface obtenue par le schéma explicite
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Condition d’entropie

Idée : utiliser la condition d’entropie d'Evans et Portilheiro

0j-1 O 0
Matrice de projection Nn;:= 0 bk 0
0 0 0y 1

Soit U € RY, j, € {1,...,J} et C := C(U, ) la valeur de transition

C=C(U,j):= E

> (- (Uj,—1) + 0+(Uj42)) -
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Condition d’entropie

Idée : utiliser la condition d’entropie d'Evans et Portilheiro

0j-1 O 0
Matrice de projection Nn;:= 0 bk 0
0 0 0y 1

Soit U € RY, j, € {1,...,J} et C := C(U, ) la valeur de transition

C=C(U,j):= E

> (- (Uj,—1) + 0+(Uj42)) -

@ Si |C| <1, C = C et conditions de transmission :

MU = o(Uis1) = 5 (6(Ui-1) + 8(Uy.42) = C(U 1)
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Condition d’entropie

Idée : utiliser la condition d’entropie d'Evans et Portilheiro

0j-1 O 0
Matrice de projection Nn;:= 0 bk 0
0 0 0y 1

Soit U € RY, j, € {1,...,J} et C := C(U, ) la valeur de transition

C=C(U,j):= E

> (- (Uj,—1) + 0+(Uj42)) -

@ Si |C| <1, C = C et conditions de transmission :

MU = o(Uis1) = 5 (6(Ui-1) + 8(Uy.42) = C(U 1)

@ SiC>1, troncature : C=1& Uj;, = -1 & Uj,41 =2
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Condition d’entropie

Idée : utiliser la condition d’entropie d'Evans et Portilheiro

0j-1 O 0
Matrice de projection Nn;:= 0 bk 0
0 0 0y 1

Soit U € RY, j, € {1,...,J} et C := C(U, ) la valeur de transition

L G- (Upr) + 64 (Ups2))

€= C(Ud) =5

@ Si |C| <1, C = C et conditions de transmission :

1 .
B(U.) = (Ui41) = 5 ((Uj-1) + 6(Up12)) = C(U,2)
@ SiC>1, troncature: C=1& U;, = -1 & Uj, 11 =2
e SiC<—1, troncature: C =-1& Uj;, = -2& Uj, 41 =1
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Soit o o
F(U,j.) := (0,...,0, ¢-*(C),¢:'(C),0,...,0)
N—_——

Jjx-éme élément
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Soit o o
F(U,j.) := (0,...,0, ¢-*(C),¢:'(C),0,...,0)
N——

Jjx-éme élément
Pour U™ € R? donné et
0" :=F(U" 1)+ (I =TV U,

MU =F(U", j7),

n+1 _ n At n
(1= Mg)Umt = (1= M) (U7 = =5 A (D)

Ax

2(T(C") —C")

= GT(C) — o (T(C)hx
JIT =+ At/ Ax] + 1
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Soit o o
F(U,j.) := (0,...,0, ¢-*(C),¢:'(C),0,...,0)
——

Jjx-éme élément
Pour U™ € R? donné et
0" =F(U",j2) + (I - TV U",

MU =F(U", j7),

n+1 n At n
(I =M)U™ " = (1 = TMje) (U" = ——5 Ag(U")

Ax

2(T(C") —C")

= GT(C) — o (T(C)hx
JIT =+ At/ Ax] + 1

e Condition CFL At = O(Ax?)
@ Pas de point dans la zone instable I
@ Généralisation possible au cas cubique
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Résultats numériques

animation

two-phase
o—o—o
3.5 explicit

3.0

257

2.0

relative error (%)

1.5

1.0

0.0 T T T T T T T T T
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040 0.045 0.050
t

Evolution de I'erreur (relative) de la position de I'interface (u_,u;) = (—2,4)
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Perspectives

@ Analyser numériquement le cas cubique

@ Probleme multi-dimensionnel

@ Trouver des méthodes numériques adaptées

@ Explorer le cas des frontieres oscillantes
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Résultats préliminaires en dimension supérieure

Carré Papillon

Obtenus avec GMSH et GetDP (C. Geuzaine et J.-F. Remacle)
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Frontiere ocillante

Condition de Dirichlet
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Frontiéere ocillante

Condition de Dirichlet
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