B Arbitrage et prix des actifs.

Prix des actifs en
Information symetrigue
sans hypothese de
compl étude.



’

Le Cadre

Etatsdela nature:
. s=1,...5 ... p(1),..., p(s),...

Actifsa .

* m+lactifsde base{a(0),...a(m)}

Matrices de dividendes (s,m+1)
A=[A(0), ...A (m)], A()) e R®
Portefeuille 6 = [0(0),.... 6(m)]
Dividendes/ portefeuille6 : A 6 € RS

Completude et | ncompletude.
« Sirang A= S: marchéscomplets:
e A O0O=yaunesolution

« Sirang A <S, marchésincomplets



j Arbitrage....

Arbitrage,
maitre mot de la finance
Qu’est ce que « I’ arbitrage » ?
Exemple:
2 marchés de change : Euro contre Dollar.
au comptant et aterme.....(1mois)
Prix, p(0), p(1) (1DenE)
2 actifs sans risgue aux USA et en Europe.
Taux d’intérét: r(E), r(A).
Condition d’ arbitrage :
P(1)/p(0) =[1+r(E)]/[1+r(A)]
Logique : laredondance :
1 Dollar---[1+r(A)]p(1),/ [1+r(E)]p(0) (Euros).
Hypotheses.
Applications : Options.



Prix des actifs et
r redondance.

Question :

Expliquer g= (9(0), a(1), ...q(m))
Actifs et dividendes donnés.
Aucune hypothese sur les motifs de détention....

Mais sur une éventuelle « redondance ».

Un cas ssimple de « redondance ».
Matrice A donnee

Supposons a(3) = a(1) +a(2), (A)
Proposition :

q*(3)= q*(1)+ a*(2)
Preuve .

S >, vendre 3, acheter 1 et 2,
Dividendes inchangés, benéfice. ..
Pas « équilibre »

Gengrdlite ...



) Options et redondance.

* Hypotheses:
o 2périodes: datesOet 1.
o 2vaeurspossiblesdel’action en 1.
e pasdedividendes
e prix dexercice K =50€

S=50€ S* =25€ Actions (incertain)
S* = 100€
(40€) R=25%  (50€) Obligations (certain)
C K=50€ Options
 Rapps

« Action ouverte par la détention d’ une option
"call » (droit d’ acheter 1 action) :

— S S* > K, achat d' un titre et bénéfice S — K
— S S* <K, rien ne se passe



) Options et redondance.

Exemple numérigue
Table d’ arbitrage de la stratégie (H) : { (1) + (2) + (3)}

date h
Actions date O
Si S¥=25€ Si S*=100€
(1) Vendre 3 options « call » 3C / -3 x (100-50)€
(H) | (2) Acheter 2 actions —2 X 50€ 2 X 25€ 2 x 100€
(3) Emprunter 40€ 40€ —(MM
Total ? 0€ 0€

Lastratégie (1) est dupliquée par la stratégie { (2) + (3)}

Non arbitrage= 3C —100€ + 40€ =0
C=20€
NB. S C = 25€, gain immediat de 15€ et pas de pertes
dansle futur ;
S C = 15€, méme gain avec la strategie : acheter 3
options, vendre 2 actions et préter 40€



. | ntroduction Black- Scholes

~ Formalisation _ .
Prix del’action Prix del’ option
us (q) C,
_— . y . _—
S yp <r<u
\ \
dS (1-q) Cq

2 portefeuilles:

acheter A actions S et emprunter B€
acheter une option au prix C

1 période : ils sont equivalents s

_Cui—Cd _UCd—dCu
A_iu—d;§ B= (u—d
« Non Arbitrage: C=45+B
=S p% C{ pCu+(1- p)Cd]%

e S uS>K >dS: C=p(uS-K)r.



e prix des actifs
r Effets de composition.

Question : Expliquer o= (g(0), (1), ...g(m)).

Effet dela composition des actifs.
Remplacons a(2), (A), par a(1) +a(2), (A’)
Placons nous a « I’ équilibre ».

Proposition :

g*= (9*(0), g*(1), g*(2) ...g*(m)) est « équilibre »
avec A, ssi q*= (*(0), q*(1), q*(1)+9*(2)
...g*(m)) est equilibre avec A’.

Les dividendes d’équilibre sont les mémes.

Preuve : Pas de complétude mais vente a découvert.
Etablir que [y =A 6/g* 6<0] =[y =A’ 6/q'* 0<(]
Plus généralement « équilibre/ espace des
dividendes », pas nature spécifique des actifs.
Corollaire 1: Modigliani-Miller, 2eme version.
Actif « entreprise»y € RS, donney - (1+r)D € RS,

En. sans dette rapportey € RS. Si je m’endette de D,
j’ obtiens y-(1+1)D ...

Vaeur del’ entreprise (et prix d action), inchangés



Prix des actifs.:
' Non arbitrage...

Question : Expliquer o= (g(0), q(1), ...q(m))
Condition de non arbitrage.

0.0 <0 et A9>0 sont impossibles
simultanément.

|nterprétation : pas de solution miracle pour
s enrichir.
THM :

S NA,
alors, on peut trouver = ( ©(0),... , n(S)) > 0, t.q

q0) = 2sA(.9) = ()
En forme matricielle : g ='A m.

Interprétation :
prix non quelconques,
prix d états sous jacents




. Non arbitrage et prix des actifs
Probabilites « risque-neutres ».

Rappel : q(j) = 25 A.9) 7 (5)
Hyp : Zun actif sans risque (0) 1—» R (=1+r)
Donc q(0) = (1+r) 1 X =(s) r
q0)/q(0) = [/(1+n)][Zs A(,S) P(9)]
P(s) = n(s)/ 1 Z n(S) r est
« la probabilité risque neutre »

Commentaires :
Formule traditionnelle.
Prix = espérance (actualise) gain.
Avec des pseudo-probabilités.

Autre dérivation :
q0) = 2sA(,9) [= (s)/p(9)]p(s)
Posons h(s) = [ (S)/p(9)]
déflateur prix-contingent
Considerons h et A(j) --- 2 variables aléatoires

Alors: q(j) = E(h A(})) ou E(hR(j))=1



) Rappel (statistique)

Soient X, y deux variables aléatoires
(deux vecteurs X, Y dans R®)
Cov (x,Y) = E [(X-E (X)) (Y-E(¥))]
=E (xy)-EX) E(y)
Mesure co-variation
Cas particulier :
variables independantes : Cov =0,
X=Yy, cov(x)y)=var(x)
Proposition :
Jaet unev.a I tels que x=at+by+ NN
Avec b= Cov(x,y)/vary,
Cov (y. ) =0, E(I ) =0,

b est le coefficient de régression.

Note : Corrdation (x,y) = cov(xy) [(var.x)(var.y)]
écart type| var = écart type



Prix des actifs
’ et Co-variation....

1=E(hR({)). RG)=A0)A()
Ceci est vrai pour tout portefeuille R(0)

E(hR(H) =1
R(0,5)) = {2 AG,9 0()}/ {Z.a() 6()}
On sait :

Cov {h,R(0)} = E{h,R (0) }-E (h) E{R(0)}
Sil y aun actif sansrisque E(h)= 1/R =(1+r)
[E(R(D)) — (1+1)]=- (1+r)[Cov {h, R (0)} ]
Commentaire :
un actif non corrélé avec h, un rendement R
un actif bien corrélé avec h : rendement plusfaible
un actif mal corrélé avec h : un rendement plus fort



Prix des actifs et non arbitrage
e (fin provisoire)

m Considérons:
m Dans |’ ensemble des portefeuilles atteignables, t.q

E (h, R*) =1, Corr (h,R*) maximale
Différence complétude et incompl éude
h=LAR* +¢

m AlorsconsidéronsR*- R, R(0)-R
Le calcul =>

[E(R(0))-R]={[Cov (R*,(R(B))]/[var R*]} (E(R*)- R)

L es rendements d’ équilibre des actifs,en sus de celui de
|” actif sans risque (qui déterminent les prix) sont liés aleur
corrélations avec (le rendement de I’ actif e plus corrélé avec
h), cov[R*,R(0)]/ [var R*]

Retour sur Modigliani-Miller..et «la participation»
Reste:
Qu’ est ce qui détermine les prix d’ états ?
....Lademande d’ actifs




- Black & Scholes (4

Plusieur s périodes (option binomiale)

Prix del’action u2s 02

us (9)

S —
\ /
dS (1-q) (1-0)

d’S  (1-g)?

Q

udS q(1-9)

/\

Prix del’ option C

/ b
C/ ST~
\Cd/
\

Cug

u

Cug

u

ériodes : Non Arbitrage (puis résolution arriére)
C= fz( o= J),j i(1-p)" imax[O,u’d"™iS— K]}l

On exerce |’ option pour j > a = P.E.[log(K/Sd")/log(u/d)]

doncC =%,

C =S%¥[a;n,p']- Kr

_r—d
ou p— —d

"Wla;n, p]

:(u/r)p, et ¥ : cumul. loi binomiale

NB.S a>n,C=0.



¥ Black & Scholes (5

Formulede Black & Scholes: temps continu
Supposons une option, échéance ala datet fixée

Valeur de |’ action sous-jacente : S en O, puis
mouvement brownien, S* ent :
E(S*)=u, V(S*)=c2 ; u ,c donnés (estimes)
Actif sansrisque B : dB/dt=rB, donc B*=e''B

Mvt brownien eg. alalimite d’ un mouvement
binomial an périodes, n —

"pas' temporel h=t/n — 0(n > x)

taux sans risque a chague période r* tqe™ = et

C :SCDHIOQ(S/K)JF(r+ 10 t))ai/—}

— Ke Irt(l)Klog( S/TK)+(r —ia t)j G\/_}

ou @ : cumul. loi normale
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