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Codage « log-gaussien » des nombres
par une population de neurones chez le singe macaque
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Plausibilite d’un codage log-gaussien Adaptation & un nombre
fixé dans un bloc donné

des nombres
dans le sillon intraparietal humain (hIPS) 16

Piazza, Izard, Pinel, Le Bihan & Dehaene, Neuron 2004
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Probleme abordeé aujourd’hui:

peut-on mettre en relation directe, par le biais d’une théorie

mathématique, le codage neural des nombres

avec les reponses comportementales animales et humaines?

Exemples de comportements numériques remarquablement réguliers, décrits dans le premier cours.
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1.De la preference des neurones individuels
au codage par population d’'une quantite

Probleme du décodage neuronal:
Etant donné la décharge d’'un groupe de neurones, peut-on déterminer quelle quantité
est codée?

L’'une des solutions consiste a définir le « vecteur de population », qui est la somme (ou
la moyenne) des préférences des neurones pondérées par leur taux de décharge.

X :Zpi f;(n)

ou filn) estle taux de décharge du neuroni, et P; sa quantité préférée (icile
logarithme du nombre d’objets)

Dayan and Abbott (Theoretical Neuroscience, 2001, pp. 106—108) démontrent que, dans
le cas de neurones avec un taux de décharge distribué suivant une loi de Poisson et
dont la moyenne suit une courbe d’accord Gaussienne, le “vecteur de population”
est le meilleur estimateur de la quantité codée par une population de neurones (au
sens du maximum de vraisemblance).

Leur analyse montre que, sous certaines conditions, X est également une variable
Gaussienne de moyenne g(n) = Log(n) et de déviation standard w(n) =w =
constante



Autrement dit...
Chaque nombre percu est codé par une quantité interne
analogique, fluctuante, et Gaussienne

C’est le cadre théorique classique de la
psychophysique Thurstonienne :

La perception d’un stimulus d’intensité n
est codée par une variable aléatoire

Gaussienne X sur un continuum interne. = Quantité évoquée par un stimulus de
numeérosité n lors d’'un essai donné

— Distribution de ces quantités

Remarques importantes:

- Un nombre entier est codé par une quantité continue (un réel) et variable d’'un essai a
I'autre.

- Le meilleur modele permettant de passer d’'un code neural a une variable
psychophysique et a une décision comportementale reste trées débattu (Shadlen et al.,
1996; Parker and Newsome, 1998; Shadlen and Newsome, 1998)

- Selon Alex Pouget et coll., une population de neurones ne représente pas seulement une
valeur, mais également la distribution d’incertitude sur cette valeur.



2. Du codage d'une quantité fluctuante
a la prise d’'une decision elementaire

Sachant que les quantités sont représentées par des variables aléatoires
fluctuantes, entachées d’incertitude, quelle stratégie adopter pour
minimiser les erreurs (ou maximiser le renforcement)?

- Partant d’'une représentation interne sous forme d’'une variable aléatoire (X)

- Nous souhaitons choisir, parmi un ensemble de réponses possibles Ri, la réponse R
qui a la plus grande probabilité d’étre correcte, étant donné I'échantillon X

- Il nous faut donc maximiser la probabilité que Ri soit correcte, étant donné X.

Il faut donc calculer P(Ri | X) et diviser le continuum en sous-régions ou le maximum est
R1, R2, etc...

- Appliquons la régle de Bayes: P(Ri | X) = P(X | Ri) P(Ri) / P(X)

Constante
/ \ indépendante de i

Quantité connue: c’'est la - Souvent toutes les réponses
moyenne des Gaussiennes sont équiprobables

de tous les stimuli qui
peuvent conduire a la
réponse Ri

- Ou leur probabilité peut étre
estimée a travers les essais



2. Du codage d'une quantité fluctuante
a la prise d'une décision elémentaire

Cas particulier des décisions binaires: on veut simplement savoir lequel de P(R1 | X)
et de P(R2 | X) est le plus grand. On peut se contenter de calculer une seule
quantité, le log du rapport de vraisemblance, et examiner s'il est positif ou négatif

LLR(X)= Log (P(R1|X) / P(R2|X))=
Log ( P(R1)/P(R2) ) + Log ( P(X | R1) / P(X | R2 )

En résumé: la stratégie optimale consiste a diviser le continuum interne en sous-
régions, chacune associée a une réponse optimale. L’analyse bayésienne nous dit
ou placer les frontiéres (les « critéres ») de facon optimale

Critere

C’est la théorie
Réponse R2 classique de la détection
du signal

Réponse R1.

®  Quantité évoquée par un stimulus de
numeérosité n lors d’'un essai donné
— Distribution de ces quantités
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Prédiction:
le taux d’erreur est une fonction sigmoide
de la distance entre les nombres,
mesurée sur une echelle logarithmique:

f ( Log(n)-Log(ref) )

Ou f est I’intégrale d’une Gaussienne

Modélisation de la
comparaison d’un nombre
avec une reference fixe

Réponse R1= plus petit
Réponse R2 = plus grand
que la reférénce

Exemple: comparaison des nombres
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_ _ Larger-Smaller Task
L’expérience de Manuela Piazza et coll. % “larger” responses
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La précision Trois exemples d’un certain nombre (16 or 32)

du codage numérique
évolue avec I'age

et distingue les enfants en

< CCe . Le quatrieme nombre est-il
difficulté plus grand ou plus petit?

(Piazza, Zorzi, Dehaene et al., travaux en cours)
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L’expérience de Manuela Piazza et coll.

Trois exemples de la référence (16 or 32)

Suivi d’'un nombre cible:
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Plausibilite d’un codage log-gaussien Adaptation & un nombre
fixé dans un bloc donné
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Adaptation de I'activité neuronale Modélisation de
’adaptation en IRMf

1X de décharge des neurones

Comportement

- I
Population de 8] ¢ /
neurones activés &l y

durant 'adaptation \/

Weber =0.170

Quantité d’adaptation
au sein de chaque
Multiplication neurone
point a point

Population de

neurones qui serait

normalement activee
ar le nombre déviant

Le signal IRMf résulte de la somme de tous -
ces signaux neuronaux. Cela correspond a Weber = 0.181
la convolution de deux Gaussiennes, dont . 1 2
une Gaussienne plus large d’'un facteur 1.41 numerosity ratio (log scale)




Modeélisation d’une tache a plus de deux réponses:
la dénomination des numerosites

Combien de points?

Y a-t-il plus ou moins que 40?

(Izard & Dehaene, Cognition 2007)

- La déenomination peut se
modeliser comme I’application
d’une grille de criteres definissant
un intervalle de quantités internes
approprié a chaque mot.
-Curieusement, la grille de criteres
semble déeformée de facon affine
par rapport a la grille optimale.

- Cette déformation explique la loi
de puissance qui relie les stimuli et
les réponses (Stevens)
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des réponses

(échelle

linéaire)

Réponse
moyenne

(échelle

linéaire)

Réponse
moyenne
(double échelle
logarithmique)

Ecart type des
réponses

(double échelle
logarithmique)

100

AL

20 _,;;.'::: = B

1

100

a0

100
50

10

J 10
100

30

30 100



3. Comprendre les temps de reponse

Critére
petit grand
La perception d’un stimulus d’intensité n
est codée par une variable aléatoire
Gaussienne X sur un continuum interne. Mﬂ);\k
[ |
=2 F

q(n)
« Sil'on dispose de plusieurs échantillons successifs et indépendants, Xa, Xb, Xc... alors le
théoréme de Bayes fournit une fagon simple d’accumuler ces données:
P(Ri | Xa,Xb,Xc...) est proportionnel a P(Ri) * P(Xa | Ri) * P(Xb | Ri) * ...

« Dans le cas d’'une réponse binaire, le log du rapport de vraisemblance est une fonction
additive des échantillons successifs:
LLR(X) = Log ( P(R1)/P(R2) )+ Log (P(Xa|R1)/P(Xa|R2 )+ Log (P(Xb|R1)/P(Xb|R2)
+ ...
M

* |l se produit donc une marche : c
. . ) Stimulus Response
aléatoire interne: 5
- Chaque échantillon fait évoluer, en

positif ou en négatif, les « votes » en v

faveur de R1 ou de R2 RT Distribution
- Une décision optimale peut étre prise

lorsque le « vote » atteint un seuil



Retour aux mécanismes
neuronaux;

Selon Gold et Shadlen, on peut
obtenir une quantité
proportionnelle au LLR en
calculant simplement la différence
d’activité de deux populations de
neurones.

D’ou un modele complet de la
chaine de décision numeérique:

Stimulus de numeérosité n

Décision numerique simple

1. Coding by Log-Gaussian numerosity detectors
1 8 16...

XU\

Internal logarithmic scale : log(n)

2. Application of a criterion and formation of two pools of units

Criterion ¢
V\\ J:/\
— b _
N v

Pool favoring R1 Pool favoring R2
3. Computation of log-likelihood ratio by differencing

Pool favoring R2
: >@—> LLR for R2 over R1
Pool favoring R1

4. Accumulation of LLR, forming a random-walk process
Mean Response Time

Trial 1 T Trial 2 Trial 3 Decision
= threshold for R2

Starting Tl
point of M

accumulation

. Decision
> threshold for R1

Time



Prédictions du modele. 1: la proportion d’erreurs
M
+A

C
L Pente p
Décision non- p //-
hiasée D, =0 _I Ecart-type o

(seuils symétriques)

-A
P . 1 ou O estune fonction de U et o qui dépend
R=+A — * de la distribution du pas de la marche aléatoire
1+e”" )
0 = — pour une marche aléatoire Gaussienne
P o
R=+A

1

Conclusions:

-Les prédictions qualitatives sont virtuellement
inchangées par rapport a la théorie de la
détection du signal (théorie « a un
échantillon »)

- Cependant, la pente de la fonction d’erreur
dépend du seuil choisi. Le taux d’erreur n’est
plus simplement fonction de la précision
interne, mais également de la stratégie de
réponse (et du temps de réponse)

0.9~

Random walk

0.8 Signal detection

o7l theory

0.6+
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Prédictions du modele. 2: Relation entre erreurs et temps de réeponse

RT =T,+—(2P._,, -1
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Temps de réponse moyenné a
travers les réponses corrects et
incorrectes

Noter que RT est proche de 1 / u (alors que le taux d’erreurs décroissait
exponentiellement avec la distance p

Quand A et o sont fixes, et que seul le stimulus varie (faisant ainsi varier p),
cette équation établit une relation systematique entre RT et taux d’erreurs.
Pour une marche aléatoire Gaussienne:

linear relation between RT and transformed error rate

Exemple: tache de
comparaison de numérosités
avec 16 ou 32

*
¢

2 J—
RT =T, + 4A2 Pooia =09
o) Log PR=+A
1- PR:+A
T° = 560 ms
A= 16.9

(en supposant 0=1)

Note: these equations implicitly incorporate At=1 time unit (1 ms)
Thus, the random walk advances by time steps of 1 ms,
with a large noise (0=1)
and a small mean step size (maximum in the order of 0.1)
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1
0.24
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Estimation du pas moyen de la marche aléatoire

Par régression linéaire, cette relation permet d’estimer
2 _ =
RT =T, + 4A; PR:+AP 0.5 T, et A (en supposan'ta\oz::)). ,
o R=+A —
Log — P, | On peutalors calculer x = (2Pe_.p =)

RT -T,
séparément pour chaque stimulus présenté

Exemple: tache de comparaison de numérosités avec 16 ou 32

Standard = 16 Standard = 32
mu from RTs, linear scale mu from RTs, log scale
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L4 ¢
L4
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Stimulus sur une échelle linéaire Distance sur une échelle logarithmique



Exemple: comparaison de deux numerosités chez le singe et I’lhomme

mean BT

Cantlon, J. F., & Brannon, E. M. (2006). Shared system for ordering small and large
numbers in monkeys and humans. Psychol Sci, 17(5), 401-406.
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La théorie de la marche
aléatoire permet de
recouvrer cette variable
cruciale, le pas moyen de la
marche aléatoire ou
guantité moyenne
d’information accumulée
par unité de temps

On voit que, conformément
a la théorie log-gaussienne,
cette quantité est
proportionnelle au log du
rapport des nombres a
comparer (autrement dit, a
la distance sur une échelle
logarithmique)



Exemple: comparaison de deux numerosités chez le singe et I’lhomme

rnean BT

Cantlon, J. F., & Brannon, E. M. (2006). Shared system for ordering small and large
numbers in monkeys and humans. Psychol Sci, 17(5), 401-406.
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* Les données chez les
sujets humains sont
remarquablement
proches — les
décisions sont plus
lentes mais un peu
plus précises.

* Les temps de
réeponse et les erreurs
ont exactement la
forme prédite par la
théorie.



Prédictions. 3: Sources de la variabilité dans les temps de reponse

L’étape de décision est responsable de la grande . G
e eyey s . Stimulus Response
variabilité des temps de réponse. _li//-‘
- Les facteurs qui affectent la pente de I'étape de 3

décision centrale C (par exemple la distance) RT Distribution
doivent simultanément affecter la moyenne et k
I'écart type des temps de réponse.

- Les autres facteurs qui affectent P ou M (par
exemple la notation des nombres, la complexité de Central Integration (C)
la réponse) doivent affecter la moyenne mais pas Motor stage (M)

nécessairement I'écart type.
Exemple: comparaison de nombres en notation Arabe ou Verbale (sigman & Dehaene, PLOS: Biology, 2004)

Perceptual stage (P)

Means Interquartile Range
1000+ —@— close 400 ¢ —® close
A~ far —A— far
950t 350}
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850} 250} ‘\‘\g

2]
E c
@ 800 200} A/A\A factor
i
= 750} 150}
700} 100}
650} P factor 50t P factor
600 — : — 0 — : —
'Digits 1 Tap' "Words 1 Tap' 'Digits 2 Taps' 'Digits 1 Tap' "Words 1 Tap' 'Digits 2 Taps'
< > < >

M factor M factor
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Prédictions. 4: Forme de la distribution des temps de réponse

1 (o (t-1)®
. 3 “xp 2.02(t—1t,)
T - v‘?.n (t—t,) Y

Predicted distribution, variance in the delay

* Standard 16

0.08

0.06

0.04

0.02

Approximation la plus simple (en
considérant une marche aléatoire avec
une seule borne fixe)

De nombreuses améliorations existent
(variance dans le point de départ, la
pente, les bornes...) et sont discutées
en grand détail par Roger Ratcliff

Distributions des temps de réponse
pour la comparaison de deux
numeérosités.

Données catégorisées en 4
niveaux de distance
(décalés arbitrairement sur I'axe
des x pour plus de lisibilité)



Conclusions

« SiI’on adjoint au code neural log-gaussien des mécanismes
optimaux de prise de déecision, on parvient a un modele
mathématique relativement simple de la décision numeérique
dans des taches simples: comparaison, dénomination... mais
aussi addition, soustration

« Ces mecanismes de prise de décision ne sont pas propres au
domaine numerique

* On voit se dessiner une théorie géneérale de la décision, dont
les bases neurales se clarifient également (travaux de M.
Shadlen; X.J. Wang)
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