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STANISLAS DEHAENE

Que sont et que font les mathématiques? LA BOSSE
DES MATHS
Nous parvenons a pratiquer les mathématiques parce gque nous héritons i

de notre évolution des systemes de représentation approximative des
nombres, de I'espace, du temps, des probabilités, de la logique... que
nous recyclons pour des usages nouveaux.

Nos intuitions mathématiques s’ancrent dans des " I A BOSSEDES MATHS:-
O3 INtUTtions g Lot NS 15 ANS APRES

représentations concretes, adaptées au monde
qui nous entoure : tous les enfants possedent
des intuitions proto-mathématiques.

Nous augmentons les compétences de notre cerveau
en inventant des systéemes de symboles qui mettent
en liaison ces régions anciennes entre elles et avec les
aires du langage : « apprendre, c’est tisser des liens ».

Spéculations: Lentrainement a la manipulation des
objets mathématiques est bénéfique pour le cerveau
de I'enfant:

Il automatise une « boite a outil mentale » utile dans
bien des circonstances : calcul, mesure, graphiques...

Il entraine fortement les systemes de controle exécutif.




Une «prédisposition» précoce pour le nombre

Izard, V., Sann, C., Spelke, E. S., & Streri, A. (2009). Newborn infants perceive abstract numbers. PNAS, 106(25), 10382-5.
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Le nombre fait partie des attributs élémentaires de la perception

Burr, D., & Ross, J. (2008). A visual sense of number. Curr Biol, 18(6), 425-8.



Le nombre fait partie des attributs élémentaires de la perception

Burr, D., & Ross, J. (2008). A visual sense of number. Curr Biol, 18(6), 425-8.



Le nombre est percgu plus facilement que d’autres dimensions

Les bébés sont bien plus sensibles aux changements de nombre qu’a ceux de la surface totale.

Cordes, S., & Brannon, E. M. (2008). The difficulties of representing continuous extent in infancy: using
number is just easier. Child Dev, 79(2), 476—89.

Les potentiels évoqués précoces sont modulés par la numérosité, bien plus que par d’autres parametres
non-numériques.
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L’effet de distance:
La « signature » du sens approximatif des nombres

Cantlon, J. F., & Brannon, E. M. (2006). Shared system for ordering small and large numbers in monkeys and humans. Psychol Sci, 17(5), 401-6.
Dehaene, S. (2007). Symbols and quantities in parietal cortex : Elements of a mathematical theory of number representation and
manipulation. In P. Haggard & Y. Rossetti (Eds.), Attention & Performance XXII. Sensori-motor foundations of higher cognition. (pp. 527-574).
Cambridge, Mass.: Harvard University Press.
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L'effet de distance en comparaison de nombres symboliques

Moyer, R. S., & Landauer, T. K. (1967). Time required for judgements of numerical inequality. Nature, 215, 1519-1520.
Dehaene, S., Dupoux, E., & Mehler, J. (1990). Is numerical comparison digital: Analogical and Symbolic effects in two-
digit number comparison. Journal of Experimental Psychology: Human Perception and Performance, 16, 626—641.
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Bases cérebrales de la comparaison des nombres
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Pinel, P., Dehaene, S., Riviere, D., & LeBihan, D. (2001). Neuroimage, 14(5), 1013-1026.




Le « sens des nombres »
et le sillon intrapariétal

Hémispheére gauche Coupe horizontale Hémisphere droit

eToutes les taches numériques (calcul, comparaison...)
activent une méme région

e|’activité de cette région est directement proportionnelle
a la difficulté de I'opération

Dehaene, S., Piazza, M., Pinel, P., & Cohen, L. (2003)




Représentations non-symboliques CEPRESENTATION
et symboliques du nombre: des GRANDEURS
o

Le modele du “triple code” / * \
(Dehaene & Cohen, 1995)
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Hémispheére gauche Hémisphere droit

N

grandeur grandeur
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cognitif //’ N ’ cognitif

code
verbal

forme Forme V
visuelle visuelle

Dehaene, S. (1992). Cognition, 44, 1-42.
Dehaene, S., & Cohen, L. (1995). Mathematical Cognition, 1, 83-120.




Les paralleles entre le cerveau de I’"homme
et celui du singe macaque

Simon, O., Mangin, J. F,, Cohen, L., Le Bihan, D., & Dehaene, S. (2002). Topographical layout of hand, eye, calculation,
and language-related areas in the human parietal lobe. Neuron, 33(3), 475-87.

Taches visuo-
spatiales

Taches manuelles

Répertoire
de gestes

Cerveau
humain

Calcul

Singe macaque

Le sillon intrapariétal s’active chaque fois que nous
réfléchissons aux nombres. |l fait partie d’'un ensemble de
régions spécialisées pour I'espace et la motricité, qui
existent également chez le singe.



Codage des nombres

par une population de neurones chez le singe macaque

Nieder, A., Freedman, D. J., & Miller, E. K. (2002). Representation of the quantity of visual items in the primate
prefrontal cortex. Science, 297(5587), 1708-1711.
Nieder, A., & Miller, E. K. (2003). Coding of cognitive magnitude. Compressed scaling of numerical information in the

primate prefrontal cortex. Neuron, 37(1), 149-157. )
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Un modele de réseau de neurones pour I'estimation de la numérosité

Réseau de neurones capable de représenter
un nombre approximatif d’objets

Visual Input Object Location Numerosity
and Normalization Detection
0 9---0 ] ©
®® e (5] @ @
@960 ® . -.-®
.f* ! - .;"‘-. -
ede o e e
® 6.0 &6 — ®
: 9 x 50 array of 15 clusters with 15 numerosity
ut clust
S0 e s DOG filters increasing threshold clusters

oy

Average activity
1

Nombre d’objets
en entrée

1 2

4

L |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
cluster #

Dehaene, S., & Changeux, J. P. (1993). Development of
elementary numerical abilities: A neuronal model. Journal of
Cognitive Neuroscience, 5, 390-407.

Populations neuronales activées en
fonction du nombre présenté.
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Codage log-gaussien des nombres Adaptation a un nombre

. . . s . fixé dans un bloc donné
dans le sillon intrapariétal humain (hIPS) y
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Piazza, lzard, Pinel, Le Bihan & Dehaene, Neuron 2004
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Développement de la région pariétale gauche

Vogel, S. E., Goffin, C., & Ansari, D. (2015). Developmental specialization of the left parietal cortex for the semantic
representation of Arabic numerals: An fMR-adaptation study. Developmental Cognitive Neuroscience, 12, 61-73.

Habituation aux chiffres arabes (tache = Réplication de I'effet d’adaptation Augmentation d’adaptation dans
détection occasionnelle d’une image) dans le cortex pariétal droit le cortex pariétal gauche
a) b) c)

3 O

6

Fig. 1. Examples of stimuli used in the paradigm: (a) the adaptation
numeral; (b) a numerical deviant with the ratio 2; (c) catch trial with
anumeral and a smurf.
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Représentations non-symboliques CEPRESENTATION
et symboliques du nombre: des GRANDEURS
o

Le modele du “triple code” / * \
(Dehaene & Cohen, 1995)

/trois/ <=> trojs 3

CODE VERBAL FORME VISUELLE

Hémispheére gauche Hémisphere droit

N

grandeur grandeur
Controle numérique numérique Contréle
cognitif //’ N ’ cognitif

code
verbal

forme Forme V
visuelle visuelle

Dehaene, S. (1992). Cognition, 44, 1-42.
Dehaene, S., & Cohen, L. (1995). Mathematical Cognition, 1, 83-120.




L'aire de la forme visuelle
des nombres:

Une aire qui répond aux
chiffres arabes

Shum, J., Hermes, D., Foster, B. L.,
Dastjerdi, M., Rangarajan, V., Winawer, J.,
... Parvizi, J. (2013). A brain area for visual
numerals. J Neurosci, 33(16), 6709-15.

Les enregistrements
intracraniens ont
récemment mis en évidence
cette région jusqu’alors
ignorée, qui répond
sélectivement aux nombres,
plus gu’aux mots ou a
d’autres symboles.
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Evolution de lI'activité cérébrale en arithmétique avec I'age :
L'importance de I'automatisation

Rivera, S. M., Reiss, A. L., Eckert, M. A., & Menon, V. (2005). Developmental Changes in Mental Arithmetic: Evidence for
Increased Functional Specialization in the Left Inferior Parietal Cortex. Cereb Cortex, 15(11), 1779-1790.

Ansari, D., & Dhital, B. (2006). Age-related changes in the activation of the intraparietal sulcus during nonsymbolic
magnitude processing: an event-related functional magnetic resonance imaging study. J Cogn Neurosci, 18(11), 1820-1828.



Les mémes aires cérébrales sont-elles utilisées
chez les mathématiciens professionnels ?

Avec Marie Amalric et Saab Abou-Jaoudé, nous avons congu
des stimuli pour tester, en IRM, la représentation...

- Des nombres et des équations mathématiques dans le cortex visuel :

Bodies Tools Faces Houses Words Numbers Eguations  Checkers
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Tous les grands domaines
des mathématiques
(analyse, algebre, topologie,
géomeétrie) activent ces
régions plus que la réflexion
sur des connaissances
générales de difficulté
égale.
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geometry
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La réflexion mathématique de haut niveau “recycle”
le réseau d’aires cérébrales
impliqué dans les nombres et I'arithmétique

Maths > non-maths
chez les
mathématiciens

Calcul > ~ Nombres

Ecoute > mots
de phrases chez tous
chez tous




La voie visuelle ventrale est modifiée chez les mathématiciens

Mathématiciens Controles

‘ 6.02214 saison

Checkers Faces Bodies Tools Houses Formulas Numbers Words
Réponse augmentée aux formules mathématiques Réponse diminuée aux visages
dans I’hémisphéere gauche (-53,-64,-17) dans I'hémispheéere droit (44, -45, -16)
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Comment le « sens du nombre» se modifie-t-il
au fil de I’ apprentissage des mathématiques ?

- Les enfants possedent, trés précocement, un
« sens du nombre » qui guide I'apprentissage
des mathématiques.

- La compréhension des symboles numériques et
des opérations arithmétiques simples
implique leur mise en relation avec cette
représentation préexistante du nombre.

- Le « sens du nombre » contraint 'apprentissage
du calcul:

- Sa maturité détermine la vitesse et la facilité
avec laquelle les enfants apprennent les
nombres et le calcul.

- Son intégrité est une condition nécessaire a
I’apprentissage du calcul normal.

Eugene Carriere (1849-1906). La legcon d’arithmétique



L'apprentissage des noms de nombres

Gelman, R., & Gallistel, C. R. (1978). The child’s understanding of number. Cambridge Mass.: Harvard University Press.
Wynn, K. (1990). Children’s understanding of counting. Cognition, 36, 155-193.
Wynn, K. (1992). Children’s acquisition of the number words and the counting system. Cognitive Psychology, 24, 220-251.

Les enfants apprennent vite a réciter la série des nombres et développent un certain
« savoir-faire » dans le domaine du comptage.
Savoir « compter » ne suffit pas: encore faut-il comprendre le sens de cette opération.
Deux taches («What’s on this card?» et « Give me a number») montrent que les jeunes
enfants répondent longtemps au hasard ou sur la base d’'une approximation tres imprécise.

Les noms de
nombres font 'apprentissage du sens des noms de nombres est
référence a des trés lent et strictement sequentiel.
quantites ’
Comprend le Le ?ut d,u Fomptage n’est pas
mot “un” Comprend immédiatement apparent.
“deux”  comprend
“trois” Comprend
2 ans “quatre”

/

Découvre les

/principes
du comptage

4 ans



Cognition numérique
en ’absence de mots
pour les nombres

Pica, Lemer, Izard, & Dehaene, Science, 2004

— pug ma = un
xep xep = deux

—ebapug = trois

— ebadipdip = quatre
pug pogbi = cing, une main

— Xxep xep pdgbi = deux mains

— adesu/ade gu = quelques, peu
ade/ade ma = beaucoup

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
stimulus numerosity




Succes dans l'approximation d’une addition
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Le sens des probabilités en I’absence d’éducation mathématique

Fontanari, L., Gonzalez, M., Vallortigara, G., & Girotto, V. (2014). Probabilistic cognition in two indigenous

Mayan groups. PNAS, 111(48), 17075-17080.

Pensez-vous qu’il y a plus de chance de tirer un pion
rouge quand on choisit au hasard dans I'ensemble de
droite, ou de gauche?
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Echec en soustration
exacte

French subjects

A

All Munduruku

Percent success
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Pica, Lemer, lIzard, & Dehaene, Science, 2004



Relations nombre-espace chez les Mundurucus

Tache = Placer chaque nombre sur une échelle spatiale

curseur
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Dehaene, lzard, Spelke et Pica, Science, 2006



Response location

Relations nombre-espace chez les Mundurucus

Les enfants et les adultes Mundurucus se comportent de facon logarithmique
-Pour les numérosités visuelles et auditives
-Et méme pour les nombres présentés en Mundurucu et en Portugais
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Dehaene, lzard, Spelke et Pica, Science, 2006



La nature des liens entre nombre et espace

change au cours du développement
Siegler & Opfer, 2003; Siegler & Booth, 2004

Tache de mise en relation d’un nombre avec une position:
« Indiguez moi ou vous placeriez le nombre n »

1
100 : :
| | Un changement radical survient au
| | cours de I'éducation: passage d’'une
représentation logarithmique a une
représentation linéaire
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Figure 2. Progression from logarithmic pattern of median estimates among kindergartners (left panel) to linear pattern of estimates among

second graders (right panel) in Experiment.



L'intuition des grands calculs précede I'entrée a I’école

Gilmore, C. K., McCarthy, S. E., & Spelke, E. S. (2007). Symbolic arithmetic knowledge without instruction. Nature,
447(7144), 589-91.

Gilmore, C. K., McCarthy, S. E., & Spelke, E. S. (2010). Non-symbolic arithmetic abilities and mathematics achievement
in the first year of formal schooling. Cognition, 115(3), 394-406.
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Test d’addition non-symbolique en début d’année.




La précision du « sens des nombres » correle
avec les compétences en mathématiques.

Halberda, J., Mazzocco, M. M., & Feigenson, L. (2008). Individual differences in non-verbal number acuity correlate
with maths achievement. Nature, 455(7213), 665-8.

Starr, A., Libertus, M. E., & Brannon, E. M. (2013). Number sense in infancy predicts mathematical abilities in
childhood. PNAS, 110(45), 18116—-18120.

La perception des
nombres a I'age de 14 ans
correle avec divers tests Attractor
de mathématiques au
cours de la scolarité et
jusqu’en maternelle.
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La métacognition est un élément tout aussi important pour
prédire les scores mathématiques

Young Children Bet on Their Numerical Skills: Metacognition in the Numerical Domain
Vy A. Vo, Rosa Li, Nate Kornell, Alexandre Pouget and Jessica F. Cantlon
Psychological Science published online 27 June 2014
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* Les enfants de 5 ans sont capables de parier
correctement sur leurs choix numériques.
(Pari plus élevé lors des essais corrects; Paris moins élevés 30.004
lorsque la difficulté augmente).

e La capacité métacognitive prédit la réussite a un test de  20.00
niveau scolaire en mathématiques.

(mais pas la capacité métacognitive dans une tache de

jugement des émotions sur un visage).
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Number La représentation non-symbolique des

mparison Visuo-spatial memory . .
i nombres correle avec les capacités
> arithmétiques tout au long de la vie

Chinello, A., Cattani, V., Bonfiglioli, C., Dehaene, S., & Piazza, M. (2013).
Objects, numbers, fingers, space: clustering of ventral and dorsal functions
in young children and adults. Developmental Science, 16(3), 377—393.

5 taches dorsales: mémoire visuo-spatiale (Corsi);
comparaison de nombres symboliques ou non-symboliques;
connaissance des doigts; saisie d’'objets

2 taches “ventrales”: reconnaissance de visages et d’'objets.
- résultat: a tout age, la proximité des circuits détermine la
variabilité inter-individus; Les taches d’arithmétique
symbolique et non-symbolique sont hautement corrélées.
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Lien causal ? L'entrainement du « sens du nombre »
améliore les capacités de calcul

Park, J., & Brannon, E. M. (2013). Training the approximate number system improves math proficiency. Psychological Science, 24(10), 2013-2019.
doi:10.1177/0956797613482944

Park, J., & Brannon, E. M. (2014). Improving arithmetic performance with number sense training: an investigation of underlying mechanism.
Cognition, 133(1), 188-200. doi:10.1016/j.cognition.2014.06.011

Hyde, D. C., Khanum, S., & Spelke, E. S. (2014). Brief non-symbolic, approximate number practice enhances subsequent exact symbolic arithmetic
in children. Cognition, 131(1), 92-107. doi:10.1016/j.cognition.2013.12.007

A
Exemple: 'expérience princeps de Park et Brannon (2013): 11 '

o 09F
26 adultes pratiquent des taches d’addition et de & osl
soustraction non-symbolique pendant 10 sessions. RS
Les quantités sont ajustées en sorte que leur performance ?,, 071
reste toujours aux alentours de 80% de réussite. 3 06¢

0.5
Leurs performances s'Taméliorent dans un test ultérieur de o
calcul a plusieurs chiffres. 123456782910
. Sessions
Hyde et al (2014) répliquent ce résultat chez I'enfant de 6-7
I ntrain

ans. % 0.8 E grzzzz (relo:l-aen:rainé

w
Des expériences ultérieures montrent que I'entrainement 5 06y
aux opérations numériques est essentiel: un entrainement a % 0.4r1 {
la simple manipulation des longueurs ou des luminances S 02t
(Hyde et al., 2014) ou a la seule comparaison des nombres 3 0 I s e P
(Park & Brannon, 2014) ne suffit pas. & :
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L’acuité numérique croit avec I’age et I’éducation.
Elle est déficitaire chez les enfants dyscalculiques

Piazza, M., Facoetti, A., Trussardi, A. N., Berteletti, |., Conte, S., Lucangeli, D., ... Zorzi, M. (2010). Developmental
trajectory of number acuity reveals a severe impairment in developmental dyscalculia. Cognition, 116(1), 33-41.
Piazza, M., Pica, P,, lzard, V., Spelke, E. S., & Dehaene, S. (2013). Education Enhances the Acuity of the Nonverbal

Approximate Number System. Psychological Science, 24(6), 1037-1043.
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'acalculie, la dyscalculie, et le lobe pariétal

Réduction de la substance grise

chez les prématurés dyscalculiques
[Isaacs et al., Brain, 2001]

Deux types de déficits

4
\ \ développemental .

acquis chez
I'adulte

\|

La région intrapariétale gauche:
site classique de I'acalculie Anomalies dans la forme et I'activation du sillon

[Dehaene et al., TICS, 1997] intrapariétal dans l'acalculie liée au syndrome de Turner
[Molko et al., Neuron, 2003]




Les jeux de plateau aident les enfants a risque de dyscalculie

Griffin & Case (1994, 2004)

Un cursus progressif, comprenant de

nombreux jeux mathématiques qui
renforcent les liens entre nombre et espace,
fait progresser les enfants « a risque » de

faible niveau socio-économique
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Ramani & Siegler (2008)

Un court entrainement a la ligne
numeérique améliore la correspondance
entre nombre et espace, la comparaison,
I'identification, le comptage (par
comparaison a un jeu fondé sur la couleur)
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Deux logiciels pour aider les enfants dyscalculiques

La course aux nombres

(développé vec Anna Wilson et 'aide
de I'OCDE)

Principes

e Rendre les quantités numériques
plus concretes et tangibles

e Renforcer les liens entre nombres,
espace, mots, et symboles

e Augmenter la motivation des
enfants

e Maintenir un niveau de difficulté
soutenu, mais pas inaccessible

www.LaCourseAuxNombres.com




Deux logiciels pour aider les enfants dyscalculiques

1213
_@-@ (0]

= L'attrape-nombres

Number Catcher ;

(développé avec Dror Dotan et
la Fondation Bettencourt-
Schueller)

e Nombres a deux chiffres
Play. Count. C * Rendre concrets les
e =4 principes de la base 10

e Automatiser la connaissance
des additions et notamment
du complément a 10

www.AttrapeNombres.com




Conclusion: quelques implications pour I’éducation

Les jeunes enfants, bien avant I'entrée a I'école, possedent déja des intuitions proto-
mathématiques profondes et abstraites, qui doivent étre utilisées comme « socle » des
apprentissages. ‘

’enseignement explicite des mathématiques 'T??'TTTT,' :

s‘appuie sur ces intuitions et les rend plus i- | | N
précises, par I'usage de symboles exacts. : 771 T?TT r;g
Le boulier, le comptage sur les doigts, : :

fournissent des supports utiles a ces intuitions.

Apprendre a réciter les noms de nombres ne suffit pas: encore faut-il comprendre le
sens et le but du comptage.

LUapprentissage du calcul présente des difficultés pour tous les enfants. Un travail
quotidien de mémoire permet de l'automatiser, libérant ainsi les ressources cognitives
pour des réflexions mathématiques d’ordre supérieur.

Certaines catégories d’enfants présentent probablement un risque particulier de
dyscalculie (prématurité, alcoolisation feetale...)

Des tests cognitifs facilitent le diagnostic des enfants en difficulté en arithmétique

Les jeux numériques, les jeux de plateau, et certains logiciels éducatifs peuvent étre
utilisés avec succes chez I'enfant normal et en difficulté.



