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Introduction

Mon cours cette année portait sur les résultats récents (obtenus en collaboration
avec C. Consani [4]) sur les relations entre le système de mécanique statistique
quantique construit dans [2] (appelé système bC) et la construction de l’anneau
universel de Witt pour une clôture algébrique p du corps fini p. Pour p premier
et s un isomorphisme du groupe multiplicatif de p avec le groupe des racines de
l’unité (dans ) d’ordre premier à p, nous construisons une représentation p-adique
indécomposable πσ du système bC (défini sur ) comme endomorphismes additif
de l’anneau de Witt universel de p. Les représentations obtenues sont les analogues
p-adiques des représentations irréductibles complexes associées aux états extrémaux
KMs¥ du système bC. Le rôle de la fonction zêta de riemann comme fonction de
partition dans le cas complexe est tenu dans le cas p-adique par les fonctions L
p-adiques et les relations de division des polylogarithmes p-adiques permettent de
démontrer l’analogue p-adique de la condition KMs. nous montrons que la théorie
d’iwasawa permet d’étendre la théorie KMs à un revêtement du groupe additif de
p (complétion d’une clôture algébrique de p).

Présentation du système BC

Le système bC est un anneau noncommutatif dont la construction est semblable
à celle de l’anneau des opérateurs de Hecke à partir des double classes de gL2( )
dans gL2( ) . on remplace gL2 par le groupe affine P = “ax + b”. L’algèbre de
Hecke  obtenue est hautement non-triviale même sur  et sa représentation
régulière engendre un facteur de type iii1 et une « évolution dans le temps »
st Îaut( ) .

L’étude des états KMs a montré que :
1. La fonction de partition est la fonction zêta de riemann.
2. au pôle de zêta on a une transition de phase avec brisure de symétrie spontanée.
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3. Les états de vide (température nulle) donnent l’isomorphisme du corps de
classe global pour .

L’algèbre de Hecke  contient l’algèbre de groupe Z Q Z[ / ]. soient
e r( ) [ / ]ÎZ Q Z , les générateurs canoniques pour r ÎQ Z/ . Pour nÎ, on définit un
endomorphisme sn de Z Q Z[ / ] tel que σ γ γn e e n( ( )) = ( ) pour tout g ÎQ Z/ et une
application additive rn telle que

Ces applications vérifient les relations de compatibilité suivantes

σ σ σ ρ ρ ρnm n m mn m n m n= , = , ,   ∀ ∈ (1)

 ρ σ ρm m mx y x y x y( ( ) ) = ( ), , [ / ]∀ ∈Z Q Z (2)

σ ρ ρ σc b b cb c = ( , ) ¢ ¢ (3)

où ( , ) = ( , )b c b cgcd est le plus grand diviseur commun de b et c, ¢b b b c= / ( , ),
¢c c b c= / ( , ).
L’algèbre de Hecke  admet une présentation comme produit croisé
Z Q Z N[ / ]r . elle est engendrée par Z Q Z[ / ], et les éléments mn, mn*, pour nÎ,
qui vérifient les relations

   µ µ ρ µ σ µ µ µ σn n n n n n n n nx x x x x x* * *= ( ), = ( ) , = ( ),

   m m m m m m m mnm n m nm n m n n n= , = , = ,* * * *

ainsi que  m m m mn m m n
* *= pour ( , ) = 1n m . Tout élément de  s’écrit de manière

unique comme somme finie de monômes

m ma bx a b x* , ( , ) = 1, [ / ],ÎZ Q Z

où par convention m m1 1
*= = 1.

Système BC, W F0( )p et représentations p -adiques

Le point de départ de notre travail est la similitude entre les relations (1), (2) et (3)
et celles que satisfont les endomorphismes de Frobenius Fn et les « Verschiebung »
Vn dans la construction de Witt universelle (cf. [3]).

Le foncteur 0 de Witt

L’incarnation la plus simple de la construction de Witt universelle est le foncteur
qui associe à l’anneau commutatif A l’anneau 0 0 0( ) = ( ) / ( )A K K AAend qui
classifie les endomorphismes (E, f ) où E désigne un module projectif de type fini
sur A et f EAÎend ( ) un endomorphisme de E. Les opérations dans 0( )A sont
celles de somme directe et de produit tensoriel sur les endomorphismes. Les
structures importantes sont

• la section de Teichmüller application multiplicative t : ( )0A A® ,
f f f A f t( ) = [ ] = ( , ) ;

• les endomorphismes de Frobenius Fn pour nÎ, avec F E f E fn
n( , ) = ( , ) ;

 ρ ρ γ γ
γ γ

n n
n

e e: [ / ] [ / ], ( ( )) = ( ).
=

Z Q Z Z Q Z→ ′
′
∑
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• les Verschiebung, applications additives Vn, nÎ, où Vn( f ) est la matrice
compagnon du polynôme X fn - ;

• les composantes fantôme gh n A A: ( )0 ® pour nÎ, gh Tracen
nE f f( , ) = ( ).

Parmi les nombreuses propriétés générales de cette construction, notons les
relations suivantes,

(1) F V x nxn n ( ) = .

(2) V F x y xV yn n n( ( ) ) = ( ).

(3) si ( , ) = 1m n , V F F Vm n n m = .

(4) Pour nÎ, V x V y nV xyn n n( ) ( ) = ( ).

(5) Pour nÎ, F f fn
n( ( )) = ( )t t .

(6) Pour n m, Î, gh ghn m nmF f f( ( )) = ( ).

(7) gh
gh

sinon.n m
n m

V f
m f m n

( ( )) =
( )

0
/ si






soit k un corps algébriquement clos. on a alors un isomorphisme canonique de
l’anneau de groupe [ ]k´ avec 0[ ]k qui associe au diviseur ∑ ∈ ×n x kj j( ) [ ] la
somme des relevés de Teichmüller ∑ ∈n x kj jt( ) [ ]0 . L’endomorphisme de
Frobenius Fn correspond à l’endomorphisme g gn dans le groupe multiplicatif
de k.

soit k p=  une clôture algébrique du corps fini p. Le groupe multiplicatif de k
est isomorphe non canoniquement au groupe m ( )p des racines de l’unité (dans )
d’ordre premier à p, que l’on identifiera au sous groupe ( / )( )Q Z p de Q Z/ des
fractions dont le dénominateur est premier à p. on note r la projection naturelle de
Q Z/ sur ( / )( )Q Z p . soit Xp l’ensemble des isomorphismes du groupe multiplicatif
de p avec m ( )p . on obtient la relation suivante entre W F0( )p et le système bC.

Théorème 3.1 À tout s Î Xp , σ µ: ( )F Cp p× ×⊂ , correspond un isomorphisme
d’anneaux, s

W F Z Q Z Z Q Z Z Q Z0
( ) ( )( ) [( / ) ] [ / ] [( / ) ]p
p r p→ ⊂ →

s

Les Frobenius Fn et Verschiebung Vn de W F0( )p sont les restrictions des
endomorphismes sn et des rn de Z Q Z[ / ] par

!$ $ ! !$ $ ! $ !σ σ σ σ ρ σF V rn n n n= , = (4)

on en déduit une représentation π σp, du système bC, i.e. de  sur W F0( )p , on a

π ξ σ ξσp x r x,
1( ) = ( ( )) ,- (5)

pour tous x ÎW F0( )p , x ÎZ Q Z[ / ] et, pour nÎ

π µ π µσ σp n n p n nF V,
*

,( ) = , ( ) = . (6)
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Le foncteur ( )A

nous utilisons les résultats de P. Cartier (cf. [3]) sur l’anneau universel ( )A
pour A une p algèbre, ce qui donne l’isomorphisme

W F W F( ) = ( ( )) ( )
p p p

I p¥ (7)

où I p( )Ì est l’ensemble des entiers premiers à p et p¥ la construction de Witt
isotypique. Cet isomorphisme nous permet de prolonger la représentation π σp, en
une représentation p-adique.

L’anneau universel ( )A défini dans [3] s’obtient par complétion de 0( )A
mais la structure uniforme impliquée dépend de la structure algébrique de A et pas
seulement de l’anneau 0( )A , même si l’on tient compte des structures
supplémentaires données par les Fn et Vn. soit Λ( ) = 1 [[ ]]A tA t+ le groupe
multiplicatif des séries formelles à coefficients dans A. on peut introduire l’anneau
universel( )A comme complétion de0( )A en utilisant un résultat de g. almkvist
[1] qui montre que le polynôme caractéristique des endomorphismes donne un
invariant complet

L A A L E f tM f: ( ) ( ), ( , ) = (1 ( ))0
1 → − −Λ det

dont l’image est le groupe multiplicatif des fractions rationnelles à coefficients dans
A de la forme (1 ) / (1 )+ +∑ ∑a t b tn

n
n
n . L’anneau ( )A des vecteurs de Witt

s’obtient alors en prolongeant les opérations de 0( )A au groupe formel
Λ( ) = 1 [[ ]]A tA t+ des séries formelles à coefficients dans A et en utilisant la
bijection jA A A: ( ) ( ), →Λ qui associe au vecteur de Witt ( )xn nÎ le produit
f t x tx n

n( ) = (1 ) 1
∏ − − . L’addition et la multiplication des vecteurs de Witt sont

données en composantes par des polynômes universels à coefficients entiers. Les
endomorphismes de Frobenius Fn sont eux aussi donnés par des polynômes et l’on
a par exemple

F x x x3 1 1
3

3( ) = 3+

F x x x x x x3 2 2
3

1
3

3 3
2

6( ) = 3 3 3− − +

F x x x x x x x3 3 1
6

3 1
3

3
2

3
3

9( ) = 3 9 8 3− − − +

soit  ( )p le localisé de  en p. L’exponentielle de artin-Hasse a un sens dans
L( )( ) p

E t t t
t

p

t

pp

p p

p( ) = ( ) = ( ) ( )
2

2 ( )hexp exp + + + ∈ Λ 

et de plus,
(1) Ep(t) est un idempotent de L( )( ) p .
(2) Pour n I pÎ ( ), la série

E n t
n
V E tp n p p( )( ) =

1
( )( ) ( )( )∈Λ 

détermine un idempotent. Quand n varie dans I (p), les Ep(n) forment une partition
de l’unité.

(3) Pour n pÏ , F E tn p( )( ) = 1(= 0 )L et F E t E t
pk p p( )( ) = ( ), ∀ ∈k  .
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addition et multiplication des vecteurs de Witt se localisent à tout sous-ensemble
de  stable par l’opération n® diviseurs de n. on note p¥ le foncteur de Witt
pour l’ensemble des puissances de p. soit A une  ( )p -algèbre, l’application

yA p Ep
A A: ( ) ( ) , ∞ →Λ

x x x t h t E x tp n A x p p
pn

n n= ( ) ( )( ) = ( ) = ( )∈ ∏


 y

est un isomorphisme sur l’algèbre réduite L( )A Ep
. Pour n I pÎ ( ), yA nF

-1  est un
isomorphisme de L( ) ( )A Ep n

avec p A¥ ( ). on obtient ainsi un isomorphisme

ΘA p
I pA A: ( ) ( ) ( ) → ∞ qui est donné en composantes par

( ( ) ) = ( ) , ( ), ( ).ΘA n pk n pk
x F x x A n I p∀ ∈ ∀ ∈

on applique ce résultat à A p=  . on sait alors que, comme A est parfait de
caractéristique p, l’anneaup A¥ ( ) est l’unique p-anneau strict R (R séparé complet
pour la topologie p-adique, p non diviseur de zéro) de corps résiduel p. notons

p la complétion p-adique d’une clôture algébrique de p. soit Q Cp pur Ì la
complétion de l’extension  pur non ramifiée maximale de p . alors W Fp p¥( ) est
l’anneau des entiers

 =



p

pur
ur
Ì

complétion du sous anneau engendré par les racines de l’unité. on a donc un
isomorphisme canonique

W F N( ) , ( ( ))( )
p

I p
n px F x®  . (8)

notons em, m I pÎ ( ) les vecteurs de composantes toutes nulles sauf une, égale à 1.
notons cyc le corps cyclotomique abstrait, quotient de l’anneau de groupe Q Q Z[ / ]
par l’idéal J engendré par les pn n j

n j

n
e= ,1

=0
1−∑

( )
pour n³ 2. soit  cyc,p cycÌ le

sous-corps de cyc engendré sur  par le groupe m ( )p Ìcyc des racines de l’unité
d’ordre premier à p. À tout s Î Xp correspond un unique plongement r :Q Ccyc,p® p
qui donne l’inverse de s au niveau résiduel. on peut alors prolonger la représentation
π σp, du système bC de (5) et l’on obtient,

Théorème 3.2 Soit s Î Xp et r :Q Ccyc,p® p le plongement associé. La
représentation π σp, de l’algèbre  se prolonge à W F( )p . Pour n I pÎ ( ), les π µσ ( )n
et pour x ÎZ Q Z[ / ], les πσ ( )x sont des opérateurs  -linéaires tels que

π µ ε ε π ε ρ ζ εσ σ( ) = , ( ( / )) = ( ) , , , ( )./n m nm m a b
m

me a b n m b I p∀ ∈ ∈
De plus

π µσ ( ) = 1p Fr-

est l’inverse du Frobenius.
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soit J Hp Ì  l’idéal bilatère engendré par les 1 ( )- -e p k , k Î. C’est le noyau

de la représentation πσ indépendamment de s. soit 
( )p le quotient par  p de la

sous-algèbre de  engendrée par Z Q Z[ / ], mn, mn* pour n I pÎ ( ). L’algèbre 
( )p

est engendrée par Z Q Z[( / ) ]( )p , et les mn, mn* pour n I pÎ ( ). il existe un unique

automorphisme Fr autÎ ( )( )
p de cette algèbre tel que

Fr Fr Fr( ( ) = ( ) , , ( ) = , ( ) = , ( )( ) * *e e n I pp p
n n n nγ γ γ µ µ µ µ µ∀ ∈ ∀ ∈ 

L’on retrouve le quotient H J / p comme un produit croisé de la forme

H J H (  / = .( )
,p

p
pFr

Le choix de s Î Xp intervient de manière essentielle dans cette construction
comme le montre le résultat suivant,

Théorème 3.3 Soit s Î Xp et r :Q Ccyc,p® p le plongement associé. Les
représentations πσ restreintes à 

( )p sont -linéaires, indécomposables et deux à
deux inéquivalentes. Les représentationsπσ de sontp-linéaires, indécomposables
et πσ et πσ¢ sont équivalentes sur p si et seulement si il existe aÎaut( )p tel que
¢σ σ α=  .

Condition KMS, analyse p -adique et polylogarithmes

La formulation algébrique de la condition KMs est l’égalité

ϕ σ ϕβ( ( )) = ( ), , ,x y yx x y∀ ∈ (9)

où j est une forme linéaire sur l’algèbre  et σβ Îaut( ) est un automorphisme.

Le cas complexe

Les résultats de [2] montrent que les états KMsβ extrémaux sont, pour b > 1 de
la forme

ϕ
π

β ρ
ρ

β

β, ( ) =
( ( ) )

( )
,X

X e

e
X

H

H

Tr

Tr

−

−
∀ ∈ (10)

où H est l’Hamiltonien, opérateur de multiplication par log n dans la base canonique
en de l’espace de Hilbert  2( ) et πρ la représentation irréductible de  donnée
par

π µ ε ε π µ π µ π ε ρ ζ ερ ρ ρ ρ( ) = , ( ) = ( ) , ( ( / )) = ( ) ,* *
/n m nm n n m a b
m

me a b (11)

où rÎ * détermine un plongement dans  du corps cyclotomique cyc .
dans notre cas l’algèbre est

A H H= = .( ) ( )
C Z Z Cp

p p
pÄ (12)
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L’analogue du Hamiltonien qui dans le cas complexe est simplement
H nn ne e= ( )log s’obtient dans le cas p-adique en utilisant le logarithme d’iwasawa,
logp,

− − ∀
∞

∑p
n

n

px
x

n
x xlog (1 ) = , , | | < 1

=1

qui se prolonge à p de telle sorte que p plog ( ) = 0 et

p p p pxy x y x ylog log log( ) = ( ) ( ), , .+ ∀ ∈

Les automorphismes σ β( ) ( )( )Îaut p
p

Pour p premier on note q = 4 si p = 2, q p= si p¹ 2 , et q p
q

p= ( 1)- l’indicatrice
d’euler de q. Le domaine naturel qui remplace dans le cas p-adique le groupe
additif  des « températures inverses » β de la condition KMsβ est le groupe additif

D qpp p p
p= { < }.1/( 1)b b∈ − −

soit Z Q( )p
× ×⊂ le groupe multiplicatif des fractions rationnelles de numérateur

et dénominateur premiers à p.

Lemme 4.1 Soit r p∈ × ( ). Il existe une unique fonction analytique Dp p® ,

b b r ( ) telle que r r( ) =b b pour tout b = 1-kq avec k entier. on a

r r r Dp p
( ) := (( 1) ( )), .b b bexp − ∀ ∈log (13)

Pour b ÎDp, l’application

Z + C( )
( )

p pr r× ×∈ b (14)

est un homomorphisme de groupes. de plus pour r p∈ × ( )

r r r r Dj p
( 1) ( 2 ) ( 1 2) (0)= ,b b b b b+ ∀ ∈ (15)

Proposition 4.2 (1) Pour b ÎDp il existe un unique automorphisme
σ β( ) ( )( )Îaut p

p tel que

σ µ γ µ µ γ µ γβ
β

( ) *
( )

*( ( ) ) = ( ) , , ( ), ( a b a be
b

a
e a b I p






 ∀ ∈ ∈ Q // ) .( )Z p (16)

(2) On a
σ σ σ σ ββ β β β( 1) ( 2 ) ( 1 2) (0)= , + ∀ ∈j pD (17)

et s (0) est un automorphisme d’ordre fini q.

Pour construire les états KMsβ, i.e. les formes linéaires j j: , (1) = 1,( ) 
p
p

p®
telles que

ϕ σ ϕβ( ( )) = ( ), , ,( ) ( )x y yx x y
p

p∀ ∈
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il faut donner, pour r :Q Ccyc,p® p, un sens à la somme formelle, analogue du cas
complexe,

Z m D
a

b
m I p

a b
m

p( , ) = ( ) ,
( )

/β ρ ζ ββ

∈

−∑ ∈

dans le domaine p-adique. on utilise pour cela la construction classique, [5], où les
Bj sont les nombres de bernoulli. on note 〈 〉a ap= ( ( ))exp log .

Lemme 4.3 Pour f Î, f ¹ 0, multiple de bq, l’expression

Z f
f

c

j

f

c

a

b a b
c

j
ρ

β

β ρ ζ
β

β
( , , ) :=

1
( )

1

1
/

1

=0

〈 〉
−

−












− ∞

∑ 


 ∈

≤
∉

∑
j

j p
c f

c p

B D, ,
1 <

β



(18)

définit une fonction méromorphe (avec au plus un pôle simple en b = 1) dans le
disque Dp et ne dépend pas du choix de f.

on note Z
a

b
Z

a

b
fρ ρβ β( , ) = ( , , ) indépendamment du choix de f.

Polylogarithme et cyclotomie

La vérification de la condition KMsβ pour tout β se ramène par analyticité au cas
où β est un entier négatif de la forme 1-kq. dans ce cas on utilise les relations de
division des polylogarithmes. on définit des fractions rationnelles b ( )z pour β
entier négatif, par les égalités

z z z z z
zz∂ −−  b b( ) = ( ), ( ) =

1
.1 0

Lemme 4.4 Soient n > 1, a b, Î. Alors

b B
j

b

n si

B si
n

j

b

a b
j

n
n a b a b

n a b

−
−

−∑
− ≠
1

=0

1

/
1 / /

/
( ) =

( ), 1

, = 1.
z

z z
z




on pose

Y a b f B
j

f
f b fn

n

j

f

a b
j

n( / ) = ( ), , 01

=0

1

/
−
−

∑ ∀ ∈ ≠z 

Lemme 4.5 Soit β un entier négatif de la forme b = 1 = 1- -m kq, on a alors

Z
a

b m
Y

a

b
p Y

pa

b
m

m
mρ β ρ( , ) =

1 1−





−


















− .. (19)

Ce lemme ramène la démonstration du lemme 4.7 ci-dessous à la vérification des
relations de division des polylogarithmes.
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Condition KMS β

Le théorème suivant donne la construction de formes linéaires vérifiant la
condition KMsβ. on définit une forme linéaire ϕβ ρ, sur p

p( ) pour tout b ÎDp par
(avec n m I p, ( )Î premiers entre eux),

ϕ µ µ
β

β ρ
ρ

,
*( ( ) ) =

( , ), = = 1,

0, .
n me

a

b

Z
a

b
si n m

sinon









Théorème 4.6 Pour tout b ÎDp, b ¹1, et rÎHom p( , )Q Ccyc,p la forme linéaire
ϕβ ρ, vérifie la condition KMSβ :

ϕ σ ϕβ ρ β β ρ, ( ) ,
( )( ( )) = ( ), , .x y yx x y
p

p∀ ∈

La fonction de partition est la fonction L (p-adique) pour le caractère c = 1,

Z L p( ) = ( ,1).b b

On a Z( ) 0b ¹ pour b ÎDp et un pôle en b = 1 de résidu p
p
-1 .

La démonstration utilise le lemme suivant sur les applications rn.

Lemme 4.7 Pour tout n I pÎ ( ) et b ÎDp, b ¹1, on a

ϕ ρ ϕ µβ ρ
β
β ρ,

1
,

( )( ( )) = ( ), [ ]n pX n X X〈 〉 ∀ ∈−  (20)

Pour normaliser les formes linéaires ϕβ ρ, il faut étudier la fonction de partition
et ses zéros. elle est donnée par

Z
q

c

j

q

c
B

j

j

j
c q

c p

( ) := (1) =
1

1

1
.,

1

=01 <
β ϕ

β

β
β ρ

β〈 〉
−

−− ∞

≤
∉

∑∑
( )( )



(21)

C’est la fonction L : Z Lp( ) = ( ,1)b b pour le caractère c = 1. elle a un pôle en
b = 1 de résidu

1
1 = =

1
.

1 <q

q

q

p

p
c q

c p

 −

≤
∉

∑


La théorie d’iwasawa donne une série formelle h( ) [[ ]]T TpÎ telle que

((1 ) 1) ( ) = ((1 ) 1)1+ − + −−q Z qβ ββ η (22)

Pour b = 0 on a

Z
q

c
q

cc q

c p

(0) =
1

(1
2

).
1 <

− 〈 〉 −
≤
∉

∑
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Pour p > 2 on a q p= et le résidu de h(0) vaut p-1. Pour p = 2 on a aussi

1
2

( ) [[ ]]h T Tp∈ ×

de sorte que Z(β) ne s’annule pas. Cela permet de normaliser les formes linéaires
ϕβ ρ, et de déterminer la limite des états associés quand b®1.

Proposition 4.8 Quand b®1 on a

β
ρβ β

→
− ∈









1
1( ) ( , ) =

1

0 .
limZ Z

a

b

si
a

b

sinon


(23)

on obtient ainsi la représentation régulière et dans ce cas l’automorphisme s(1)
prend la forme très simple

σ µ γ µ µ γ µ(1)
* *( ( ) ) = ( ) a b a be

b

a
e

dans le cas p-adique l’analogue de la brisure de symétrie du cas complexe résulte
du lemme suivant,

Lemme 4.9 Soit p > 2 et qÎaut(( / ) )( )Q Z p . Si q∈ ±{ 1} on a

Z
a

b
Z

a

b
a b Dp

pρ θ ρβ β β( , ) = ( , ), / ( / ) , .( )
 ∀ ∈ ∈Q Z (24)

Si q∉ ±{ 1} et b = 1 = 1- -m kq, k > 0, alors les formes linéaires ϕβ ρ, et ϕβ θ ρ, 
sont distinctes.

ainsi dans le cas p-adique et contrairement au cas complexe, le groupe de
symétrie aut(( / ) )( )Q Z p n’est pas totalement brisé et il reste une invariance non-
triviale par le sous-groupe q∈ ±{ 1}. Cela correspond en fait a la nullité des
fonctions L pour les caractères impairs dans le cas p-adique.

Prolongement au revêtement

Le bon cadre pour la théorie KMs s’obtient en exploitant la théorie d’iwasawa
des fonction L. Le domaine naturel pour la variable β est le revêtement M du groupe
additif de p décrit dans (25). La formule

((1 ) 1) ( ) = ((1 ) 1)1+ − + −−q Z qβ ββ η

montre que λ β= (1 )+q est un meilleur paramètre que β. nous montrons que la
construction des états KMsβ, ϕβ ρ, , pour b ÎDp, se prolonge naturellement au
revêtement de p donné par l’homomorphisme de groupes

M D
q

p

p

p= (1,1 ) = ( ) =
(1 )

−
+
∈+ Cλ β λ

λ
" %

log

log
(25)
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où M D= (1,1 )- est le disque ouvert dans p de rayon 1, vu comme groupe
multiplicatif. Cet homomorphisme est surjectif et de noyau le groupe mp¥ des
racines de l’unité d’ordre une puissance de p. il définit par restriction une bijection

% :{ 1 < }1/( 1)l l∈ − →− −M p Dp
p

p
∼ (26)

dont l’inverse est donné par

D q qp pβ ψ β ββ ( ) = (1 ) = ( (1 )).+ +exp log (27)

Ceci permet de considerer Dp comme sous-groupe de M. La construction des
automorphismes σ β( ) et des états KMsβ se prolonge au revêtement M de p. ainsi
pour lÎM, il existe un unique automorphisme σ λ[ ] ( )( )Îaut p

p tel que

σ λ µ γ µ ω λ µ γ µ γ[ ]( ( ) ) = ( / ) ( ) , , ( ), ( /* ( / ) * a b
ip b a

a be b a e a b I p∀ ∈ ∈ Q ZZ) ,( )p (28)

où w( )r est la notation standard pour r (0) et

i r
r

q
p

p

p

p( ) =
( )

(1 )

log

log +
∈ (29)

définit un homomorphisme de  ( )p
´ vers le groupe additif p. on a alors

Théorème 4.10 Il existe une famille analytique de formes linéaires ψλ ρ, , lÎM,
sur p

p( ) telles que

• ψλ ρ, 1 1( ) .=

• ψλ ρ, vérifie la condition KMS

ψ σ λ ψλ ρ λ ρ, ,
( )( [ ]( )) = ( ), , .x y yx x y
p

p∀ ∈ (30)

• Pour b ÎDp et λ β= (1 )+q on a

ψ β ϕλ ρ β ρ,
1

,= ( ) .Z -

on obtient le résultat en comparant

Z
a

b f

c

j

f

c
a b
c

j
ρ

β

β ρ ζ
β

β
( , ) :=

1
( )

1

1
/

1

=0

〈 〉
−

−











− ∞

∑ 
≤

∉

∑
j

j
c f

c p

B
1 <



avec les fonctions L (p-adiques)

L
f

c
c

j

f

c
p

j

j

( , ) :=
1

( )
1

11

=0
β χ χ

β

ββ〈 〉
−

−















− ∞

∑ BBj
c f

c p

1 <≤
∉

∑


où χ est un caractère de dirichlet primitif.
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Lemme 4.11 Soit a b p/ ( )Îm , il existe c d p( , )c Î tels que

Z
a

b
c d L d d

d b
pρ

β ββ χ β χ χ( , ) = ( , ) ( , ) (1 ( ) )1 1 1 1∑ ∏− − − −〈 〉 − 〈 〉  

où d divise b, χ est un caractère primitif de conducteur f qui divise m b d= / et 
varie parmi les diviseurs premiers de m f/ premiers à f.
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