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le Monoïde des classes d’adèles

. I

Mon cours cette année portait sur les résultats récents obtenus en collaboration avec
C. Consani. Nous avons obtenu dans [3] la formule (1) ci-dessous pour la fonction de
comptage N(q), q ∈ [1,∞) associée par C. Soulé à la courbe hypothétique C = SpecZ
sur F1 dont la fonction zêta ζC(s) sur F1 est la fonction de Riemann complète
ζQ(s) = π–s/2Γ(s/2)ζ(s). La fonction N(q) est positive pour q > 1 et donnée par
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où Z est l’ensemble des zéros non-triviaux de la fonction zêta de Riemann et la
dérivée est prise au sens des distributions. L’égalité (1) est une application typique
des formules explicites de Riemann-Weil qui se formulent simplement sur le
groupe des classes d’idèles. Il est donc naturel de rechercher à décrire, sinon la
courbe C elle même, du moins sa contrepartie par l’isomorphisme du corps de
classes, comme un espace construit en termes adèliques et muni d’une action du
groupe des classes d’idèles.

Nous construisons une compactification naturelle de l’espace M = AK/ K∗ des
classes d’adèles d’un corps global K en considérant M comme un monoïde et en
passant de la droite affine à l’espace projectif de dimension un, en utilisant le
F1-schéma PF1

1 . Nous montrons que la réalisation spectrale des zéros des fonctions
L, l’équation fonctionnelle et les formules explicites apparaissent naturellement en
calculant la cohomologie des faisceaux de fonctions sur PF1

1 ( )M . Plus
précisément

(1) La cohomologie H 1 1
1

( , )PF F du faisceau F des fonctions complexes sur
l’espace projectif PF1

1 ( )M donne la réalisation spectrale des zéros des fonctions L
et la symétrie associée à l’équation fonctionnelle.
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(2) L’espace P(K) des éléments premiers du monoïde M = AK/K∗ sous l’action
du groupe CK est, en caractéristique p > 1, isomorphe de manière équivariante à
l’espace des valuations de l’extension abélienne maximale Kab munie de l’action du
groupe de Weil : W ab ⊂ Gal(Kab : K).

(3) L’espace P(K) donne, en caractéristique zéro, une contrepartie de la courbe 1

associée à un corps global en caractéristique p > 1 et une interprétation des formules
explicites de Riemann-Weil.

. Wo-

La théorie des Wo-schémas se dévéloppe en parallèle avec celle des schémas et
remonte à K. K, A. D, N. K, H. O, M. W,
B. T et M. V.

On note Wo la catégorie des monoïdes commutatifs M notés multiplicativement,
avec élément neutre 1 et élément absorbant 0 (i.e. 0 · x = 0, ∀x ∈ M). Un
homomorphisme ϕ : M → N dans Wo est unifère (i.e. ϕ(1) = 1) et vérifie ϕ(0) = 0.
Un idéal i d’un monoïde M est un sous-ensemble i ⊂ M tel que 0 ∈ i et :

x ∈ i ⇒ xy ∈ i, ∀y ∈ M.

Un idéal p ⊂ M est premier ssi son complément pc est multiplicatif i.e.

x Ï p, y Ï p ⇒ xy Ï p.

Le foncteur covariant

 1 1[ ]: [ ] {0}⋅ Ab Mo→ =H H H 

identifie la catégorie Ab des groupes abéliens à une sous-catégorie pleine de Wo.
Un espace monoïdal est un couple (x, Ox) où

— x est un espace topologique ;

— Ox est un faisceau de monoïdes.

Les notions de morphismes, de spectre premier SpecM, et de schéma géométrique,
s’adaptent directement (cf. [8]). La topologie de SpecM a pour base les ouverts

D(f ) = {p ∈ SpecM | f Ï p}

On appelle Wo-foncteur tout foncteur covariant de la catégorie Wo vers la
catégorie des ensembles. Un morphisme de Wo-foncteurs, φ : x → Y est une
transformation naturelle, i.e. une application (ensembliste)

φM : x(M ) → Y(M ), ∀M

1. Plus précisément d’un revêtement abélien convenable.
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telle que pour tout homomorphisme ρ : M → M’ le diagramme suivant
commute

X(M ) Y(M )v

v v

φM

X(M ′ ) Y(M ′ )v

φM ′

X(ρ ) Y(ρ )

Un foncteur F est local ssi pour tout objet M de Wo et recouvrement ouvert
∪ D( fj) = Spec(M ) dans M la suite suivante d’ensembles est exacte :

F ( ) ( ) ( )M
u

M Mf
i

f f
ij

i i j
→ →

→F FÕ Õ
lemme 2.1. Tout Wo-foncteur est local.

Soit Y un sous-foncteur du Wo-foncteur x, i.e. on a une inclusion Y(M ) ⊂ x(M )
pour tout objet M de Wo.

On dit que Y est ouvert dans x ssi pour tout morphisme ϕ : Spec(M ) → x
il existe un idéal i ⊂ M tel que pour tout objet N de Wo et tout
ρ ∈ Spec(M )(N ) = HomWo (M, N ) on ait :

ϕ(ρ) ∈ Y (N ) ⊂ x(N ) ⇔ ρ(i )N = N.
Soit x un Wo-foncteur. On dit qu’une famille xα de sous-foncteurs de x

recouvre x si pour tout groupe abélien H l’ensemble x(1[H ]) est la réunion des
xα(1[H ]). Pour x = SpecM et les xα ouverts correspondants à des idéaux iα la
condition de recouvrement est équivalente à la condition ensembliste dans l’espace
géométrique SpecM, i.e. à ∃α, iα = M. On prend e : M → 1[M∗] = κ, on a
e ∈ x(1[H ]), H = M∗. ∃α, e ∈ xα(1[H ]) et donc iα ∩ M∗ ≠ ∅ d’où iα = M.

Un Wo-schéma est un Wo-foncteur qui admet un recouvrement par des sous-
foncteurs ouverts et affines.

théorème 2.2. Tout Wo-schéma x est associé à un espace spectral (unique) |x|
x(M ) = Hom(Spec M, |x|), ∀M

. C    1-

On note An la catégorie des anneaux commutatifs unifères et

β : Wo → An, M  β(M) = [M ] (2)

le foncteur qui associe à un monoïde M l’anneau de convolution [M] (avec
0 ∈ M envoyé en 0), et β∗ le foncteur adjoint

β∗ : An → Wo, R  β∗(R) = R (3)

qui est le foncteur d’oubli de la structure additive.



84 ALAIN CONNES

Un 1-schéma est donné par un Wo-schéma x, un -schéma x et une
transformation naturelle de x ◦ β∗ vers x qui est bijective lorsque A = K est un
corps.

On peut de manière équivalente donner une transformation naturelle de x vers
x ◦ β.

Suivant une idée de P. Cartier on peut recoller deux catégories en utilisant un
couple de foncteurs adjoints. On obtient la notion de 1-schéma en recollant la
catégorie Wo avec celle An des anneaux commutatifs en utilisant le couple de
foncteurs adjoints ci-dessus. On peut alors reformuler la notion de 1-schéma
comme celle de foncteur covariant x de WR = An ∪β, β∗ Wo vers la catégorie des
ensembles, tel que

— sa restriction à An est un -schéma ;

— sa restriction à Wo est un Wo-schéma ;

— la transformation naturelle associée à un corps est bijective.

Nous avons montré que les schémas sous-jacents aux groupes de Chevalley sont
des 12-schémas au sens suivant qui utilise nos résultats de [2].

théorème 3.1. Soit G le schéma sur  associé au groupe de Chevalley G.
— La construction du foncteur G se prolonge à la catégorie des couples (M, e) d’un

monoïde abélien et un élément de carré 1.
— La construction de la transformation naturelle eG se prolonge aux anneaux

commutatifs A et donne une application
eG,A : G(A, –1) → G(A)

— Quand A est un corps l’application eG,A est une bijection.

. C     Wo-

Soit x un espace topologique, la catégorie Ab(x ) des faisceaux de groupes
abéliens sur x est une catégorie abélienne et elle a assez d’éléments injectifs [11].
Pour tout ouvert U ⊂ x le foncteur de Ab(x ) vers Ab

F  Γ(U, F) = F(U) (4)

i.e. les sections de F sur U, est exact à gauche. Ses foncteurs dérivés sont les
groupes de cohomologie Hp(U,F). Pour x ∈ x le foncteur de Ab(x ) vers Ab

F F F lim ( , )
x U

xU
∈

=Γ (5)
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i.e. la fibre de F en x, est un foncteur exact. Pour tout ouvert U ⊂ x de
complémentaire Y = Uc, on a une longue suite exacte de cohomologie pour tout
faisceau F de groupes abéliens :

0 0 0 0

1 1 1







H x H x H U

H x H x H U

H

Y U

Y U

Y

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

F
F

→ →

→ →

F F |
F F |

22 ( , )x F → ...

(6)

où HY désigne la cohomologie à support dans Y et F|U est la restriction du faisceau
F à l’ouvert U. Dans le cadre des Wo-schémas (cf. [8], [3]) on en déduit

lemme 4.1. Soit x la réalisation géométrique d’un Wo-schéma.

1) Soit U ⊂ x un ouvert affine, alors

Hp (U, F ) = 0, ∀p > 0, F ∈ obj Ab(x ). (7)

2) Soit U = ∈{ }U j j J un recouvrement ouvert de x tel que les Ujk
soient affines,

alors pour tout faisceau F sur x, on a l’égalité

H x pp p( , ) ( , ),F F= ∀ ≥H U 0 (8)

avec la cohomologie de Čech associée au recouvrement U .

3) Soit Y = Uc le complémentaire d’un ouvert affine, on a, pour tout faisceau F de
groupes abéliens, la suite exacte

0

0

0 0 0

1 1





H x H x H U

H x H x
Y U

Y

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

F
F

→ →
→ →

F F |
F

(9)

. E    ’

Nous renvoyons au § 3 pour la théorie des Wo-schémas en tant que foncteurs
covariants M → x(M) de la catégorie Wo des monoïdes abéliens vers celle des
ensembles. Soit x l’espace géométrique associé. Nous utiliserons la projection
canonique x(M) → x ainsi définie

lemme 5.1. Soit x un Wo-schéma et x sa réalisation géométrique. Pour tout
monoïde M il existe une application canonique

πM : x(M ) → x, πM(φ) = φ(pM), ∀φ ∈ HomWo(Spec(M ), x ) (10)

où pM est l’idéal premier maximal de M. Pour tout ouvert U de x on a

U M U x MM( ) ( ) ( )= ⊂−π 1 (11)

où U est le sous-foncteur de x associé à U.
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5.1. le Wo-schéma 1

1 . On prend le Wo-schéma 1

1 . En tant que foncteur
il est donné, pour tout monoïde M, en recollant deux copies de M sur M∗ par
x  x–1,

1

1 ( )M M MM= ∗ (12)

Sa réalisation géométrique (cf. [8], [3]) i.e. l’espace topologique 1
1 a trois

points

  1 1
1 10 0 0= = = =∞ ∞ ∞{ } { } { } { } { } { }, , , , ,u u (13)

et trois ouverts U± et U = U+ ∩ U− dans 1
1

U U U U U+ += = =∞  1 1
1 1 0\ \{ } { }, ,− − (14)

5.2. le monoïde M = AK/K∗ des classes d’adèles. Soit K un corps global. Le
groupe CK des classes d’idèles est le groupe M∗ des éléments inversibles du
monoïde

M = AK � K∗, K∗ = GL1(K) (15)

La projection canonique (10)

π M MM M M: ( )  1 1

1 1= →∗ (16)

associe u ∈1
1 à tout élément de M∗ = CK et 0 ou ∞ aux autres éléments de 1

1 (M ).

5.3. l’espace des fonctions sur M. Pour obtenir un espace naturel S(M) de
fonctions sur M on considère l’espace des coinvariants pour l’action de K∗ donnée
par fq(x) = f (qx) sur l’espace de Bruhat-Schwartz S(AK) de fonctions à valeurs
complexes. Plus précisément on part de la suite exacte

0 → S (AK)0 → S (AK) e→ C ⊕ C[1] → 0 (17)

où e(f ) = (f (0), ∫ f (x)dx) ∈ C ⊕ C[1] est K∗-invariante et l’on pose

S(M ) = S0(M) ⊕ C ⊕ C[1], S0(M ) = S(AK)0� { }f f q− (18)

où { }f f q− est la fermeture du sous-espace engendré par les f – fq , q ∈ K∗.

. L  F  1
1  -  1

1 (M )

On définit un faisceau F sur 1
1 en posant

Γ(U+, F ) = S(M )
Γ(U−, F ) = S(M )

Γ(U+ ∩ U−, F = S∞(CK)

où S∞(CK) est, pour les corps de nombres
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S∞(CK) = ∩β∈R µβ S(CK) = { f ∈ S(CK) | µβ f ∈ S(CK), ∀β ∈ R}, (19)

où µ ∈ C(CK) est le module µ : CK → +
∗ , µβ(g) = µ(g)β et S(CK) l’espace de

Bruhat-Schwartz (cf. [7], [13]). Les applications de restriction à U sont nulles sur
les composantes C ⊕ C [1] et données par :

(Res f )(g) =
qÎ *
å


f (qg), ∀f ∈ S0(M) ⊂ Γ(U+, F )

(Res h)(g) = |g|−1

qÎ *
å


h(qg−1), ∀h ∈ S0(M) ⊂ Γ(U−, F ).

6.1. représentation de N = CK  W. Les égalités suivantes définissent une
action de CK sur le faisceau F

ϑ+(λ)f (x) = f (λ−1x), ∀f ∈ Γ(U+, F )
ϑ−(λ)f (x) = |λ| f (λx), ∀f ∈ Γ(U−, F )
ϑ(λ)f (x) = f (λ−1x), ∀f ∈ Γ(U+ ∩ U−, F ).

Le générateur w =
 

0 1
1 0

du groupe de Weyl W de PGL2 agit sur CK par

l’automorphisme g  g−1 de ce groupe abélien, ce qui donne un sens au produit
semi-direct N = CK  W. Il agit sur 1

1 en échangeant 0 et ∞. L’action de w sur
le faisceau F est donnée par :

w#f = f ∈ Γ(U−, F ), ∀f ∈ Γ(U+, F )
w#f = f ∈ Γ(U+, F ), ∀f ∈ Γ(U−, F )
w#f (g) = |g|−1 f (g−1), ∀f ∈ Γ(U+ ∩ U−, F ).

qui envoie F → w∗F.

Proposition 6.1. il existe une unique action du produit semi-direct N = CK  W

sur le faisceau F donnée comme ci-dessus sur W et sur CK par la représentation ϑ [ ]− 1
2obtenue comme produit tensoriel de ϑ par la représentation µ−1/2 de CK.

. R   H1( 1
1 , F )

7.1. complexe de Čech. Le complexe de Čech du recouvrement U = {U±} de
1

1 a deux termes

C 0 = Γ(U+, F ) × Γ(U−, F )

C 1 = Γ(U+ ∩ U−, F ).

On introduit la notation


( f )(x) =


q∈K∗ f (qx). Alors, le cobord ∂ : C 0 → C 1

est donné par

∂(f, h) (g) =


( f ) (g) − |g|−1


(h) (g−1) ∈ C 1 (20)
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lemme 7.1. Le noyau de ∂ : C 0 → C 1 est le graphe de la transformée de Fourier

H0( 1
1 , F ) = {( f, F( f )) | f ∈ S (AK)0� { }f f q− ⊕ 2C ⊕ 2C[1]. (21)

Démonstration. Soit K un corps global, α un caractère non trivial de AK/K. Le
réseau K ∈ AK est son propre dual. La transformation de Fourier

F(f ) (a) =


f (x) α (ax)dx (22)

est définie canoniquement modulo le sous-espace { f − fq}. La formule de Poisson
s’écrit 

h(g−1q) = |g|F(h)( gq) (23)

et donne pour ( f, h) ∈ Ker ∂
(Fh) (g) = |g|−1(h) (g−1). (24)

D’où l’égalité 
( f − Fh) = 0 (25)

qui montre que f − Fh est nul dans l’espace des coinvariants [13].

théorème 7.2. La représentation ϑ [ ]− 1
2

de CK sur H1( 1
1 , F) donne la

réalisation spectrale des zéros des fonctions L. Cette représentation est invariante par la
symétrie χ( g)  χ( g −1) du groupe des Grössencharakters du corps global K.

Démonstration. On prend l’ouvert U− ⊂ 1
1 de complémentaire Y = {0}. La

cohomologie à support HY
1 (U+,F ) donne la réalisation spectrale de [13], [4], [7],

comme l’action de CK sur le conoyau de l’application


. Par excision on a
HY

1 (U+, F ) = HY
1 ( 1

1 ,F ) et comme U− est affine, on a la suite exacte (9), d’où
l’égalité

0 01 1 1 1
1 1

→ → →H HY ( , ) ( , )  F F (26)

car

H H U U
0 1 0

1
( , ) ( , ) F F→ − −| (27)

est surjective (Lemme 27).La symétrie résulte de l’action de N = CK  W sur le
faisceau F et donc sur H 1( 1

1 , F ).

. E    ’  K∗\PGL2(AK)\ B(AK)

On a une inclusion naturelle

1

1 (AK/K∗) ⊂ K∗\PGL2(AK)/B(AK) (28)
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où l’on désigne par B le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires. On a en
effet, avec M = AK/K∗,

1

1 (M ) = M ∪M∗ M = (AK * AK) /K∗ ⊂ 1 (AK) /K∗.

Soit T le tore maximal, et N son normalisateur. On a

K∗ = T (K)⊂ T (AK), T (AK) / T (K) ∼ CK, N (AK) / T (K) ∼ CK  W (29)

Le quotient de PGL2(AK) /B(AK) par K∗ est identique à l’espace des feuilles du
feuilletage de T (K)\PGL2(AK) par les orbites de l’action de B(AK). Le faisceau
F est celui des demi-densités. L’interprétation donnée par Guillemin dans [12] de la
formule des traces de Selberg en termes de la quantification géométrique associée
au feuilletage horocyclique, est analogue à l’interprétation ci-dessous (cf. § 10) des
formules explicites.

. L’  CK      M = AK/K∗

Soit K un corps global de caractéristique p > 1 et Fq ⊂ K son corps de constantes.
Les points de la courbe C sur Fq, projective et non-singulière dont K est le corps
de fonctions sont les valuations discrètes du corps

Kar = q ⊗Fq K. (30)

Considérons, au lieu de Kar, l’extension abélienne maximale (séparable) Ω = Kab

de K. Nous montrons que l’action du groupe de Weil abélianisé W ab ⊂ Gal(Kab : K)
sur l’espace des valuations de Kab est isomorphe à l’action du groupe CK des classes
d’idèles sur l’espace P(K) des éléments premiers du monoïde M = AK/K∗. Nous
dirons qu’un élément p ∈ M d’un monoïde M est premier si l’idéal pM qu’il
engendre est premier (i.e. son complémentaire est multiplicatif ). On identifie le
groupe W ab ⊂ Gal(Kab : K) avec CK par la théorie du corps de classe.

Proposition 9.1. L’espace val(Kab) des valuations de Kab muni de l’action de
W ab ⊂ Gal(Kab : K) est isomorphe de manière équivariante non-canonique à l’espace
P(K) des éléments premiers du monoïde M = AK/K∗ sous l’action du groupe CK.

Tout idéal premier principal du monoïde M = AK/K∗ est de la forme

pv = {x ∈ M | xv = 0} (31)

où v ∈ 
K est une place de K. Pour les deux espaces val(Kab) et P(K) on a une

application canonique vers l’ensemble des places de K

val(Kab) →


K ← P(K) (32)

et l’on montre que les groupes d’isotropie se correspondent par l’isomorphisme
W ab C de la théorie du corps de classes.
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En caractéristique zéro, il manque un morceau Galoisien dans l’isomorphisme du
corps de classe, mais l’espace P(K) des éléments premiers du monoïde M = AK/K∗
sous l’action du groupe CK continue à avoir un sens. Une motivation importante
de l’étude de 1 (cf. [6]) est d’arriver à donner à l’espace P(K) une structure
géométrique qui joue un rôle analogue à celle de la courbe C.

. O   P1

Le passage de l’espace des classes d’adèles M à l’espace projectif 1
1 (M) double

le nombre des orbites périodiques de l’action de CK. Nous vérifions ci-dessous que
le même doublement apparaît dans le calcul de H 0 − H 1 pour l’espace projectif,
quand on passe de la cohomologie à support HY à la cohomologie globale. Pour
(x, u) ∈ M × CK, tel que u x = x, avec u ≠ 1, il existe une place v ∈ 

K telle que
x ∈ pv. L’espace transverse à pv ⊂ M s’identifie au corps local Kv. L’action du
groupe d’isotropie iv = v* est l’action de v* sur Kv par multiplication. La trace
au sens des distributions est donnée par (cf. [7])

Trdistr


h(u)ϑ(u)d∗u


= 

v v

h u
u

d u
*

-
-

*( 1
1| |

(33)

On note succintement

v*
′ la contribution locale


v

h u
u*
-
-

( )1
1| | d∗u. Les formules

explicites de Weil s’écrivent
t + t [1] −

 
t χ ρ[ ], =

*v

′
(34)

où t et t [1] désignent les caractères de la représentation triviale de CK et du
module µ, et t[χ, ρ] le caractère associé à un zéro ρ ∈ Zχ de la fonction L(χ, s).
Pour la cohomologie à support (26) on a directement

HY
0 (1

1 , F ) = t + t [1] (35)

HY
1 (1

1 , F ) = H1 (1
1 , F ) =


t [χ, ρ] = t + t [1] −


v*

′ (36)

et l’on obtient
HY

0 (1
1 , F ) − HY

1 (1
1 , F ) =


v*

′ . (37)

Le passage à l’espace projectif double le nombre d’orbites périodiques de l’action
de CK et il faut vérifier que ceci est cohérent avec le calcul de H 0 et H 1 pour P1.
On a en effet, en notant Λ la représentation régulière de CK,

H 0 (1
1 , F ) = Λ +


v*

′ + t + t [1] (38)

H 1 (1
1 , F ) =


t [χ, ρ] = t + t [1] −


v*

′ (39)

H 0 (1
1 , F ) −H 1 (1

1 , F ) = Λ + 2


v*

′ (40)

ce qui rend bien compte du doublement du nombre d’orbites périodiques de
l’action de CK.
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C

Septembre 2008, 1 conférence à Muenster (en l’honneur de Joachim Cuntz).
Octobre 2008, 2 conférences à Rome (avec Colloquium en physique).
Novembre 2008, 1 conférence à Munich (Colloquium en physique).
Mars 2009, 1 conférence à Lausanne (en l’honneur de Ludwig Faddeev).
Mars 2009, 1 conférence à Johns Hopkins (à l’occasion de la rencontre JAMI).
Mai 2009, 5 conférences à Vanderbilt (Fifth Spring Institute in Noncommutative

Geometry and Operator Algebras).
Juin 2009, 1 conférence à Unesco, Paris (Invisible universe).
Juillet 2009, 1 conférence à Bonn (en l’honneur d’Henri Moscovici).
Juin 2009, 1 conférence à Unesco, Paris (XIIe congrès Marcel Grossmann).
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