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1. Introduction. — J’ai montré dans mon cours que les classes d’homotopie
stables de déformations de C* algébres définissent une théorie bivariante
E(A,B) qui simplifie et améliore la K-théorie bivariante de Kasparov. La
théorie obtenue est semi exacte en ses deux variables et se prolonge aux
algebres de Banach.

2. Déformations de C* algebres et morphismes asymptotiques. — Soient A
et B deux C* algebres ; nous appellerons déformation de A en B la donnée
d’un champ continu (A(t), I') de C* algebres sur [0,1] dont la fibre en 0 est
A(0) = A et dont la restriction a ]0,1] est le champ de fibre A(t) = B. t # 0.
I existe par hypothése pour tout a € A une section continue o € I telle que
a(0) = a. Choisissons un tel o = a(a) pour tout a € A et posons :
¢(a) = aj(a) EB, t € [1, ®[, a € A. On vérifie alors en utilisant la conti-
nuité, pour toute section continue B € I' de la fonction t — || B, | € R,, que
la famille ¢, d’applications de A dans B vérifie les conditions suivantes :

(1) Les applications t — ¢(a) € B sont continues (en norme) pour tout
a € A.

(2) Pour tous a, a’ € A, A € C, on a (en norme) :
Lim (g(a) + Me(a’) — @@ + Aa’) = 0

]l-iT (p(aa’) — @a) @a’)) =0
Lim (¢(a)* — @,(a%)) = 0

On adopte alors la définition générale suivante :

Définition 1. — Soient A, B deux C* algebres; on appelle morphisme
asymptotique de A dans B la donnée d’une famille ¢, d’applications de A
dans B vérifiant les conditions (1) et (2).
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Nous dirons que deux morphismes asymptotiques (¢,) et (¢;) sont équiva-
lents quand Lim (¢((a) — ¢(a)) =0, ¥V a € A. Pour toute C* algebre B,
t—

notons B., le quotient de la C* algeébre Cy([1, o[, B) des fonctions continues
bornées a valeurs dans B par l'idéal Cy([1, [, B) des fonctions nulles a
Iinfini. Les classes d’équivalence de morphismes asymptotiques de A dans B
correspondent exactement aux morphismes de A dans B,, en posant
(¢(a)), = ¢(a), Va€ A, t€[1, ©[. Pour tout morphisme asymptotique
(¢), on a Lim || ¢(a) | <| a|l pour tout a € A. Nous dirons que (¢,) est
injectif si Lim | @(a) || # 0, V a # 0, i.e. si ¢ est injectif.

La donnée d’une déformation de A en B équivaut a celle de la classe
d’équivalence du morphisme asymptotique (¢) que nous lui avons associée
ci-dessus, et I'on obtient ainsi tous les morphismes asymptotiques injectifs de
A dans B. Tout morphisme asymptotique ¢ de A dans B est équivalent a la
composition ¢ , p d’une déformation de A/J en B avec I'application quotient
AL AN , ou J est un idéal bilatére fermé de A.

Définition 2. — Deux morphismes asymptotiques (¢): A — B, i =0,1
sont homotopes s’il existe un morphisme asymptotique (¢, de A dans
B[0,1] = B ® CJ[0,1] dont I’évaluation en i = 0,1 redonne .

L’homotopie est une relation d’équivalence entre morphismes asymptotiques
et on notera [[A, B]] I’ensemble des classes d’homotopie obtenu ainsi. Un
changement de paramétre r(t) — «, i.e. le remplacement de (¢) par
(¢r(n) = () ne change pas la classe d’homotopie correspondante.

3. Composition des morphismes asymptotiques. — Soient (@)eq1 e[, ¢t :
A — B un morphisme asymptotique et K C A un compact de A (pour la
norme). Nous dirons que (¢) est uniforme sur K si Dapplication
(t,a) > ¢(a) de [1, o[ x K dans B est continue et si pour tout € >0, il
existe T < o avec pour tout t =T :

() || ea) + Np(a’) — @a + Na') || <e, Va,a €K, VA A< 1.
B) || ea) @(a’) — @aa’) || <e, Va,a €K

(V) lled@)* — @a*) [ <e, Va€EK.
®) lef@ll<lal+e Va€eK

Le théoréme de sélection continue de Bartle-Graves montre en utilisant B,
que dans la classe d’équivalence de tout morphisme asymptotique (¢,) il en
existe un (¢;) qui est uniforme sur tout compact K de A.

Soit d C A une sous-algébre involutive dense de A qui est une réunion
dénombrable 4 = UK, de compacts K, de A, ou de maniére équivalente qui
est engendrée par un compact de A. On peut choisir les K, de telle sorte que
K, + K, CK,1, KK, CK,iq et AK, CK,, VAEC,|\| =<1 On munit
A de la topologie de limite inductive des K.
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Tout morphisme asymptotique (¢,) de s¢ dans B uniforme sur tout compact
de 4 se prolonge en un morphisme asymptotique (§,) de A dans B, unique a
équivalence pres.

Lemme 3. — Soient (¢;) : A— B, ({) : B— C des morphismes asympto-
tiques de C* algebres. On suppose que (¢,) est uniforme sur tout compact de
o, sous-algebre involutive dense et o-compacte de A, et que (J) est
uniforme sur tout compact de B. Il existe alors une fonction continue
croissante r(t) : [1, o[ — [1, o[ telle que pour toute fonction continue crois-
sante s(t) =r(t) la composition 6, = Y - ¢, soit un morphisme asymptoti-
que de s{ dans C uniforme sur tout compact.

Proposition 4. — Soient (¢): A— B, (§): B— C des morphismes
asymptotiques de C* algebres, uniformes sur tout compact.

(1) Pour toute sous-algebre involutive dense o-compacte sd C A et toute
fonction continue croissante s(t) : [1, ©[ — [1, »[ suffisamment grande, le
prolongement 6, 2 A de la composition Ysry * @ : A — C définit un mor-
phisme asymptotique de A dans C.

(2) La classe d’homotopie [6] € [[A, C]] ne dépend que des classes d’ho-
motopie [¢] € [[A, B]] et [¢] € [[B, C]].

(3) La composition [{] , [¢] des classes d’homotopie est associative.

Lemme 5. — Soient A, B, C des C* algebres et (¢,), (¥) des morphismes
asymptotiques ¢ : A — C, ¢ : B— C, tels que pour tout a€ A, be B le
commutateur [¢(a), Y(b)] converge vers 0 en norme. Il existe alors un
morphisme asymptotique (6,) : A ®ma B — C unique a équivalence pres, tel
que 6(a @ b) — ¢(a) Y(b) - 0, Va€E A, b € B.

4. La catégorie additive E. — Soit E la catégorie dont les objets sont les C*
algebres séparables et ayant pour morphismes de A vers B I’ensemble

E(A, B) = [[SA ® %, SB ® %]

des classes d’homotopie de morphismes asymptotiques, out SA = Cy(R) ® A,
et K est la C* algebre élémentaire des opérateurs compacts dans I’espace de
Hilbert séparable. La composition des morphismes est donnée par la composi-
tion des classes d’homotopie de morphismes asymptotiques.

L’isomorphisme naturel de My(¥) = My(C) ® ¥ avec % permet de définir
la somme directe de deux éléments ¢, § € E(A, B) grice au morphisme

asymptotique
X 0
0(a) = [ #a) ]
0 ¥(a)

avec des notations évidentes.
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Proposition 6. — Dotée de I'opération de somme directe, la catégorie E est
une catégorie additive. Notons j le foncteur de la catégorie C* Alg des C*
algebres (séparables) et * homomorphismes vers la catégorie E, qui a p:
A —> B associe la classe d’homotopie du morphisme asymptotique
¢ =p ®id de SA ® X dans SB ® K.

Théoreme 7. — (1) Le bifoncteur E(A, B) de la catégorie C* Alg vers celle
des groupes abéliens est semi-exact en chacun de ses arguments.

(2) Tout foncteur F de la catégorie C* Alg vers celle des groupes abéliens,
qui est stable (i.e. ne change pas quand on remplace A par A ® ¥), invariant
par homotopie et semi-exact se factorise a travers la catégorie E.

Comme le foncteur j: C* Alg— E vérifie les hypothéses du corollaire
suivant, celui-ci caractérise E.

Corollaire 8. — Soit F: C* Alg— X un foncteur dans une catégorie
additive X, qui est stable, invariant par homotopie, et semi-exact comme
bifoncteur vers la catégorie des groupes abéliens. Alors F se factorise unique-
ment a travers E.

Comme la K-théorie bivariante a une caractérisation semblable en rempla-
cant la semi-exactitude par I'exactitude pour les suites exactes scindées, on
obtient :

Corollaire 9. — Le foncteur j : C* Alg — E se factorise canoniquement a
travers la catégorie KK de Kasparov.

5. Morphismes asymptotiques et suites exactes de C* algébres. — Dans cette
section nous donnons les étapes essentielles de la démonstration du théoréme
7 (1) tout en explicitant la fleche naturelle de KK(A,B) vers E(A,B) grice au
lemme suivant :

Lemme 10. — (a) Soit 0—>J— A5 B0 une suite exacte de
C* algebres (séparables). Soit (u)ep,=f une unité approchée quasi centrale
continue en norme, 0 < u, <1, u € J. Alors l'égalité suivante définit un
morphisme asymptotique (¢;) : SB — J:

e(f®b) =fu) b, VI€C(0,1), bEB
ol b — b’ est une section arbitraire de la projection p.

(b) La classe €4 d’homotopie de ¢ ne dépend que de la suite exacte
donnée.

Si (A(t), ') est une déformation de A en B (section 2), il lui correspond la
suite exacte 0 — SB —» C — A — 0 ou C est la C* algébre du champ continu
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A(t) restreint a [0,1[. On vérific que le morphisme asymptotique
¥ : SA — SB associé a cette suite exacte par le lemme 10 n’est autre (a
homotopie prés) que 1 ® ¢ ou ¢ est associé a la déformation (section 2). La
E-théorie est ainsi le quotient par homotopie de la théorie des extensions.

Comme la K-théorie bivariante de Kasparov KK(A,B) peut se définir a
partir d’extensions particuliéres, on déduit du lemme 10 une fléche canonique
de KK(A,B) vers E(A,B).

Lemme 11. — Avec les notations du lemme 10 soit C, le cone de p et
i:J— C, l'application canonique. (a) La fleche i est un isomorphisme J = (6
dans la catégorie E, avec pour inverse I’élément de E(C,, J) associé par le
lemme 10 a la suite exacte (*).

(b) L’application de suspension ¢ — 1 ® ¢ de E(A,B) vers E(SA, SB) est
un isomorphisme.

On peut alors dans le probléme de semi-exactitude des foncteurs E(A,.) et
E(., B) remplacer I'idéal J par le cone C, de l'application p, ce qui suffit pour
le premier cas. En utilisant (b) on conclut de méme pour le deuxiéme cas.

6. Exemples de morphismes asymptotiques. — (a) Soient M une variété
Riemannienne compacte, T*M son espace cotangent. Considérons la déforma-
tion naturelle de I'algébre des fonctions sur T*M associée a la quantification
de Weyl, on obtient ainsi une déformation (au sens de la section 2) de la C*
algebre Co(T*M) en la C* algebre élémentaire ¥ des opérateurs compacts
dans L*(M).

L’objet géométrique qui systématise cette déformation est le groupoide
tangent de M. L’élément correspondant de E(Cyo(T*M), C) est Iindice analy-
tique.

(b) Soit G un groupe de Lie semi-simple réel connexe et soit K un sous-
groupe compact maximal de G, o« : K— Aut V la représentation d’isotropie
de K dans I'espace V tangent 3 G/K en K. A la déformation naturelle du
groupe V x, K = Gy (produit semi-direct de V par K) en le groupe G
correspond une déformation de C*(Gy) = A en B = C*(G). L’élément corres-
pondant de E(A,B) est I'induction de Dirac.

(c) Soit A une C* algébre asymptotiquement abélienne i.e. on suppose
avoir un groupe a un paramétre (o)cg d’automorphismes de A tels que
| [a, o(b)] | > 0, V a, b € A. Le lemme 5 donne alors un morphisme asymp-
totique A de A ®max A vers A tel que A(a ® b) = ao(b), Va,be A.

On vérifie que I'on peut alors utiliser A comme le morphisme diagonal des
algebres commutatives, ce qui donne une structure d’anneau sur K(A).
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(d) Soient A une C* algebre séparable et w une représentation de A dans
I’espace de Hilbert séparable 4 telle que x € A, w(x) € ¥ > x = 0, ou X est
l’algébre des opérateurs compacts. Soit A’ la C* algebre commutant de A
dans ., = Cy([1, [, ¥) / Co([1, [, X), i.e.

X O)ep= € A" & | [x(1), a] | =0, Va€A

Le théoreme d’unicité de Voiculescu montre que la C* algebre A’ ne
dépend pas du choix de w. Le lemme 5 définit un morphisme asymptotique
¢a de A ®nax A’ dans K tel que ¢(a @ (x(t))) = w(a) x(t) pour a € A et
x € A’. De plus, la proposition 11 montre que la fleche canonique
i:KK(A,C)—> E(A,C) du corollaire9 se factorise a travers
Ko(A),i=1 "1
ou i :Ko(A') > E(A,C) associe a x € Ky(A') =E(C, A') TI'élément
L Oa0 (x ® idy) de E(A, C).

(e) Soit X un espace compact métrisable connexe, localement connexe par
arcs et localement simplement connexe. Soient I' = m(X) son groupe fonda-
mental et Y : X —» BI' P'application classifiante du revétement universel
X — X. En composant { avec I’application canonique p. : K.(BI') - K(C*(I'))

de la K-homologie de BI' vers la K-théorie de C*(I') on obtient
o Y 1 Ky(X) —» K(C*(I'). En fait cette fleche correspond au morphisme
asymptotique suivant de la C* algebre C(X)' [cf. exemple (d)] vers C*(T) :
Soient v une mesure de probabilité sur X, diffuse et de support X et v la
relevée de v sur le revétement X. Comme la C* algeébre du groupoide
fondamental G de X (muni de la mesure v sur chacun des G*, x € X) est
Morita équivalente a C*(I") il suffit de construire un morphisme asymptotique
0 de C(X)' vers C*(G, v). Soit alors s: WC G— U C X X X un isomor-
phisme local du groupoide G avec le groupoide X X X. On obtient 6 en
posant :

m
0,((k)) = »21 (i ki @) °s
i=
m
ou X cpiz =1 est une partition de l'unité convenable sur X, et ou tout
i=1

élément k € C(X)' est représenté par un noyau asymptotique Kki(x,y) ;
X,y € X en utilisant la représentation canonique m de C(X) dans LX(X, p).
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