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Présentation du cours 2/3

Partie 2 - Les bases algorithmiques

- Concepts du calcul et principales méthodes algorithmiques


- Mise en évidence de propriétés algébriques (déchiffrement)


- Optimisation et applications algorithmiques
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07 avril 2021  Cours : Information quantique, premières utilisations calculatoires : 
   superposition, mesure, transformation, non-clonage, distribution quantique de clés
   Séminaire : Réseaux de communication quantique, Eleni DIAMANTI, CNRS, Paris

14 avril 2021  Cours : Cryptographie et communication quantiques : 
   inégalités de Bell, tirage à pile ou face, mise en gage, certification
   Séminaire : Certifier la génération de nombres aléatoires avec le quantique 
   Thomas VIDICK, California Institute of Technology 

05 mai 2021  Cours : Circuits quantiques, premiers algorithmes : portes universelles, algorithmes
   de Deutsch-Jozsa et Bernstein-Vazirani, supériorité des algorithmes quantiques
   Séminaire : Langages graphiques pour programmer et raisonner en informatique quantique
   Simon PERDRIX, CNRS, Nancy   

12 mai 2021  Cours : Transformée de Fourier quantique I : réalisation, estimation de phase,   
   algorithmes de Simon et de Shor (recherche de période et factorisation) et généralisations récentes
   Séminaire : Le problème du sous-groupe caché, Miklos SANTHA, CNRS, Paris et CQT, Singapour

19 mai 2021  Cours : Optimisation quantique : algorithme de Grover, estimateurs quantiques,   
   chaînes de Markov quantiques, heuristiques quantiques
   Séminaire : A Unified Framework for Quantum Walk Search, Stacey JEFFERY, CWI, Amsterdam

26 mai 2021  Cours : Transformée de Fourier quantique II : résolution ultra-rapide de systèmes   
   linéaires et applications en technique d’apprentissage automatique
   Séminaire : Quantum Machine Learning, Iordanis KERENIDIS, CNRS, Paris

02 juin 2021  Cours : Limites et impact du calcul quantique : complexité en requêtes, simulation   
   classique, déquantization d’algorithmes quantiques
   Séminaire : Suprématie quantique : où en sommes-nous aujourd’hui ?
   André CHAILLOUX, Inria, Paris

09 juin 2021  Cours : Derniers développements pour l’internet et intelligence artificielle quantique :  
   apprentissage, optimisation, calcul délégué et sécurisé, calcul distribué
   Séminaire : Quantum Computing as a Service: 
   Secure and Verifiable Multi-Tenant Quantum Data Centre
   Elham KASHEFI, CNRS, Paris et University of Edinburgh

Chaire crée avec le soutien de



Optimisation combinatoire

Algorithme de Grover [1995] et extensions

- Recherche/optimisation par essais successifs


- Recherche/optimisation par exploration (par ex marche aléatoire)


  essais/étapes probabilistes →  essais/étapes quantiques


Heuristiques

- Parcours arborescents


 Type Branch and bound, Backtracking éventuellement stochastique


  étapes probabilistes →  étapes quantiques


- Applications : SAT solver


Monte Carlo

- Utilisation d’estimateurs statistiques


  échantillons probabilistes →  échantillons quantiques

T T

T T

T T
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Optimisation continue (non abordée)

Calcul du gradient

- Le calcul quantique du gradient n’utilise qu’une étape au lieu d’un nombre 

linéaire en la dimension en classique [Jordan 2005]

Applications algorithmiques

- Optimisation convexe


- Descente de gradient


- Programmation linéaire, semi-définie


Challenge

- Trouver une application industrielle compétitive avec les heuristiques 

actuelles
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Algorithme de Grover



Algorithme de recherche de Grover

Problème de Grover

- Oracle :   f : [N]={0,1,…,N-1} → {0,1}

- Output : Trouver x tel que f(x)=1,  s’il en existe un


  Elements solutions/marqués M={x : f(x)=1}


- Complexité :  nombre de requêtes à f (et temps/espace)


Solution

- Classique (probabiliste) :   requêtes


- Quantique [Grover 1995] :  requêtes


 temps  (sans compter l’oracle)

 espace    qubits (sans compter l’oracle)      

Ω(N )
O( N )

O( N log N ) = Õ( N )
O(log N )
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→CE RESULTAT EST OPTIMAL (cours 7)



Intuition - Cas N=2n, unique solution t

Circuit


Analyse géométrique

- Initialisation : 

- Parallélisation : 

- Appel de f : Symétrie orthogonale


 
 

- Symétrie orthogonale par rapport à 

-  itérations transforment  en 

|0…0⟩
|s⟩

|t⟩ ↦ − |t⟩

|t⟩⊥ = N − 1
N ∑

x:f(x)=0

|x⟩ ↦ |t⟩⊥

|s⟩
π/(4ϕ) ≈ N |s⟩ |t⟩
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|0i

|0i
|0i

|0i
|0i
|0i

H

H

H

H

H

H

…

2ϕ

ϕ

|t⟩

|s⟩
|t⟩⊥

ϕOpérateur 

de Grover :

Rotation 

d’angle 2ϕ

Sf

Opérateur de Grover
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 itérations≈ N
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Réalisation de la symétrie par rapport à   (N=2n)|s⟩

Symétrie par rapport à 
- En utilisant les portes de Hadamard et une fonction de référence


 Deconstruction avec  : 

 Phase flip S défini par :   et     

 Reconstruction avec  :  

- Remarque : -S correspond à l’appel de fonction 


 
 donc 

- Complexité : O(n) portes


Circuit final

|s⟩

H⊗n |s⟩ ↦ |0…0⟩
|0…0⟩ ↦ |0…0⟩ |x ≠ 0…0⟩ ↦ − |x⟩

H⊗n |0…0⟩ ↦ |s⟩

δ0 : 0…0 ↦ 1, x ≠ 0…0 ↦ 1

S = − Sδ0
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|0i
|0i

|0i
|0i
|0i
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H

H

H

H

H

Sf
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H

H
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H
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H

…

Opérateur de Grover

 
itérations
≈ N
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Généralisation à k solutions

Angle de rotation

-

-
- Donc  rotations suffisent


- Mais trop tourner n’est pas bon !


k inconnu, mais k≥k0 ou k=0
- Prendre T au hasard dans 

- Exécuter Grover avec T itérations → Probabilité de succès constante !


k inconnu

- Executer l’algorithme de Grover avec T itérations (initialement T=1)


- Si l’élément observé n’est pas solution, 


 Multiplier T par 8/7

 Recommencer


- S’arrêter quand le nombre d’itérations dépasse  


 → Temps moyen = 

|t⟩ = 1

k ∑
x:f(x)=1

|x⟩

sin ϕ = ⟨t |s⟩ = k /N
≈ N/k

[100 N/k0]

100 N
N/k
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⎪t〉⊥
φ

2φ
⎪s〉

φ

⎪t〉

(mieux : un nb d’itérations 

pris au hasard entre 1 et T)



Application : Problème de satisfaction de contraintes

Cas booléen

- Entrée : Suite de m contraintes définies par k variables 0/1 parmis n

 Exemple : x1=x2, IF x3=1 THEN x4=x5, OR(x1,NOT(x3),x5)=1


- Sortie : Une solution x=(x1,x2,…,xn) qui satisfait toutes les contraintes


Réduction à Grover

- Définir f(x)=1 si x satisfait toutes les contraintes, et f(x)=0 sinon


- Nombre de candidats : 

- Complexité du calcul de f : 


 Circuit (quantique) de taille  sur  qubits


Solution quantique

- Temps 

- Espace       (quand k constant)


Solutions classiques

- Complexités théoriques meilleures : mais Grover peut aussi être utilisé

- Complexités pratiques encore plus rapides : des accélérations 
quadratiques basées sur l’études des marches quantiques

N = 2n

O(m2k) O(m + 2k)

O( N((m2k) + log N ) = O((m2k + n)2n/2) = Õ(2n/2)
O(m + 2k + log N ) = O(m + n)
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Application : Programmation dynamique

Principe

1. Décomposer un problème algorithmique en sous-problèmes, 


2. Puis résoudre les sous-problèmes, des plus petits aux plus grands en 
stockant les résultats intermédiaires.


Version quantique [Ambainis et al 2019]

- Principe


 1. Précalculer des solutions pour une partie des sous-ensembles à 
l’aide de la programmation dynamique


 2. Puis utiliser la recherche de Grover sur le reste des sous-ensembles 
pour trouver la réponse au problème.


- Voyageur de commerce : calculer un plus court circuit qui passe une et 
une seule fois par n villes


 Temps quantique  vs  en classique


Quantum RA(Q)M [Giovannetti, Lloyd, Maccone 2008]


- Accès en superposition à une mémoire (quantique) de taille N

 en temps O(log N)

- Modèle accepté en classique, mais débattu en quantique…

Õ(1.728n) Õ(2n)
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traveling to the graph’s root node. In addition, every
time the bus signal on its way back encounters a trit, the
trit is reset to the wait state. Thus, the memory element
is addressed by the bus signal, which is then sent back to
the root node, and the graph is reset to its initial wait
state. Only log N trits have been involved in the memory
call.

memory cells

wait wait wait

waitright

left

left

FIG. 2: Bifurcation graph of the bucket-brigade architecture.
Here the third memory cell is addressed (address register 010).

In the quantum realm the trits must be replaced by
qutrits, i.e. three-level quantum systems, described by
the vectors |wait〉, |left〉, and |right〉. Now, when the
qubits of the address register are sent through the graph,
at each node they encounter a unitary encoding trans-
formation U . If the qutrit is initially in the |wait〉 state,
the unitary swaps the state of the qubit in the two |left〉-
|right〉 levels of the qutrit (i.e. U |0〉|wait〉 = |f〉|left〉
and U |1〉|wait〉 = |f〉|right〉, where |f〉 is a fiduciary state
of the qubit). If the qutrit is not in the |wait〉 state, then
it simply routes the incoming qubit according to its state.
It is clear that an address register in a quantum super-
position will carve a superposition of routes through the
graph, so that any incoming qubit will exit the graph
in the corresponding superposition of locations. Once all
the register qubits are sent through the graph, a bus qubit
is injected and it reaches the end of the graph along the
requested superposition of paths. It then interacts with
the memory cells at such locations changing its state ac-
cording to their information content. Now the bus qubit
is sent back through the graph, exiting at the graph’s
root node. Finally, starting from the last level of the
graph, the qutrits are subject to the inverse of the unitary
encoding transformation: a qutrit initially in the states
|left〉 or |right〉 is evolved back to the state |wait〉, while
sending a qubit (containing the state of the |left〉-|right〉
levels) back through the graph, i.e. the transformation
U †|f〉|left〉 = |0〉|wait〉 or U †|f〉|right〉 = |1〉|wait〉. In
order to activate this transformation at the right mo-
ment, various schemes are possible. The simplest one
entails activating a classical control over all the qutrits
in each level of the tree, sequentially from the last level
up to the root node. Alternatively, one can send n con-
trol qubits along the superposed path, each of which con-
trols the unitary U † at one of the tree levels. A further
scheme entails introducing counters in each node, which
activate the U † unitary after a level-dependent number
of signals have transited. At the end, all qubits of the

address register have been ejected from the graph, which
is restored to its initial state of all qutrits in the |wait〉
state, yielding the transformation of Eq. (1).

Similarly to what happens in quantum computation
with atomic ensembles [20], the noise resilience of the
bucket-brigade stems from the fact that in each branch
of the superposition only log N qutrits are not in the
passive |wait〉 state. In fact, for a query with a superpo-
sition of r memory cells, it is necessary to entangle only
O(r log N) qutrits, as the state of the device is of the
type

∑
j ψj |j0〉t0 |j1〉t1(j0) · · · |jn−1〉tn−1(jn−2)⊗!j |wait〉t!j

,
where tk represents the state of the one qutrit at the kth
level which is aimed to by the non-wait qutrit at the k−1
level, and where "j spans the other qutrits. Even if all of
the qutrits are involved in the superposition, the state is
still highly resilient to noise: if a fraction ε of the gates
are decohered (with ε log N < 1) then in average the fi-
delity of the resulting state is O(1−ε log N) (compare this
to the 1/2 fidelity reduction in the conventional qRAM
above). The noise resilience is, of course, greater in those
algorithms where r is small, such as the QPQ [11] or the
quantum routing [12]. Moreover, note that the exponen-
tially larger number of |wait〉 states could give significant
overall errors even if their individual error rates are much
lower than those used in the left and right states.

Bucket-brigade implementation Like cluster state
quantum computation [15], the bucket-brigade only as-
sumes the possibility of operating coherently on a small
number O(log N) out of large number O(N) of first-
neighbor connected quantum memory elements, and it
does not require macroscopic superposition states com-
posed of an exponentially large number of quantum gates.
Candidate systems for bucket-brigade qRAMs include
optical lattices [16, 17], Josephson arrays [18], arrays of
coherently coupled quantum dots, or strongly correlated
cavity arrays [19]. In order to be more specific on the
nature of the necessary resources, we present a proof-of-
principle implementation of the quantum bucket-brigade.
(It should be only considered as an illustrative exam-
ple, and not as an experimental proposal. More detailed
versions of bucket-brigade implementations will be pre-
sented in future work.) The qutrits at the nodes of the
graph of Fig. 1 are composed of trapped atoms or ions
with the level structure depicted in Fig. 3: a ground state
|wait〉 and two excited states |left〉 and |right〉. The
register and bus qubits are composed by photons, whose
encoding is in the polarization. It is now possible to
use a photon in the polarization state |0〉 to muster a
|wait〉 → |left〉 atomic transition, and a photon in the
polarization state |1〉 to muster a |wait〉 → |right〉 transi-
tion. Furthermore by employing Raman techniques, one
use strong classical pulses that couple |wait〉, |left〉 and
|right〉 with extra energy levels (not shown in the pic-
ture) to externally control the timing of such transitions.
Note that, being classical, such pulses do not need to act
locally on a single atom but they can interact with all



Amplification d’amplitudes



Cadre plus général : Amplification quantique

Problème 

- Etant donné un algorithme (probabiliste/quantique) A qui trouve une 
solution (x tq f(x)=1) avec probabilité ≥ ε (s’il en existe une)


- Construire un algorithme qui trouve une solution (x tq f(x)=1)


 avec grande probabilité (en pratique ≥ 2/3) 


Modélisation

- Probabiliste : A retourne x avec probabilité px telle que

- Quantique :  A retourne  telle que

Amplification classique

- Effectuer 1/ε × [exécutions de A et vérifications (requêtes à f)]


Amplification quantique [Brassard, Høyer, Mosca, Tapp 2000]

- Effectuer 1/√ε ×[exécutions quantiques de A et vérifications quantiques]

∑
x:f(x)=1

px ≥ ε

∑
x

αx|x⟩|ψx⟩ ∑
x:f(x)=1

|αx |2 ≥ ε
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Amplification quantique

Etat de départ

-  :   construit par la version quantique de A

Etat cible

-   : projection de   sur les solutions


Alternance de symétries

-
- Opérateur de Grover : Rotation d’angle  


  : Symétrie par rapport à  puis


 Symétrie par rapport à  

- Après  iterations


 Etat final proche de la projection de l’état initial sur les solutions

|s⟩ = ∑
x∈X

αx|x⟩ = A|0…0⟩

|t⟩ = 1

ε ∑
x:f(x)=1

αx|x⟩ |s⟩

sin ϕ = ⟨t |s⟩ = ε
2ϕ

Sf |t⟩⊥

|s⟩
Θ(1/ ε)
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2ϕ

ϕ

Simplification : 

valeur exacte

|t⟩⊥ = 1

1 − ε ∑
x:f(x)=0

αx|x⟩

Simplification : pas d’état |ψx⟩

|t⟩

|t⟩⊥

|s⟩ϕ



Réalisation de la symétrie par rapport à |s⟩

Symétrie par rapport à 
- En utilisant l’algorithme A et une fonction de référence


 Deconstruction avec  : 

 Phase flip S défini par :   et     

 Reconstruction avec  :  

- Remarque (bis) : -S correspond à l’appel de fonction 


 
 donc 

- Complexité : O(log N) portes en plus de 

|s⟩

A−1 |s⟩ ↦ |0…0⟩
|0…0⟩ ↦ |0…0⟩ |x ≠ 0…0⟩ ↦ − |x⟩

A |0…0⟩ ↦ |s⟩

δ0 : 0…0 ↦ 1, x ≠ 0…0 ↦ 1

S = − Sδ0

A

15

<latexit sha1_base64="BnLtewRFKuq4/4Mf26jqNEOrAZM="></latexit>

A�1
<latexit sha1_base64="YsNwyjx7gWJhhxYOiZCjPZSKIhs="></latexit>

AR|s⟩ =
<latexit sha1_base64="L8TQHMgu/AP2iUfYOiGzMyqedtU="></latexit>

-S�0



Récap’

Amplification quantique [Brassard, Høyer, Mosca, Tapp 2000]

- Effectuer 1/√ε ×[exécutions quantiques de A et vérifications quantiques]


- Remarque : la solution fournie (si elle est correcte) suit la distribution 
initiale projetée sur les solutions


Circuit complet

- A : création d’une superposition uniforme sur N=2n éléments


-  : fonction qui faut 1 en 0…0 et 0 sinonδ0

16

|0i

|0i
|0i

|0i
|0i
|0i

Sf …

Opérateur de Grover

 
itérations
≈ 1/ ε
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Analyse de sécurité des fonctions de hachage

Contexte

- Fonction  se comportant comme une fonction aléatoire

- Complexité : Nb d’évaluations de H    (mais aussi temps, espace, nb de processeurs...)

Niveaux de résistance

- Préimage


 Pour une valeur z

  Trouver  x  tel que  H(x)=z

- Seconde préimage


 Pour une entrée x

  Trouver  y≠x  tel que  H(x)=H(y)

- Collision


  Trouver  x  et  y≠x  tel que  H(x)=H(y)


Attaques standard

- Recherche exhaustive


- Paradoxe des anniversaires (et ses variantes itératives)

H : [N ] → [R]

17
pris de Hash functions: Theory, attacks, and applications [Mironov’05]

Algorithme de Grover

 requêtes quantiquesN

Algorithme de Grover

 requêtes quantiquesN

Algorithme de Grover

 à  requêtes quantiquesN N



Recherche de collision : cas H : [N] → [N]

Recherche de collision

- Entrée : une fonction  aléatoire

- Sortie : une paire (x,y) telle que H(x)=H(y)  et  x≠y


- Hypothèse H aléatoire garantit que


 pour chaque la plupart des x il existe y≠x tq H(x)=H(y)


Solution quantique [Brassard, Høyer, Tapp 1998]

- Précalcul 


 Evaluer et trier H(0), H(1), …, H(k-1)


   requêtes, temps 

- Algorithme


 Renvoyer un entier i au hasard dans {k,k+1,…,N-1}

- Vérification : 1 requête

- Probabilité de succès : 

- Amplification :  requêtes, temps  (si QRAM)

- Optimisation ( ) :  requêtes, temps  (si QRAM)

H : [N ] → [N ]

O(k) Õ(k)

ε ≥ k /N
O(k + N/k) Õ(k + N/k)
k = 3 N O( 3 N ) Õ( 3 N )
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CE RESULTAT EST OPTIMAL (cours 7)



Recherche de collision : cas H : [N] → [N2]

Recherche de collision

- Entrée : une fonction  aléatoire

- Sortie : une paire (x,y) telle que H(x)=H(y)  et  x≠y


- Hypothèse H aléatoire garantit qu’il existe sans doute une collision…


Solution quantique [Buhrman et al 2001]

- Algorithme 


 Choisir au hasard a1, a2, …, ak, évaluer et trier H(a1), H(a2), …, H(ak)


   requêtes


 Chercher une collision avec l’un des a1, a2, …, ak

   requêtes    

- Vérification : 1 requête

- Probabilité de succès : 

- Amplification :  itérations 


 Au total  requêtes

- Optimisation ( ) :  requêtes, temps  (si QRAQM)

H : [N ] → [N2]

O(k)

O( N )

ε ≥ k /N
O( N/k)

O( N/k × (k + N ))
k = N O(N3/4) Õ(N3/4)

19
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Extensions



Brique de base pour l’optimisation discrète

Recherche de minimum

- Entrée : une fonction 

- Sortie : x tel que f(x) est minimale

Solution itérative [Dürr, Høyer 1996]

- Choisir au hasard x dans [N]

- Chercher avec l’algorithme de Grover y tel que f(y)<f(x)

- Si y est trouvé : Remplacer x par y et recommencer l’étape précédente


- Sinon renvoyer x

Analyse

- Chaque nouveau x est uniformément au hasard parmi les éléments ayant 

une image plus petite par f

- En moyenne, au début N/2 nouveaux candidats, puis N/4, N/8…


- Complexité en moyenne


  évaluations de f

 temps 

f : [N ] → [R]

N/2 + N/4 + N/8 + … + 1 = O( N )
Õ( N )
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Comptage

Estimation d’amplitude et comptage

- La rotation possède un angle 2φ directement relié à la probabilité que 

l’Algorithme initial renvoie une solution


 sin φ = 〈t⎪s〉 = (Pr [Algorithme initial A renvoie une solution])1/2


- Cas particulier,  Algorithme A renvoie un élément au hasard parmi N


 
Solution quantique


- Approximation de  avec erreur relative  en  échantillons 

et vérifications


- De même K avec  échantillons et vérifications


Deux approches

-  Analyse spectrale et Estimation de phase (cours 4) [Brassard, Høyer, 

Mosca, Tapp 2000]

- De proche en proche [Aaronson, Rall 2020]

sin ϕ = K
N

⟨t |s⟩ ε O( 1
ε⟨t |s⟩ )

O( 1
ε

N
K )
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Monte Carlo

Un exemple

- Oracle qui produit un échantillon d’une variable aléatoire 

 disponible aussi en superposition quantique :

- Output : la moyenne  de X avec erreur relative 

- Question : Combien d’échantillons sont-ils nécessaires ?


Cas X=0/1

- Classique : 

- Quantique :     (généralisation du comptage)


Cas général

- Inégalité de Chebyshev classique :    où  est la variance de X

- Inégalité de Chebyshev quantique :   


 [Montanaro 2015][Hamoudi M 2020]


Nombreuses applications

- Accélération d’algorithmes classiques


- Calcul numérique : dont le calcul de volume d’enveloppe convexes

X = (x, px)
∑x px|x⟩|ψx⟩

μ = ∑x px x ε

1/(ε2μ)
1/(ε μ)

(σ/(εμ))2 σ2

σ/(εμ)
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Marches quantiques



Marches aléatoires

Définition

- G = (V,E) un graphe (non orienté) de sommets V et d’arêtes E


- Une marche aléatoire est un déplacement aléatoire


 sur les sommets V de G


 en suivant les arêtes E de G


 tel que     Pr [ u → v ] = 1/deg(u)


Application typique

- Rechercher un chemin de s à t, mélanger


- Modéliser, analyser


- Concevoir des algorithmes
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Algorithme de Grover contraint

Problème de Grover

- Oracle :   f :  V → {0,1}

- Output : Trouver x tel que f(x)=1,  s’il en existe un


  Elements marqués/solutions M={x : f(x)=1}


- Contrainte “spatiale” : Pour évaluer f(x) il faut se rendre en x en suivant les 
arêtes de G

Exemples avec accélération quadratique

- Graphe complet [Grover’95]

- Hypercube [Shenvi, Kempe, Whaley’03]

- Grille 2D [Ambainis, Kempe, Rivosh’05] [Tulsi’08]
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Algorithme de Grover contraint

Problème de Grover

- Oracle :   f :  V → {0,1}

- Output : Trouver x tel que f(x)=1,  s’il en existe un


  Elements marqués/solutions M={x : f(x)=1}


- Contrainte “spatiale” : Pour évaluer f(x) il faut se rendre en x en suivant les arêtes 
de G

Complexités des opérations élémentaires

- Setup : Préparation de la distribution/superposition initiale 


- Checking : Vérification (requête à f)


- Update : Déplacement sur G

Paramètres importants

- Propriétés spectrale de la matrice P :  Puv = Pr [ u → v ]   (= 1/deg(u) )


 Distribution stationnaire  (valeur propre 1) : uniforme si degré constant


 L’écart entre 1 et la deuxième valeur propre est au moins δ
- ε  = probabilité qu’un élément pris selon la distribution  soit solution

π

π
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Recherche par marche aléatoire

Recherche par marche aléatoire 
1. Partir d’un sommet au hasard


2. Répéter 1/ε  fois


a. Vérifier si le sommet courant est solution 


b. Effectuer  1/δ  déplacements aléatoires sur G

3. Si aucune solution n’a été trouvée, renvoyer “aucune solution”


Théorème

- L’algorithme “Recherche par marche aléatoire” trouve une solution, si elle 

existe, avec complexité


  Setup  +  1/ε × (Checking + 1/δ × Update)


Théorème

- L’analogue quantique dû à [Ambainis’04][MNayakRolandSantha’07] 

trouve une solution, si elle existe, avec complexité


  Setup  + 1/√ε × (Checking + 1/√δ × Update) 


- Preuve :  Amplification d’amplitude avec  implémentée à l’aide de 1/√δ 
déplacements quantiques selon P

R|s⟩
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 ε  = probabilité qu’un élt au 
hasard soit marqué

 δ = écart spectral de la 
marche aléatoire sur GMélange
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Les marches quantiques

Etudes

- Quantum random walks


 [Aharonov, Davidovich, Zagury 1993]

- Quantum walks on graphs


 [Aharonov, Ambainis, Kempe, Vazirani 2001]

- Exponential algorithmic speedup by quantum walk


 [Childs, Cleve, Deotto, Farhi 2003]

- Quantum speed-up of Markov chain based algorithms, [Szegedy 2004]

- Universal computation by quantum walk, [Childs 2008]

Applications

- Technique algorithmique majeure


 Utilisée pour simuler les systèmes quantiques


- Au cœur de la complexité quantique


 Toute formule logique read-once à  variables s’évalue quantiquement 
en  requêtes (optimal)

N
N
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Marche quantique

Marche quantique W sur G 

- Depuis l’état 

 1. Symétrie  : Effectuer sur  la symétrie  par rapport à la 
superposition uniforme  des voisins de 

  
 2. SWAP : Echanger les deux registres (se déplacer)


Propriétés de W
- Superposition stationnaire (valeur propre 1) déduite de la distribution 

stationnaire  de P

 
- L’écart de phase entre  et celle de la plus proche valeur propre est


  ∆(W) ≈ √δ(P)    [Szegedy 2004]

|x⟩|y⟩
R |y⟩ R|sx⟩

|sx⟩ |x⟩
R = ∑

x∈V

|x⟩⟨x| ⊗ R|sx⟩

π
|s⟩ = ∑

x

πx|x⟩|sx⟩

1 = ei0
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Nouvelle implémentation de la symétrie de Grover

Symétrie par rapport à  l’aide de W
- Propriétés de la marche quantique W

- Algorithme


 Utiliser l’estimation de phase (cours 3)


  sur  W sur l’état courant et precision ∆/2

 Effectuer un Phase flip si la phase estimée est à distance ≥∆ de 0


 Inverser l’estimation de phase


- Rappel : Estimation de phase avec précision 1/T nécessite T itérations


- Coût total : 1/∆ × Update = 1/√δ × Update

|s⟩
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∆

W  opérateur unitaire


  vecteur stationnaire isolé


∆ ≈ √δ  écart de phase [Szegedy 2004]

|s⟩|s⟩
∆



Amélioration de la recherche de collision

Recherche de collision

- Entrée : une fonction  aléatoire

- Sortie : une paire (x,y) telle que H(x)=H(y)  et  x≠y


- Hypothèse H aléatoire garantit qu’il existe sans doute une collision…


Rappel de la solution de [Buhrman et al 2001]

- Algorithme 


 Choisir au hasard a1, a2, …, ak, évaluer et trier H(a1), H(a2), …, H(ak)


   requêtes


 Chercher une collision avec l’un des a1, a2, …, ak

   requêtes    

- Probabilité de succès :  → Amplification :  itérations 


 Au total  requêtes

Idée

- Il y a déjà une proba  d’avoir des collisions parmi a1, a2, …, ak

- Supprimons la recherche de Grover, et amplifions la 1e étape en modifiant 
1 à 1 les éléments choisis…

H : [N ] → [N2]

O(k)

O( N )
ε ≥ k /N O( N/k)

O( N/k × (k + N ))

≈ (k /n)2
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Solution avec marches quantiques [Ambainis’04]

Recherche d’un sous-ensemble avec collision 

- Graphe de Johnson J(N,k)


Nœuds :	 {S} sous-ensemble S de taille k de  [N]

Arêtes : {S, T} est une arête ssi S, T diffèrent exactement de 2 éléments


- Marcher sur J(N,k) en maintenant les valeurs de H sur S

- Solutions M = {S avec une collision}


- Ecart spectral:  δ ≈ 1/k 


- Probabilité de succès : ε = Pr[ S a une collision ]   ≥   (k/N)2

- Complexité:   k  + (N2/k2)1/2 (0   +  k1/2 × 1 )    ➙  n2/3  évaluations de f

                            Temps/Epace: n2/3 polylog n


                                                (si QRAQM)
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Références en lien avec le cours

Articles

- Quantum query complexity of some graph problems [Dürr, Heiligman, 

Høyer, Mhalla 2004]

- Quantum algorithm for tree size estimation, with applications to 
backtracking and 2-player games [Ambainis, Kokainis 2017]


- Quantum speedup of branch-and-bound algorithms [Montanaro 2020] 


- Quantum Speedups for Exponential-Time Dynamic Programming 
Algorithms [Ambainis et al 2019]

- Quantum Speedup for Graph Sparsification, Cut Approximation and 
Laplacian Solving [Apers, de Wolf 2020] 


Thèses

- Frameworks for Quantum Algorithms [Jeffery 2014]


- Classical and Quantum Cryptanalysis for Euclidean Lattices and Subset 
Sums [Shen 2021]

- Quantum Algorithms for the Monte Carlo Method [Hamoudi 2021]

Séminaire du cours !

- A Unified Framework for Quantum Walk Search


 avec Stacey Jeffery, CWI, Amsterdam
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