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Le	
  mouvement	
  d’une	
  par>cule	
  dans	
  	
  
un	
  champ	
  magné>que	
  uniforme	
  

Classiquement	
  :	
  problème	
  simple,	
  mais	
  parfois	
  non	
  intui5f	
  

Mouvement	
  de	
  dérive	
  dans	
  un	
  champ	
  électrique	
  addi>onnel	
  

Quan5quement	
  :	
  problème	
  à	
  la	
  fois	
  simple	
  et	
  très	
  riche	
  

Spectre	
  indépendant	
  du	
  choix	
  de	
  jauge,	
  niveaux	
  régulièrement	
  espacés	
  

Base	
  d’états	
  propres	
  de	
  l’hamiltonien	
  qui	
  dépend	
  du	
  choix	
  de	
  jauge	
  

Dégénérescence	
  «	
  macroscopique	
  »	
  de	
  chaque	
  niveau	
  d’énergie	
  

Importance	
  pra>que	
  des	
  états	
  de	
  bords,	
  signature	
  d’une	
  «	
  topologie	
  »	
  non	
  triviale	
  

Mouvement	
  cyclotron	
  



Plan	
  du	
  cours	
  

Dans	
  tout	
  ce	
  cours,	
  on	
  se	
  restreint	
  à	
  la	
  dynamique	
  dans	
  le	
  plan	
  perpendiculaire	
  au	
  	
  
champ	
  magné)que.	
  La	
  dynamique	
  selon	
  l’axe	
  du	
  champ	
  est	
  celle	
  d’une	
  par)cule	
  libre.	
  

1.	
  Le	
  mouvement	
  cyclotron	
  classique	
  

mouvement	
  circulaire	
  uniforme,	
  courant	
  de	
  Hall	
  

2.	
  Le	
  spectre	
  d’énergie	
  en	
  physique	
  quan5que	
  

spectre	
  de	
  Landau,	
  u)lisa)on	
  de	
  la	
  jauge	
  symétrique	
  

3.	
  Jauge	
  de	
  Landau	
  et	
  courant	
  de	
  probabilité	
  

4.	
  Etats	
  de	
  bord	
  et	
  applica5ons	
  

originalité	
  de	
  la	
  structure	
  en	
  niveaux	
  de	
  Landau	
  



Plan	
  du	
  cours	
  

1.	
  Le	
  mouvement	
  cyclotron	
  classique	
  

mouvement	
  circulaire	
  uniforme,	
  courant	
  de	
  Hall	
  

2.	
  Le	
  spectre	
  d’énergie	
  en	
  physique	
  quan5que	
  

spectre	
  de	
  Landau,	
  u)lisa)on	
  de	
  la	
  jauge	
  symétrique	
  

3.	
  Jauge	
  de	
  Landau	
  et	
  courant	
  de	
  probabilité	
  

4.	
  Etats	
  de	
  bord	
  et	
  applica5on	
  

originalité	
  de	
  la	
  structure	
  en	
  niveaux	
  de	
  Landau	
  



Le	
  mouvement	
  cyclotron	
  classique	
  

Par>cule	
  de	
  masse	
  M	
  et	
  de	
  charge	
  q	
  dans	
  	
  
un	
  champ	
  magné>que	
  uniforme	
  B	



Mouvement	
  circulaire	
  uniforme	
  de	
  rayon	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  et	
  de	
  vitesse	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  à	
  la	
  pulsa>on	
  	
  r0 v0 !c =
qB

M

Le	
  centre	
  du	
  cercle	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  peut	
  être	
  placé	
  n’importe	
  où	
  	
  
dans	
  le	
  plan	
  :	
  invariance	
  par	
  transla>on	
  

(X0, Y0)

B

x(t) = X0 �
v0

!c
cos(!ct) y(t) = Y0 +

v0
!c

sin(!ct)

M v̇ = qv ⇥BEqua>on	
  du	
  mouvement	
  :	
  

r0 =
v0
!c

F L = q v ⇥BForce	
  de	
  Lorentz	
  :	
  



Courant	
  de	
  Hall	
  

B

Prenons	
  	
  

• 	
  En	
  l’absence	
  de	
  champ	
  magné>que,	
  les	
  par>cules	
  	
  
	
  	
  sont	
  accélérées	
  dans	
  la	
  direc>on	
  x	



On	
  ajoute	
  une	
  force	
  F	
  uniforme	
  dans	
  le	
  plan	
  xy	



 B

x	
  

y	
  

M v̇ = q v ⇥B + F
F

F = F u
x

x(t) = X0 �
v0

!c
cos(!ct)

• 	
  En	
  présence	
  de	
  champ	
  magné>que,	
  les	
  par>cules	
  dérivent	
  	
  
	
  	
  à	
  vitesse	
  uniforme	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ...	
  	
  dans	
  la	
  direc>on	
  y	
  	
  �F/(qB)

y(t) = Y0 +
v0
!c

sin(!ct)�
F

qB
t

F

Force	
  créée	
  (par	
  exemple)	
  par	
  un	
  champ	
  électrosta>que	
  



Plan	
  du	
  cours	
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  uniforme,	
  courant	
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  Hall	
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  Le	
  spectre	
  d’énergie	
  en	
  physique	
  quan5que	
  

spectre	
  de	
  Landau,	
  u)lisa)on	
  de	
  la	
  jauge	
  symétrique	
  

3.	
  Jauge	
  de	
  Landau	
  et	
  courant	
  de	
  probabilité	
  

4.	
  Etats	
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  bord	
  et	
  applica5ons	
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  structure	
  en	
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  de	
  Landau	
  



Echelles	
  quan>ques	
  de	
  longueur	
  et	
  de	
  vitesse	
  

Echelle	
  «	
  naturelle	
  »	
  de	
  fréquence	
  :	
  	
  !c =
qB

M

Echelle	
  d’énergie	
  :	
   ~!c

Echelle	
  de	
  longueur	
  :	
   ` =

r
~

M!c
=

s
~
qB

longueur	
  magné)que	
  

Echelle	
  de	
  vitesse	
  :	
  
r

~!c

M

Pourquoi	
  ces	
  échelles	
  apparaissent	
  naturellement	
  :	
  	
  

Classiquement	
  :	
  	
   r0 =
v0
!c

l’extension	
  r0	
  diminue	
  si	
  la	
  vitesse	
  v0	
  diminue	
  

Quan>quement	
  :	
  �ri�pi � ~/2

La	
  longueur	
  magné>que	
  représente	
  la	
  taille	
  minimale	
  d’une	
  	
  
orbite	
  cyclotron	
  compa>ble	
  avec	
  l’inégalité	
  de	
  Heisenberg	
  	
  

!c/2⇡ = 28GHzB = 1T : ` ⇡ 26 nm vm ⇡ 4000m/sélectron,	
  	
  



B

Les	
  opérateurs	
  en	
  jeu	
  dans	
  le	
  formalisme	
  quan>que	
  

• 	
  opérateur	
  posi>on	
  	
   r̂

• 	
  opérateur	
  impulsion	
   p̂

On	
  cherche	
  le	
  spectre	
  de	
  l’hamiltonien	
  	
  

• 	
  opérateur	
  quan>té	
  de	
  mouvement	
   A(r)dans	
  le	
  plan	
  xy	



La	
  recherche	
  du	
  spectre	
  de	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  est	
  iden>que	
  au	
  problème	
  d’un	
  oscillateur	
  harmonique	
  :	
  Ĥ

Ĥ
osc

=
1

2

⇣
X̂2 + P̂ 2

⌘
[X̂, P̂ ] = i

Ĥ =
(p̂� qA(r̂))2

2M
=

1

2M

⇣
⇧̂2

x

+ ⇧̂2
y

⌘

⇧̂ = p̂� qA(r̂) = M v̂

Commutateurs	
  :	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  mais	
  [p̂
x

, p̂
y

] = 0

On	
  ne	
  peut	
  pas	
  connaître	
  parfaitement	
  les	
  deux	
  composantes	
  du	
  vecteur	
  vitesse	
  

[⇧̂
x

, ⇧̂
y

] = i ~qB



Le	
  spectre	
  de	
  Landau	
  (méthode	
  algébrique)	
  

Directement	
  inspiré	
  de	
  la	
  méthode	
  de	
  Dirac	
  pour	
  traiter	
  l’oscillateur	
  harmonique	
  

[⇧̂
x

, ⇧̂
y

] = i ~qB

On	
  introduit	
  les	
  opérateurs	
  créa>on	
  et	
  annihila>on	
  
â =

1p
2~qB

⇣
⇧̂

x

+ i⇧̂
y

⌘
â† =

1p
2~qB

⇣
⇧̂

x

� i⇧̂
y

⌘

[â, â†] = 1 Ĥ = ~!c

✓
â†â+

1

2

◆
dont	
  on	
  déduit	
  :	
  

spectre	
  formé	
  de	
  niveaux	
  équidistants	
  	
   En =

✓
n+

1

2

◆
~!c, n 2 N

Etats	
  propres	
  :	
  on	
  ne	
  peut	
  rien	
  dire	
  pour	
  l’instant,	
  il	
  faut	
  choisir	
  une	
  jauge	
  	
  

Dégénérescence	
  :	
  également	
  inconnue	
  à	
  ce	
  stade	
  

A(r)

Ĥ =
1

2M

⇣
⇧̂2

x

+ ⇧̂2
y

⌘



Un	
  premier	
  choix	
  de	
  jauge	
  :	
  la	
  jauge	
  symétrique	
  	
  

x

y

A(r) =

0

@
�By/2
Bx/2
0

1

A

Brise	
  l’invariance	
  par	
  transla>on	
  	
  
en	
  favorisant	
  un	
  point	
  par>culier	
  

Préserve	
  l’invariance	
  par	
  rota>on	
  
autour	
  de	
  ce	
  point	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  	
  Hamiltonien	
  d’un	
  	
  
oscillateur	
  harmonique	
  isotrope	
  

à	
  deux	
  dimensions	
  	
  

Ĥ0
!c

2
L̂z :	
  composante	
  selon	
  	
  

z	
  du	
  moment	
  ciné>que	
  	
  
canonique	
  

Ĥ =
(p̂� qA(r̂))2

2M
=

p̂

2
x

+ p̂

2
y

2M
+

1

8
M!

2
c (x̂

2 + ŷ

2) � !c

2
(x̂p̂

y

� ŷp̂

x

)

Pour	
  ce	
  choix	
  de	
  jauge,	
  l’hamiltonien	
  peut	
  s’écrire	
  :	
  

[Ĥ0, L̂z] = 0 :	
  on	
  peut	
  chercher	
  une	
  base	
  de	
  vecteurs	
  propres	
  communs	
  



✓
n
x

+
1

2

◆
~!c

2
+

✓
n
y

+
1

2

◆
~!c

2

(n0 + 1)
~!c

2
n0 2 N

L̂zLes	
  deux	
  opérateur	
  en	
  jeu,	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  et	
  	
  	
  Ĥ0

L’hamiltonien	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  oscillateur	
  isotrope	
  à	
  
deux	
  dimension	
  de	
  pulsa>on	
  	
  !c/2

Ĥ0

Etats	
  propres	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  	
  	
  	
  	
  |n
x

, n
y

i
P

n

x

(x)e�x

2
/4`2

P

n

y

(y)e�y

2
/4`2

~!c

2

|1, 0i |0, 1i

|2, 0i |1, 1i |0, 2i

|0, 0i

|3, 0i |2, 1i |1, 2i |0, 3i

r	


'

L̂z = �i~ @

@'
Fonc>ons	
  propres	
  :	
  	
  F (r) eim' m 2 Z

L’opérateur	
  moment	
  ciné5que	
  L̂z

|0, 0i est	
  de	
  ce^e	
  forme:	
   e�r2/4`2 m = 0



Base	
  propre	
  commune	
  à	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  et	
  	
  	
  LzĤ0

~!c

2

|1, 0i |0, 1i

|0, 0i

x e�r2/4`2

y e�r2/4`2

(x+ iy) e�r2/4`2

(x� iy) e�r2/4`2 = r e�i' e�r2/4`2

= r e+i' e�r2/4`2 m = +1

m = �1

n0 = 2r2 e2i' e�r2/4`2

n0 = 3r3 e3i' e�r2/4`2

Changement	
  de	
  base	
  dans	
  le	
  premier	
  sous-­‐espace	
  excité	
  :	
  

�1 0 +1 +2 +3

n0 = 0

n0 = 1

~!c/2

m = �2

e�r2/4`2

r ei' e�r2/4`2

Ĥ0

L̂z

Représenta>on	
  graphique	
  de	
  ce^e	
  base	
  commune	
  :	
  



Retour	
  au	
  problème	
  de	
  la	
  diagonalisa>on	
  en	
  jauge	
  symétrique	
  

Ĥ = Ĥ0 �
!c

2
L̂zOn	
  a	
  mis	
  l’hamiltonien	
  sous	
  la	
  forme	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  et	
  on	
  a	
  trouvé	
  une	
  base	
  de	
  vecteurs	
  

propres	
  communs	
  à	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  et	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Ĥ0 L̂z

Ĥ0 (n0 + 1)
~!c

2

!c

2
L̂z m

~!c

2

m = �n0,�n0 + 2, . . . , n0 � 2, n0n0 2 N

�1 0 +1 +2 +3

~!c/2

m = �2

n0 = 0

n0 = 1

n0 = 2

n0 = 3

n0 = 4

Les	
  énergies	
  de	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  sont	
  donc	
  	
  En =

✓
n+

1

2

◆
~!c n =

n0 �m

2

entier positif ou nul.Ĥ

0 +1 +2 +3

~!c

...	
  

...	
   n = 0

n = 1

n = 2

On	
  retrouve	
  la	
  structure	
  en	
  niveaux	
  de	
  Landau,	
  chaque	
  niveau	
  étant	
  infiniment	
  dégénéré	
  



Le	
  niveau	
  de	
  Landau	
  fondamental	
  (Lowest	
  Landau	
  Level,	
  LLL)	
  

0 +1 +2 +3

~!c

...	
  

...	
   n = 0

n = 1Le	
  niveau	
  fondamental	
  con>ent	
  toutes	
  
les	
  combinaisons	
  linéaires	
  des	
  fonc>ons	
  

(x+ iy)me�r2/4`2 = r

meim'e�r2/4`2

x

y

 5

r | m(x, y)|2 m = 12

0
r/`

fonc>on	
  piquée	
  en	
  	
  

largeur	
  	
  �r ⇠ `

rm =
p
2m+ 1 `



Structure	
  du	
  LLL	
  

Une	
  fonc>on	
  quelconque	
  des	
  variables	
  x,y	
  peut	
  aussi	
  s’écrire	
  comme	
  	
  
une	
  fonc>on	
  des	
  variables	
  	
  	
   u = x+ iy ū = x� iy

Une	
  fonc>on	
  du	
  LLL	
  est	
  une	
  combinaison	
  linéaire	
  des	
  	
   (x+ iy)me�r2/4`2 = r

meim'e�r2/4`2

F (u) =
X

m

Cmu

m =
X

m

Cm(x+ iy)m

La	
  restric>on	
  au	
  LLL	
  correspond	
  à	
  un	
  passage	
  effec>f	
  d’un	
  espace	
  	
  
à	
  deux	
  dimensions	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  à	
  un	
  espace	
  à	
  une	
  dimension	
  	
  (u, ū) (u)

 (x, y) =  ̃(u, ū)

 (x, y) =
X

m

Cm (x+ iy)m e�r2/4`2

=

 
X

m

Cm um

!
e�r2/4`2

 (x, y) = F (u) e�r2/4`2



Plan	
  du	
  cours	
  

1.	
  Le	
  mouvement	
  cyclotron	
  classique	
  

mouvement	
  circulaire	
  uniforme,	
  courant	
  de	
  Hall	
  

2.	
  Le	
  spectre	
  d’énergie	
  en	
  physique	
  quan5que	
  

spectre	
  de	
  Landau,	
  u)lisa)on	
  de	
  la	
  jauge	
  symétrique	
  

3.	
  Jauge	
  de	
  Landau	
  et	
  courant	
  de	
  probabilité	
  

4.	
  Etats	
  de	
  bord	
  et	
  applica5ons	
  

originalité	
  de	
  la	
  structure	
  en	
  niveaux	
  de	
  Landau	
  



La	
  jauge	
  de	
  Landau	
   A = Bxuy

x

y

Hamiltonien	
  :	
  	
   Ĥ =
p̂2
x

2M
+

(p̂
y

� qBx̂)2

2M

Pas	
  de	
  terme	
  en	
  	
  y	
  	
  dans	
  l’hamiltonien,	
  uniquement	
  py	



On	
  peut	
  donc	
  chercher	
  les	
  fonc>ons	
  propres	
  sous	
  la	
  forme	
  	
  

Ĥ k = E k avec  k(r) =  k(x) e
iky

Prenons	
  un	
  échan>llon	
  de	
  taille	
  finie	
  Ly	
  selon	
  y,	
  avec	
  des	
  condi>ons	
  aux	
  limites	
  périodiques	
  	
  

k =
2⇡

Ly
ny, avec ny 2 Z

Il	
  reste	
  alors	
  à	
  déterminer	
  la	
  fonc>on	
  d’onde	
  	
   k(x)

Brise	
  les	
  invariances	
  par	
  rota>on	
  et	
  par	
  transla>on	
  selon	
  x	





Jauge	
  de	
  Landau	
  (suite)	
  

On	
  injecte	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  dans	
  l’équa>on	
  aux	
  valeurs	
  propres	
  pour	
  	
  Ĥ k = E k avec  k(r) =  k(x) e
iky

Ĥ =
p̂2
x

2M
+

(p̂
y

� qBx̂)2

2M

ce	
  qui	
  donne	
  

Equa>on	
  aux	
  valeurs	
  propres	
  pour	
  un	
  oscillateur	
  à	
  une	
  dimension,	
  	
  
de	
  pulsa>on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  et	
  centré	
  en	
  	
  

xk!c

Le	
  spectre	
  de	
  Landau	
  retrouvé	
  :	
  	
  Ek,n =

✓
n+

1

2

◆
~!c

Etat	
  fondamental	
  :	
  	
  n = 0  

k,n=0(x) = e�(x�xk)
2
/2`2

� ~2
2M

 

00
k (x) +

(~k � qBx)2

2M
 k(x) = E  k(x)

avec	
   xk =
~k
qB

= k`

21

2
M!

2
c (x� xk)

2



Le	
  résultat	
  

x

y

 0

x

xk

| (x, y)|2

Pour	
  tout	
  nombre	
  d’onde	
  k	
  selon	
  y,	
  on	
  trouve	
  	
  
un	
  état	
  d’énergie	
  minimale	
  	
  

 
k

(r) / e�(x�xk)
2
/2`2 eiky

Ek,n =

✓
n+

1

2

◆
~!c

Il	
  n’y	
  a	
  pas	
  d’énergie	
  ciné>que	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  associée	
  à	
  la	
  phase	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  de	
  la	
  fonc>on	
  d’onde	
  :	
  deux	
  
valeurs	
  différentes	
  de	
  k	
  conduisent	
  à	
  la	
  même	
  énergie,	
  mais	
  à	
  des	
  centrages	
  en	
  x	
  différents.	
  	
  	
  

~2k2/2M eiky

Nouvelle	
  base	
  de	
  fonc>ons	
  du	
  LLL	
  quand	
  on	
  varie	
  k	



Ek,0 = ~!c/2
xk = k`

2

 xk0

Pour	
  un	
  système	
  de	
  taille	
  finie	
  :	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

Pour	
  deux	
  valeurs	
  consécu>ves	
    	
  	
  et	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  	
  	
  
le	
  décentrage	
  en	
  x	
  	
  varie	
  de	
  :	
  

k0 = k +
2⇡

Ly
k

xk0 � xk = 2⇡
`

2

Ly
⌧ `

k = (2⇡/Ly)ny



Impulsion	
  et	
  quan>té	
  de	
  mouvement	
  	
  

x

y

 0
x

xk

| (x, y)|2

A = Bxuy

• 	
  Impulsion	
  selon	
  y	
  :	
  	
   p̂y = �i~ @

@y

Ceci	
  explique	
  pourquoi	
  il	
  n’y	
  a	
  pas	
  d’énergie	
  ciné5que	
  associée	
  à	
  	
  eiky

py = ~k

 k(r) =  k(x) e
iky

 

k

(x) / e�(x�xk)
2
/2`2

xk = k`

2

• 	
  Quan>té	
  de	
  mouvement	
  selon	
  y	
  :	
  

= 0

car	
  l’oscillateur	
  correspondant	
  à	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  est	
  centré	
  en	
  	
  xk k

M v̂y = p̂y � qAy = �i~ @

@y

� qBx

vy(k) = �!c

Z
| k(x)|2 (x� xk) dx



Echan>llon	
  en	
  forme	
  de	
  rectangle	
  	
  

x

y
L
x

⇥ L
y

L
x

Ly

 k(r) =  k(x) e
iky

 

k

(x) / e�(x�xk)
2
/2`2

xk = k`

2

La	
  dégénérescence	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  d’un	
  niveau	
  de	
  Landau	
  D

Pour	
  que	
  cet	
  état	
  soit	
  significa>vement	
  peuplé	
  avec	
  des	
  	
  
paquets	
  d’ondes	
  réalistes,	
  il	
  faut	
  que	
  	
  	
  

0  x

k

 L

x

) 0  k  k

max

=
L

x

`

2

D =
�

�0 �0 = h/q
ou	
  encore	
  :	
  

flux	
  du	
  champ	
  

quantum	
  de	
  flux	
  

Echan>llon	
  de	
  100	
  µm2,	
  B = 1 Tesla :	
  	
   D = 24 000 (` = 26nm)

Par	
  ailleurs,	
  les	
  condi>ons	
  aux	
  limites	
  périodiques	
  selon	
  y	
  imposent	
   k =
2⇡

Ly
ny

Nombre	
  d’états	
  per>nents	
  :	
   D =
L
y

2⇡
k
max

=
L
x

L
y

2⇡`2

� = L
x

L
y

B



La	
  dégénérescence	
  d’un	
  niveau	
  de	
  Landau	
  (suite)	
  

D =
�

�0

� = ⇡R2B

�0 = h/q

flux	
  du	
  champ	
  

quantum	
  de	
  flux	
  

Pour	
  un	
  échan>llon	
  de	
  taille	
  donnée,	
  la	
  dégénérescence	
  d’un	
  	
  
niveau	
  de	
  Landau	
  (par	
  exemple	
  le	
  LLL)	
  augmente	
  avec	
  B.	
  	
  

Augmenter	
  le	
  champ	
  magné>que	
  revient	
  donc	
  à	
  augmenter	
  le	
  nombre	
  	
  
de	
  niveaux	
  à	
  une	
  par>cule	
  accessibles	
  dans	
  une	
  tranche	
  d’énergie	
  donnée	
  	
  

A	
  la	
  base	
  de	
  la	
  généra)on	
  d’états	
  fortement	
  corrélés	
  	
  
s’il	
  y	
  a	
  des	
  interac)ons	
  répulsives	
  entre	
  par)cules	
  

D’où	
  viennent	
  ces	
  niveaux	
  qui	
  apparaissent	
  quand	
  on	
  augmente	
  B	
  ?	
  

Ils	
  viennent	
  des	
  bords	
  de	
  l’échan>llon	
  !	
  



L’originalité	
  de	
  la	
  structure	
  en	
  niveaux	
  de	
  Landau	
  

On	
  trouve	
  pour	
  chaque	
  niveau	
  de	
  Landau	
  un	
  spectre	
  plat	
  dont	
  la	
  dégénérescence	
  est	
  	
  
propor>onnelle	
  à	
  la	
  surface	
  de	
  l’échan>llon	
  :	
  

D =
aire

2⇡`2

Un	
  autre	
  exemple	
  conduisant	
  à	
  un	
  résultat	
  en	
  apparence	
  iden>que	
  est	
  un	
  réseau	
  	
  
périodique	
  carré	
  dans	
  la	
  limite	
  des	
  liaisons	
  fortes	
  et	
  d’un	
  effet	
  tunnel	
  tendant	
  vers	
  0	
  	
  

a	



J	

 J	



Bande	
  fondamentale	
  de	
  largeur	
  4J	



Dans	
  la	
  limite	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  chaque	
  bande	
  devient	
  infiniment	
  étroite	
  avec	
  une	
  dégénérescence	
  	
  J ! 0

D =
aire

a2

a	


~! ~!

E	



Est-­‐ce	
  la	
  même	
  chose	
  ???	
  



L’originalité	
  de	
  la	
  structure	
  en	
  niveaux	
  de	
  Landau	
  (2)	
  

B

J ! 0

Au	
  niveau	
  du	
  cœur	
  du	
  matériau,	
  il	
  est	
  difficile	
  de	
  dis>nguer	
  simplement	
  les	
  deux	
  configura>ons	
  ;	
  
pas	
  de	
  dynamique	
  dans	
  les	
  deux	
  cas	
  si	
  on	
  peuple	
  une	
  seule	
  bande	
  :	
  

| (0)i =
X

m

cm| mi | (t)i = e�iEbandet/~
X

m

cm| mi

Au	
  niveau	
  des	
  bords	
  de	
  l’échan>llon,	
  les	
  deux	
  situa>ons	
  sont	
  très	
  différentes	
  	
  

• 	
  Le	
  réseau	
  est	
  «	
  trivial	
  »:	
  rien	
  ne	
  se	
  passe	
  	
  

• 	
  Le	
  champ	
  magné>que	
  donne	
  naissance	
  à	
  un	
  courant	
  de	
  bord	
  bien	
  calibré,	
  dont	
  la	
  valeur	
  
	
  	
  	
  ne	
  dépend	
  pas	
  de	
  la	
  taille	
  ni	
  de	
  la	
  forme	
  de	
  l’échan>llon	
  :	
  propriété	
  «	
  topologique	
  »	
  robuste	
  	
  	
  

Les	
  propriétés	
  d’un	
  système	
  quan>que	
  ne	
  se	
  résument	
  pas	
  à	
  son	
  spectre	
  !	
  



Plan	
  du	
  cours	
  

1.	
  Le	
  mouvement	
  cyclotron	
  classique	
  

mouvement	
  circulaire	
  uniforme,	
  courant	
  de	
  Hall	
  

2.	
  Le	
  spectre	
  d’énergie	
  en	
  physique	
  quan5que	
  

spectre	
  de	
  Landau,	
  u)lisa)on	
  de	
  la	
  jauge	
  symétrique	
  

3.	
  Jauge	
  de	
  Landau	
  et	
  courant	
  de	
  probabilité	
  

4.	
  Etats	
  de	
  bord	
  et	
  applica5ons	
  

originalité	
  de	
  la	
  structure	
  en	
  niveaux	
  de	
  Landau	
  

mouvement	
  chiral	
  sur	
  les	
  bords	
  et	
  	
  quan>fica>on	
  du	
  courant	
  correspondant	
  



Modélisa>on	
  d’un	
  échan>llon	
  de	
  taille	
  finie	
  

�L
x

/2 L
x

/2

x

V (x)

x

y

Jauge	
  de	
  Landau	
   A = Bx uy

Condi>ons	
  aux	
  limites	
  périodiques	
  selon	
  y	



 k(r) =  k(x) e
iky

Recherche	
  de	
  la	
  fonc>on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  en	
  présence	
  
du	
  poten>el	
  de	
  bord	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  

 k(x)
V (x)

� ~2
2M

 

00
k (x) +


1

2
M!

2
c (x� xk)

2 + V (x)

�
 k(x)

= E  k(x)

On	
  va	
  supposer	
  que	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  varie	
  lentement	
  
à	
  l’échelle	
  de	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  taille	
  de	
  l’état	
  fondamental	
  
de	
  l’oscillateur	
  harmonique	
  de	
  pulsa>on	
  	
  	
  

V (x)
`

!c



Les	
  états	
  de	
  bord	
  

On	
  procède	
  à	
  une	
  résolu>on	
  approchée	
  de	
  	
  

� ~2
2M

 

00
k (x) +


1

2
M!

2
c (x� xk)

2 + V (x)

�
 k(x) = E  k(x)

en	
  linéarisant	
  le	
  poten>el	
  de	
  bord	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  	
  V (x) V (x) ⇡ V (xk) + (x� xk)V
0(xk)

La	
  présence	
  du	
  bord	
  de	
  l’échan>llon	
  vient	
  décaler	
  le	
  centre	
  de	
  l’oscillateur	
  associé	
  à	
  	
   eiky

1

2
M!

2
c (x� xk)

2 1

2
M!

2
c (x� xk � �xk)

2 + V (xk)

x

V (x)

�xk

xk1 xk2

| k(x)|2

Quelle	
  vitesse	
  	
  
pour	
  ces	
  états	
  décalés	
  ?	
  

vy(k)

�xk = �V

0(xk)

M!

2
c



La	
  vitesse	
  d’un	
  état	
  de	
  bord	
  

L’analyse	
  précédente	
  de	
  la	
  vitesse	
  moyenne	
  associée	
  à	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  reste	
  valable	
  	
   k(r) =  k(x) e
iky

vy(k) = �!c

Z
| k(x)|2 (x� xk) dx

qA p̂

A	
  cause	
  du	
  bord,	
  la	
  densité	
  de	
  probabilité	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  n’est	
  plus	
  centrée	
  en	
  	
  	
  | k(x)|2 xk

vy(k) =
V

0(xk)

M!c
6= 0

La	
  force	
  selon	
  x	
  donne	
  naissance	
  à	
  	
  
une	
  vitesse	
  non	
  nulle	
  selon	
  y	
  :	
  	
  
équivalent	
  du	
  courant	
  de	
  Hall.	
  	
  

�L
x

/2 +L
x

/2

x

y

xk = k`

2

�xk = �V

0(xk)

M!

2
c



Etats	
  de	
  cœur	
  et	
  états	
  de	
  bord	
  en	
  fonc>on	
  de	
  B	
  	
  

Ecart	
  en	
  énergie	
  entre	
  	
  
deux	
  niveaux	
  de	
  Landau	
  
consécu>fs	
  

~!c / B

Ecart	
  en	
  posi>on	
  entre	
  deux	
  états	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  	
   k(x) 2⇡
`2

Ly
/ 1

B

Merci	
  à	
  Gilles	
  Montambaux	
  !	
  



Quel	
  est	
  le	
  courant	
  de	
  par>cules	
  associé	
  à	
  un	
  état	
  de	
  bord	
  ?	
  

électrode	
  	
  µ2	
  

électrode	
  	
  µ1	
  

µg=µ2	
   µd=µ1	
  

Jy,dJy,g

Electrodes	
  idéales	
  	
  
Gaz	
  de	
  Fermi	
  sans	
  interac>on	
  à	
  température	
  nulle	
  

Jy

Jy

x

µg

µd

xk = k`

2

E

~!c/2 < µg,d < 3~!c/2

Jy,d =
1

Ly

X

k peuplés

vy(k)

droite

et	
  idem	
  à	
  gauche	
  



Courant	
  dans	
  l’échan>llon	
  

Jy,d =
1

Ly

X

k peuplés

vy(k)

droite

vy(k) =
V

0(xk)

M!c

Courant	
  sur	
  un	
  bord	
  de	
  l’échan>llon:	
  

x

µg

µd

E

~!c/2

X
V

0(xk) !
Z

V

0(x) dx =

Z
dV

Jy,d =
1

h
(µd � ~!c/2)

En	
  remplaçant	
  la	
  somme	
  discrète	
  par	
  une	
  intégrale	
  :	
  	
  

Jy,g =
1

h
(µg � ~!c/2)

Courant	
  de	
  par5cules	
  total	
  pour	
  le	
  LLL:	
   Jy = Jy,d � Jy,g = (µd � µg)/h

• 	
  courant	
  électrique	
  :	
  	
  	
  	
  Iy = qJy

• 	
  différence	
  de	
  poten>el	
  entre	
  bord	
  droit	
  et	
  bord	
  gauche	
  :	
  V
x

= (µd � µg)/q

I
y

= �
xy

V
x

�
xy

= q2/h RH = h/q2 ⇡ 25 k⌦

Equivalent	
  à	
  un	
  conducteur	
  unidimensionnel	
  monocanal	
  (formule	
  de	
  Landauer-­‐BuKker)	
  



Idéalisa>on	
  de	
  la	
  situa>on	
  réelle	
  

x

µg

µd

E

Il	
  faut	
  que	
  µg,d	
  soit	
  loin	
  de	
  l’énergie	
  des	
  états	
  
de	
  cœur	
  pour	
  que	
  la	
  diffusion	
  d’un	
  bord	
  à	
  
l’autre	
  de	
  l’échan>llon	
  soit	
  négligeable	
  	
  

Dans	
  ce	
  modèle,	
  le	
  facteur	
  de	
  remplissage	
  (donc	
  la	
  valeur	
  du	
  champ	
  magné>que)	
  	
  
doit	
  être	
  contrôlé	
  avec	
  une	
  extrêmement	
  bonne	
  précision	
  pour	
  garan>r	
  	
  

~!c/2 < µg,d < 3~!c/2

Il	
  y	
  a	
  «	
  très	
  peu	
  »	
  d’états	
  de	
  bord	
  pour	
  absorber	
  les	
  par)cules	
  excédentaires	
  

La	
  présence	
  de	
  désordre	
  dans	
  le	
  poten>el	
  de	
  cœur	
  permet	
  de	
  produire	
  une	
  densité	
  d’états	
  	
  
localisés	
  beaucoup	
  plus	
  importante	
  que	
  les	
  états	
  de	
  bord	
  dans	
  le	
  gap	
  	
  	
  ]~!c/2, 3~!c/2[

	
  	
  	
  Ne	
  détruit	
  pas	
  la	
  rela>on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  tant	
  que	
  le	
  désordre	
  ne	
  connecte	
  pas	
  les	
  deux	
  bords	
  I
y

= (q2/h)V
x

Elargit	
  les	
  plateaux	
  de	
  champ	
  magné>que	
  sur	
  lesquelles	
  ce^e	
  rela>on	
  est	
  valable	
  



Un	
  interféromètre	
  de	
  Mach-­‐Zender	
  pour	
  électrons	
  

Yang	
  Ji	
  et	
  al.,	
  Nature	
  2003	
  
so
ur
ce
	
  

D1	
  

D2	
  
QPC1	
   QPC2	
  

Deux	
  contacts	
  ponctuels	
  quan>ques	
  (QPC)	
  
jouent	
  le	
  rôle	
  de	
  séparateurs	
  de	
  faisceaux	
  

Différence	
  de	
  phase	
  entre	
  les	
  deux	
  chemins	
  
due	
  à	
  la	
  phase	
  de	
  Aharonov-­‐Bohm	
  :	
  

�' =
q�

~ = 2⇡
�

�0

Φ:	
  flux	
  du	
  champ	
   Φ0:	
  quantum	
  de	
  flux	
  

Ici	
  :	
  	
  
�

�0
⇡ 60 000

the mesa, called ‘air bridges’. A phase difference J between the two
paths is introduced via the Aharonov–Bohm (AB) effect10,11, J¼
2pBA=f0; with B the magnetic field, A the area enclosed by the two
paths (,45 mm2), and f0 ¼ 4:14£ 10215 Tm2 the flux quantum. A
few modulation gates, MG, are added above the outer path in order
to tune the phase J by changing the area A.

We briefly review the operation of the interferometer. At filling
factor 1 in the QHE regime, a single chiral edge state carries the
current. The interfering current, in turn, is proportional to the
transmission probability from source to drain, TSD. Neglecting
dephasing processes and having the transmission (reflection) ampli-
tude t i (r i) of the ith QPC fulfilling jrij2 þ jtij2 ¼ 1; then7 ID1 /
TSD1 ¼ j t1t2 þ r1r2 eiJ j 2 ¼ j t1t2 j 2 þ jr1r2j2 þ 2jt1t2r1r2jcosJ and
ID2 /TSD2 ¼ jt1r2 þ r1t2 eiJ j2 ¼ jt1r2j2 þ jr1t2j2 2 2jt1t2r1r2jcosJ;
where ID1 and ID2 are the currents in detectors D1 and D2,
respectively. Note that ideally the two currents oscillate out of
phase as function of J while TSD1 þTSD2 ¼ 1: The visibility of the
oscillation is defined as: n¼ ðImax 2 IminÞ=ðImax þ IminÞ, where Imax

and Imin are the maximum and minimum currents in one of the
detectors. For example, when QPC2 is tuned so that T2 ¼ 0.5, the
visibility is n¼ 2

p
T1ð12T1Þ, where jtij2 ¼ Ti.

Measurements were done at filling factor 1 (magnetic field
,5.5 T) and also at filling factor 2 with similar results. With a
refrigerator temperature of ,6mK, the electron temperature was
determined by measuring the equilibrium noise12 to be ,20mK.
High-sensitivity measurements of the interference pattern were
conducted at ,1.4MHz with a spectrum analyser. Current at
D1 (or D2) was filtered and amplified in situ by an LC
(inductance þ capacitance) circuit and a low-noise, purpose-built
pre-amplifier, both placed near the sample and cooled to 1.5 K. A
standard lock-in technique, with a low-frequency signal (7Hz,
10 mV r.m.s.), gave similar results, but the measurement lasted
much longer and was affected by the instability of the sample. At
5.5 T, each flux quantum occupies an area of some 10215m2 (some
60,000 flux quanta thread the area A), so a minute fluctuation in the
superconducting magnet’s current or in the area would smear the
interference signal. Two measurement methods were used. The first
relied on the unavoidable decay of the short-circuited current that
circulates in the superconducting magnet, which is in the so-called

Figure 1 The configuration and operation of an optical Mach–Zehnder interferometer,
and its realization with electrons. a, An optical Mach–Zehnder interferometer. D1 and D2
are detectors, BS1 and BS2 are beam splitters, and M1 and M2 are mirrors. With 0 (p)

phase difference between the two paths, D1 measures maximum (zero) signal and D2

zero (maximum) signal. The sum of the signals in both detectors is constant and equal

to the input signal. b, The electronic Mach–Zehnder interferometer and the measurement
system. Edge states are formed in a high, perpendicular, magnetic field. The incoming

edge state from S is split by QPC1 (quantum point contact 1) to two paths; one moves

along the inner edge, and the other along the outer edge, of the device. The two

paths meet again at QPC2, interfere, and result in two complementary currents in D1 and

in D2. By changing the contours of the outer edge state and thus the enclosed area

between the two paths, the modulation gates (MGs) tune the phase difference between

the two paths via the Aharonov–Bohm effect. A high signal-to-noise-ratio measurement of

the current in D1 is performed at 1.4MHz with a cold LC resonant circuit as a band-pass

filter followed by a cold, low-noise, preamplifier. c, Scanning electron micrograph of the
device. A centrally located small ohmic contact (3 £ 3mm2), serving as D2, is connected

to the outside circuit by a long, metallic, air bridge. Two smaller metallic air bridges

bring the voltage to the inner gates of QPC1 and QPC2—both serve as beam splitters for

edge states. The five metallic gates (at the lower part of the figure) are MGs.

Figure 2 Interference pattern of electrons in a Mach–Zehnder interferometer and the
dependence on transmission. a, Two-dimensional colour plot of the current collected by
D1 as function of magnetic field and gate voltage at an electron temperature of,20mK.

The magnet was set in its persistent current mode (B < 5.5 T at filling factor 1 in the bulk)

with a decay rate of some 0.12mT h21, hence time appears on the abscissa. The two

QPCs were both set to transmission T 1 ¼ T 2 ¼ 0:5: Red (blue) stands for high (low)
current. b, The current (a.u., arbitrary units) collected by D1 plotted as function of the

voltage on a modulation gate, V MG (red plot), and as function of the magnetic field, B (blue

plot)—along the cuts shown in a. The visibility of the interference is 0.62. c, The visibility
of the interference pattern (data points) as a function of the transmission probability T1 of

QPC1 when QPC2 is set to T2 ¼ 0.5. Red dashed line is a fit to the experimental data with

visibility 2h
p
T 1ð12 T 1Þ: The normalization coefficient h ¼ 0.6 accounts for possible

decoherence and/or phase averaging.
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FIG. F: E↵ects of the holes size. The spatial density
⇢(x, t) for � = 1/5, E

F

= �1.5J , r
0

= 27a and � = 1. The
holes are described by Eq. (E1) and correspond to a, b = 4,
b, b = 8, and c, b = 16. Note that the chiral motion of the
edge states is still visible, even in the limit of tiny perturbative
walls V

hole

.

poles. The results are shown in Fig. F for the flat-band
configuration previously studied in Fig. 4 (for b = 2),
but with smaller initial holes b = 4, 8, 16. This picture
emphasizes the fact that our scheme still allows to detect
the chiral motion of the edge states, in the limit of small
perturbative walls V

hole

. However, we stress that it is
crucial to prohibit any broadening of the edge state
signal in the perturbative regime b � 2, which neces-
sarily requires the use of an extremely abrupt external
potential V

conf

with � ⇠ 1. Moreover, considering
smaller holes also demands to further reduce the bulk
dispersion, which can be achieved by considering the
quasi-flat-band configuration � = 1/5, see Fig. F, or by
exploiting the “opposite-flux” or “edge-filter” methods.

Another relevant configuration is obtained by replac-
ing the constraining potentials V

hole

by a spacious wall
V
edge

that initially confines the entire atomic cloud to a
small region located in the vicinity of the circular edge
delimited by V

conf

(r), see Fig. G. After releasing the wall
V
edge

at time t = 0, the edge states propagate along the
circular edge delimited by V

conf

(r), while the bulk states
evolve towards the center of the trap. This strategy,
which largely improves the edge/bulk ratio, is particu-
larly e�cient for dispersionless systems (e.g. � = 1/5).
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FIG. G: Preparing the atomic cloud close to the edge.
The spatial density ⇢(x, t) for � = 1/5, E

F

= �1.5J , r
0

= 32a
and � = 1. The system is initially confined close to the
circular edge at r = r

0

by an abrupt potential wall V

edge

.
After releasing the wall V

edge

, the edge states propagate along
the circular edge delimited by V

conf

(r), highlighted in the top-
left picture by a blue dotted circle.

Appendix F: Time evolution of a trivial insulating
phase

The chiral motion of the edge states shown in Figs. 3
and 4 is a signature of the non-trivial Chern number
⌫ = �1 (see main text). As illustrated in Fig. 5, re-
versing the sign of the magnetic flux � ! �� leads to
an opposite chirality, in agreement with the fact that the
Chern number also changes its sign under the transforma-
tion. Here, we further demonstrate that the edge-states
motion, visible in the time-evolving density ⇢(x, t), can
be unambiguously attributed to the non-triviality of the
Chern number. We consider the same system, but in
a configuration characterized by a trivial Chern number
⌫ = 0. This configuration is produced in the following
way: (i) We set the flux to the value � = 1/2, which leads
to a gapless bulk energy spectrum displaying two Dirac
cones. (ii) We add a staggered potential along both spa-
tial directions, with alternating on-site energies ±V

stag

,
which opens a bulk gap around E = 0. This gap is triv-
ial in the sense that the lowest band is associated with a
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