COHOMOLOGIE DES GROUPES DISCRETS

Jean-Pierre Serre

INTRODUCTION

Soit I un sous-groupe discret d’un groupe localement compact G.
Lorsque G est un groupe de Lie réel connexe, de sous-groupe compact

maximal K, I’espace T = G/K est homéomorphe a un espace euclidien
R™ et I’action de I" sur T peut étre utilis€e pour I’étude de groupes de
cohomologie HA(I") de I'. Si par exemple I' est sans torsion, il opere
librement sur T, et les HYUM s’identifient aux groupes de cohomologie

correspondants de la variété XF = I’'\T; la dimension cohomologique

de I" est < n. Side plus G/T" est compact, la formule de Gauss-Bonnet,

appliquée a XF’ permet d’exprimer la caractéristique d’Euler-Poincare
(") de I" comme le volume ,,LG(G/I") de G/I' par rapport a une certaine
mesure invariante g sur G, indépendante de I'; on peut appeler g la

mesure d’Euler-Poincaré de G.

Ce qui précéde s’applique en particulier au groupe des points entiers
d’un groupe algébrique L sur le corps Q: on prend pour G le groupe
L(R) des points réels de L. Par contre, cela ne s’applique pas aux
groupes plus généraux que sont les groupes S-arithmétiques, ou 1’on
accepte des dénominateurs non triviaux. Ainsi, le groupe r = SLZ(Z[%])

n’est pas un sous-groupe discret de SLZ(R); c’est un sous-groupe discret

du produit

ou QP est le corps des nombres p-adiques. Le but de ce mémoire est
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d’étendre a de tels produits G les résultats bien connus rappel€s au début.
L’outil essentiel, dans le cas p-adique, est I’immeuble de Bruhat-Tits qui

rend les memes services que l’espace G/K de la théorie réelle: comme lui,
il est contractile, et le groupe G y opére proprement; lorsque G = SLz(Qp),

c’est simplement I’arbre défini dans [38], chap. II

Il y a trois §. Voici leur contenu:

Le §1 est préliminaire; le groupe G n’y apparalt pas. Les n°S1.1 a
1.4 rappellent divers résultats et définitions standard sur la cohomologie
d’un groupe discret I', sa dimension cohomologique (notée cd(I")), la
propriété de finitude (FL) et la caractéristique d’Euler-Poincaré y(I"); le
lien avec la topologie est indiqué au n°1.5. Lorsque I' agit sur un
CW-complexe contractile T, il existe certaines relations simples entre la

cohomologie de I' et celle des stabilisateurs I des cellules o de T;

ces relations, qui m’ont été signalées par Quillen, jouent un role essentiel
dans les §§2, 3; elles sont donn€es au n°1.6. Le n®1.7 contient la démons-
tration, par voie topologique, de la formule cd(I') = cd(I'’), valable
lorsque I" est sans torsion et I'” d’indice fini dans I". Le n°1.8 est
consacr€ aux définitions ‘‘virtuelles’’: par exemple, un groupe I' est dit

de dimension cohomologique virtuelle < n s’il contient un sous-groupe
d’indice fini " tel que cd(I"") < n. L’utilit€ de telles notions provient

de ce que les groupes arithmétiques les plus naturels, tels SL,(Z), ont de
la torsion et sont donc de dimension cohomologique infinie; mais leur
dimension cohomologique virtuelle est finie. Le §1 s’achéve par le cas
des groupes de Coxeter, et notamment la détermination de leur caractéris-
tique d’Euler-Poincaré€.

Le §2 contient surtout des majorations (et quelques calculs) de

dimensions cohomologiques. Il s’agit de sous-groupes discrets I" de
groupes G = II G, ou les G, sont, soit des groupes de Lie réels a

nombre fini de composantes connexes, soit des groupes semi-simples (ou

réductifs) sur des corps locaux. Lorsque G, est du second type, I’action
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de I' sur I’immeuble de G, permet de ramener 1’étude de la cohomologie

de T a celle de certains sous-groupes discrets du produit des autres GB.

Par récurrence, on se trouve ainsi ramené au cas réel, qui est bien connu.

Tout cela fait 1’objet des n®S2.1 a 2.3. Le n®2.4 applique ces résultats
aux groupes S-arithmétiques (sur un corps de nombres ou sur un corps de
fonctions sur un corps fini); on obtient en particulier le fait que tout sous-
groupe sans torsion de type fini d’un GL,(Q) est de dimension cohomo-
logique finie.

Le §3 démontre ’existence, sur un groupe G du type ci-dessus, d’une
mesure d’Euler-Poincaré G ayant la propriété indiquée au début: si I’

est un sous-groupe discret a quotient compact de G, on a ¥ = “G(G/F)'

Le cas réel se traite, on 1’a vu, au moyen de la formule de Gauss-Bonnet
(n®3.2). Le cas p-adique utilise I’immeuble T: si y est une mesure de
Haar sur G, on pose
di 1 )
X(#) - 2 (_1) 1m(a)__?G_>_ ;
oeX HHe
dans cette formule, S désigne un systeme de représentants des cellules

de T modulo I’action de G, et GU désigne le siabilisateur de ¢, qui
est un sous-groupe ouvert compact de G. Le produit kg = x(pp

est indépendant du choix de p et c’est la mesure d’Euler-Poincaré
cherchée (n®3.3). Lorsque G est semi-simple, kg est > 0 (resp. < 0)
si le rang relatif de G est pair (resp. impair), cf. n® 3.4. L’applica-
tion de ces résultats aux groupes S-arithmétiques a quotient compact
est faite au n® 3.6. Le cas d’un quotient non compact, nettement
plus délicat, vient d’etre traité par Harder [19]; ses résultats sont
rappel€s aux n°S3.6 et 3.7. Le §3 se termine par une application des
caractéristiques d’Euler-Poincaré a I’estimation des dénominateurs des
valeurs des fonctions zéta aux entiers négatifs.

Les principaux résultats de ce travail ont 6t€ résumés dans une Note

aux Comptes-Rendus [37].
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§1. DIMENSION COHOMOLOGIQUE ET PROPRIETES DE FINITUDE

1.1. Résolutions projectives et résolutions libres.

Soit R un anneau et soit E un R-module (a gauche, pour fixer les

idées). Une résolution projective (P,) de E est une suite exacte de R-

modules et de K-homomorphismes

.—>Pn—>P —>...—>P1->P0-»E—>0

n-1

telle que P, soit projectif pour tout n > 0; il revient au meme de dire
que R = (P,) est urm complexe acyclique, projectif, muni d’un isomorphisme
Hy(®) - E.

On dit que (P,) est de longueur < m si P, = 0 pour n > m. Pour
qu’il existe une telle ré€solution, il faut et il suffit que E soit de dimension

projective < m, ou encore que Ext‘é(E,F) = 0 pour tout g > m et tout

R-module F ([13], p. 110, prop. 2.1); on peut meme alors choisir pour P,
des modules libres, pourvu que m soit > 1 (cela résulte de ce que, si P

est projectif, il existe un module libre L tel que P ® L ~ L, cf. Bourbaki,
Alg. 11, §2, exerc. 3).

Une résolution (P,) est dite de type fini (resp. libre) si tous les
modules P sont de type fini (resp. libres); on dit que (Pn) est finie si
elle est a la fois de type fini et de longueur finie.

Le résultat suivant est bien connu:

PROPOSITION 1. Soit 0 - Eq »>...-E - Eo -E >0

une suite exacte de R-modules. Pour tout i compris entre 0 et q, soit
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(P; ) une résolution projective de E;. Il existe alors une résolution

projective (P,) de E telle que

p,~ [ ®

n i,j
i+j=n
pour tout n > 0.

Un raisonnement par récurrence permet de se ramener au cas q = 1.

On a alors une suite exacte

f
09E1—>E0—>E—>0.

On “‘reléve’’ le morphisme f en un morphisme de résolutions

(£p) (Pl,n) - (pO,n)’

et 1’on prend pour (P) le “mapping-cylinder’’ de (f,), cf. par exemple
[13], p. 73, exerc. 3. On a bien P, = 131’n_1 3 Po'n pour tout n > 0,

et (P,) estune résolution projective de E.

COROLLAIRE. Soit m un entier > 0. Si chaque E; a une résolution
projective (resp. libre) finie de longueur < m—i, alors E a une résolution
projective (resp. libre) finie de longueur < m.

Supposons maintenant qu’il existe un homomorphisme R - k de
I’anneau R dans un corps k. Si L est un R-module libre de type fini,
isomorphe a Ad, ona d = dimy(L ®R k) ce qui montre que d ne dépend
que de L; ’entier d s’appelle le rang du module L; nous le noterons rgL.
Si

0—>Ln—>...—)LO—>E—>0

est une résolution libre finie d’un module E, nous poserons

n
X®) = 2 D' relLy.

i:o
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On a

n
Xg®) = 3, (1) dim TorR(E,1)
i=0

ce qui montre que !’entier XR(E) ne dépend pas de la résolution libre

finie (L;) choisie; on I’appelle la caractéristique d’Euler-Poincaré de E.

PR . .
OPOSITION 2. Soit 0 - Eq S e o E1 > EO > E 5 0 une suite

o : N - .
xacte de R-modules. Supposons que chaque E; possede une résolution

libre finie. Il en est alors de meme de E, et I’on a
q ,
X (E) = 2 D X (B
1=0
On applique la prop.1 en prenant pour (pi,n) une résolution libre finie

de E;. D’ou une résolution libre finie (P,) de E, avec

Po~ I Py
et 1Hy=n

X®) = 2, DM e Py = 3 (<D X (E).
i,j i

REMARQUE. Soit K(R) le groupe de Grothendieck de la catégorie des
R-modules projectifs de type fini; si P est un tel module, soit [P] son

image dans K(R). L’homomorphisme R - k définit un homomorphisme
e : K(R) » K(k) = Z tel que e([R]) = 1.

Si E est un R-module possédant une résolution projective finie (P;),
soit [E] I’élément de K(R) défini par

[E] - 3, (D! [P;].
i

On sait que [E] ne dépend pas de la résolution choisie. Pour que E
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admette une résolution libre finie, il faut et il suffit que [E] soit un

multiple de [R], et I’on a alors

[E] = xg® [R],  e(ED = xg(®),

ce qui donne une caractérisation de XR(E) au moyen de [E]. De ce point

de vue, la prop. 2 ne fait qu’exprimer I’additivité de la fonction E » [E].

1.2. Dimension cohomologique.

Soit I" un groupe, et soit R = Z[I"] son algebre sur Z. Un R-module
est également appel€ un I'-module. L’anneau R admet un homomorphisme
dans un corps (par exemple le composé R » Z - Q); on peut donc lui
appliquer les definitions et résultats du n°1.1. En particulier, si E est
un T-module admettant une résolution libre finie, la caractéristique d’Euler-

Poincaré XR(E) est définie; on la note également XF(E).

Dans tout ce que suit, Z est muni de la structure de I'-module

triviale, i.e. telle que y.n = n pour tout yel' et tout n € 7.

PROPOSITION 3. Soit n un entier > 0. Les conditions suivantes sont

équivalentes:

(a) Le I'-module Z possede une résolution projective de longueur

< n.

(b) Tout I'-module qui est libre sur 7. posséde une résolution
projective de longueur < 1.

(c) Pour tout I'-module M, et tout entier q > n, le groupe de
cohomologie HY(I", M) est réduit a 0.

L’équivalence de (a) et (c) résulte de [13], p. 110, prop. 2.1, compte

tenu de ce que HYT", M) = Extcll?(Z,M), avec R = Z[[']. L’équivalence de
(a) et (b) résulte du lemme suivant:

LEMME 1. Soit (P,) une résolution projective (resp. libre) du [-module 7,

et soit M un DI'-module libre sur L. Alors (P, ® M) est une résolution

projective (resp. libre) de M.
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(Précisons que, si A et B sont déux ['-modules, on munit A ® B de
la structure de I'-module ‘‘produit’’, i.e. que l’on a s(a ® b) = s(a) & s(b)
sisel,acA, beB.)

Comme M est libre sur Z, la suite

.-»Pn®M->...«>PO®M->M->O

est exacte. Tout revient donc a voir que P ® M est un ["-module projectif
(resp. libre) si P est projectif (resp. libre); par décomposition en somme
directe, il suffit de considerer le casou P est libre de rang 1, avec pour

base {p}; dans ce cas, si M a pour Z-base (m;), on verifie tout de suite

que (p ® m;) est une Z[[']-base de P & M.

DEFINITION. On appelle dimension cohomologique du groupe I" la borne
inférieure des entiers n tels que les conditions de la prop. 3 soient satis-
faites.

On note cd(I") la dimension cohomologique de I'; ona 0 < cd(I") < «,
avec cd(I') = « si et seulement si les conditions de la prop. 3 ne sont
vérifiées pour aucune valeur de n.

On peut €galement caractériser cd(I") comme la borne superieure (finie

ou infinie) des entiers q tels qu’il existe un ['-module M avec Hq(l",M) £0.

DEFINITION. On dit que [ est de type (FL) si le ['-module 7 possede

une résolution libre finie.

Soit I" un tel groupe. On a cd(I") < . De plus, XF(Z) est definie;

on I’appelle la caractéristique d’Euler-Poincaré de T, et on la note y(I).

On a, par définition,
() = 2 (-1)? rgFLi,
i

si (L;) est une résolution libre finie du I"-module Z-

PROPOSITION 4. Supposons I' de type (FL), et soit M un I"-module.
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(a) Si M est limite inductive de ['-modules (M;), et si q est un
entier > 0, I’homomorphisme canonique de li_r)n.Hq(F,Mi) dans Hq(r‘, M)

est un isomorphisme.
(b) Si M est de type fini sur 7, il en est de meme des HYT, M) et

’on a

S )3 I, M) = x(D).rg M.

q
(c) Si M est Z-libre de type fini, M posséde une résolution Z[T']-

libre finie, et ’on a

M) = v . g M.
XI“() X g

Soit L, = (L) une résolution Z[I"]-libre finie de Z. Les groupes
HY(I", M) sont les groupes de cohomologie du complexe Hom (L,, M), d’ou
aussitot (a) et (b). De méme, (c) résulte de ce que L,®M est une résolu-

tion libre finie de M, cf. lemme 1.

REMARQUES
1) Soit k un corps, et soit M un k[["]-module qui soit de dimension

finie sur k. Le méme argument que ci-dessus montre que les HY(T, M)

. . . .. ,
sont des k-espaces vectoriels de dimension finie, et que ’on a

S 1T dimy HYT, M) = x(D). dim M.
q -
De plus M posséde une résolution k[I']-libre finie, de caractéristique
d’Euler-Poincaré égale a x(I'). dim M.
2) On peut démontrer que le I"-module 7. possede une résolution

libre finie de longueur égale a cd(I').

QUESTION
Soit I" un groupe tel que le I'-module Z posséde une résolution

projective finie. Le groupe I’ est-il de type (FL)?
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induit de M, ensemble des fonctions f: T - M telles que f(sx) = sf(x)

1.3. Sous-groupes, extensions, amalgames.
- * -
sis e, x e I'; on fait operer I sur M par (tH)(x) = f(xt). On definit

Sous-groupes
*

: un homomorphisme surjectif 7:M > M par

PROPOSITION 5. Soit I'” un sous-groupe du groupe I'. «

(@) Ona cd(I™) < cd(IM). a(f) = 2 x.fx~ 1)

(b) Si cd(I') < = et si ['” est d’indice fini dans T", ona cd(I"") = xe /T
cd(I).

. ) cf. [35], p. I-13. Par passage a la cohomologie, 7 donne la corestriction

(c) Si T' est de type (FL) et si I'” est d’indice fini dans I', alars
[’ est de type (FL) et Pona (I'") = (T:T""). x(I). Cor: HUT, M) = HAT,M*) » HYT, M).

Comme Z[I'] est un Z[I"’]-module libre de rang (I":T"’), toute Le fait que Cor soit surjectif en dimension n résulte alors simplement
résolution Z[I"]-libre (L) de Z est aussi une résolution Z[I" “]-libre; de ce que le foncteur E HY(I", E) est exact a droite, vu la nullité de
d’ou (a). Sien outre (L) est Z[I']-finie, et si (I':I"") < , on voit HY (D). |
que (L) est Z[I"’]-finie, et I’on a REMARQUE. Supposons que I'’ soit d’indice fini dans T". D’aprés (a)

et (b), on a les deux possibilités suivantes:
N n n ’
x(I') = 2 (-1 e L, = 2 0" aIT:rn rgl_‘Lrl (b,) cd("") = cd(D);
n n

(,) cd(C) < = et cd(") = .

Il

I:-T7) x@),

Nous verrons plus loin (n°1.7, th. 1) que (b2) ne peut se produire que

d’ou (c). si T" a de la torsion.

Reste a prouver (b). Supposons donc que (I":I"") soit fini, et posons Extensions

PROPOSITION 6. Soit I'” un sous-groupe distingué de T'.

) a (@ Ona cd(I') < cdl™) + cd(l'/T).

Nous allons voir que H™I", M) est # 0; cela montrera que cd(I'") > n, () Si [ et /T’ sont de type (FL), il en est de mome de T, et
d’od cd(I"") = n d’apres (a).

n = cd(I'). Par hypothése, il existe un [-module M tel que H™(I",M) £ 0.

I’on a
La non-nullité de H™I", M) résulte du lemme suivant: x() = x(@) . x({T/T).
LEMME 2 (Tate). L’homomorphisme de corestriction Supposons I'” de type (FL), et soit
Cor: Hﬂ(l—\/’M) 5 Hn(r,M) 0 - Ll‘; S L D Lé - Z > 0
est surjectif si n = cd(I"). une résolution Z[I" ]-libre finie de Z. Par produit tensoriel avec Z[I'],
La démonstration est la méme que dans le cas profini ([35], p. I-20, on en déduit une résolution Z[[']-libre finie du ['-module
lemme 4). On identifie H™I", M) @ H™(I", M¥), od M* désigne le module Z[rl Z=1ZI'/T']:

Zr’l
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[ Ln > .. > LO - Z[F/F']—» 0,

2001 L;. On a donc XF(Z[F/F D= .>-<(I1 .

Supposons maintenant ['/I"* de type (FL), et soit

Oﬁ Ll = Z[F] ®

0—»L£—>...—>L6’—>Z"0
une résolution Z[I/I"’]-libre finie de Z. Vu ce qui précede, chaque L.”
i

admet une résolution Z[I']-libre finie; de plus, on a

XF(LI”) = X(F ,) rg (LI”)

/T’

En appliquant les propositions 1 et 2, on en déduit que Z admet une

résolution Z[I']-libre finie, et que I’on a

X = x (D) = S Xp@i) = X0 (/T
i
ce qui démontre (b).
L’assertion (a) se démontre de mani€re analogue (ou se déduit de la

suite spectrale des extensions de groupes, cf. [13], p. 350).

Amalgames

Soient I"; et F2 deux groupes contenant comme sous-groupe un meme

groupe A, et soit I' = I') " ', la somme de ', et I, amalgamée

suivant A (cf. Bourbaki, Alg. I, n®!1€ &d., p. 83 ou [38], I, §1). Soit M
un '-module. D’aprés un résultat de Lyndon [28] (voir aussi Swan [44],

th. 2.3), on a une suite exacte ‘‘de Mayer-Vietoris’’:
a
.o HACM) & HAT M) @ BT, B HYAM) - HILTM) o ..

od a = (Res, Res) et B = (Res, - Res). Onen deduit:
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PROPOSITION 7. Soit n un entier. Si cd(I'y) < n, cd(",)) < n et
cd(A) < n—1, ona cdl} * AFQ) < n.

De plus:
PROPOSITION 8. Si A, I'; et T', sont de type (FL), il en est de meme

de I'; * I',, et Pona
A 2

X(Fl *AFZ) = X(Fl) + X(Fz) - x(A).

Si B est un sous-groupe de I" = [, *A I",, notons Z[T"/B] le groupe

abélien libre de base 1’ensemble I'/B; on munit Z[I'/B] de l'unique

structure de I'-module prolongeant 1’action naturelle de I" sur ['/B.

D’aprés Lyndon et Swan ([44], Lemme 2.1), on a une suite exacte
0 - Z[I'/A] » Z[I'/T'|] @ ZIr/T,) -~ Z - 0.

(L’exactitude de cette suite exprime simplement le fait que I’arbre associé
a I’amalgame " ([38], I-50) est acyclique.)

Par hypothése, le A-module Z admet une résolution libre finie (L)
Par produit tensoriel avec Z[['], on en déduit une résolution libre finie
du T-module Z[I'/A] et ’on voit en méme temps que la caractéristique
d’Euler-Poincaré de ce module est égale a y(A). On a des resultats
analogues pour Z[['/I";] et Z[r/T,). On conclut alors en appliquant les
prop. 1 et 2.

1.4. Exemples.

a) Ona cd(') = 0 si et seulement si I = {1}. En effet, si cd(I') = 0,
7, est I'-projectif, et 1’homomorphisme canonique ZIl) ¢ Z admet une
section. Il existe donc un €lément u € Z[['], invariant par I, et tel que
a(u) = 1; il est immédiat que cela entraine I = {1}.

Plus généralement, soit A un anneau commutatif # 0. Définissons

ch(F) comme la dimension projective du A[I] -module A; c’est aussi la



90 JEAN-PIERRE SERRE

borne supérieure des entiers q tels qu’il existe un A[I"]-module M avec

HAU,M) £ 0. Le méme argument que ci-dessus montre que cdp() = 0

L3
si et seulement si I" est un groupe fini d’ordre inversible dans A.

b) Un groupe fini d’ordre £ 1 est de dimension cohomologique infinie.

C’est la un résultat bien connu, cf. par exemple [13], p. 265, exerc. 14.
Vu la prop. 5, on en deduit que tout groupe de dimension cohomolo-
gique finie est sans torsion.
c) Onacd(') <1 siet seulement si I" est un groupe libre; ce
résultat, conjecturé depuis longtemps, a été démontreé récemment par
Stallings [43] et Swan [44]; ce dernier a méme prouvé que, si I" est sans

torsion, et si ch(F) < 1 pour un anneau A £ 0, alors ' est libre.

Si I" est libre de rang fini n (i.e. admet une famille basique a n
€léments), [" est de type (FL) et l’'ona y(I') = 1 - n.
d) Groupes de dimension cohomologique < 2. Ecrivons I'" sous la

forme F/R, ou F est libre de famille basique (Xi)id et ou R est un

sous-groupe distingué de F. Si (R,R) désigne le groupe dérivé de R, le
quotient R/(R,R) est un I'-module. De plus, on a une suite exacte de
["-modules (cf.Swan [44], th. 1.4):

0 -R/RR & x ¢

ZIrl -7 -0
ou X est Z[I']-libre de base (ei)id' Ona d(e;) = x;— 1, et 0 est

définie au moyen des ‘‘dérivées partielles” 9/9x;, cf.Swan, loc.cit. On

déduit de 1a que cd(I') < 2 si et seulement si R/(R,R) est Z[I']-projectif.

Supposons en particulier que I soit fini, et que R soit engendré
comme sous-groupe distingu€ par un €lément r qui ne soit une puissance
m-iéme pour aucun m > 2. Sous ces hypothéses, Lyndon [28] a montré
que I’image de r dans R/(R,R) est une base de ce Z[I']-module. On a
alors cd(I') < 2, le groupe I' est de type (FL), et y(I') = 2 — Card(l).

e) Un groupe nilpotent sans torsion de type fini est de type (FL).

Cela se démontre par récurrence sur la classe du groupe, en utilisant la
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prop. 6. (Si I' est un tel groupe, on peut €galement plonger I' dans un

groupe de Lie réel G nilpotent simplement connexe de telle sorte que

G/I" soit compact, et utiliser la prop. 18 du n°2.1; cela montre en méme
temps que cd(I") est égal a dim(G).)

f) Tout sous-groupe “‘arithmétique’’ sans torsion d’un groupe alge-
brique semi-simple est de type (FL) (Raghunathan [33]); nous verrons plus

loin (n®2.4, th. 4) que ce ésultat s’étend aux groupes ‘‘S-arithmétiques’”.
g) Tout sous-groupe de GL,(Q) qui est de type fini et sans torsion

est de dimension cohomologique finie, cf. n©2.4, th. 5.

1.5. Dimension cohomologique et espaces KT, 1.

Soit I" un groupe. On sait qu’il existe un CW-complexe X (au sens
de J.H.C.Whitehead [51]) qui est un «espace K(I',1)”, i.e. qui verifie
les conditions suivantes:

(a) X est connexe non vide;

(b) le groupe fondamental 7, (X) de X relativement a un point-base x
est isomorphe a [ ;

(c) les groupes d’homotopie supérieurs 7, (X) sont nuls pour n > 2.

Les conditions (a) et (c) équivalent a dire que e revetement universel
X de X (relativement a x) est contractile.

Si X vérifie ces propri€tés, le complexe C X) des chaines cellulaires
de X est une résolution libre du I'-module Z; plus précisément, soit =
l’ensemble des cellules de X, et pour tout ge 2, soit ¢ un relevement
de ¢ dans X; si I’on munit chaque g d’une orientation, on obtient un

Slément 6 de CX) et la famille () est une base du Z[I"]-module C,(X).

Il en résulte que, si M est un [-module, les HY(I", M) sont isomorphes

aux H9(Hom_(C (X), M)), autrement dit aux groupes de cohomologie
F L[]

HY(X, M) de I’espace X a coefficients dans le systéme local M défini

par M. On déduit aussitot de la:

PROPOSITION 9. (a) On a cd(I") < dim(X).
(b) Si X est un complexe fini, " est de type (FL) et y([) est egal

< . e RIE R} n -z IV A~ VY
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(Noter que, dans le cas (b), le groupe I" est de présentation finie.)

La proposition 9 fournit un moyen commode pour démontrer qu’un
groupe I" donn€ est de dimension cohomologique < n:.il suffit de faire
opérer ' librement et proprement sur un espace contractile X choisi
de telle sorte que le quotient X = X/I" soit un CW-complexe de dimen-

sion < n. Nous en verrons de nombreux exemples dans la suite.

Pour n > 3, on a une réciproque (cf. Eilenberg-Ganea [16]):

PROPOSITION 10. Soit n un entier > 3, et soit I" un groupe tel que
cd(I) < n.

(a) II existe un CW-complexe X de dimension < n qui est un espace
K(I',1).

(b) Si I' est de présentation finie et de type (FL), on peut prendre
pour X un complexe fini.

Soit Y un CW-complexe qui soit un espace K(I",1). Puisque
cd(I") < n, on a HY(Y, 1\7[) = 0 pour tout q > n et tout systeme local M
sur Y. D’aprés un résultat de Wall ([48], th. E) il en résulte que Y a
méme type d’homotopie qu’un CW-complexe X de dimension < n, ce qui
établit (a).

L’assertion (b) se démontre de maniére analogue. On peut, par exemple,
appliquer le théoréme F de [48], aprés avoir montré que [ satisfait a la
‘‘condition Fn’’; on peut aussi se ramener au th. 4 de [49]. Comme nous
n’utiliserons pas (b) par la suite, nous laissons au lecteur le détail de ces

démonstrations.

REMARQUE

On peut se demander si la prop. 10 reste valable pour n < 3. C’est

évidemment le cas si n = 0; c’est aussi le cas si n = 1 grace au

théoreme de Stallings-Swan, cf. n°4, c). Pour n = 2, la question (sous la
forme (a), pour fixer les idé€es) se reformule ainsi:
Si cd(I') < 2, peut-on écrite I" sous la forme F/R, avec F libre, de

telle sorte qu’il existe une famille (r;) d’éléments de R, engendrant R

comme sous-groupe distingu€ de F, et telle que les images des r; dans
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R/(R,R) forment une base de R/(R,R) comme Z[I']-module? Cela parait

peu probable, mais je ne connais pas de contre-exemple.

1.6 Actions cellulaires.

Soit T un CW-complexe sur lequel opere le groupe I'. Faisons les
deux hypotheses suivantes:

(i) T est acyclique, i.e. HO(T, 7) =7 et Hq(T, 7) = 0 pour tout
q > 1 (c’est notamment le cas si T est contractile).

(ii) T opere cellulairement sur T; cela signifie que le transformé
d’une cellule de T par un élément de I" est une cellule de T.

Si o est une cellule de T, notons Fa I’ensemble des yeI' tels que

yo = g. Soit d’autre part 3 un ensemble de représentants des cellules
de T modulo I’action de I". La proposition suivante permet, dans une
certaine mesure, de passer des Fa (geS) a ' lui-meme:
PROPOSITION 11 (Quillen). (a) Ona cd(I') < :?p (dim(0) + cd(T")).

(b) Si T est fini et si les I sont de type (FL), alors I' est de type
(FL), et I’'on a

I = 2 (—-l)dim(o) x (@)
0’62

Soit n = dim(T). On peut supposer n fini, car sinon il n’y a rien a

démontrer. Puisque T est acyclique, on a une suite exacte de I'-modules

0 - Cn(T) > e 2 CO(T) > 7 - 0,

ou Cq(T) est le groupe des chaines cellulaires de degré q de T; si Ty
désigne le g-squelette de T, ona

- . 7).
Cy(T) = Hy(Tg mod.T )

q-1’

La structure du ["-module Cq(T) est facile a déterminer:



94 JEAN-PIERRE SERRE

Notons Eq la partie de X formée des cellules de dimension q; si
o¢€ Eq, etsi yeI , posons Ea(y) = 1 (resp. —1) si y respecte (resp.

. . . .
renverse) l'orientation de 0. On obtient ainsi un homomorphisme

€, YE' > {+ 1}, d’ou une action de f(‘y sur 7; soit Za le " -module
o

ainsi defini, et soit Z; =Z[T']e Z le I'-module induit corres-

2] ¢

pondant. o

. * } . ..
LEMME 3. (i) Le I"-module Z, est de dimension projective < cd(l’(‘y);
. % . .
s1 I;; est de type (FL), La admet une résolution libre finie, et sa

caractéristique d’Euler-Poincaré est égale a ().
o

(ii) Cq(T) est isomorphe a la somme directe des Z*, oe€ Zq
o .
La prop. 3 montre que le [&—module Z(7 possede une résolution
projective de longueur < cd(FU); par produit tensoriel avec Z[I'], on en
- - -z . . . *
déduit une resolution projective du I'-module Z, de longueur < Cd(l—(‘;)-

De meme, si [ est de type (FL), on peut trouver une résolution libre

finie de 7, et sa caractéristique d’Euler-Poincaré est égale a x(I;),

cf. prop. 4; par produit tensoriel avec Z(I'), on en déduit le méme résultat
* <

pour le ['-module Z_. D’ou (i). L’assertion (ii) provient simplement de

ce que toute cellule de T peut étre transformée par I" en une cellule de

3, et une seule.

Revenons maintenant a la prop. 11. Soit c. la dimension projective du

q
I"-module Cq(T). D’apres le lemme 3, on a

cq < Sup. cd(r(;) pour tout g > 0.
o€ 2g

En appliquant le cor. a la prop. 1, on en déduit

cd(I) < Sup(q + Sup. cd(T)) = Sup (dim(0) + cd()),
q<n oe2g o€ g

e et AL oo N
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Dans le cas (b), le lemme 3 montre que les Cq(T) ont des résolutions

libres finies, d’od le méme résultat pour le I"-module Z d’apres le cor. a

la prop. 1. De plus, la prop. 2 montre que l’on a

X0 = xp(@) =2, DY X Cq(T,
q

d’ou, en appliquant le lemme 3,

W0 = S ofim) @ - 3 i ),

o€ o€

ce qui achéve la démonstration de (b).

REMARQUES
1) On déduit facilement de la suite exacte

0 - C(T) ~» ... _’CO(T) -7 -0

et du lemme 3, Uexistence, pour tout ['-module M, d’une suite spectrale

ayant pour terme E, le produit (gradu€) des H'(I'(‘T, z,® M), o€ 2, et
aboutissant au gradué associé a H'(I", M). Cela donne une autre démon-
stration de (a).

2) Lorsque T est contractile et que les I sont réduits a {1}, on
peut munir I’espace X = T/I" d’une structure de CW-complexe quotient de

celle de T, et ’on montre que T s’identifie au revetement universel de X;

on retrouve la situation du n® précédent.

EXEMPLE
Appliquons la proposition 11 a I’arbre T associé a un amalgame

=1 *A r,, cf. [38], chap. I, n°4.1. Le domaine fondamental de I" est

un segment P, P,; on peut donc prendre pour X les sommets P;,P, et

l’arete PIPZ; les stabilisateurs I:T correspondants sont fi, r2 et A. La

prop. 11 donne alors

L7 n ANEEPRRY oY , WYY N L U/TY N 1 AAZANN
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et
x(I) = X(Fl) + X(FZ) - x(A) a.(y,t) = (}/a_l,at) siael,yel, t eT;

DA .
si A, I} et I, sont de type (FL). - de plus, le transform€ par §¢ I" de la classe de (y,t) est la classe de
(5y,t). (Autre définition de Y: c’est le revetement de X associ€ au

On retrouve ainsi les prop. 7 et 8. De plus, si I'” est un sous-groupe
I" “ensemble T'.)

de T, la prop. 11, appliquée a 1’action de I"* sur T, montre que 1’on a
L’espace T s’identifie a un sous-espace de Y par t » (1,t); ’action

cd(I" ") < n si les intersections de I"* avec les conjugués de [ et I
2 ’ i

(resp. de A) sont de dimension cohomologique < n (resp. < n—1). La de I sur Y prolonge celle de T sur Y e ¢ et o

méme méthode s’applique a des amalgames plus compliques, cf. [38], si et seulement si y,['" = 7,17 c qui donne un sens & lexpression o7,

hap. ...
chap. I, §5. pour a ¢ ['/T'". L’espace Y est somme disjointe des aT (a e I'/T");

en particulier, les aT sont les composantes connexes de Y. La structure

1.7. Sous-groupes d’indice fini.
de CW-complexe de T se transporte aux aT, et définit une structure de

THEOREME 1. Soit I"’ un sous-groupe d’indice fini d’un groupe I'. Si I CW-complexe sur Y, invariante par I.
est sans torsion, on a cd(I'’) = cd(I"). |
D’aprd e e , .
apfes la prop‘. 5, I’égalite cd(I" ") = cd(I") est vraie si cd(I") < oo. Soit maintenant Z = H aT le CW-complexe produit des
Tout revient donc a montrer que, si cd(I" ") est fini, il en est de méme de aedl /T’

cd(I"). Cela va résulter de la proposition suivante: CW-complexes aT (noter que la topologie de Z n’est pas nécessairement

la topologie produit: c’est la limite inductive des topologies de ses sous-

PROPOSITION 12. Supposons d(I"” ’ i .
. que cd(I"”) et (I": <
peut alors fai . . ) (C: ") soient finis. On complexes finis, cf. [51]). Comme " opere cellulairement sur Y, et
de dimensi rfe o.perelr cellulairement T" sur un CW-complexe acyclique Z permute entre eux les aT, il opere cellulairement sur Z. De plus:
ston finie tel que, pour toute cellule o de Z, le stabilisateur (i) Z est contractile. En effet, chacun des complexes aT est isomor-

I; de o dans I soit fini. 3
phe a T, donc contractile.

(Si I" est sans torsion, les I sont réduits a {1}, et la prop. 11 (ii) Pour toute cellule ¢ de Z, le stabilisateur I} de o est fini. En

montre que cd(I") < dim(Z) < o.) effet, on a ¢ = Ilg,, o g, est une cellule de aT. Si y appartientd I,

S i = ’ ) o . . -
oit n = Sup(3, cd(I"*)). D’apres la prop. 10, il existe un CW-complexe y permute entre eux les g,. Sien outre y appartient 3 [/, on a yo, = 0y,
X de dimension n qui est un espace K(I",1). Soit T le revetement univer- : : j-me ’ opere li
14 1 . R ] puisque y applique T dans lui-meme. Comme ['” opere librement sur les
sel d’un tel espace X, relativement a un point-base. Munissons T de la ~ .
cellules de T, cela entraine y = 1; on a donc LN I'” = {1}, et comme

structure de CW-complexe image réciproque de celle de X ([51], §5, (N)).
'’ est d’indice fini dans I', cela montre bien que I:7 est fini.

Le groupe I'“opere librement et cellulairement sur T; ona T/I"" = X.

Soit Le CW-complexe Z répond donc a la question.
Y-Ix T REMARQUE

On peut transcrire la démonstration précédente en termes purement

le I"-espace induit du I"-espace T; par définition, Y est le quotient de
I' x T (I" ayant la topologie discrete) par I"” opérant par algebriques:
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Supposons cd(I"*) fini. Soit L une Z[I" ‘] -résolution projective de Z

qui soit de longueur finie, et soit M = Z[I"] ®Z ,]L fe complexe ‘‘induit”

(r

correspondant. Ce complexe contient L. comme sous-complexe, et 1’on a

M= H alL.

ael /T

Les sous-complexes al. sont permuté€s entre eux par 1’action de [

Formons leur produit tensoriel (relativement a un ordre total choisi 1 sur

r/rh:

N= & (aL).
aed /T

Le groupe I' opere de fagon naturelle sur N (compte tenu des ‘‘signes’’
dus au fait que I" ne respecte pas la structure d’ordre choisie sur I['/T"").
Il est clair que N est acyclique (formule de Kunneth) et de longueur finie;
si I est sans torsion, un argument analogue a celui utilis€ plus haut
montre que N est Z[I']-projectif. Le théoreme 1 en résulte (voir [44], §9,
pour plus de de’tailsj.

Cette ‘“algébrisation’’ a deux avantages:

i) On peut y remplacer 7Z par un anneau commutatif A quelconque.
On obtient ainsi le résultat suivant (cf. [44], th. 9.2): Soit I'” un sous-
groupe d’indice fini de 1"; supposons que I" n’ait pas de A-torsion, i.e.
que, si n > 1 est ’ordre d’un élément de I", n soit inversible dans A;

alors ch(f1 ) = ch(F).

ii) On peut employer la méme méthode pour la cohomologie des
groupes profinis (cf. [35]), a condition de remplacer les modules
Z[T"] -projectifs par des modules ‘‘pro-libres’’ relativement a ’algebre

complétée du groupe profini I" considéré. On voit ainsi que, si ' n’a

1 . N .
On peut €viter un tel choix; il faut alors définir une notion de ‘‘produit tensoriel

de complexes’’ qui ne dépende pas d’une relation d’ordre sur I’ensemble d’indices;
nous en laissons les d€tails au lecteur.
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pas d’élément d’ordre p (p premier) et si '’ est un sous-groupe ouvert
de T, ona cdp(f‘ ) = cdp(f‘), résultat qui avait été€ démontré dans [36]

au moyen des puissances de Steenrod.

1.8. Notions virtuelles.
Nous dirons qu’un groupe [ est virtuellement sans torsion s’il existe

un sous-groupe de I qui est sans torsion et d’indice fini dans T".

EXEMPLES

Un argument classique, dd a Minkowski [31], montre que tout groupe
S-arithmétique est virtuellement sans torsion. Il en est de meme, plus
généralement, de tout sous-groupe de type fini d’un groupe lin€aire sur un

corps de caractéristique zéro (cf. par exemple [7], 17.7).

DEFINITION. Soit I un groupe virtuellement sans torsion. On appelle

dimension cohomologique virtuelle de I', et on note ved(I™), la dimension

cohomologique des sous-groupes d’indice fini de " qui sont sans torsion.
(Cette définition est licite car tous ces sous-groupes ont meme dimen-

sion cohomologique, en vertu du th.1.)

REMARQUES
a) Onaved(I) = 0 siet seulement si [ est fini.

b) Si I'” est un sous-groupe de I, onavcd('") < ved(I') etily a
égalité si (I:T"") est fini.
c) Si ' est sans torsion, on a ved(I™) = cd(I"). Par contre, si I' a

de la torsion, on a cd(I") = «, alors que ved(I") peut etre fini.

DEFINITION. On dit que T" est de type (VFL) (ou que I est virtuelle-
ment de type (FL)) s’il existe un sous-groupe d’indice fini de I" qui est
de type (FL).

Soit I" un tel groupe. Il est clair que I" est virtuellement sans
torsion, et que vcd(I") est fini. Choisissons un sous-groupe ''de”

qui soit de type (FL), et posons (cf. Wall [47]):

1
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D’aptés la prop. 5 (c), le nombre rationnel y(I") ainsi défini ne dépend pas

du choix de I"”. On l’appelle la caractéristique d’EulerzPoincaré de T'.

EXEMPLES

1) Un groupe fini [" est de type (VFL) et y(I") = 1/Card(I').
2) Soit I' = SL,(Z). On sait que I" est somme du groupe cyclique

d’ < _¢0 i
ordre 4 engendre par x = (—1 :)) et du groupe cyclique d’ordre 6 engendré

_¢0 -1 S <
par y = (1 ) ), ces deux groupes €tant amalgames par leur intersection {+

On déduit facilement de 1a que le groupe derivé I'” = (I',[') de ' est

d’indice 12 dans T, et que c’est un groupe libre de base f{u,v} avec 2
B —1,-1 _ 2 1 1o
u = xyx_ 'y _(1 1)etv=xy1x1y=(11 Ly,
Le groupe I'” est donc de type (FL), et 1’on a
cdl) =1, ') =1-2 = -1
On en déduit que I" est de type (VFL), et que

ved(D) = 1, y(I) = =L,
X 12

1 . A
Noter que {3 est aussi la valeur de la fonction zeta de Riemann au

point —1; nous reviendrons au n® 3.7 sur cette ‘‘coincidence’’

2 . .
Le groupe I"’ a une interprétation simple en termes de la fonction modulaire
£(r) = 77(7)2 - A(T)l /12 - e77iT/6 H a - eZﬂinT)Z.
c’est ’e bl i ab N
nsemble des matrices (C d) € SLZ(Z) telles que
farby _
(cr ~ d) (cr +d) f(r).

On peut le décrire par des congruences mod. 12, cf. Hurwitz, Math. Werke, I, p. 35-40
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3) Plus généralement, tout groupe S-arithmétique est de type (VFL),

cf. n° 2.4, th. 4.

REMARQUE

Si T est de type (VFL), on montre facilement que le I'-module Z a

une résolution libre de type fini (n° 1.1). Il en résulte par exemple que
les foncteurs M » H3([', M) commutent aux limites inductives, et que
HY(I", M) est de type fini sur 7 si M l’est. De plus, les groupes 14T, M)

sont des groupes de torsion pour q > ved(D).

QUESTIONS

Soit I" un groupe de type (VFL). Supposons que " soit sans torsion.
Est-il vrai que I" est de type (FL)? C’est vrai dans divers cas particu-
liers. Dans le cas général, je ne sais meme pas si y(I") est entier. La
question est liee a la suivante:

Soit k un corps de caractéristique zéro, soit V un k("] -module de
rang fini sur k, et soit [’ un sous-groupe distingué d’indice fini de T".
Posons V; = HII, V). Le groupe ['/T'’ opére sur V;; soit v; le carac-
tere de la représentation de I'/I' ainsi définie et soit v = 2(—1)1vi. Est-il
vrai que v soit un multiple du caractere de la représentation réguliere de
/T, i.e. que v(s) =0 pour tout s ¢ /T, s £1? (C’est vrai si [ est de

type (FL), comme on le vérifie facilement.)

Les questions ci-dessus amenent a renforcer la condition (VFL):

DEFINITION. On dit que I" est de type (WFL) si T" est virtuellement
sans torsion, et si tous les sous-groupes d’indice fini sans torsion de r
sont de type (FL).

PROPOSITION 13. Soit I un groupe de type (WFL) et soit m le ppcm

des ordres des sous-groupes finis de . Il existe un entier n > 1 tel que

m"? - () e Z.
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(J’ignore si ’on peut prendre n = 1.)
Il suffit de montrer que, si p est un nombre premier et si I ne contient
pas d’élément d’ordre p, alors x(I') est p-entier. Soit T"’ un sous-groupe

d’indice fini de I" qui soit sans torsion. Quitte a remplacer [" par

I’intersection de ses conjugu€s, on peut supposer que I'” est distingué

dans I'. Soit P un p-sous-groupe de Sylow de I'/I"", et soit Fp son

image réciproque dans I'. Si C est un sous-groupe fini de Fp, on a

C N I'” = {1}, ce qui montre que C est isomorphe a un sous-groupe de P,
donc est un p-groupe. Comme I ne contient pas d’élément d’ordre p, on

a donc C = {1} ce qui prouve que Fp est sans torsion. Puisque I' est
supposé€ de type (WFL), Fp est de type (FL), et X(Fp) est entier. Mais

U’indice (I': Fp) est premier @ p, et 'ona y(I') = X(l—‘p)/(rz Fp). D’ou le
fait que x(I') est p-entier, cgfd.

La plupart des résultats des n®S précédents se transposent sans diffi-
culté aux notions ‘‘virtuelles’’ definies ci-dessus. Nous nous bornerons

a deux exemples:

i) Actions cellulaires

On reprend les notations et hypothéses du n°1.6: T est un CW-com-
plexe acyclique sur lequel I" opere cellulairement; pour toute cellule g,

on note Fa le stabilisateur de ¢; on choisit un ensemble 3 de reprée-

sentants des cellules de T modulo I'.

PROPOSITION 14. (a) Si I' est virtuellement sans torsion, il en est de

meme des I; et 'on a

ved(I' < Sup (dim(o) + vcd(f&)).

oel
(b) Supposons que X soit fini, et que I" contienne un sous-groupe

I’ d’indice fini dont les intersections avec les conjugués des I soient

de type (FL). Alors I' et les I sont de type (VFL), et I’on a

v = S ondim(e) Ly,
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c) Supposons que 3 soit fini, que I" soit virtuellement sans torsion,

et que les I} soient de type (WFL). Alors I' est de type (WFL).

Soit '” un sous-groupe d’indice fini sans torsion de I". Pour tout ¢ ¢ 2,

soit I  un ensemble de représentants dans [" des élements de '\ r/r,.
Les cellules yo(oez,ygla) forment un systéme de representants des cel-

lules de T modulo I'. Le stabilisateur F);o dans "7 d’une telle cellule

yo est le groupe

r'nr.

, —_ -1 ’
vo = r'n Ly Y~ 7Iry)nT.

< e 1 . .
Il est isomorphe a un sous-groupe d indice fini sans torsion de [’. En

appliquant la prop. 11 (a) a '’ on en déduit

cd() < (Sfu)? (dim(o) + cd(I‘y’o))

< Sup (dim(o) + vcd(]})),
o

d’od (a), puisque ved(l) = cd(I™).

Supposons maintenant que X soit fini et que les l—‘y'g soient de type
(FL). Il est clair que les 1:7 sont alors de type (VFL), et la prop. 11 (b),

appliquée a ', montre que "’ est de type (FL), donc que I" est de type
(VFL). Cela démontre la premi€re partie de (b), ainsi que (c). La prop. 11

montre en outre que

(1) = 2 z (_l)dim(o) X(Fyfa)_
geX yel;

Mais x(I'*) est égala (I':T"") ¥(I). On est donc ramené a démontrer la
formule
C:T) x@) = 3 xTy)
yel,

1
Puisque Fy’o est isomorphe au groupe fg’ = (y7'I''y) n I, le membre
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2 X = 3 X @,
vel, yel, -

11 suffit donc de prouver que

(*) r:r7) = 2 (C:TY).

oo
vel,
Or [''\I" est réunion disjointe des [V \I"'y FG pour yel , et l’on a
Card (IM\I"yT)) = Card IY\I[)) = (I:1)).
La formule (*) en résulte.
ii) Amalgames

PROPOSITION 15. Soit I' = Fl *Ar2 un amalgame (cf. n®1.3).

(a) Supposons I' virtuellement sans torsion. Il en est alors de meme
de 1, 1} et A, et I’on a

ved(I") < Sup (ved(Iy), vcd(F2), 1 + vcd(A)).

(b) Supposons que I" contienne un sous-groupe d’indice fini dont les

intersections-avec les conjugués de A, I} et T, soient de type (FL).

Alors A, T7, r‘2 et I sont de type (VFL), et 'on a
x(D) = x@) + x([,) - x(A).

Si de plus, A, I] et F2 sont de type (WFL), il en est de meme de T.

Cela résulte de la prop. 14, appliquée a 1’action de I" sur ’arbre T

défini par 1’amalgame ([38], chap. I, n°4.1).

CorOLLAIRE 1. Si I} et I, sont finis, le groupe I' = I'; *A [, est

de type (WFL), et 'on a

ved(I <1 et v = 1 + 1 - 1

P R R
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On sait que [" est résiduellement fini (cf. par exemple Bourbaki, Alg. I,

nelle éd., §7, exerc. 33). Onen conclut qu’il existe un sous-groupe dis-

tingué d’indice fini de I" qui rencontre I et I, seulement en I’élément
neutre. On est donc dans les conditions d’application de la prop. 15 (b).

D’ou le résultat.

COROLLAIRE 2. Soit S un ensemble fini de nombres premiers, soit ZS
le sous-anneau de () engendre par les éléments 1/p, peS, et soit

FS = SL2(ZS). Le groupe I'g est de type (WFL), et 'on a

ved(I'g) < 1 + Card(s) et x(T's) = - LIl a-»
peS

Lorsque S = 8, ona Zg = Zetlg-= SLQ(Z). Le corollaire résulte
dans ce cas du cor. 1, appliqué a I = 7/67, T, = Z/4L °t A = 7/21
(on a bien-lg + % - —é— = —-%). Lorsque S # @, on raisonne par recur-
rence sur le nombre d’éléments de S. Soit p ¢ S, et soit T =S = ip}.

D’aprés [38], p. II-16, on peut écrire I'g comme un amalgame
Fg = I1*a Ty

ou I et I, sont isomorphes a I’ et oi A est d’indice p + 1 dans [}
et I). Le cor. 1, joint a ’hypothese de récurrence, montre que g est
de type (WFL), que ved([g) <1 + Card(S), et que
xIg) = X)) + x(@,) = x(A)
- @+1 = () x@Tp = @ -p xTp),
- a-p e [T a-o
12
feT
1 _
- 13 H (1 —10), cqfd.
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REMARQUES

1) L’inégalite vcd(r‘S) < 1 + Card(S) est en fait une égalité, cf.
n®2.5, prop. 21. -

2) Posons

CS(S) = H 1

p¥¢S 1-p

—S

On a:

i

(- = -n [l a-» = -4 I a-»,

peS peS
d’ou:

1
3) Lorsque S = {p}, on a FS = SLZ(Z[-p']); la caracteéristique d’Euler-

Poincare de ce groupe est (p—1)/12, sa dimension cohomologique virtu-

elle est égale a 2. Soit I"* un sous-groupe d’indice fini N de I, sans

torsion; on a x(I"") = (p—1)N/12; d’autre part, d’apres le cor. 2 au th. 5
1 ’
de [39], ona H'(I', V) = 0 pour tout k[I"’]-module V qui est de rang

fini sur k (k étant un corps de caractéristique zéro). On en déduit la

formule:

dim, HOT, V) + dimg H2('', V) (i.%)_N dim, V..
1.9. Exemple: groupes de Coxeter.
Soit S un ensemble fini, et soit M = (m(s,s’)) une matrice de Coxeter
de type S ([9], p. 20, déf. 4). Rappelons ce que cela signifie:
i) Si s,s’ appartiennent a S, m(s,s ") est, soit un entier > 1, soit + co.
ii) La matrice M est symétrique. i
iii) Onam(s,s”) = 1 si et seulement si s = s”.
Soit W le groupe de Coxeter defini par M ([9], p. 91-92); il est en-

gendre par les elements s de S, soumis aux relations
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(ss f)m(s,s’) 1 pour (s,s”) € SxS et m(s,s”) < o .

En particulier, on a sZ = 1 pour tout seS.

Si 1 est une partie de S, on note W, le sous-groupe de W engendré

I

par I; c’est un groupe de Coxeter (plus précisément, le couple (WI,I) est

un systeme de Coxeter, cf. [9], p. 20, th. 2). Ona WS =W et Wﬂ = {1}.

PROPOSITION 16. (a) Le groupe W est de type (WFL).
(b) Soit d = Card(S) et soit m le nombre de composantes irréductibles
de (W,S), cf. [9], p. 21. Ona ved(W) < d—m.

(c) Si W est infini, on a

S e xp) -
ICS
[Ici, et dans toute la suite, on pose e = (_1)Card(l) N
On raisonne par récurrence sur d, lecas d =0 étant trivial. Supposons
d > 1. Nous allons utiliser le complexe simplicial T associ€é par Tits a W
(cf. [45] ainsi que [9], p. 40, exerc. 16). Ce complexe jouit des propriétés
suivantes, qui le caractérisent a isomorphisme pres:
(@) W opére simplicialement sur T.

(B) T contient un simplexe C, de sommets (x5)seS indexés par S;
pour toute partie I de S, distincte de S, on note CI la face de C de
sommets les Xg, S € S -1

(x) Si weW et IC S, 1 £S5, ona w.CI = CI si et seulement si W ¢ WI

et dans ce cas w est I’identité sur la face CI'

(5) Tout simplexe de T peut tre transformé par un €lément de W en
une face de C et une seule.
En particulier T est de dimension d—1. Noter que 1’on peut donner une

interprétation geométrique de T: il est isomorphe3 au complexe obtenu en

3 Plus précisément, on definit une bijection canonique de T sur 2NU qui est

continue et respecte les structures simpliciales de ces deux espaces; toutefois, ce

n’est pas en général un homé&omorphisme.
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intersectant le cone U de [9], p. 96 avec une spheére X de centre 0 dans

I’espace euclidien RS. Lorsque W est fini, ona U =,RS et T est homéo-

morphe a Sy_,. D’autre part:

LEMME 4. Lorsque W est infini, T est contractile.
Cela peut se déduire de !’interprétation geométrique de T mentionnée

ci-dessus, compte tenu de ce que U est convexe (loc. cit., p. 97) et dis-

tinct de RS; on doit toutefois prendre certaines précautions, en raison du

fait que la topologie de T ne coincide pas neécessairement avec celle de

3 N U. Voici une autre démonstration, qui a ’avantage de s’appliquer
également aux immeubles associ€s aux systémes de Tits a groupe de
Coxeter infini ([9], p. 49, exerc. 10):

Numérotons les €léments de W:

Wi, Wo, vy Woy oee

de telle sorte que, si {(w) désigne la longueur de w ([9], p. 9, déf. 1), on

ait Q(wn) < E(wn+1) pour tout n > 1. Ona w; = 1. Notons T, le sous-
complexe de T formé de la réunion des w;C pour i < n; le complexe T

est réunion croissante de la suite des T, et il suffit donc de montrer que
T, est contractile pour tout n. Cela se fait par récurrence sur n, le cas

n = 1 etant immédiat puisque T, = C est un simplexe. Supposons

n > 2. Le complexe T, s’obtient en adjoignant le simplexe w,C a Th_1

et tout revient a montrer que w,C est rétractile sur w,CNT Soit

n-1-
J l'ensemble des seS tels que Z(wns) < K(wn). Comme w, # 1, on a

J # @; d’autre part, ona J # S car sinon w, serait I’élément de plus

grande longueur de W ([9], p. 43, exerc. 22) et W serait fini. Soit I une
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partie de S distincte de S. Pour que la face WnCI de w,C appartienne

a T, ;, il fautetil suffit qu’il existe un indice i < n—1 tel que
n—-1’

w_ € Wlw

comme f(w;) < l(wy), ce n’est le cas que si w_ n’est pas
n <

I; n

1’é1ément de longueur minimum de la classe w W d’apres [9], p. 37,
exerc. 3, ceci équivaut a dire que {(w;s) < f(w,) pour au moins un
s ¢ 1, i.e. que I rencontre J. On voit ainsi que w,C N T, estre-

] j de codimension
union des faces wnC{j} pour jeJ. Comme ces faces sont

1, et que ] est distinct a la fois de g et de S, on en déduit bien que

3 i i S 3 ion du
w,C est rétractile sur w,C N T, _,, ce qu acheve la demonstratio

lemme.
Revenons maintenant a la démonstration de la prop. 16. Si W est
fini, il n’y a rien a démontrer. Supposons donc W infini. Comme W est

isomorphe a un sous-groupe de type fini de GL4(R) (cf. [9]; p. 93), il est

virtuellement sans torsion (voir aussi [9], p. 131, exerc. 9). Vu le lemme 4,
on peut appliquer la prop. 14 au complexe T, en choisissant pour 3

l’ensemble des faces CI (I £5S)de C. L’hypothése de récurrence montre

que les WI sont de type (WFL) et il en est donc de méme de W. On a de
plus

ved(W) < Sup (dim(CI) + vcd(WI))
14£S
< Sup (d-1 — Card(I) + (Card(I) — mI)),
T1£S
ou m; désigne le nombre de composantes irréductibles de WI' On en
déduit
vedW) < d-1,

ce qui démontre (b) lorsque W est irréductible; le cas général se ramene
3 celui-1a en décomposant W en facteurs irréductibles et en appliquant,

par exemple, la prop. 6. Enfin, la prop. 14 montre que l'on a
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x = 3 nHmCP yap

148 -

=—£(8) >, =M xWp,
1£S

d’ou, en regroupant,

S e® xWp = 0, cafd.
ICs

REMARQUES

1) L’action de W sur T donne d’autres renseignements sur la
cohomologie de W a valeurs dans un W-module M:

Pour tout entier q > 0, définissons un ‘‘faisceau simplicial”’ Ham)

sur le simplexe C en associant a toute face CI de C le groupe

Hq(WI, M), et a toute inclusion CI C CJ I’homomorphisme

Res: Hq(WI, M - Hq(WJ, M).

Notons H®(C, H9(M)) la cohomologie du simplexe C a valeurs dans le

faisceau HYM). Si W est infini, le fait que T soit acyclique entraine

I’existence d’une suite spectrale, convergeant vers H*(W, M), dont le
terme ED'9 est égal a HP(C, HYM)); le cas ou W est fini est analogue,
mais un peu plus compliqué. Dans les deux cas, on obtient des relations

étroites entre H'(W, M) et les H'(WI, M) pour I £ S; on devrait pouvoir

les utiliser pour étudier plus en détail H*(W, M).

2) La formule

S, c® xW) =0
ICS

(pour W infini)
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permet de calculer (W) par récurrence sur d = Card(S), compte tenu de
ce que X(WI) = 1/Card(WI) lorsque WI est fini. En voici quelques

exemples:

i) (Groupes triangulaires de Schwarz). On prend pour graphe de

VAN

et ’on note a,b,c les m(s,s”) correspondant a ses cotés. On suppose

Coxeter un triangle

que ! + ! + ! < 1, ce qui équivaut a dire que W est infini ([9],
z S

b
p- 130, exerc. 4). Les WI correspondant a Card(l) = 2 sont d’ordre 2a,

2b, 2c; ceux correspondant a Card(I) = 1 sont d’ordre 2; on trouve donc:

x(W) = (1/2a + 1/2b + 1/2c) - 3/2 +1
1,1 1 1
5 (; + B— + E —1)

ii) Graphe o—-0—0—~0—5—-0; on trouve x(W) = 1/263252.

iii) Graphe 010—0—0—5—0; on trouve (W) 17/273252.

iv) Graphe 4 0, on trouve x(W) = 11/2732%s.

[Les graphes ii), iii), iv) ci-dessus sont de type hyperbolique compact

(cf. Vinberg [46] ainsi que [9], p. 133, exerc. 15); il en est de meme du

1l

.. 1 1 1 .-
graphe i) si a,b,c sont finis et 5 + 5 +Z < 1. Plus géneralement,

lorsque W est de type hyperbolique, on a x(W) = 0 si d est pair,
y(W) >0sids= 1 (mod 4) et y(W) < 0 sid = 3 (mod 4); de plus,
ved(W) = d-1 si W est de type compact, et ved(W) = d-2 sinon.]

La proposition suivante donne un autre moyen de calculer x(W):
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PROPOSITION 17. Notons W(t) la série formelle 2 t(l(w)_ Alors W(t)

est une fonction rationnelle de t, et I'on a weW «
x(W) = 1/W(D).

Le fait que W(t) soit une fonction rationnelle est démontré dans [9],
p. 45, exerc. 26. Cela donne un sens a ’expression 1/W(1). Pour
démontrer que 1/W(1) est égal a x(W), on raisonne par récurrence sur
d = Card(S), le cas d < 1 €tant trivial. Si W est fini, on a W(1) =
Card(W), et la formule est évidente. Supposons W infini. L’hypothese

de récurrence, jointe a la prop. 16, montre que

sOXW) = - D eM/W(D).
I£S
Mais, d’aprés [9], loc. cit., f), on a 2 6(1)/WI(t) = 0, d’ou, en faisant
t = 1, I’équation ICS
e@)/WA) = - 2 e(M/W D).
I£S

En comparant, on trouve bien y(W) = 1/W(1), cqfd.

REMARQUE

Lorsque W est fini, ou ¢

‘euclidien’’, on peut donner des formules ex-
plicites simples pour W(t), cf. [9], p. 230-231, exerc. 10. Je ne connais
rien de tel dans le cas général. En particulier, j’ignore quels sont les
poles de W(t) (ses z€ros sont des racines de 1’unité distinctes de 1, cf.
[9], p. 45, exerc. 26). Lorsque W est de type euclidien irréductible, ou

hyperbolique compact, on prouve facilement 1’identite
wie™h = —e(S) W),

o] . - . ~
cf. n® 3.4, prop. 26 (d); cela donne une propriete de symétrie des poles en
question, et montre que ce sont des unités dans un corps de nombres alge-

briques.
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§2. SOUS-GROUPES DISCRETS DES PRODUITS DE GROUPES DE LIE

Dans ce §, " est un sous-groupe discret d’un produit fini G = I G,

de groupes de Lie (r€els ou ultramétriques), et ’on se propose de relier la

cohomologie de ' aux propriétés des G,. Nous nous occuperons seule-
ment des invariants cd(I"), ved(I") ainsi que des propriétés (FL), (VFL)
et (WFL) définies au §1; pour x(I), voir §3.

2.1. Rappels sur le cas réel.

Soit G un groupe de Lie réel ayant un nombre fini de composantes con-

nexes, et soit K un sous-groupe compact maximal de G. Nous poserons
dG) = dim(G/K) = dim(G) - dim(K).

On sait que I’espace homogeéne T = G/K est difféomorphe a l’espace
euclidien Rd(G); en particulier, T est contractile. De plus, G opére pro-

prement sur T.

Soit " un sous-groupe discret de G. Si xeT, le stabilisateur Fx de x

dans ' est compact et discret, donc fini. Si " est sans torsion, il en ré-
sulte que I' opére librement sur T, de sorte que T estun revetement uni-

versel de la variété quotient Xf‘ - I'\T=I\G/K.

L’espace XI_, est un espace K(I', 1), cf. n® 1.5. De plus, comme XF est

une variété différentielle, on peut la trianguler.*

4 Pour la triangulation des variét€s différentielles (éventuellement & bords), voir
J. R. Munkres, Elementary Differential Topology, Ann. of Math. Studies n° 54, §10.
[En fait, dans la plupart des applications, une décomposition cellulaire suffit, et

cela peut s’obtenir @ moindre frais, grace d la théorie de Morse.]
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PROPOSITION 18. Soit I' un sous-groupe discret sans torsion de G.
(a) Si G/T" est compact, I' est de type (FL), et cd(I) = d(G).
(b) Si G/T" n’est pas compact, on a cd(IM) < d(G)-1.
Cela résulte de ce qui précede, et de la prop. 9 du n®1.5. Pour (a),
il faut en outre remarquer que G/I" est compact si et seulement si la

variéte Xf‘ est compacte; pour (b), on utilise le lemme bien connu suivant

(conséquence de la dualité de Poincaré):

LEMME 5. Soit X une variété topologique connexe non compacte, et soit
M un systéme local de coefficients sur X. On a H™Y(X, M) = 0 pour tout
n > dim(X).

La proposition 18 entraine évidemment:

COROLLAIRE. Soit I un sous-groupe discret de G. Supposons I’ virtuel-
lement sans torsion. On a alors ved(I') < d(G) et il y a égalité si et

seulement si G/I" est compact; dans ce dernier cas, I' est de type (WFL).
REMARQUE

Revenons au cas ou I est sans torsion. Disons que XF = I'\T est
bordable s’il existe une vari€té a bord YF de classe C*® qui soit com-
pacte et dont U'intérieur soit isomorphe a Xp Comme les espaces X
et YF ont méme type d’homotopie, YF est aussi un espace K(I', 1).

Mais toute variété différentielle a bord peut étre triangulée. On en déduit

que, si XF est bordable, le groupe I' est de type (FL). Cela s’applique

notamment au cas ol G est semi-simple et [" arithmétique (Raghunathan

[33]- voir aussi n° 2.4, dém. du th. 4). Signalons a ce sujet:

QUESTION

Soit p une mesure de Haar a droite sur G. Supposons que u(G/T")
soit fini. Est-il vrai que XF est bordable?

C’est vrai lorsque G est un groupe semi-simple de rang réel 1, d’apres
Garland-Raghunathan [17].
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2.2. Rappels sur le cas ultramétrique.
Soit k un corps local; dans tout ce qui suit, nous entendrons par l1a

un corps complet pour une valuation discréte v, a corps residuel parfait.’
On suppose Vv normée de telle sorte que v(k*) = 7Z; on note O,, (resp.m,,

resp. k) ’anneau de v (resp. son idéal maximal, resp. son corps résiduel);

ona k = 0, /m,. Le cas le plus important pour la suite est celui ou k

est localement compact, i.e. ol k est fini.

Soit maintenant L un groupe algébrique linéaire sur k. Notons G le
groupe L(k) de ses points a coefficients dans k; c’est un groupe topo;
logique. Comme L est une variété affine, la notion de partie bornée
de G a un sens évident (c’est une partie qui est bornée dans un plonge-
ment affine, ou dans tous, cela revient au meme). Lorsque k est locale-
ment compact, il en est de meme de G, et ‘“‘borné’’ équivaut a ‘“‘relative-
ment compact’’.

Supposons que L soit réductif connexe, et notons d(G) son rang sur
k au sens de Borel-Tits [8], i.e. la dimension d’un tore déploy€ maximal
de L. D’aprés Bruhat et Tits, on peut associer a L un CW-complexe T,
sur lequel G opere cellulairement, et qui joue un role analogue a celui
de ’espace homogene G/K du n® précédent. On appelle T [I’immeuble
de G. Il jouit des propri€t€s suivantes:

i) T est contractile.

ii) On a dim(T) = d(G).

iii) Pour toute cellule o de T, le stabilisateur GG de ¢ dans G est
un sous-groupe ouvert borné de G.

iv) Tout sous-groupe born€ de G est contenu dans un G .

v) Les cellules de T sont en nombre fini modulo ’action de G.

Commengons par deux cas particuliers:

5 T’ignore si cette hypothése est indispensable.
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a) L est le groupe multiplicatif G, (de sorte que G = k*).

On prend pour T la droite R, munie de la triangulation définie par les
points entiers, et par les intervalles [n,n+1], neZ. Si g ¢ k™ est un élé-
ment de G, on fait opérer g sur T par la translation d’amplitude v(g).

Les G, sont tous égaux au groupe des unités de k*, qui est le plus grand

sous-groupe borné de G. Il est clair que les propriétés i) a v) ci-dessus
sont satisfaites.

b) L est simple sur k.

C’est le cas crucial, traité par Bruhat-Tits (cf. [11], [12]). Soit L le
revétement universel (au sens algébrique) de L. Bruhat et Tits commencent
par munir le groupe L(k) d’une structure de systéme de Tits ([9], chap. 1V,
§2); le groupe de Weyl W de ce systéme est un groupe de Coxeter euclidien
irréductible infini de rang €gal a d(G) + 1. [Lorsque L est déployeé, le
systéme de Tits en question avait €t€ défini par Iwahori et Matsumoto [23];
le groupe W est alors simplement le groupe de Weyl affine du systeme
de racines de L. Le cas quasi-déployé est di a Hijikata [20]. Bruhat et
Tits montrent comment on peut ramener le cas général a ces cas particu-
liers par une ‘‘descente galoisienne’’ convenable.]

Une fois obtenu le systeme de Tits de L(k), on définit T comme
I’immeuble associé a ce systeme (cf. [12], I, §2 ou [9], p. 49, exerc. 10);
c’est un complexe simplicial; ses faces correspondent aux sous-groupes
‘‘parahoriques’’ de L(k). Le groupe L(k) opére simplicialement sur T,
avec pour domaine fondamental un simplexe de dimension d(G). Plus
généralement, le groupe des automorphismes de L opeére de facon naturelle
sur T; comme L s’envoie de fagon évidente dans le groupe adjoint de L,
on en déduit bien une action de G = L(k) sur T. Les propriétés ii) et v)
sont immédiates; iii) résulte de ce qu’un groupe ‘‘parahorique’’ est ouvert
et borné€; i) et iv) sont des propriétés générales des immeubles a groupe

de Coxeter de type euclidien, cf. [10], [12].

EXEMPLE

Prenons pour L le groupe SLy, n> 2, qui est simplement connexe.
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L’immeuble T s’interpréte de la mani€re suivante: soit R 1’ensemble des

réseaux de k" (sous-OV-modules libres de rang n), et soit R le quotient

de R par k* opérant par homothéties. L’ensemble R est I’ensemble des
sommets de T. Une partie finie de R est une face de T si l’on peut repré-

senter ses éléments par des réseaux L,,...,L, tels que
L, DL, D .. DL, dmL;.

Le stabilisateur d’une telle face est simplement 1’ensemble des g ¢ G

tels que g(L;) = L pour i = 1,....p.

Lorsque n = 2, on retrouve Iarbre de SL,, cf. [38], chap. II.
c) Construction de T: cas général.
Soit C le centre de L, et soit L/C = H L, la décomposition du

acA
groupe semi-simple L/C en produit de groupes simples. Pour tout a ¢ A,

soit T, I’immeuble de L, cf. b). Le groupe G = L(k) opere simpliciale-
ment sur T,, grace a I’homomorphisme L - L.

Soit d’autre part ® une base du groupe ab€lien Homk(L, Gp). Pour
tout ¢ ¢ @, soit T¢ I’immeuble de G, cf. a), et faisons opérer L(k)
sur T¢ au moyen de ¢.

On pose alors

T - [I 1o x II Te:

aeA Pe®
C’est un complexe polysimplicial au sens de [12], 1, 1.1; en particulier,
c’est un CW-complexe. Le groupe G opere de fagon naturelle sur T. Les
propriétés i) a v) se vérifient en remarquant que L est isogene a un
produit
L, = L x [[t x II Gu
aeA Ped

ol L’ est de rang 0; le groupe L (k) est alors borné (cf. [11], cor. au
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th. 4) et I’on se réduit ainsi facilement aux cas a) et b) considérés ci-
dessus; nous laissons les détails de cette réduction au lecteur (d’autant
&

plus que le cas ol L est isomorphe a L nous suffirait pour la suite).

REMARQUES
1) Lorsque k est localement compact, le complexe T est localement
fini, donc aussi localement compact; les stabilisateurs GU des cellules

o de T sont des sous-groupes ouverts compacts de G.

2) La structure de complexe de T dépend du choix de la base ® de

Homy (L, Gp); c’est sans inconvénient pour les applications.

Applications a la cohomologie des groupes

Soit " un groupe, et soit i un homomorphisme de I" dans le groupe
G = L(k). Si U est un sous-groupe de G, on pose FU - i~1(U). On note
B ’ensemble des sous-groupes ouverts bornés de G.
PROPOSITION 19. On a cd(I') < d(G) + Sup. cd(I ).

S U
UeB
On fait opérer I" sur T aumoyende i:I" - G. Les stabilisateurs

f; des cellules o de T sont de la forme I, avec U ¢%B, vu la pro-

priété iii) de 'immeuble T. La prop. 19 résulte de 13, et de la prop. 11 (a)
du n® 1.6.

PROPOSITION 20. Supposons que, pour tout U ¢ B, FU soit de type (FL),
et que i(I")\G/U soit fini. Alors I' est de type (FL).

Soit & I’ensemble des cellules de T. Vu les propriétés iii) et v) de
I’immeuble T, le G-ensemble & est réunion disjointe d’un nombre fini
d’espaces homogénes de la forme G/U, avec U ¢®B. Le quotient de &
par I est donc réunion finie d’ensembles de la forme i(I)\G/U; vu
’hypothése faite sur I", il est fini. La proposition résulte de la, et de la
prop. 11 (b) du n° 1.6.

REMARQUES

1) Dans les énoncés ci-dessus, on peut remplacer B par l’ensemble
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B’ des stabilisateurs des cellules de T (lorsque L est simple et simple-
ment connexe, B’ est I’ensemble des sous-groupes parahoriques de G, au
sens de Bruhat-Tits).

2) Supposons k localement compact. Alors B est l’ensemble des
sous-groupes ouverts compacts de G; si U,U’ appartiennent a B, U N U~
est d’indice fini dans U et U% on en déduit une propri€té analogue pour

les FU' Compte tenu du th. 1 du n® 1.7, on voit que, si [ est sans tor-
sion, les FU ont meme dimension cohomologique, ce qui simplifie 1’énoncé
de la prop. 19; de méme, dans le cas de la prop. 20, on peut se borner aux

sous-groupes U qui sont compacts maximaux dans G.

QUESTION

Prenons pour k le corps p-adique Qp’ et soit Hrcnont(G’ Qp) (resp.
Hglna(G' Qp)) le m-iéme groupe de cohomologie du complexe des cochalnes
continues (tesp. analytiques) de G a valeurs dans Qp' Lorsque d(G) = 0,

le groupe G est compact, et un théoreme de Lazard ([27], chap. V, §2)

montre que
Hglont(G’ Qp) = H’:na(G, Q) = H™(q, Qp),

ou g désigne I’algebre de Lie de G. A-t-on un résultat analogue dans le
cas général? 1l devrait 8tre possible d’utiliser I’action de G sur I’im-
meuble T pour mettre en relation les groupes de cohomologie en question
avec ceux des sous-groupes ouverts compacts de G, lesquels sont justici-
ables de la théorie de Lazard. Le premier cas a considérer est celui de

SLz(Qp), qui est somme amalgamée de deux copies de SLy(Zp)-

2.3. Passage aux produits

Dans ce n°, (GaeA désigne une famille finie de groupes de Lie. On
suppose que chaque G, est de I’un des types considérés aux n®S 2.1 et

2.2, autrement dit:
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(i) un groupe de Lie réel ayant un nombre fini de composantes

connexes; -

(ii) le groupe L (k,) des k -points d’un groupe alg€brique réductif
connexe L surun corps local k.

Dans le cas (i), on note T, le quotient de G, par I’un de ses sous-
groupes compacts maximaux; dans le cas (ii), on note T, I’immeuble de
Ga' On pose d(Ga) = dim(Ta); dans le cas (ii), c’est aussi le rang de

G, sur k. Enfin, on pose

¢ = [Io, T = [T, et d@ = dim(m = 3 dG,).
aeA aeA aeA
Le groupe G opere sur T.

Une partie H de G est dite bornée si ses projections sur les G, de

type (i) (resp. de type (ii)) sont relativement compactes (resp. sont
bornées). On dit que H est fortement discrete® si toute partie bornée de
H est finie. Lorsque les k, sont localement compacts, ‘‘borné’’ équivaut

3 “relativement compact’’ et ‘‘fortement discret’’ équivaut a ‘‘discret’”.

THEOREME 2. Soit I' un sous-groupe de G qui soit sans torsion et
fortement discret. On a alors cd(I") < d(G).

On raisonne par récurrence sur le nombre des facteurs G qui sont de

type (ii). Lorsqu’il n’y en a aucun, G est de type (i), et le théoréme re-

sulte de la prop. 18. Supposons donc qu’il y en ait un, soit G,, et notons

H le produit des GB' B # a- Soit U un sous-groupe ouvert borné de G,

6

a

Lorsque le produit G = HGa est réduit a un seul facteur de type (ii), dire que
H est fortement discrete €quivaut a dire que H est une sous-variété de dimension
zéro de G, au sens de la g€ométrie analytique rigide de Tate. Signalons a ce pro-
pos la question suivante: si I" est un sous-groupe fortement discret de G, peut-on
definir de facon raisonnable une vari€t€ rigide quotient G/F? C’est le cas si G

est un tore, d’aprés Tate, Morikawa et Raynaud; j’ignore ce qu’il en est lorsque
G = SIL..(0) nar exemnle
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et soit FU ’intersection de " avec H x U. Le noyau de la projection
prl N F > H

est contenu dans {1} x U, donc borné. Puisque I" est fortement discret,
ce noyau est fini, et, puisque I' est sans torsion, il est réduit a {1}, On
peut donc identifier FU au moyen de pry a un sous-groupe de H, et il
est immédiat que ce sous-groupe est fortement discret dans H. D’apres
’hypothése de récurrence, on a donc cd(f‘U) < d(H). D’ou, en appliquant

la prop. 19,

cd(IM)

IN

d(G,) + Sup. cd(FU)

IN

d(G,) + d(H) = d(G),
ce qui démontre le théoreme.

COROLLAIRE. Si d(G) = 1, tout sous-groupe fortement discret sans

torsion de G est un groupe libre.
En effet, on a alors d(I") < 1, et I’on applique le théoreme de

Stallings-Swan, cf. 1.4, c).
EXEMPLE. Lorsque G = PGLZ(k), ou k est un corps local, le corollaire
ci-dessus redonne un théoreme de Ihara ([22], voir aussi [38], p. 11-20).

Supposons maintenant que les G, soient localement compacts, auquel

cas il en est de meme de G.

THEOREME 3. Soit I un sous-groupe discret sans torsion de G tel que
G/I" soit compact. Alors I' est de type (FL).
Le raisonnement est le méme que pour le th. 2: on procede par récur-

reace sur le nombre des facteurs G de type (ii). Lorsqu’il n’y en a aucun,

G est de type (i) et le théoreme résulte de la prop. 18. Lorsqu’il y en a

un, soit G, on note H le produit des GB’ B # a. Si U est un sous-

groupe ouvert compact de G, le groupe FU - ' n (H x U) s’identifie a
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un sous-groupe discret de H. Faisons opérer a droite le sous-groupe
H x U sur ’espace homogene I'\G; les orbites de H x U sont ouvertes,
et comme I'\G est compact, on voit qu’elles sont fermées (donc compactes)

et en nombre fini. Comme I'\G/(H x U) s’identifie a pra(F)\Ga/U, on

en déduit que ce dernier ensemble est fini. Vu la prop. 20, on est donc

ramené a prouver que les FU sont de type (FL). Mais le quotient
(H x U)/FU est 1’une des orbites de H x U opérant dans ['\G, donc est

compact d’aprés ce qui précéde. Comme U est compact, on déduit de 1a

que I-I/T‘U est compact. L’hypothése de récurrence montre alors que FU

est de type (FL), ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE. Soit I' un sous-groupe discret de G, qui soit virtuelle-
ment sans torsion. On a alors ved(I') < d(G). Si de plus G/T" est com-
pact, I' est de type (WFL).

Cela résulte du théoréme précédent, appliqué aux sous-groupes sans

torsion d’indice fini de I'.

VARIANTE

On pourrait songer a démontrer le th. 3 en faisant opérer I" sur le

produit T des T,. L’action de I' est propre et libre, et T est contrac-

tile, de sorte que T/I" est un espace K(I', 1). De plus, comme G/T" est
compact, il en est de méme de T/I". Pour passer de la au fait que I" est
de type (FL), il suffirait donc de montrer que T/I" admet une décomposi-
tion cellulaire. C’est probablement faisable (en ‘‘stratifiant’’ T/I" a
I’aide de variétés a coins), mais en tout cas moins simple que le raisonne-

ment par récurrence utilisé€ ci-dessus.

REMARQUES
1) Si I' satisfait aux hypotheéses du th. 3, on peut montrer que
cd(I™) = d(G).
2) II serait intéressant d’€tablir des ‘‘vanishing theorems’’ analogues

a ceux du cas réel. Prenons par exemple le cas ou G = L(k), L étant un

COHOMOLOGIE DES GROUPES DISCRETS 123

groupe algébrique simple sur un corps local k, extension finie de Qp; soit
[ un sous-groupe discret de G tel que G/T" soit compact; est-il vrai que
H™(T, k) = 0 pour 0 < m < d(G)? (Des résultats dans cette direction
viennent d’étre obtenus par H. Garland.) La meme question se pose pour
les autres représentations p de G; lecas m = 1, p = Ad, est particu-

licrement intéressant, car li€ a la rigidite de T'.

2.4. Groupes S-arithmétiques.
Rappelons d’abord la définition de ces groupes:

Soit k un corps global, i.e. un corps de nombres algébriques (extension

finie de Q) ou un corps de fonctions d’une variable sur un corps fini. Soit

S l’ensemble des places de k et soit $* le sous-ensemble de 2 formé

des places archimédiennes. Si v appartient a %, nous noterons k, le
complété de k pour la topologie définie par v; le corps k,, est isomorphe

2 R ou C si ve 2% sinon, k, est un corps local localement compact.
Soit S une partie finie non vide de X contenant S, Nous noterons

0. le sous-anneau de k formé des éléments dont la valuation est > 0 en
S

toutes les places n’appartenant pas 3 S. C’est un anneau de Dedekind,
dont les idéaux maximaux correspondent aux éléments de X = S.

Soit L un groupe algébrique linéaire sur le corps k; choisissons un
plongement de L dans un groupe lin€aire GL,, et notons FS le groupe
L) N GLn(OS). Un sous-groupe ' de L(k) est dit S-arithmétique s’il

est commensurable a FS’ ie.si I'n FS est d’indice fini dans I" et dans

FS; cette propriété ne dépend pas du choix du plongement L » GLg-

Pour tout veS, notons G, le groupe L(kv) des points de L a valeurs

dans k; c’est un groupe de Lie sur k,. Posons

c = [[ a
veS

Le groupe G est localement compact; si I' est un sous-groupe S-arithmé-
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tique de L(k), on voit tout de suite que I" est un sous-groupe discret de G.

Limitons-nous maintenant au cas ou L est réductif connexe. Les
définitions et résultats du n°® précédent s’appliquent alogs aux groupes G,
et a leur produit G. On définit en particulier d(G,) de la maniere

suivante:

siviZ®, d(G,) est le rang de L sur ky;
si v eX2%, d(G,) est la dimension (réelle) du quotient de G, par un

sous-groupe compact maximal.

On pose

d(G) = z d(Gy)-

veS

THEOREME 4. Soit I un sous-groupe S-arithmétique de L(k), ou L est
réductif connexe.

(a) Supposons que k soit un corps de nombres. Alors I' est de type
{WFL) et 'on a ved(I') < d(G); si lerang de L sur k est > 1 (i.e. si
G/I" n’est pas compact, cf. [6], 8.12), on a ved(I") < d(G) — 1.

(b) Supposons que k soit un corps de fonctions sur un corps fini, et
que le rang de L sur k soit 0. Alors I est de type (WFL) et I’on a
ved(I™) < d(G).

Cas (a)

On sait que I" est virtuellement sans torsion (cf. par exemple [7],

17.4). On peut donc supposer que I est sans torsion. Distinguons alors

trois cas:

(a;) Lerang de L sur k est 0

Le quotient G/T" est compact ([6], Ioc. cit.) et le th. 3 montre que I
est de type (FL); d’autre part, le th. 2 montre que cd(I") < d(G).
(a,) Lerangde L sur k est > 1, et S = >

Ce cas se déduit de Raghunathan [33]. Plus précisément, on se

ramene d’abord, par restriction des scalaires, au cas ou k = . On a
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alors G = L(R) et " est un sous-groupe arithmétique de L(Q). Soit C

la composante neutre du centre de L; comme L est réductif, c’est un tore.
Soit D le plus grand sous-tore déployé de C, et soit L”= L/D. Le
groupe [" N D(Q) est un sous-groupe arithmétique de D(Q), donc fini, et
comme I est sans torsion, ona I' " D(Q) = {1}; ainsi I' s’identifie a

un sous-groupe de L{Q) et il est facile de voir que ce sous-groupe est
arithmétique. On est ainsi ramené au cas ou D = {1}, i.e. ou le rang de C
sur () est nul. Le quotient de D(R) par I' ™ C(Q) est alors compact. Soit
d’autre part M = L/C; c’est un groupe semi-simple, et ’image FM de I'

dans M(Q) en est un sous-groupe arithmétique (pouvant a priori avoir de la
torsion). Soit maintenant K un sous-groupe compact maximal de G = L(R),
et soit KM un sous-groupe compact maximal de M(R) contenant I’image de
K par I’homomorphisme de projection p : G » M(R). D’apres [33], il existe
une application f : M(R) -~ R, qui est de classe C™ et vérifie les propriétés

suivantes:

(i) f est invariante a droite par FM et a gauche par KM;

(ii) 1’application fF : M(R)/FM > R, déduite de f par passage au
quotient est propre (i.e. fr(x) tend vers l’infini avec x).

(iii) il existe un compact de M(R)/FM en dehors duquel fr n’a pas
de point critique (i.e. dfr, ne s’annule pas).

En composant f avec p, on contient une fonction F: G » R - Cette
fonction F jouit des propriétés (i), (ii), (iii) ci-dessus relativement aux
groupes K et I'; c’est immédiat pour (i), et pour (ii) et (iii) cela résulte
de ce que g/T" > M(R)/FM est propre (puisque C(R)/(I' N C(Q)) est com-

pact). On peut maintenant appliquer a F ’argument de Raghunathan

[33]: soit X = K\G/I" et soit FX : XF > R, la fonction definie par

r

F. Du fait que I" est sans torsion, XF est une variété différentielle, et

FX jouit des propriétés (ii) et (iii) ci-dessus. Si c est un nombre reel
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assez grand, un argument standard montre que XF est difféomorphe a

P’intérieur de la variété a bord YF = {x | FX(X) < c}, qui est compacte.
Il en resulte que XF est bordable, cf. n°2.1; le groupe I" est donc de

type (FL) et l’on a cd(I") < d(G)-1 d’apres la prop. 18.

(a;) Lerang de L sur k est > 1, et S # 2%
On raisonne par récurrence sur le nombre d’éléments de S — 3. Soit

v eS=3% etposons S, =S = {vl. Si U est un sous-groupe ouvert

compact de G, notons FU le sous-groupe de I" forme des €léments dont
I’image dans G,, appartient a U; il est immédiat que FU est un sous-
groupe S -arithmeétique de L(k). Vu I’hypothese de reécurrence (resp. le
cas (a,) si S, = £%), le groupe FU est de type (FL) et 'on a

cd(FU) < d(G) — d(G). D’autre part; I’ensemble I"\G,/U est fini, en

vertu d’un résultat de Borel ([6], p. 28, formule (1)). On peut donc appli-

quer les prop. 19 et 20, et I’on en déduit bien que I' est de type (FL) et
que cd(I") < d(G).

Cas (b)

Comme le rang de L sur k est 0, le quotient G/I" est compact: cela
résulte d’un théoréme récent de Harder (cf. [18], Kor. 2.2.7 pour I’énoncé
analogue dans le cas ‘‘adé€lique’’, énoncé qui entraine facilement celui
dont nous avons besoin). Faisons alors operer I sur le CW-complexe T

produit des immeubles T, des G, veS. Du fait que G/I" est compact,

les cellules de T sont en nombre fini modulo I’action de I'; de plus, les

stabilisateurs I’ des cellules o de T sont les sous-groupes finis de T".

On en deduit que ceux-ci sont en nombre fini, a conjugaison pres dans
I'. Comme I' est résiduellement fini, il existe donc un sous-groupe

d’indice fini i 1€
de I" qui ne rencontre les I; qu’en 1’élément neutre, donc

qui est sans torsion. Ceci montre déja que I' est virtuellement sans
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torsion. Supposons maintenant que [’ soit sans torsion. Alors I' opere
librement sur T, et le complexe quotient T/T" est fini. D’ou le fait que
[ est de type (FL) et que cd(I') < d(G), ce qui démontre (b). [Le fait
que I' soit isomorphe au groupe fondamental du complexe fini T/I" en-
traine que I est un groupe de présentation finie, résultat que l’on peut

également démontrer par les méthodes de Behr [2], [3].]

COMPLEMENTS

1) Dans (b), on peut se borner a supposer que le rang semi-simple de
L est nul; la démonstration est analogue. Par contre, lorsque le rang
semi-simple de L est > 1, le groupe L contient un sous-groupe isomorphe

au groupe additif G,; si p est la caractéristique de k, on en deduit que

I" contient une somme directe infinie de groupes cycliques d’ordre p.
Ainsi, I" n’est pas virtuellement sans torsion, ni a fortiori de type (WFL).
Pour obtenir des résultats positifs, il faut donc ‘“‘négliger p”’. De facon
plus précise, on montre que I’ contient un sous-groupe d’indice fini r”

qui est sans p ~torsion (i.e. tout €lément de I'” est d’ordre infini ou d’ordre

une puissance de p), et que ’on a ch(F ) < d(G) pour tout anneau com-
mutatif A dans lequel p est inversible, par exemple Z[—Il)—].

2) Supposons que k soit un corps de nombres, soit P un sous-groupée
parabolique de L, et soit " un sous-groupe S-arithmétique de P(k) qui
soit net ([71, 17.1). Alors I' est de type (FL). Indiquons brievement la
démonstration. Soit N le radical unipotent de P, et soit M = P/N; le
groupé M est réductif. Si S = X%, le groupe FN = ' »n N(k) est un

groupe nilpotent de type fini sans torsion, donc de type (FL), cf. n® 1.4, e);

d’autre part [‘/FN est isomorphe a un sous-groupe arithmétique de M(k),

et n’a pas de torsion du fait que [ est net; d’apres le th. 4, c’est un
groupe de type (FL), et la prop. 6 montre qu’il en est de meme de r.
Lorsque S #£ X, on raisonne par récurrence sur Card(S — %), comme
dans la démonstration du th. 4, (2). La seule chose a vérifier est que, si

U est un sous-groupe ouvert de G, avec v € S — 3, I'ensemble
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F\GV/U est fini. Or, on sait que Gv/p(kv) est compact; il en résulte

qu’il suffit de vérifier la finitude de F\P(kv)/Up, ou UP est un sous-

groupe ouvert de P(k,); cela se déduit facilement du résultat correspon-

dant pour M(k,), démontré par Borel ([6], loc. cit.).

THEOREME 5. Soit I" un sous-groupe de type fini sans torsion de
GL, (k). Ona cd(I") < oo .

Comme I' est de type fini, on peut choisir S assez grand pour que I'

soit contenu dans le groupe FS = GLn(OS)' Distinguons alors deux cas:

a) k est un corps de nombres algébriques.

Le th. 4 montre que vcd(FS) < o . Comme I' est un sous-groupe de

FS’ on a ved(I") < vcd(r‘s) < o , et comme I" est sans torsion, on a
ved(I') = cd(I"), d’ou le resultat.

b) k est un corps de fonctions sur un corps fini.

On ne peut plus appliquer directement le th. 4. On fait opérer I' sur

le produit T des immeubles Tv' veS. Du fait que I' est sans torsion, il
opére librement sur T, et I'on a cd(I") < dim(T), d’ou le résultat.
REMARQUE

Dans 1’énoncé précédent, il est essentiel que k soit un corps de nom-

bres (ou un corps de fonctions d’une variable sur un corps fini). Ainsi, si

I’on prend pour k le corps Q(t), le sous-groupe I' de GLz(k) engendre

. 0 . .
par les matrices ((1) i) et (8 1) est sans torsion et contient des sous-

groupes abéliens libres de rang arbitrairement grand; on a donc cd(I') = .

J’ignore s’il existe des exemples analogues ou I" soit de présentation

finie, et pas seulement de type fini.

2.5. Exemples.

Commencons par SL, :
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PROPOSITION 21. Soit k un corps de nombres algébriques, et soit S un
ensemble fini de places de k contenant les places archimédiennes. Si I"

est un sous-groupe S-arithmétique de SLz(k), on a

vedI™) =n+s -1, avec n= [k: Q] et s = Card(S).

Si veS, posons G = SLz(kv) et soit G = H G, D’apres le th. 4,
veS

on a ved(I") < d(G) — 1, avec d(G) = 2 d(Gv). Si v est ultramétrique,

veS
ona d(G,) = 1, puisque SL, est de rang 1. SiveZl® etsik, =R,

’espace symétrique T,, attache a v est isomorphe au plan hyperbolique

SLZ(R)/SOZ(R), et d(G,) = dim(T,) = 2. Si k, = C, ona
T, = SL,(C)/SU,(C) et d(G,) = dim(T,) = 3.

On a donc
dG) = s +r1q + 21‘2
ou r; (resp. 1,) est le nombre de places réelles (resp. complexes) de k;
comme n = r; + 2r,, onen deduit
vedI™ < n+s -1
L’inégalité opposée résulte du lemme suivant:

LEMME 6. Soit A un sous-groupe S-arithmétique du groupe trigonal su-
périeur de SLz(k). Onavcd(A) =n +s — 1.

[Comme A N I est d’indice fini dans A, ona
ved(A) = ved(A N T < ved(I), cf. n° 1.8,

et I’on obtient bien I’inégalité cherchée.]

Reste a démontrer le lemme. Soit { un nombre premier distinct des
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caractéristiques résiduelles des corps locaux k,, veS. D’apres le théo-

réme des unit€s, le groupe O; des éléments inversibles de OS est de rang

*

s—1. On peut donc trouver un sous-groupe A de OS

qui ®st d’indice fini,

. ~ S— . ~
et isomorphe a Z 1; quitte a remplacer A par un sous-groupe de con-
gruence, on peut en outre supposer que tous les €léments de A sont con-

grus a 1 modulo {. Soit A’ le sous-groupe de SL2(OS) formé des matrices
(i g) telles que c = 0 et a ¢ A. Comme A’ est commensurable 2 A,

et sans torsion, on a cd(A’) = vcd(A) et 'on est ramené a montrer que

cd(A) > n + s—1. Or A’ est extension de A par OS; si ’on prend

7./ 07 comme coefficients, on a donc une suite spectrale:
E, = H'(A,H'(OS,Z/EZ)) —=> H'(A\’, 2/0Z7).

Mais on peut écrire Og comme extensica d’un groupe T par le groupe 7",
o T est un groupe de torsion dénombrable dont tous les €lements sont

d’ordre premier a . Il en résulte facilement que

H'(Og, Z/0Z) = H'(Z% Z/17),

et cette algebre de cohomologie est donc une algebre extérieure a n géné-
rateurs indépendants de degré 1. D2 plus, le fait que les éléments de A
soient congrus a 1 (mod. {) entraine que A opere trivialement sur

H* (OS, 7./{7). On peut donc écrire le terme E, ci-dessus sous la forme

E2 = H.(A’ Z/EZ) ® H' (Osl Z//QZ),

et les deux facteurs sont des algébres extérieures ayant respectivement
s — 1 et n générateurs indépendants de degré 1. On en déduit par un

argument standard ’ que H+S—1(A” 7/0Z) est isomorphe a Z/lZ, d’ou

cd(A”) ®n +s — 1, ce qui démontre le lemme.

7 On peut méme montrer que E, = E_ etaque H*A’, Z/0Z) est une algébre

exterieure a N+ S — 1 générateurs indépendants de degré€ 1.
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REMARQUE

Il serait intéressant de trouver une démonstration a priori de I’égalité

ved(IM) = ved(A).

Passons maintenant aux groupes déployés de rang > 2. Soient k,
S,n,s comme dans la prop. 21, et soit L un groupe algé€brique semi-simple
déployé de rang { > 2 et de dimension N = f + 2m. Si veS, soit
G, = L(k,). L’invariant d(G,) est facile a calculer:

d(Gv) - ¢ si v estultramétrique
dG,) = N-m = f + m si v estréelle

dG) = N = f + 2m si v est complexe.

Si G = H Gv, on a donc

veS

dG) = £ d(G) = ls + mry + 2mr, = s + mn.

Soit I" (resp. A) un sous-groupe S-arithmétique de L(k) (resp. d’un sous-
groupe de Borel de L(k)). Le th. 4 montre que

ved(ID) < d(G) = fs + mn.
D’autre part, un argument analogue a celui du lemme 6 donne:
ved(A) = (s = 1) + mn = {s + mn — [.
On en conclut comme ci-dessus:
(*) fs + mn — €< vedT) < fs + mn.

Comme { > 2, les in€galités (¥) ne suffisent pas a déterminer la valeur

de vcd(I'). Ainsi, pour SL3(Z), onafl=2,m=3n=1s=1, d’ou:

ved(SL4(Z)) 3 ou 4.

De méme:

vcd(Sp4(Z)) 4 ou 5.

1]
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En fait, ce sont les valeurs les plus basses qui sont correctes. Plus
généralement, on peut montrer que, si G,L,I" vérifient 18s hypotheses du
th. 4, on a ved(I") = d(G) — ¢, ou { est le rang de L sur k (la démon-

stration figurera dans un travail écrit en collaboration avec A. Borel).
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§3. MESURES D’EULER-POINCARE

3.1. Définition.

Soit G un groupe localement compact unimodulaire (Bourbaki, Int.,
chap. VII, p. 18) et soit y une mesure invariante sur G. Si I' estun
sous-groupe discret de G, la mesure p definit par passage au quotient

une mesure sur G/I", notée encore p; si cette mesure est bornée, on peut

donc définir w(G/T") =

est compact.

p; ceci s’applique en particulier lorsque G/T

G/T

DEFINITION. On dit que p est une mesure d’Euler-Poincaré sur G si
tout sous-groupe discret I de G, sans torsion, et a quotient compact,
posséde les deux propriétés suivantes:

(@) T est de type (FL).

() Ona x(I) = wG/D).

REMARQUES

1) Supposons que p soit une mesure d’Euler-Poincaré€ sur G, et soit
" un sous-groupe discret de G a quotient compact. Supposons que r
soit virtuellement sans torsion (ce qui est le cas pour tous les groupes G
““usuels’”). Alors I est de type (WFL) et 'on a x(I') = w(G/T); cela
se voit en appliquant (a) et (b) ci-dessus a un sous-groupe sans torsion
d’indice fini de T

2) Lorsque G posséde un sous-groupe discret, sans torsion, et a
quotient compact, il existe au plus une mesure d’Euler-Poincaré sur G.
S’il en existe une, on ’appelle la mesure d’Euler-Poincare de G.

3) On a vu au §2 de nombreux exemples de groupes G pour lesquels
tout sous-groupe discret sans torsion a quotient compact est de type (FL);

pour un tel groupe, la seule propri€té a verifier est (b).
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Donnons maintenant quelques exemples de mesures d’Euler-Poincaré
(on en verra d’autres par la suite):
(i) Un groupe discret G de type (WFL) possede une mesure d’Euler-

-

Poincaré p caractérisé€e par la formule
pg)) = x(G) pour tout geG.

(ii) Si G est compact, la mesure d’Euler-Poincar€ de G est la mesure
de Haar de G normalisée par la condition p(G) = 1.

(iii) La mesure d’Euler-Poincaré de R" est nullesi n > 1.

(iv) Soit k un corps local, a corps résiduel fini ayant q éléments,

et soit Oy 1’anneau des entiers de k. Soit G = SLz(k), et soit p la me-

sure de Haar de G, normalisé€e de telle sorte que le sous-groupe ouvert

compact SL,(Oy) ait pour mesure q — 1, cf. [38], p. I-20. La mesure

d’Euler-Poincaré de G est égale a — . En effet, d’aprés Ihara [22], G
contient des sous-groupes discrets sans torsion a quotient compact, et,
si T est un tel sous-groupe, I est un groupe libre de rang u(G/I") — 1
([22], th. 1 — voir aussi [38], loc. cit., th. 5); on a donc

xI) = 1-rg@ = - uG/D)
ce qui montre bien que — p est la mesure d’Euler-Poincaré de G.

3.2. Le cas réel (rappels).

C’est celui oi G est un groupe de Lie réel, unimodulaire, ayant un
nombre fini de composantes connexes. Si K est un sous-groupe compact
maximal de G, on note T l’espace homogene G/K, cf. n®2.1. Il est bien
connu (cf. par exemple [32], [34]) que ’application de la formule de Gauss-
Bonnet aux quotients de T entraine l’existence d’une mesure d’Euler-
Poincaré sur G. De facon plus précise, distinguons deux cas:

a) d(G) = dim(T) est impair.

Dans ce cas, si [ est un sous-groupe discret sans torsion de G, a

quotient compact, la variété XF = I\T = I'\G/K est une variété com-

pacte de dimension impaire, et sa caractéristique d’Euler-Poincaré est
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nulle. On a donc ¥(I') = 0 ce qui montre que 0 est une mesure d’Euler-
Poincaré sur G.

b) d(G) = dim(T) est pair.

Posons d(G) = 2n. Munissons T d’une structure riemannienne in-
variante par G, ce qui est possible puisque K est compact. A cette
structure est associée une forme d’Euler-Poincaré (1 qui est une forme
tordue de degré 2n sur T, donc s’identifie a une mesure réelle sur T.
Rappelons briévement comment se définit cette forme:

De facgon générale, soit X une variéte riemannienne de dimension 2n
et soit R son tenseur de courbure (cf. Milnor [30] §9). Soit €1,..-,€p, UM
repére orthonormal du fibré tangent @ X dans un ouvert U. Sur U, la
donnée de R équivaut a celle d’une famille (Qij)’ 1 <i, j<2n, de formes

différentielles de degré€ 2, telles que

R(u,v)e; = 2 Qij(u,v)ej
j

pour tout couple (u,v) de champs de vecteurs sur U. Les formes Q‘ij de-

pendent de facon alternée de (i,j) et commutent entre elles, puisqu’elles
sont de degré 2. On peut donc définir le pfaffien Pf((Qij)) de la matrice
(Qij), cf. Bourbaki, Alg., chap. IX, §5, n®2. C’est une forme de degré 2n
sur U. Posons

_ 1
0 - ol PE((Q;;)

Si I’on remplace ey,...,e,, par un autre repere orthonormal de méme orien-

(resp. d’orientation opposée) la forme ) ne change pas (resp. est remplacée
par — Q). Elle définit donc par recollement une forme tordue de degré 2n
sur X, i.e. une mesure réelle, appel€e forme (ou mesure) de Gauss-Bonnet.
Si A est une piéce compacte de X (Bourbaki, Var., R., 11.1), de bord JA,

la formule de Gauss-Bonnet prend la forme suivante (cf. Chern (14D

X(A) :fﬂ +f H’
A JdA
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ou Il est une certaine forme de degré 2n—1 sur JA. En particulier, si
X est compacte, on peut prendre A = X, JA = @J, et I’on obtient la

formule de Gauss-Bonnet usuelle:

x(X) =fQ.
X

Revenons maintenant au cas de la variété T = G/K, munie d’une
structure riemannienne invariante par G. La forme () correspondante est
également invariante par G. Comme K est compact, il existe une mesure
p invariante sur G, et une seule, dont I’image par G » G/K soit la me-
sure (; si v désigne la mesure de Haar de K, normalisée de telle sorte

que v(K) = 1, ona p/v = Q.
PROPOSITION 22. La mesure p est une mesure d’Euler-Poincaré sur G.

En effet, soit I" un sous-groupe discret sans torsion de G, a quotient

compact. Si QF désigne la forme de Gauss-Bonnet de 1’espace riemannien

X = I'\T, ona x(I') = xX{) = Q.. . Mais le caractere local de
r r r
Xr
Q) montre que I’image réciproque de QF par T » XF =I'\T est ). On
en conclut que I’image par la projection I'\G - XF de la mesure p est

’

QT" d’ou

X =f O =f p = pC\G).
Xr I'\G

La proposition résulte de 13, et du fait que pu(I'\G) = w(G/T") puisque G
est unimodulaire.

Passons maintenant au cas ou G est réductif, i.e. de la forme L(R)
oi L est un groupe algébrique réductif sur R. Notons g (resp. f) l’alge-

bre de Lie de G (resp. de K). Le résultat suivant est bien connu:

PROPOSITION 23. La mesure d’Euler-Poincaré p de G est # 0 si et

seulement si g et ¥ ont meme rang (i.e. si f contient une sous-algebre
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. . n ~
de Cartan de g). S’il en est ainsi, le signe de p est -1, ou

n = %dim(G/K).

(Noter que G possede des sous-groupes discrets a quotient compact,
d’aprés un théoreme de Borel [5]; on peut donc parler de la mesure d’Euler-
Poincaré de G.)

La démonstration repose sur le principe de proportionnalite de Hirze-
bruch. Résumons-la:

On se ramene d’abord facilement au cas od G est semi-simple. Soit
m D’orthogonal de f dans g pour la forme de Killing. Si l’on identifie m
a I’espace tangent a G/K en ’élément neutre, le tenseur de courbure R

en ce point est donne par

Ruvw = uvl, wl, (u,v,w €m)

cf. par exemple [25], p. 231, th. 3.2 (noter que la définition de R utilisée
dans [25] est ’opposée de celle de Milnor [30], que nous avons adopt€e).

Soit d’autre part 6c ~ Cog=g®aigla complexifiée de g. La décompo-

sition de g en f © m donne une décomposition de 6c:

8c = t emeif @im.

L’algébre de Lie g” = f o im est une forme réelle de g . Soit G’ le

groupe simplement connexe correspondant, et soit K’ le sous-groupe de
G’ correspondant 3 la sous-algebre f. Les groupes G’ et K’ sont com-
pacts; l’espace homogene G 7K~ est parfois appel€ le dual de I’espace

G/K. Sil’on identifie im a l’espace tangent a G /K’ en ’élément neu-

tre. le tenseur de courbure R * de G/K’ est donné€ par la meme formule

que ci-dessus
(u,v,w € im).

R@v)w = ([u,v], wl

Il en résulte que la bijection u » iu transforme R en — R’ Notons
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alors Q (resp. Q) la valeur en 1’élément neutre de la forme de Gauss-

Bonnet de G/K (resp. de G’/K”’). Ce qui précede montre que u » iu

transforme Q N Q- _1 . ..
en (-1)" Q7 avec n = 5 dim(G/K) si dxm‘EG/K) est paire

(si cette dimension est impaire, on a @ = Q” = 0). Mais l’intégrale de Q~’
sur G 7K’ est égale a x(G7K’). La prop. 24 revient donc a affirmer que
X(G7K’) = 0 sile rang de { est strictement inférieur a celui de ¢, et
que }(G7K”) > 0 si ces deux rangs sont €gaux, ce qui est un résultat

classique de Hopf-Samelson [21].

EXEMPLES

1) Supposons que G soit le groupe réel sous-jacent a un groupe ré-
ductif complexe de dimension > 1. Le rang de f est alors €gal a la
moitie de celui de g; vu la proposition précédente, on en conclut que
,,L = O

2) Si G est semi-simple déployé, ona pu # 0 si et seulement si —1
appartient au groupe de Weyl du systeme de racines de G; cela équivaut
a dire que tous les facteurs simples de g sont de type Ay, By, Cp, Dy (¢
pair), E,, ES’ F4 ou G2. : ‘

3) Prenons en particulier G = SL,(R). Soit
x_ (01 _ (00
Qo ¥Y=Q0 D, z-¢DH

la base c i e i
anonique de g (et méme de gZ), et soit a le 3-covecteur sur ¢

tel que a(X,Y,Z) = 1. Ce covecteur définit sur G une mesure de Haar

1

i, (mesure ‘‘arithmétique’’
a ique’’). En terme de [T la mesure d’Euler-Poincarée

u de G est donn€e par la formule

__ 1
femete

Cela se verifie i ifi
, par exemple, en identifiant ’espace homogene

T = SL,(R)/S0,(R)
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au demi-plan de Poincaré H = {z | Im(z) > 0}, et en montrant que la me-

sure de Gauss-Bonnet de H est —5—7-17— dxdy/y2.

3.3. Le cas ultramétrique.

Dans ce n®, G désigne un groupe localement compact unimodulaire

qui opére cellulairement sur un CW-complexe T. On fait les hypotheses

suivantes:

i) T est contractile.

ii) T est localement compact (donc de dimension finie).

iii) Pour toute cellule o de T, le stabilisateur G de o dans G est
un sous-groupe ouvert compact de G.

iv) Tout sous-groupe compact de G est contenu dans un G .

v) Les cellules de T sont en nombre fini modulo 1’action de G.
(Ces conditions sont satisfaites lorsque G = L(k), ou k est un corps local
localement compact et L. un groupe algébrique réductif connexe défini sur
k, le complexe T étant I'immeuble de G au sens du n® 2.2.)

Soit & ’ensemble des cellules de T et soit S un systéme de repré-
sentants de G\ dans &; d’aprés v), X est fini. Si p est une mesure

invariante sur G, non nulle, posons

_ _1ydim(0) 1 )
X(#) E‘z( Him) o

Cette somme a un sens, puisque chacun des Ga est ouvert compact, donc
a une mesure # 0. Elle ne dépend pas du systéme de représentants z
choisi: en effet, puisque G est unimodulaire, on a

WGy, = weGe™ ") = wG,)

si geG, 0¢S. De plus, si ’on multiplie p par une constante c, x(p) est

multipli€ par ¢!, Le produit g = x(p)p est donc indépendant du choix

de p; nous I’appellerons la mesure canonique du groupe G.
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ProPOS '
ITION 24. La mesure canonique fg est une mesure d’Euler-

Poincaré.
Soit I' un sous-groupe discret sans torsion de G, a “quotient compact
Le groupe I' opére librement et proprement sur T et le quotient " \T est

compact. D’aprés la prop. 9 (ou la prop. 11), I" est de type (FL), et ’on a

X0 = xC\T) = 3 (=pdim(@)
odl'\&
Mais le G-ensemble & s’identifie a la somme disjointe des espaces homo-

genes G/G, oel, et I'\G s’identifie a la somme disjointe des ['\G/G
0"

oge3. Onpe Scrire I’ i i
peut donc récrire ’expression ci-dessus sous la forme

x0) = 3, (04m9) caraP\G/G,).
oeX

Comme r est sans torsion le roupe ouvert co act G opele llblelne“t
r ’ g m
p g

(@ droite) sur I'\G. On en conclut que, si i est une mesure de Haar de

G, ona

pI™\G) = wG,) . Card(I"\ G/G ).
D’ou:

x() = u("\G) (—1ydim(o) _1_
Ez ) wG,)

= p('\G) x(p) = re(G/D),

ce qui démontre la proposition.

COROLLAIRE. Soit L un groupe réductif connexe sur un corps local K

localement compact. Le groupe G = L(k) possede une mesure d’Euler-
Poincaré.

Nous verrons au n°

suivant que, si L est semi-simple, cette mesure
est # 0 et que son signe est (—l)g, ou [ est lerang de L sur k (i.e. la

dimension de T).

COHOMOLOGIE DES GROUPES DISCRETS 141

EXEMPLE
Prenons G = SL,(k), de sorte que T est un arbre et que 3 est formé

de deux sommets P,Q et de I’aréte PQ. Si q est le nombre d’éléments du
corps résiduel de Kk, le groupe GPQ est d’indice q + 1 dans GP et GQ.
D’ou:

a+1-q- 1)/#(GP)

It

(1 - /uGp)-

La mesure d’Euler-Poincaré kg est donc caractérisée par la relation

“G(Gp) - — (g - 1); comme GP = SL,(Oy), on retrouve le résultat de

l’exemple (iv) du n° 3.1.

REMARQUE

Il est trés probable que tout groupe G de la forme L(k) possede des
sous-groupes discrets sans torsion a quotient compact; cela doit pouvair
se démontrer par voie arithmétique, comme 1’a fait Borel [5] dans le cas

réel.

Mesure d’Euler-Poincaré sur un produit H x G

Soit H un groupe localement compact unimodulaire, muni d’une mesure

invariante (Ore Munissons le groupe H x G de la mesure produit

Pacg = MH® Fa de py Par la mesure canonique de G. Soit I" un sous-

groupe discret sans torsion de H x G. Pour tout o ¢S, soit
I, = I'nHx Gp;

la projection H est injective (car son noyau est discret et compact);

L -
elle identifie 1“0 a un sous-groupe discret sans torsion de H. Faisons les

hypothéses suivantes:
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(a) Pour tout ’
ut o €3, ’ensemble I'\(H x G)/(H x G,) est fini.

(b) Pour tout o €&, le groupe I est de type (FL), le quotient H/T
est de volume fini, et = 7
i, et x(I) = py(H/TD). -

I ROPOSITION 25- SOUS IeS hvpothe\ses CI-deSSUS, I est de t}’pe (I L),
Ie quotieﬂt (H X G)/I est de VOIUlTle tinl et I = I,L II G l .

La demonstration est analogue a celle de la prop. 24. Le fait que I

soit de type (FL) résulte de la prop. 20, ou de la prop. 11. Cette derniere
montre en outre que

x() = 2 (_l)dim(o) X(I:,-)v
oel"\&

d’ou
x(IM = E (_l)dim(o) #H(I—;\H) )
o' \&S

Soit I un systeme de représentants des éléments de

'\(H x G)/H x G).

Les go (€3, gel)) forment un systéme de représentants de ['\&. On a
donc: .

xI) = 2 (_l)dim(a) 2 “H(Fgo\ H),
geX gel,,
Posons:

g _ -1
l;’ = 8 Fgo-g = (HXGO_)ﬂ g_lrg_

Fai H Srer a i

aisons operer H x G a droite sur I'\(H x G); cet espace se décompose
en orbites isomorphes aux I;g\(H x G), gel ;. On en déduit que

(H x G)/T" est de volume fini, et que, si p est une mesure de Haar sur G

on a

(e WONHEXG) = > (u © pILE\H X G,).
gfI(7
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De plus, en projetant l;g\(H x G,) sur I“Ug\H, on obtient:
(g e WLENH=G)) = py (T BN - w(G)
S| RN R

Utilisant ces formules, on voit que 1’on peut récrire (') sous la forme

- r ] _pydim(@) _1
() = (g e WIO\E =G, 3, DI 2o

gex g

(g ® WI\H x G) - x ()

(#H ® pG)((H x G)/T),

ce qui démontre la proposition.
COROLLAIRE. Si Py est une mesure d’Euler-Poincaré sur H, la mesure

PG = Ma ® kg est une mesure d’Euler-Poincaré sur H x G.

Soit I un sous-groupe dizcret sans torsion de H x G, a quotient com-

pact. Si o ¢S, I’espace I'\(H x G)/(H x Go) est compact et discret, donc

fini. D’autre part, on voit comme dans la démonstration du th. 3 du n® 2.3

que H/I:7 est compact. Vu I’hypothese faite sur (H, ;LH), cela entralne
que I est de type (FL) et que x@) est égal a ‘uH(H/T;T). On peut donc

appliquer la prop. 25 a I'; d’ou le fait que FHxG est une mesure d’Euler-

Poincaré sur H x G.

3.4. Le cas ultremétrique : déterminaiion de {i..

Soit k un corps local localement compact, soit L un groupe simple
simplement connexe sur k, de rang relatif {, et soit G le groupe L(k).

Nous nous proposons de déterminer la mesure canonique kg de G. Comme

Fa est invariante, il suffit de connailtre sa valeur sur un sous-groupe
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ouvert compact de G. Or, d’aprés les résultats de Bruhat-Tits rappelés
au n® 2.2, le groupe G posséde un systéeme de Tits (G, B, N, S) (cf. [9],
p. 22) dans lequel B est un sous-groupe ouvert compact de G, appelé

sous-groupe d’lwahori. 1l suffit donc de déterminer #G( B). Cela se fait

au moyen d’une certaine fonction rationnelle de plusieurs variables que
nous allons définir (la méme fonction intervient dans les travaux de I. G.

Macdonald sur la formule de Plancherel):

La fonction W(t)
Soit (W,S) un systeme de Coxeter ([9], p. 11) tel que S soit fini. Soit

t = (t;);q une famille finie d’indéterminées, et donnons-nous une applica-

tion s » i(s) de S dans I vérifiant les conditions équivalentes suivantes
(cf. [9], p. 12, prop. 3):

(a) i(s) = i(s”) si s et s’ sont conjugués dans W;

(B) i(s) = i(s”) sil’ordre m(s,s’) de ss”’ est fini et impair.
Si seS, on écrit tg au lieu de ti(S)'

Soit weW. Choisissons une décomposition réduite (51""'Sq) de w,

cf. [9], p. 9; le monome ty = tsl ...ty est indépendant du choix de

(sl,...,sq) en vertu de la prop. 5, p. 16 de [9]. Le degré€ total de t, est

égal a la longueur l(w) de w; il tend vers ’infini avec w. Si A est une

partie de W, on peut donc poser:

AW = At = Dty -
weA

C’est une série formelle a coefficients entiers > 0 en les t;; lorsque la
famille (t;) est réduite a un €lément t, on retrouve la série A(t) étudiée

dans [9], p. 45, exerc. 26.

Si Y est une partie de S et WY le sous-groupe qu’elle engendre, on

peut appliquer ce qui précede a A = Wy‘ On obtient ainsi une série for-

melle WY(t); si Y = S, on écrit W(i) au lieu de WS(t),
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PROPOSITION 26. (a) W(t) est une fonction rationnelle des t;.

(b) Si W est fini, et si W, est son élément de plus grande longueur,
on a

b, W) = 1/WaTY) = D e(N/W (1), o e(Y) =
"o YCS

(_I)Card(Y)_

(c) Si W est infini, on a

o= 3 E(V)/ W, (1).
YCS

(d) Si W est infini, et si tous les WY (Y # S) sont finis, on a

W(i—l) = —e(S) W().

(e) Si W est de type euclidien, la série W(t) converge absolument
dans le polydisque unité |t;| < 1.

Les démonstrations de (b) et (c) sont identiques a celles des re-
sultats correspondants de ’exerc. 26, loc. cit. (voir aussi Solomon [42],
§3). Il est inutile de les reproduire. L’assertion (a) se démontre par ré-

currence sur Card(S). Le cas ou W est fini est trivial, W(t) étant un poly-

nome. Si W est infini, (c) montre que

ES/WW) = = 3, eW/W )
Y£S

et les WY(t) sont des fonctions rationnelles en vertu de ’hypothése de
récurrence; il en est donc de méme de W(t).
Pour (d), on substitue t—1 3 { dans (c); cela donne la formule
-1 -1
EOMY) = — 3, eO/W L.
Y#£S

En la combinant a (b), appliqué aux WY’ on obtient:
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-1
e®/MET) = = D, e D, e(@/W .
Y #£S ZCY
Mais, si Z est une partie de S distincte de S, la sommg des €(Y), pour
Z CY CS, est nulle; la somme analogue, €tendue aux Y distincts de S,
est donc égale a — &(S). Cela permet de récrire la formule précédente

sous la forme

E®MET) = —e(8) Y (@MW),
Z£S
et en comparant avec (c), on en déduit bien que 1/W(t~1) est égal a
— e(S)/W().
Reste a prouver (e). Comme les coefficients de la série W(i) sont
> 0, il suffit de montrer que la série en une variable W(t) converge abso-
lument dans le disque |t| < 1; cela résulte de ce que les poles de W(t)

sont des racines de 1'unité, cf. par exemple [23], n° 1.8 ou [9], p. 231.

Application aux systémes de Tits
Soit (G,B,N,S) un systéme de Tits de groupe de Weyl W = N/(B N N).
Si weW, notons C(w) la double classe BwB; le groupe G est réunion dis-

jointe des C(w), weW (décomposition de Bruhat). Si Y CS, notons GY

la réunion des C(w), weWY; c’est le sous-groupe parabolique de G défini

par Y.
Supposons que tous les C(w) soient réunions finies de classes a

gauche modulo B, et posons
q, = Card(C(w)/B) = (B:B,) oi B, = BNwBw '
Ceci s’applique en particulier aux €léments s de S.

LEMME 7. (a) Les qg sont des entiers > 2.

(b) Si (sl,...,sq) est une décomposition réduite de W, on a

Qy = qsl...qsq.

(c) Si s,s’€S sont conjugués dans W, ona qg = qg .
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Ce résultat est connu, cf. [9], p. 55, exerc. 24. Rappelons-en la de-
monstration:

Si qq était €gal a 1, on aurait BsB = sB et, en passant aux inverses,
BsB = Bs, d’ou sBs = ssB = B, contrairement a ’axiome (T4) des

systémes de Tits ([9], p. 22). Cela démontre (a).
Pour (b), il suffit de prouver que, si weW et seS sont tels que

f(ws) = €(w) + 1, ona qyg = Qyls: Or, dans ce cas, on sait que

C(ws) = C(w)C(s), cf. [9], p. 26, cor. 1. Décomposons alors C(w) (resp.

C(s)) en réunion disjointe de classes a gauche g;B (resp. th), avec
1< i< qy (resp. 1 <j < gy Ilresulte de la formule ci-dessus que
tout élément de C(ws) est contenu dans une classe a gauche gith et

tout revient a montrer que ces classes sont deux a deux distinctes. Sup-

posons donc que l’on ait gihj € gi/hjfB. Comme hj et hjz appartiennent
au groupe Gg = BUC(s), ona g; ¢ g;-Gg d’ou g; ¢ g;/B ou g; ¢ g;-C(s).
La seconde relation est impossible, car elle entralnerait g € C(w)C(s) =
C(ws) alors que g; appartient a C(w). On adonc g; €g;‘B, i.e. g; = g’
d’ou th = hj,B et j = j’, ce qui démontre notre assertion [lorsqu’on ne
fait plus d’hypotheses de finitude, le méme argument montre que C(ws)

<’identifie 3 C(w) xB C(s) si (ws) = lw) + 1].

Pour prouver (c), il suffit de voir que, si ’ordre n de ss ’ est fini et
i i = Posons n = 2m + 1, et soit w = (ss)HMs =
impair, on a g5 = 8¢ = ,
(s’s)Ms’; les décompositions
(s,s’,s,s’,...,s) et (s’,s,s’,s,...,s")

de w sont toutes deux réduites ([9], p. 11). En leur appliquant (b), on

voit que
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(a53s)™Mag = 9y = (@g-ax)™ag-

d’ou q4 = q4-, ce qui acheve la démonstration du lemme.

Soit maintenant I le quotient de S par la relation

‘‘s et s’ sont conjugués dans W,”’

soit i ’application canonique de S sur I, et soit t = (t;);, une famille

d’indéterminées indexée par 1. Si seS, posons comme ci-dessus tg = ti(s)

et W(t) = 2 t,- D’apres le lemme 7, on peut definir une famille
weW
q = (q;);q d’entiers > 2 telle que i(s) = 9s = Card(C(s)/B) pour tout

seS; la valeur t (q) du mondme t, pour la famille (q) est égale a qg,

d’apres (b).

PROPOSITION 27. Supposons W infini, de type euclidien irréductible.

(a) La fonction rationnelle W(t) est définie aux points q et q'l; on a

—e(®) W) = Wg™H) = >, Vay,
weW
cette derniere série étant convergente.

(b) Si Y est une partie de S distincte de S, I’indice de B dans GY

est fini, et égal a WY(q) = E Qg -
we Wy
() Ona E(V)/(GyB) = — £(S)/W(g) > 0.
Y#£S
Comme les qg sont > 2, la prop. 26 (e) montre que W(1) est définie

. -1 . - <
au point q~~ et que sa valeur en ce point est égale a la somme de la

série convergente X 1/qy,; d’autre part, les W, sont finis si Y £8S, et

Y
la prop. 26 (d) montre que

weh = —e©®) W),
d’ou (a).
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L’assertion (b) résulte de ce que GY est réunion disjointe des C(w),

w e W, d'oi Card(Gy/B) = S card(Cw)/B) = Wy(a).
W€ WY

Enfin, on obtient (c) en faisant t = q dans la formule

—e®OMW) = >, =MW,
Y£S
cf. prop. 26 (c); le fait que — e(S)/W(q) = 1/W(q”l) soit > 0 résulte de
I’expression de W(q_l) sous forme de série donnée dans (a) [noter que

la méme série intervient dans [29]].

Le cas d’un groupe simple simplement connexe sur un corps local
Revenons au groupe G = L(k) introduit au début de ce n®. On peut

appliquer au systéme de Tits (G,B,N,S) toutes les propriétés démontrées

ci-dessus. Ona Card(S) = £ + 1, ou { est le rang de L. Les entiers

gg sont des puissances du nombre d’éléments q du corps résiduel de k;

le nombre W(q) est défini et non nul; son signe est (—I)E.
THEOREME 6. On a p(B) = 1/W(q) = (~DE/we™D.
(Rappelons que kg désigne la mesure canonique de G.)

Soit p une mesure de Haar sur G; il nous faut calculer x(w), cf. n®3.3.
Or, par définition meme de ’immeuble T, celui-ci contient un simplexe C

de dimension ¢, dont les sommets (xs) sont indexés par S. Si Y T S,
Y # S, notons CY la face de C de sommets les xg, s ¢ S = Y; le sta-

bilisateur de C., est G, ; de plus, l’ensemble des C.,, Y # S, constitue

Y Y

un systéme de représentants des cellules de T modulo G. On a donc

Y

X = >, - - V/uGy),
Y£S

ou encore, puisque u(GY) = ,u(B)-(GY:B),
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- ()
w(B)

S, cM/GyB).
Y£S

x(w) =

En appliquant la prop. 27 (c) on obtient
() = 1/W(q)u(B),
ie.
1/W(a) = x(Wu®B) = p(B),
d’ou le théoréme, d’aprés la prop. 27 (a).
COROLLAIRE. La mesure ko est # 0; son signe est (—l)g.
On a vu en effet que W(q_l) = 21/qy est > 0.

Cas déployé
C’est le cas traité par Iwahori-Matsumoto [23]. On part d’un schéma

en groupes L, sur Oy, que I’on suppose simple, simplement connexe et

déployé; soient R son systéme de racines et WR son groupe de Weyl. On

peut appliquer le th. 6 au groupe algébrique L = L, X5 k déduit de L,
k

par extension des scalaires. Le groupe W est alors le groupe de Weyl

affine WR de WR et S est I’ensemble des sommets du graphe de Dynkin

complété ([9], p. 198) de R; en particulier, il y a un €lément s, de S tel

que Y =S - {SO} soit le graphe de Coxeter de R; le groupe GY corres-

pondant est égal a L,(0y); c’est un sous-groupe compact maximal de
G = L(k).

THEOREME 7. Soient my,.emp les exposants ([9], p. 118) de WR et soit

q le nombre d’éléments du corps résiduel de k. On a

ne® = 11 -

l+q+...+q"1

i=1
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et
i=1 o
pLo@n= [T @ -ah
i=1

Les entiers qg sont ici tous égaux a q, cf. [23], 3.1. Pour calculer

uG(B) - 1/W(q) on peut donc remplacer la fonction. de plusieurs variables

W(t) par la fonction W(t) = 2 tﬂ(w)_

weW
Comme on a
i=t m; m;
w@ = [ @+a+...+a Yd -q b,
i=1

cf. [23], 1.10 et [9], p. 231, on trouve bien la valeur annonce€e pour uG(B).

D’autre part, ’indice de B dans L) = GY est égal a WY(q), cf.
prop. 27 (b). On a donc

1o = Wy@ (B

Mais WY est égal a W, et 'on a

i={ o
WR(q) = H A+q+...+q D),

i=1
cf. [23], [9], Ioc. cit. D’ou le résultat cherché.

Groupes réductifs

Passons maintenant au cas d’un groupe L réductif sur k (non néces-
sairement simple), et soit G = L(k).
PROPOSITION 28. La mesure canonique de G est £ 0 si et seulement

si le rang sur k du centre de L est nul (i.e. si le centre de G est com-

pact). Dans ce cas, son signe est (—l)ﬂ, ot [ est lerang L sur k.
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Soit G’ » G une isogénie et soit n (resp. c) le nombre d’éléments de
son noyau (resp. ’indice de son image). Comme G et G’ sont localement

isomorphes, la mesure canonique kG de G définit une mesure (yG)’. Un

-

calcul facile montre que la mesure canonique [y de G’ est égale a

% (;LG)’; elle est donc nulle (resp. positive, négative) si et seulement si
kg lest.
D’autre part, si L = L; x L, etsi G = G; x G, estla décomposi-
tion correspondante de G, ona g, = g ® K~ , cest immeédiat.
G~ g, ® fa,
En combinant les deux faits ci-dessus, on est ramené a vérifier la
proposition dans les trois cas particuliers suivants:

a) L est simple et simplement connexe;

b) L = Gp;

¢) L est un tore de rang 0 sur k.

Le premier cas a 6t€ traité plus haut; dans le second, on a g = 0 et
dans le troisieme G est compact et kg est la mesure de Haar canonique
de G. D’ou la proposition.
3.5. Passage aux produits.

Soit (G)yp une famille finie de groupes de Lie. On suppose que
chaque G, est de I’un des types suivants (cf. n® 2.3):

(i) un groupe de Lie réel unimodulaire ayant un nombre fini de com-

posantes connexes;

(ii) 1le groupe L (k,) des k,-points d’un groupe algébrique réductif
connexe L, sur un corps local localement compact k, .

On désigne par G_ (resp. Gp) le produit des G, de type (i) (resp. de
type (ii)), et ’on pose

G = [[ G, = Gux G-
aeA
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Les groupes G_, Gy et G sont des groupes localement compacts unimodu-
laires. On sait (prop. 22) que G_ posséde une mesure d’Euler-Poincaré;
soit p une telle mesure. D’autre part, si G, est de type (ii), nous avons

défini au n° 3.3 une mesure canonique pg sur G, ; par passage aux pro-
a

duits, cela définit une mesure jg sur G- D’ou finalement une mesure
b= o ® K

sur G = G fo.

o0

THEOREME 7. La mesure p définie ci-dessus est une mesure d’Euler-
Poincaré sur G.
On raisonne par récurrence sur le nombre de G, de type (ii) et 'on

applique le corollaire a la prop. 25 du n° 3.3.

COROLLAIRE. Soient I et I'” deux sous-groupes discrets sans torsion
de G, & quotient compact. Si p # 0, le rapport des volumes de G/T" et
G/I"’ est un nombre rationnel.

En effet, ce rapport est égal a wG/T)/wG/T") = ¥/ x(T ).

REMARQUES
1) Lorsque G_ est réductif, les prop. 23 et 28 permettent de déter-

miner si la mesure g est > 0, nulle, ou < 0.
2) Si p = 0, on ne sait a peu pres rien sur la nature arithmetique des
volumes des G/I" compacts. Par exemple, soient I' et '’ deux sous-

groupes discrets @ quotient compact de G = SLy(R), n > 3. Est-il vrai

que le rapport des volumes de G/T" et G/I"’ soit un nombre rationnel?
C’est trés improbable, mais on ne connait aucun contre-exemple; la ques-

tion est li€e a celle des valeurs des fonctions zeta aux entiers positifs

impairs.

QUESTION

Soit ' un sous-groupe discret sans torsion de G tel que G/I" soit
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de volume fini, mais pas nécessairement compact. Est-il vrai que I" est
de type (FL) et que x(I') = u(G/I")? Cela parait probable, vu les résultats
récents de Harder sur les groupes arithmétiques (cf. n° 3.‘6). Il suffirait

en tout cas de résoudre la question lorsque G est un groupe de Lie réel,

la prop. 25 permettant de passer de la au cas général.

3.6. Sous-groupes S-arithmétiques.

Reprenons les notations et hypothéses du n® 2.4: L est un groupe al-
gébrique réductif sur un corps global k, et S est un ensemble fini non
vide de places de k contenant les places archimédiennes. Pour tout veS,

on note k, le complété de k pour v, et I’on pose

G-[]G, od

veS

G, = Liky).

Soit u la mesure définie au n® précédent sur le groupe G.
u p group

THEOREME 8. Soit I' un sous-groupe S-arithmétique de L(k). Si le rang
de L sur k est nul, on a x(I') = u(G/T).

(L’expression x(I") a un sens car I" est de type (WFL) d’apres le
th. 4 du n® 2.4.)

Cela résulte du th. 7, puisque 1’on sait que G/I" est compact.
Dans les corollaires ci-dessous, on suppose L semi-simple.

COROLLAIRE 1. Si tous les G, correspondant aux places archimédiennes
sont compacts, on a X(I') £ 0, et le signe de x(I") est (-—l)d(G).
(Ceci s’applique notamment lorsque k est un corps de fonctions sur

un corps fini.)

Le facteur archimédien G de G est compact; sa mesure d’Euler-
Poincar€ est donc > 0 (et méme de masse 1). D’autre part, si v est ul-
tramétrique, la prop. 28 montre que la mesure canonique de G, est non
nulle, et que son signe est (—1)d(Gv), ou d(G,) désigne le rang de L

sur k,; la mesure d’Euler-Poincaré de G est donc £ 0, et son signe est
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COROLLAIRE 2. Si I’une des places de k est complexe, et si dim(L) > 1,
ona x([) = 0.
En effet, on a vu (cf. n° 3.2, exemple 2) que la mesure d’Euler-Poin-

car€ de L(C) est nulle; il en est donc de meme de celle de G.

Groupes semi-simples de ran§ > 1

Supposons maintenant que L soit semi-simple et de rang > 1 sur k.
Soit I" un sous-groupe S-arithmétique de L(k). Le quotient G/I" n’est
pas compact, mais il est de volume fini. Si p désigne comme ci-dessus
la mesure canonique de G, le nombre réel pu(G/T") a donc un sens. Il
s’impose de l’interpréter. Distinguons deux cas:

i) k est un corps de fonctions sur un corps fini

L’existence dans L de sous-groupes isomorphes au groupe additif G,
montre que ' n’est pas de type (WFL) et les définitions du §1 ne s’appli-
quent plus; on ne peut pas parler de x(I"). Pour retrouver des propri€tés
de finitude, il est probablement nécessaire d’introduire une cohomologie
relative mesurant en quelque sorte la déviation entre 1" et ses sous-
groupes unipotents (par exemple); on peut alors espérer que, si [ est sans
p “torsion, X(I') est égal 3 la caractéristique d’Euler-Poincaré de cette
cohomologie relative (ce qui montrerait en particulier que x(I") est entier);
c’est en tout cas ainsi que les choses se passent pour SL,, of. [38],
chap. 11, §2.

ii) k est un corps de nombres algébriques

Ici la situation est satisfaisante: le groupe ' est de type (WFL) et
Ion a

I = wG/T)

d’aprés un résultat récent® de Harder [19]. [Lorsque S = > et que I

8 On connaissait divers cas particuliers de ce résultat, notamment celui od L

est un groupe orthogonal (Siegel [40] , t. III, p. 453-456).
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est sans torsion, Harder montre que la variété XF = I’'\T est réunion

croissante de piéces compactes A(t) (t - =), ayant méme type d’homotopie

que X, et jouissant de la propriété suivante: si ’on €crit la formule de

Gauss-Bonnet? pour A(t)

x (A1) =f Q +f 0 ,cf n®3.2,
At JA(t)

le terme provenant du bor(if Il tend vers zéroquand t » o. Par
0A(Y)

passage a la limite, il en déduit que

X(D) = XXp) = f Q,
Xp

d’ou la formule cherchée y(I') = u(G/I") dans le cas considéré. Le cas
général se raméne a celui-ld au moyen de la prop. 25.]
Lorsque L est déployé, Harder donne également une formule explicite

pour x(I'), voir ci-aprés.

3.7. Caractéristiques d’Euler-Poincaré et valeurs de fonctions zéta.
Conservons les notations et hypothéses du n® précédent, et supposons

que k soit un corps de nombres totalement réel (i.e. tous les k,, Ve >,

sont isomorphes a. R). Notons r le degré de k sur (, et d la valeur
absolue de son discriminant. Soit S une partie finie de X contenant X%

et soit OS I’anneau des €léments de k qui sont entiers en toutes les

places de 3 — S. Définissons la fonction zéta de k relativement a S

par le produit eulérien

1
G - T ——.
ve2=S 1-Nv

On suppose ici que ’espace symétrique T est de dimension paire. Lorsqu’il
est de dimension impaire, le raisonnement est analogue: on remplace Q par 0 et
T nar 1a moiti€ de la forme de Gauss-Bonnet de JA(t).
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oi Nv désigne le nombre d’€léments du corps résiduel de k. La fonction
(kg e différe de la fonction z&ta usuelle ¢} du corps k que par I’omis-

sion des facteurs locaux relatifs a S = 3. Elle se prolonge en une fonc-
tion méromorphe dans tout le plan complexe. D’aptés un théoréme de

Siegel ([40], t. I, p. 545-546 — voir aussi Klingen [24]) les nombres
d_l/2 g ék S(n) , n entier pair > 2,

sont rationnels; vu 1’équation fonctionnelle de ék, cela équivaut a dire
que Ck S(s) prend des valeurs rationnelles lorsque s est un entier <0,

valeurs qui sont # 0 siet seulement si ’entier s est impair. Comme
Siegel 1’a montré sur divers exemples, ces valeurs rationnelles peuvent
atre interprétées en termes de volumes de groupes arithmeétiques, donc
aussi de caractéristiques d’Euler-Poincaré. Indiquons cette interprétation,
en nous bornant au cas déployé, qui vient d’etre traité complétement par

Harder:
Soit Ly un schéma en groupes simple, simplement connexe et deploye

sur 1’anneau OS, soit L = Lj xosk et soit FS = LO(OS) le groupe des
points OS'—entiers de L; le groupe FS est un sous-groupe S-arithmétique

de L(k).
Soient d’autre part , R, WR le rang de L, son systeme de racines

et son groupe de Weyl; soient my,...,m, les exposants de WR ({91, p. 118);
soit W., le groupe de Weyl d’un sous-groupe compact maximal K de L(R)

et posons

c = Card(WR)/Ze Card(W ).

On a alors (Harder [19], n° 2.2):

i=¢
*) X(T) = WG/ = & TT & gt-md-
i=1
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[D’apres Langlands [26], le nombre de Tamagawa de L est égal a 1.
On en déduit facilement que w(G/FS) est égal au produit des ék s + my),

® €étant une certaine mesure ‘‘arithmétique’’ sur G. Il feut ensuite déter-
miner le rapport p/w; c’est ce que fait Harder, loc. cit., lorsque S = =%,
le cas général se raméne a celui-1a en utilisant le th. 7 du n® 3.4. On

obtient ainsi une expression de u(G/FS) en fonction des Ck,S(l +m;); en
appliquant 1’équation fonctionnelle de évk,S' on en déduit!® la formule (¥).]
Exemples

(i) Si L est de type Ag ({ > 2), Dy (¢ impair > 3) ou Eg, le groupe
WR ne contient pas —1, et la mesure canonique p est nulle, cf. n® 3.2;
d’autre part, 1’un des exposants m; est pair ([9], p. 123) de sorte que le

nombre ék S(_mi) correspondant est nul. On trouve ainsi (de deux facons

différentes) la formule X(FS) = 0.

(ii) Si L est de type F,, le sous-groupe compact maximal K de L(R)
est de type D,; ona Card(WR)/Card(WK) =6, c = 3/8, et (%) s’écrit:

X(FS) = 3/8) ék,S(_l) gk,S(_s) gk,s(—7) ék,s(—ul

(iii) Si L est de type CE’ ona L(R) = szg(R), K = UE(C)’ c=1,
et fml,.l.,mg} =11,3,...,20 —1}. D’ou

X(szg(os)) = é‘k,S(_l) ék,S(_?’) Ck,s(—Zﬁ + 1.

Par exemple:

X(SpZILD) = 4 - ) = p?) &1 &=3) = - @=DE =D
: P 25325

Lorsque Kk est un corps de fonctions sur un corps fini, la méme méthode mon-
tre que i= g

#(G/FS) =T H ék,S(_mi)’
i=1
od 7 est le nombre de Tamagawa de L.
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(iv) En appliquant (iii) au cas { =1 on obtient le résultat suivant, qui

généralise celui du n® 1.8, relatif a k = Q:

@) xOLOY=GsD = 4D [T a-w.

veS =2
[Noter que, dans ce cas, la détermination de la mesure canonique p

n’offre pas de difficultés (cf. n°S 3.1 et 3.2), pas plus que celle du nombre
de Tamagawa ([50], n® 3.4); le seul point un peu délicat est 1’égalité

x(f‘S) = ;L(G/FS), que 1’on peut vérifier au moyen de la compactification
donnée dans (7], §17.]

Estimation du dénominateur de {}(-1)

La formule (¥x) ci-dessus permet de majorer le dénominateur du nombre

rationnel ék S(—l); en effet, si [ est un sous-groupe sans torsion de

SLZ(OS)' d’indice fini N, on a

N- ¢y s(-1) = N-x(SL,(0) = x(I).

et x(I") est entier puisque I' est de type (FL), cf. th. 4. Ainsi, le dé-
nominateur de ék S(—l) est un diviseur de N. En choisissant convenable-

ment T, on peut tirer de 1d une estimation assez précise du dénominateur

en question:
Soit ¢ un nombre premier. Si n estun entier > 0, soit F le corps

des racines {™-i€mes de l'unité€, et soit E le sous-corps réel maximal de

F_. Identifions k @ un sous-corps de R. et notons n(f) la plus grande
0

valeur de n telle que E/ soit contenu dans k (ou que [Fnk : k] soit < 2,

cela revient au méme). On a n(f) = 0 pour presque tout {. Posons

w = on(2)+1 H zn(f)‘
£ £2

PROPOSITION 29. Le produit w - ék,S(_l) est un entier.



160 JEAN-PIERRE SERRE

Soit ¢ un nombre premier, et soit n = n(f); posons m = n si 042 et
m = n+l si £ =2. Vu ’argument donn€ ci-dessus, on egt ramen€ a

prouver le résultat suivant:

LEMME 8. [l existe un sous-groupe sans torsion de SL2(OS) dont I’'indice

est fini et n’est pas divisible par pm+1,

(L’hypothese ‘‘sans torsion’’ pourrait etre affaiblie en‘‘sans f{-torsion’’,
cf. n® 1.8, prop. 13.)

Soit i un entier > 0, et soit Gal(F;/Q) le groupe de Galois de F;/Q.

On sait que ce groupe s’identifie a (Z/07)* , et que cette identification

transforme Gal(F;/E;) en { 1}. Soit V; le sous-groupe de (Z/017)*

correspondant @ F;Nk. Ona

V, = Gal(F,/(F; N k)) = Gal(Fk/k).

Du fait que k est réel, —1 appartient a V,. Vu la définition de n, on a

V; = {+ 1} si et seulement si i < n. Il existe donc un €lément s ¢ Vi
qui est distinct de + 1. Soit Eg I’ensemble des v ¢ 2 =2 dont la carac-
téristique résiduelle p , est distincte de £. Si v ¢ EZ’ v est non rami-

fice dans Fk et la substitution de Frobenius g, ¢ V; correspondante est
I’image de Nv dans (Z/t1Z)*. Prenons i = n+l et appliquons le théoreme

de densité de Cebotarev a l’extension F;k/k. On en deduit qu’il existe
une infinité de v e EQ tels que o, =s. Vu le choix de s, on a donc
Nv £ +1 (mod . (™).
On veérifie facilement que cela entraine
Nv2 21 (mod-0%*ly sig £ 2
(%)

Nv2 £ 1 (mod-2n+2) si = 2.

Choisissons un tel v, et supposons en outre que v ¢ S, que v est non
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ramifiée sur Q, et que p, £ 2; c’est possible, puisque cela n’écarte
qu’un nombre fini de v. Soit b, I’idéal maximal de 0S défini par v, et
soit [, le sous-groupe de SLZ(OS) formé des matrices congrues a 1 modu-

lo p,. Un argument classique, du a Minkowski (311, montre que le groupe
de congruence [, est sans torsion. Son indice est Nv(Nv2 —1); vu (kxx¥)
Em+1

ci-dessus, il n’est pas divisible par ce qui démontre le lemme.

’

REMARQUE
D’aprés une conjecture de Bass, Birch et Tate, la valeur absolue de

Ientier w(y(—1) de la prop. 23 devrait &tre égale a l’ordre d’un certain
sous-groupe du ‘‘K,’’ du corps k (I’intersection des noyaux des ‘‘symboles
modérés’’). Comme 1’a remarqué Tate, cette conjecture suggere diverses
propriétés de divisibilite de w(;(—1), que l'on peut essayer d’interpréter
en termes de caractéristiques d’Euler-Poincar€. En voici un exemple:

PROPOSITION 30. Soit S la réunion de X% et des places ultramétriques

v telles que p,, = 2. Soit CS le groupe des classes d’idéaux de 0S de
carré égal a 1. Posons

% ,~¥2y _ o€ _ 2C
Card(OS/OS ) =2 et Card(CS) 2

L’entier wék(—l) est divisible par ge+e-1,

Noter que, d’aprés le théoréme des unités, on a e = Card(S) > r+l.
D’od le résultat suivant, démontré également par Harder et Hirzebruch:
COROLLAIRE. Ona w{y(-1) =0 (mod.2%), ou r = [k:Q].

La démonstration de la proposition 30 utilise un certain sous-groupe

S-arithmétique du groupe adjoint PGL, = SL,/t+1}. De facon plus pré-

cise, notons A le réseau OS ® OS de k%, de sorte que SL(A) = SLz(OS)

= I'"; notons I' le sous-groupe ['/{+1} de PGL,(k). Soit d’autre part r
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le sous-groupe de GL,(k) formé des €léments g tels qu’il existe un idéal

a de Oy avec g(A) = a-A; le groupe I’ contient k*; soit ['"" = r7/k*

son image dans PGL,(k). Ona [’ c I'”; de plus, ['"” s*identifie au

groupe des automorphismes de 1’algebre de matrices MZ(OS)' donc est un

sous-groupe S-arithmétique de PGL,(k). En raisonnant comme dans la

démonstration de la prop. 29, on en déduit que le produit w-x(I'"’) est

entier (noter que, pour tout corps fini l;, SLz(l;) et PGLZ(IZ) ont méme

nombre d’€léments).
D’autre part, soit g € 1:‘", et soit ¢(g) la classe de I’idéal a tel que
g(A) = a-A; par passage au quotient, l’application g ¢(g) définit un

homomorphisme de I'”/I"" sur le groupe CS, et le noyau de cet homomot-

phisme est isomorphe a O;/O§2. On en conclut que (I'"%I™) = 2°%C, d’ou

y(*") = x(I'")/28*C. Mais tout sous-groupe sans torsion d’indice fini N
dans T est isomorphe a son image dans I'’, qui est d’indice N/2 dans
I'". On en déduit que x(I') = 2x(I) = 2} g(-1), d’ou

X(l—v;) - Ck’s(_l)/ze+c—1.

Comme wy(['"") est entier, cela montre que w(_fk g(=1) est divisible par

264°=1, Mais ) g(-1) différe de (1) par le facteur I a-nw,

Py=2
qui est un entier impair. On voit donc que wék(—l) est divisible par

26+¢—1 " 4754 la proposition.
Exemples

i) Pour k = Q, ona w = 233, {(-1) = — 1/12 d’ou w((-1) = -2
qui est bien divisible par 26+¢~1 = 2.

i) Pour k = Q(\/5), ona w = 2%3.5 et £,(2) = 27%/75\5, cf. Siegel
[41]1, p. 32. La formule
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G- = a2 @207

montre alors que Ck(—l) =1/2.2.5 d’ou w{k(-l) - 22, qui est bien di-

visible par ge+e—1 _ 22,

iii) Pour k = Q(y/15), on trouve de meme w((-1) = 243, qui est
bien divisible par ge+c—1 _ 22,

iv) Prenons pour k le sous-corps réel maximal du corps des racines
7_iémes de 1’unité; c’est un corps cubique cyclique. Ona w = 233.7 et
4@ = 236374, cf. [41], p. 100-101. On en tire {3 (-1) = — 1/3.7,

d’oi wly(=1) = — 2° qui est bien divisible par ge+c—1 _ 23,

Dénominateurs des Ck(l — 2n)
On peut appliquer au groupe Spy, 1a meme méthode que ci-dessus.

L’indice du groupe de congruence associ€ a une place ultrametrique v

g i=n . ; .
est égal a Nv" H (Nv2! — 1). On en déduit que le produit des

i=1
(Nv?‘i - 1) QA =29, 1 < i < n, a pour dénominateur une puissance
de p,. Pour tout nombre premier [, et tout entier pair 2i, notons alors
m(i,f) le plus grand entier m tel que ¢™ divise tous les (Nv2i — 1), avec
Py £, et soit w; le produit des Qm(i,?)_ En raisonnant comme dans la

démonstration du lemme 8, on obtient:

i=n
PrROPOSITION 31. Pour tout n > 1, le nombre rationnel H wié'k(l—Zi)

est un entier. i=1
Il est facile de déterminer explicitement les w; en fonction de !’inter-
section de k avec le corps de toutes les racines de 1’unité; nous laissons

ce soin au lecteur.
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Questions

1) Est-il vrai que chacun des wiék(l — 2i) soit un entier? En d’autres
termes, si v est une place ultramétrique de k, de caractéristique résidu-

elle p, est-il vrai que le produit de Ck(l — 2i) par (Nv2i — 1) appartienne
al [-})—]? Si oui, peut-on interpréter les entiers wiék(l — 2i) en termes de

caractéristiques d’Euler-Poincar€ ?

2) Y a-t-il des congruences reliant les wiék(l — 2i) pour différentes

valeurs de i, et généralisant les congruences de Kummer sur les nombres
de Bernoulli? La question est liée a celle, fort mystérieuse, d’une
éventuelle extension des résultats de Kubota-Leopoldt a tous les corps
totalement réels.

3) Peut-on interpréter en termes de caractéristiques d’Euler-Poincaré
les valeurs aux entiers négatifs des fonctions zeta relatives aux classes
d’idéaux (modulo un conducteur) d’un corps de nombres quelconque? On
sait que ces valeurs sont rationnelles et ’on a une majoration de leurs dé-

nominateurs (Siegel [41]); on peut espérer 1’améliorer.

College de France

Paris, France
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