SEMINAIRE N. BOURBAKI

JEAN-PIERRE SERRE
Cohomologie galoisienne : progres et problemes

Séminaire N. Bourbaki, 1993-1994, exp. n® 783, p. 229-257.
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1993-1994__36__ 229 0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1993-1994,
tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique ’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1993-1994__36__229_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI Mars 1994
46éme année, 1993-94, n°® 783

COHOMOLOGIE GALOISIENNE : PROGRES ET PROBLEMES
par Jean-Pierre SERRE

NOTATIONS

Le corps de base est noté F. On en choisit une cléture séparable F; et 1’on
note I'r le groupe de Galois Gal(F/F).

Sauf mention expresse du contraire, tous les groupes algébriques considérés
sont définis sur F, lisses et linéaires : on ne parlera pas des variétés abéliennes.

PRELIMINAIRES

§1. RAPPELS SUR H!(F,G)

Soit G un groupe algébrique sur F. On s’intéresse a ’ensemble H!(F,G),
ensemble que I'on peut définir de deux fagons équivalentes ([32], Chap. III, §1) :

- classes d’isomorphisme de G-torseurs (G-torseur = espace homogene prin-
cipal a droite de G)
- classes d’équivalence de 1-cocycles z : I'r — G(Fj), cf. [32], Chap. I, §5.

(Rappelons comment on passe du point de vue “torseur” au point de vue
“cocycle”. Si P est un G-torseur, P est lisse (puisque G l’est), donc posséde un
point rationnel sur Fs. Soit z € P(F;) un tel point. Siy € ', on a y(z) € P(Fy).
Il existe donc un unique élément z2(y) de G(F;) tel que y(z) = z.2(7). L’application
z: Tr — G(F}) ainsi définie est un 1-cocycle dont la classe d’équivalence ne dépend
pas du choix de z.)

Ainsi, déterminer H(F,G) revient & classer les G-fibrés principauz sur une
base réduite d un seul point, 3 savoir le point Spec(F). Comme on sait, ce probléme

S.M.F.
Astérisque 227** (1995) 229



J--P. SERRE

est moins facile qu’il n’en a I'air & premiére vue ; la topologie (étale) de Spec(F)
est loin d’étre triviale !

Pourquoi s’intéresser & H'(F,G) ? La principale raison est que H!(F,Q)
classifie les F-formes de tout “objet algébrique” A dont G est le groupe des auto-
morphismes. (Par “objet algébrique”, j’entends une variété algébrique munie de
données supplémentaires, par exemple un groupe algébrique, ou un espace vecto-
riel muni de tenseurs.) Rappelons (cf. [32], loc. cit.) que, si A’ est une F-forme de
A, on lui associe le G-torseur P = Isom(A, A’) ; en sens inverse, si z : ' — G(F,)
est un 1-cocycle, on lui associe I'objet A’ = ;A déduit de A par torsion au moyen
de z.

(Attention : pour que ceci soit correct, on doit supposer que G est le foncteur
des automorphismes de 'objet A ; en particulier, ce foncteur doit étre lisse.)

Ezemples

(1) Prenons pour A, soit 'algébre des matrices M,, munie de sa structure
d’algebre, soit I’espace projectif P,_1 muni de sa structure de variété projective.
Dans les deux cas, on a Aut(A) = PGL, (quotient du groupe GL,, par son centre
G,.). Or les F-formes de M,, sont les algebres centrales simples sur F' de rang
n?, et les F-formes de P,,_; sont les variétés de Severi-Brauer de dimension n — 1.
D’ou des bijections entre les trois ensembles suivants :

- HY(F,PGL,) ;

— classes d’isomorphisme des algébres centrales simples sur F de rang n? ;

— classes d’isomorphisme des variétés de Severi-Brauer de dimension n — 1.

Pour n = 2, cela redonne la correspondance bien connue entre algebres de quater-
nions et courbes de genre 0.

(2) Prenons pour A lobjet (V,q) formé d’'un F-espace vectoriel V de di-
mension n et d’'une forme quadratique non dégénérée q sur V. Le foncteur des
automorphismes de A est le groupe orthogonal O(q) de g. Si la caractéristique de
F est # 2 (ou si n est pair), O(q) est lisse. D’ou des bijections entre :

- HY(F,0(9)) ;

— classes de formes quadratiques non dégénérées de rang n sur F.

(3) Pour d’autres exemples, relatifs aux groupes exceptionnels G, et Fy, voir
888, 9.
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Tout ceci, qui est bien connu depuis la fin des années 50, explique que la
structure de H(F,G) ait été beaucoup étudiée, le cas le plus intéressant étant
celui out G est réductif (et méme semi-simple). Comme on le verra, les résultats
dépendent de fagon essentielle de la dimension cohomologique du groupe profini
I'r.

§2. LES NOMBRES PREMIERS ASSOCIES A UN TYPE DE GROUPE SIMPLE

2.1. Absence de structure de groupe sur H!(F,G)

Lorsque G est commutatif, H!(F, G) est un groupe (commutatif), et 'on peut
définir les groupes H*(F,G) pour tout ¢ > 0. Dans le cas général, la structure de
groupe est remplacée par :

— un élément distingué (noté 0 ou 1), qui correspond au torseur trivial P =G
et fait de H'(F,G) un ensemble pointé ; cela permet de parler de noyauz et de
suites exactes, cf. [32], Chap. I, §5;

— une opération de translation : si z est un 1-cocycle : I'r — G(Fy), et si .G
désigne le groupe déduit de G par torsion au moyen de z (vis-a-vis de ’action de
G sur G par automorphismes intérieurs), on a une bijection :

. : H(F,,G) — H(F,G)
qui transforme 0 en la classe de z ([32], Chap. I, n° 5.3).

2.2. L’ensemble S(G)

Bien que H!(F,G) ne soit pas un groupe, certains nombres premiers jouent
un rdle spécial dans sa structure. Je vais me borner a définir I’ensemble de ces
nombres premiers, noté S(G), dans le cas particulier le plus important, celui ou G
est semi-simple connexe et ol son systéme de racines R (sur F}) est irréductible ;
un tel groupe est dit absolument presque simple. L’ensemble S(G) est alors formé
des nombres premiers p satisfaisant & 'une des conditions suivantes :

2.2.1. p divise ’ordre du groupe d’automorphismes du graphe de Dynkin de G.

2.2.2. p divise I'indice du réseau des racines dans le réseau des poids (autrement

dit Pordre du centre du revétement universel G de G).
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2.2.3. p est un nombre premier de torsion pour R, au sens usuel de ce terme dans
la topologie des groupes de Lie (cf. [7], p. 775-776).

(Une autre fagon d’énoncer 2.2.1 et 2.2.2 est de dire que p divise I’ordre du

groupe d’automorphismes du graphe de Dynkin complété de R, cf. Bourbaki, LIE
VI, §4, n° 3.)

Le tableau suivant donne S(G) pour les différents types de systémes de racines :

Type Eléments de S(G)
Anp 2, et les diviseurs premiers de n + 1
B, Cp, D, (n #4), Gy 2
D4a F41 E61 E7 2€t3
Eg 2,3et5

2.3. Un théoréme de Tits

Pour énoncer le résultat, convenons de dire que, si S est un ensemble de nom-

bres premiers, un entier est S-primaire si tous ses facteurs premiers appartiennent
as.

Théoréme 1 — Supposons G absolument presque simple (cf. ci-dessus). Pour tout
r € HY(F,G), il eriste une extension finie Fy de F ayant les deux propriétés
sutvantes :

(a) Le degré [Fy : F] de F, sur F est S(G)-primaire.

(b) F, “tue” z, autrement dit I’image de x dans H'(F;,G) est 0.
(Si P est un G-torseur correspondant & z, la condition (b) signifie que P a un
point rationnel sur K.)

Ce résultat est essentiellement dii & Tits (voir [40]). De fagon plus précise,
Tits définit un certain entier S(G)-primaire N et démontre :

(c) 1l existe une extension finie F’ de F, de degré divisant N, telle que G
devienne déployé sur F'.

En appliquant ce résultat au groupe tordu .G (ou z est un 1-cocycle représen-
tant ), avec comme corps de base le corps F’, on obtient une extension F”’ de F",
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de degré divisant N, sur laquelle ,G devient déployé. Il n’est pas difficile de voir
que cela entraine que F” tue z. On peut donc prendre F, = F”, ce qui démontre
le théoréme (sous une forme plus précise, puisque le degré de F” sur F divise N?2).

Remarques

(1) On peut sans doute exiger que F soit une extension séparable de F', mais
je ne ’ai pas vérifié.

(2) Un énoncé un peu plus faible que le th. 1 avait été démontré par Grothen-
dieck ([12]) en 1958.

(3) Dans I’énoncé du th. 1, on ne peut pas remplacer S(G) par un ensemble
strictement plus petit, ne dépendant que du systéme de racines de G.

2.4. Quelques questions

Conservons les notations ci-dessus. Disons qu’un entier est premier ¢ S(G) si
aucun de ses facteurs premiers n’appartient a S(G).

Question 1 — Est-il vrai que, si une extension finie F'/F a un degré premier d
S(G), Vapplication H'(F,G) — H(F',G) est injective ?

Cela parait trées optimiste, mais je ne connais pas de contre-exemple. C’est
en tout cas vrai (avec S(G) = {2}) pour les groupes orthogonaux (Springer
[34]), les groupes unitaires (Bayer-Lenstra [4]), et le groupe G2 (voir §8). C’est
également vrai chaque fois que I’on peut décrire H!(F,G) au moyen d’invariants
cohomologiques (voir §§6, 7), car ceux-ci ne font intervenir que des groupes de
coefficients qui sont S(G)-primaires.

Voici une question encore plus optimiste :

Question 2 - Soient F;/F des extensions finies telles que le pged des [F; : F] soit
premier & S(G). Est-il vrai que 'application

H'(F,G) — [] H'(F;,G)

est injective 7

Noter que I’hypothese sur les [F; : F] est satisfaite si ces entiers sont premiers
entre eux. Méme le cas de deux extensions F” et F” avec [F' : F] =2, [F" : F] =3
n’est pas connu.
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CORPS DE DIMENSION 1 OU 2

§3. RESULTATS AUXILIAIRES SUR LES TORES MAXIMAUX

Rappelons qu'un groupe semi-simple est dit quasi-déployé s’il posséde un sous-
groupe de Borel (défini sur le corps de base, bien entendu).

Théoréme 2 - Supposons G semi-simple connexe quasi-déployé. Pour tout
z € HY(F,G) il existe un tore mazimal T de G tel que T appartienne a l’image de
HY(F,T) — HY(F,Q).

Lorsque F est parfait, ce résultat est di & Steinberg ([37], th. 11.1). D’apres

Borel et Springer ([8], n°® 8.6), les arguments de Steinberg peuvent étre étendus au
cas général.

Voici un résultat sur les H!(F,T), di & Harder ([13], I, §3) et Tits ([39),
prop. 4) :

Théoréme 3 — Supposons G absolument presque simple (cf. n° 2.2). Soit S =
{2,3} si G est de type G2 et S = S(G) sinon. Si T est un tore mazimal de G,

le groupe H(F,T) est un groupe de torsion S-primaire (i.e. la p-composante de
HY(F,T)est 0sip¢S).

(Ezemple : si G est de type Eg, H'(F,T) ne contient pas d’élément d’ordre
7.)

Ce théoreme se démontre sans difficulté, & partir du lemme suivant, qui se
vérifie cas par cas :

Lemme 1 — Soient R le systéme de racines de G et P le réseau des poids de
R. Soit T' un p-groupe d’automorphismes de R, avec p ¢ S. Il existe alors un
sous-réseau P’ de P, d’indice premier d p, qui posséde une Z-base stable par T

§4. LE CAS DE DIMENSION 1

4.1. Dimension cohomologique (cf. [32], Chap. I, §3)

Soient I un groupe profini et p un nombre premier. On appelle p-dimension
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cohomologique de T, et on note cd,(T") la borne supérieure des entiers % tels qu'il
existe un I-module fini p-primaire C avec H:(T,C) # 0.

On a cd,(T') < 1 (resp. cdp(I') = 0) si et seulement si les p-sous-groupes de
Sylow de I sont des pro-p-groupes libres (resp. sont triviaux).

Ceci s’applique notamment au groupe I'r = Gal(Fs/F).
4.2. Le théoréme de Steinberg (ex-“conjecture I”, cf. [31], [32])

Théoréme 4 ([37], th. 11.12) — Supposons que F soit parfait et que cdp(Tr) <1
pour tout nombre premier p. Soit G un groupe linéaire conneze sur F. On a
HY(F,G) = 0. (Autrement dit, tout G-torseur est trivial.)

L’hypothese que F est parfait permet de se débarrasser du radical unipotent
et ’on peut supposer que G est, soit un tore, soit un groupe semi-simple. Le cas
d'un tore est facile. Si G est semi-simple, on remarque que G est isomorphe a
un “tordu” ,Go, ou Gy est quasi-déployé, et z est un 1-cocycle a valeurs dans le
groupe adjoint ngj de Go. Or le th. 2 entraine que H!(F, ngj) = 0. On a donc
G =~ Gy, d’oi H'(F,G) = 0 en appliquant & nouveau le th. 2.

On a démontré en méme temps :

Corollaire 1 - Tout groupe semi-simple sur F est quasi-déployé.

Mentionnons aussi le résultat suivant, di & Springer (cf. [32], Chap. III,
n° 2.4), qui est a la fois un corollaire et une généralisation du th. 4 :

Corollaire 2 — Tout espace homogéne de G a un point rationnel.

Voici quelques ezemples de corps satisfaisant aux hypotheses du th. 4 :
corps finis (ot ’on retrouve un théoréme de Lang [20], d’ailleurs applicable aux
groupes algébriques connexes non nécessairement linéaires) ; corps locaux de ca-
ractéristique 0 a corps résiduel algébriquement clos ; extensions algébriques de
Q contenant toutes les racines de 'unité ; extensions de degré de transcendance
1 d’un corps algébriquement clos de caractéristique 0 (e.g. corps des fonctions
méromorphes sur une surface de Riemann compacte).

4.3. Extension du théoréme de Steinberg au cas d’un corps imparfait

Soit p la caractéristique de F', supposée # 0. La condition cdp(I'r) < 1 est
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satisfaite quel que soit F, cf. [32], Chap. II, n°® 2.2. 1l y a lieu de la renforcer en
demandant :

(1p) — Pour toute extension finie séparable F' de F, la p-composante du groupe
de Brauer de F’ est 0 (avec les notations du § 10, cela signifie que H2(F') =0).

Un corps F satisfaisant & (1,), ainsi qu’a c¢dq(I'r) < 1 pour tout nombre
premier g, est dit “de dimension < 1” (autre caractérisation : le groupe de Brauer
de toute extension finie séparable de F est 0). On a pour ces corps un analogue
(un peu plus faible) du théoréme de Steinberg :

Théoréme 4’ ([8], n°® 8.6) — Si F est de dimension < 1, et si G est un groupe
réductif connexe sur F, on a H'(F,G) = 0.

Noter ’hypotheése “G est réductif” ; ’énoncé ne serait pas vrai si 'on acceptait
des groupes connexes quelconques, par exemple unipotents.

Remarque — Inversement, si H!(F,G) = 0 pour tout G semi-simple connexe, le
corps F est de dimension < 1 (facile).

4.4. Une variante

Supposons G absolument presque simple, et soit S(G) 'ensemble de nombres
premiers correspondant, cf. n® 2.2. L’énoncé suivant précise les th. 4 et 4’ :

Théoréme 4” — On a H(F,G) = 0 si cdp(T'r) < 1 pour tout p € S(G), et sila
condition (1p) est satisfaite (pour p = caract(F), bien entendu).

On utilise les hypothéses cohomologiques, combinées avec le th. 3, pour prou-
ver que H!(F,T) = 0 pour tout tore maximal T (sauf si G est de type G2, auquel
cas H'(F,T) peut contenir des éléments d’ordre 3 — mais ceux-ci ont une image
nulle dans H!(F,G)). L’argument de Steinberg s’applique alors sans changement.

Remarque — On peut méme supprimer la condition (1,) si la caractéristique p de
F n’appartient pas & S(G).
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§5. LE CAS DE DIMENSION 2

On vient de voir que :

cd <1 <= nullité de H'(F,G) pour G connexe.

On va maintenant s’occuper de :
?
cd < 2 < nullité de H!(F,G) pour G simplement connexe.

L’hypothése “cd < 2” est satisfaite par les corps p-adiques et les corps de nombres
totalement imaginaires. Commencons par ceux-13 :

5.1. Corps locaux

On suppose que F' est complet pour une valuation discréte ; on note k son

corps résiduel.

Théoréme 5 (Kneser [17]) — Supposons k fini (autrement dit F localement com-
pact). On a alors H'(F,G) = 0 pour tout G semi-simple simplement conneze.

La démonstration de Kneser procede cas par cas : A,, By, - - , Eg. La théorie
des immeubles de Bruhat-Tits donne une démonstration plus directe : elle permet
de comparer H'(F,G) a certains H!(k,G;), ou les G; sont des groupes linéaires
connexes sur le corps résiduel k. Compte tenu du th. 4, cela entraine :

Théoréme 5’ (Bruhat-Tits [9], n® 4.7) — L’énoncé du th. 5 reste valable lorsqu’on
y remplace Uhypothése “k est fini” par “k est parfait de dimension < 1” (au sens
du n° 4.3).

Question — Dans le th. 5, est-il possible de remplacer | ‘hypothése que k est parfait
par [k : k] < p, ot p = caract(k) ?

5.2. Corps globaux

On suppose que F' est un corps global, i.e. un corps de nombres algébriques,
ou un corps de fonctions d’une variable sur un corps fini.

Théoréme 6 — Si F n’a pas de place réelle, on a H! (F,G) = 0 pour tout G
semi-simple simplement conneze.
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Lorsque F' est de caractéristique # 0, ce théoréme a été démontré par Harder
(14].

Lorsque F' est un corps de nombres, on se raméne facilement au cas ou G est
absolument presque simple. La nullité de H!(F,G) se démontre alors cas par cas :

— lorsque G est de type classique (Kneser [18]) ;

— lorsque G est de type Dy trialitaire, G2, Fy, Eg, E7 (Harder [13]) ;

— lorsque G est de type Eg (Chernousov [10]).

On trouvera dans [27], §6.7 et § 6.8, un exposé détaillé de ces divers cas ; celui
de Ejg est particulierement intéressant.

Lorsque F' est un corps de nombres ayant des places réelles, le th. 6 est
remplacé par le suivant (cf. [27], loc. cit.) :

Théoréme 6’ — Soit ¥ l’ensemble des places réelles de F ; pour tout o € ¥, soit

F5 le complété de F pour o (isomorphe & R). Si G est semi-simple simplement
conneze, ’application canonique

H'(F,G) — ][ H'(F.,G)
ocEX
est bijective.

Par exemple, si G est de type Fy, ou Eg, et si le nombre des places réelles de
F est 71, 'ensemble H!(F,G) a 3™ éléments.

Remarque — Le th. 6', combiné avec le th. 5, entraine que le principe de Hasse est
vrai pour un groupe semi-simple simplement connexe. Ce principe joue un rdle
important dans la démonstration du fait que le nombre de Tamagawa d’un groupe
simplement connezxe est égal a 1 (Kottwitz [19]).

5.3. La conjecture 11
C’est la suivante (cf. [31], ainsi que [32], Chap. III, §3) :

Conjecture II - Si F' est un corps parfait tel que cdp(I'r) < 2 pour tout nombre
premier p, on a H'(F,G) = 0 pour tout G semi-simple simplement conneze.

Cette conjecture entraine les th. 5 et 6, du moins lorsque F' est de ca-
ractéristique 0.
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Ezemples de groupes semi-simples simplement connexes pour lesquels la conjecture
a été démontrée :

— Les groupes de type A, intérieur, autrement dit les groupes SL associés aux
algebres centrales simples (Merkurjev-Suslin, cf. th. 7 ci-dessous) ;

— Les groupes de spineurs (Merkurjev, non publié), et en particulier tous les
groupes de type B, ;

— Les groupes de type Cy, et D, (sauf D, trialitaire) et les formes extérieures
de type A, (Bayer-Parimala [5]) ;

— Les groupes de type G2 et Fy (cf. §§8, 9).

Bref, il ne reste a traiter “que” les types Eg, E7, Eg et Dy trialitaire.

5.4. Un théoréme de Merkurjev-Suslin

Si D est une algebre centrale simple sur F, de rang n?, on note SLp le “F-
groupe algébrique des éléments de D de norme réduite 1”. C’est une F-forme
(intérieure) de SLy, ; en particulier, c’est un groupe semi-simple (et méme abso-

lument presque simple si n > 1) simplement connexe. On a :
H'(F,SLp) = F*/Nrd(D*),

de sorte que la nullité de H'(F,SLp) équivaut & dire que tout élément de F est
norme réduite d’un élément de D.

Théoréme 7 ([38], th. 24.8) — Supposons F parfait. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :
(a) cdp(T'r) < 2 pour tout nombre premier p.

(b) H'(F',SLp:) = 0 pour toute extension finie F' de F et toute algébre
centrale simple D’ sur F’.

Noter que H'(F”,SLp) peut étre identifié & H'(F, Rp/p(SLp/)), ot Rp:/p
est le foncteur de restriction des scalaires de F’ & F. La propriété (b) équivaut
donc a dire que H!(F, G) = 0 pour tout G de la forme Rpyp(SLp). D’ou ’énoncé
suivant, qui est une réciproque de la Conjecture II :

Corollaire - Si F est parfait, et si H'(F,G) = 0 pour tout G semi-simple sim-
plement conneze, on a cdp(T'r) < 2 pour tout p.
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5.5. Renforcements de la conjecture II

Les hypotheses faites sur F' sont un peu trop restrictives. Si G est absolument
presque simple, il devrait suffire que cd,(I'r) < 2 pour tout p € S(G). Quant
a la condition “F est parfait”, il est sans doute possible de la supprimer si la
caractéristique p de F' n’appartient pas & S(G) ; si p € S(G), on devrait pouvoir
la remplacer par [F : FP] < p? et Hg (F') = 0 pour toute extension finie séparable
F' de F, cf. §10.

INVARIANTS COHOMOLOGIQUES

§ 6. INVARIANTS COHOMOLOGIQUES : PREMIERS EXEMPLES

L'une des fagons les plus commodes d’étudier H Y(F,G) consiste a définir
des applications de cet ensemble dans des groupes de cohomologie plus aisément
accessibles (tout comme on associe & un fibré vectoriel des classes de Chern). Cela

conduit & la notion d’invariant cohomologique, dont nous allons maintenant nous
occuper.

6.1. Définition

Soit C un I'p-module de torsion (par exemple Z/nZ(d) = u®?, ot n est
premier & la caractéristique, et d est un entier). Soit ¢ un entier > 0. Comme
d’habitude en cohomologie galoisienne, posons :

H(F,C) = H'Tr,C).

Soit G un groupe algébrique sur F. Un invariant cohomologique de type (i,C)
sur les G-torseurs est un morphisme du foncteur L — H'(L,G) dans le foncteur
L — H(L,C), ou L parcourt la catégorie des extensions (finies ou infinies) de F'.

De fagon un peu plus concréte, un tel invariant est une loi @ : P +— a(P) qui
attache & tout G-torseur P sur une extension L de F un élément a(P) de H*(L,C),
avec la condition suivante :

(*) Si L'/L est une extension, et si P’ est le G-torseur sur F’ déduit de P
par le changement de base L — L', 'invariant a(P’) de P’ est I'image de a(P) par
’homomorphisme H*(L,C) — H*(L',C).
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En d’autres termes, le diagramme

HYL,G) —— HY(L,C)

HY(L',G) —— HL',0)
doit étre commutatif.

Remarques

1) Il s’agit ici d’invariant “primaire”, pour employer le langage de la Topologie
des années 40 ; il y aurait lieu de définir aussi des invariants “supérieurs”, mais je
ne m'’y risquerai pas.

2) Il n’y a pas de raison de se borner & des invariants “cohomologiques” : on
peut avoir intérét a définir des invariants dans des groupes de Witt ou encore dans
des groupes de K-théorie du genre K;L/n.K;L.

3) L’idéal est de disposer d’un invariant qui soit précis (i.e. injectif ) et calcu-
lable effectivement. Cela arrive parfois, cf. n° 7.2 et §8.

6.2. Exemple : le cobord associé au revétement universel

Supposons G semi-simple, et soit G son revétement universel. On a une suite
exacte :

1——»C—>§——>G——>1,

ou C est un groupe algébrique de dimension 0, de type multiplicatif, contenu dans
le centre de G. Supposons que C soit lisse, autrement dit que son ordre ne soit
pas divisible par la caractéristique de F ; on peut alors identifier C & ’ensemble
de ses Fs-points, qui est un I'p-module fini. Pour toute extension L de F,on a
une suite exacte de cohomologie (cf. [32], Chap. I, §5.7) :

HY(L,G) — HY(L,G) % H?(L,C).

L’application A : H*(L,G) — H?(L,C) intervenant dans cette suite exacte
est une opération cohomologique de type (2,C). Elle est injective si 'on a (par
exemple) H! (L,zé) = 0 pour tout 1-cocycle z de 'y, & valeurs dans G ; d’ott
I'intérét de disposer de la conjecture II.
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Exemples

(a) SiG=PGL,,onaG=SL,, C = ln, d’oll un invariant cohomologique
HY(L,PGL,) — H?*(L, i) = Brn(L)

qui est injectif.

(b) Si G = SO(g), ol ¢ est une forme quadratique non dégénérée de rang

>3,0naG= Spin(q) et C = py = Z/2Z, si la caractéristique est # 2. D’oll un
invariant cohomologique

H'(L,SO(q)) — H*(L,Z/2Z),

qui est étroitement lié & I'invariant de Hasse-Witt ws (cf. n° 6.3, ainsi que [33],
n° 2.1).

Remarque— 11y a des définitions analogues si C n’est pas lisse, & condition de définir
H?(L,C) en termes de cohomologie plate et non plus de cohomologie galoisienne.

6.3. Exemple : classes de Stiefel-Whitney

Supposons F' de caractéristique # 2. Soit ¢ une forme quadratique non
dégénérée sur F, de rang n, et soit O(q) le groupe orthogonal correspondant. Soit
L une extension de F. On sait (cf. § 1, exemple 2) que les éléments de H'(L, O(q))
correspondent aux classes de formes quadratiques non dégénérées sur L, de méme
rang n que ¢. Siz € H'(L,0(q)), notons g, la forme quadratique correspondante,
qui est définie & isomorphisme prés. Pour tout ¢ > 0, on peut associer a ¢, sa
i-éme classe de Stiefel-Whitney w;(gz), qui est un élément de H*(L,Z/2Z). On
obtient ainsi un invariant cohomologique

w; : HI(L,O(q)) — Hz(L’Z/2Z)

de type (i,Z/2Z). Les cas i = 1 et i = 2 ont des interprétations simples : dis-
criminant et invariant de Hasse-Witt. Les cas i = 3,4, sont moins utiles ; par
exemple w3 est le cup-produit de wy et wo ; quant a wy, on a souvent intérét a le
remplacer par Iinvariant d’Arason (cf. n°® 7.1), qui appartient & H3(L,Z/2Z).
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§7. INVARIANTS COHOMOLOGIQUES A VALEURS DANS H3

Les invariants du §6 fournissent peu de renseignements dans le cas le plus
intéressant, celui ol G est semi-simple simplement connexe. Nous allons voir qu’il
y a des invariants & valeurs dans H® qui sont plus efficaces.

7.1. Le cas de Spin(g) : invariant d’Arason

Renenons & la situation du n°® 6.3, ou ¢ est une forme quadratique non
dégénérée de rang n sur F. Supposons caract(F) # 2, et n > 3. Prenons pour
G le groupe Spin(g), revétement universel de SO(q). Si Z € H'(F,G), notons z
'image de Z dans H(F, O(q)), et soit g, la forme quadratique déduite de g par
torsion au moyen de z.

Soit WF I'anneau de Witt de F, et soit I = Ker : WF — Z/2Z son idéal
d’augmentation. Les formes g, et ¢ ont méme rang, et mémes invariants w; et wo,
cf. n° 6.3. Il en résulte (cf. Milnor [24]) que ’élément q, — g de W F appartient &
I3. Or il existe un homomorphisme canonique

a:I3/I* — H3(F,2/2Z),

construit par Arason [1], Satz 5.7. (L’existence de cet homomorphisme est un
cas particulier de la conjecture de Milnor, loc. cit., disant que I™/I™t1 =
H™(F,Z/2Z) pour tout m > 0, conjecture qui est maintenant démontrée pour
m < 4.) On peut donc définir un invariant de T par T — a(gy —q) € H3(F,Z/2Z).
En remplagant F' par une extension L quelconque, on obtient ainsi un invariant
cohomologique

a: H'(L,Spin(q)) — H3(L,Z/2Z)

de type (3,Z/22).

Plus généralement, la conjecture de Milnor peut étre interprétée comme four-
nissant des invariants cohomologiques “supérieurs”, chacun défini sur le noyau du
précédent.

7.2. Le cas de SLp : invariant de Merkurjev-Suslin

Soit SLp le groupe associé & une algebre centrale simple D de rang n? sur F,
cf. n® 5.4. Supposons n premier & la caractéristique de F. La théorie de Kummer
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permet alors d’identifier H'(F,u,) & F*/F*™ ; si t € F*, notons (t) I’élément
correspondant de H'(F, u,,). Soit d’autre part (D) la classe de D dans le groupe
de Brauer Br(F) ; comme n(D) = 0, (D) appartient au sous-groupe H 2(F, pun)
de Br(F). Le cup-produit (£)(D) est un élément de H3(F,u®?), et I'on vérifie
facilement que I'on a (t)(D) = 0 si t € Nrd(D*). D’od, par passage au quotient,
un homomorphisme

F*/Nrd(D*) — H3(F, u$?).

Comme F*/Nrd(D*) = H*(F,SLp), on a ainsi défini (aprés remplacement de F
par une extension L quelconque...) un invariant cohomologique de type (3, u®?)
pour les SLp-torseurs. (Noter que, si n divise 24, on a u®? = Z/nZ.)

Le cas le plus favorable est celui ot n est sans facteur carré :

Théoréme 8 (Merkurjev-Suslin [21], 12.2) - Si n est sans facteur carré, | ‘applica-
tion

a: H'(F,SLp) — H3(F, u®?),
définie ci-dessus, est injective.

Autrement dit, un élément ¢ de F* est norme réduite d’un élément de D* si
et seulement si (¢)(D) = 0 dans H3(F, u®?).

Remarques

(1) Pour nn = 2, D est une algebre de quaternions, et SLp s’identifie au groupe
Spin(g) associé & une forme quadratique g de rang 3 ; I'invariant ci-dessus est égal
a I'invariant d’Arason du n° 7.1.

(2) Si n a des facteurs carrés (par exemple n = 4), 'application a n’est pas
injective en général : il faut trouver d’autres invariants...

7.3. Les invariants de Rost

Les exemples ci-dessus, ainsi que ceux des §§ 8,9, laissaient penser qu’il existe
des invariants cohomologiques de type (3, u®2) pour tout type de groupe simple-
ment connexe (avec n dépendant du type de G, par exemple n = 2, 3,5 pour G de
type Eg, cf. [33], §3). Cest effectivement ce que vient de démontrer Rost ([30]).
Voici le principe de sa construction :
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On suppose G absolument presque simple, simplement connexe, et F de ca-
ractéristique 0 (pour simplifier). Soit P un G-torseur sur une extension L de F.
On se propose d’associer 2 P un élément a(P) du groupe

H*(L,Q/Z(2)) = lim H*(L, u?).

(Noter que, en vertu d’un théoréme de Merkurjev-Suslin (cf. [38], th. 21.4), les
applications canoniques H*(L,u®%) — H3(L,Q/Z(2)) sont injectives ; on peut
donc voir H3(L,Q/Z(2)) comme la réunion des H3(L, u®?).)

Choisissons une extension finie L’ de L qui déploie G, et sur laquelle P a un
point rationnel. On a P/, ~ G,1,. Considérons le groupe de cohomologie étale

H3

et

(P/r1), & coefficients dans Q/Z(2). 11 n’est pas difficile de voir que ce groupe

se décompose en somme directe :
H3(Pj)=HYL)®Q/Z  (avec HY(L') = H3(L',Q/Z(2)),

ou la projection sur le premier facteur est définie par le choix d’un point L’-
rationnel de P (deux points différents donnant la méme projection), et le second
facteur est le groupe de cohomologie “géométrique”, sur L. (Rappelons que ce
dernier groupe est le méme que sur C ; pour voir que c’est Q/Z, utiliser le fait
que my =0 et m3 = Z.)

Notons up I'élément de H3, (P,1) dont les deux composantes sont respective-
ment 0 et 1/m, avec m = [L' : L]. Considérons I’homomorphisme de trace (=
image directe = corestriction)

Tr : HY(Py1) — H3(P).
D’oti un élément vp = Tr(u,) de H3,(P). Or on a une suite exacte
0 — H*(L) — HY(P) — Q/Z,

déduite de la suite spectrale reliant les cohomologies de P et de P;y,. L’image de
vp dans Q/Z est m.(1/m) =0 ; on a donc

vp € H3(L) = HY(L,Q/Z(2)).
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On vérifie sans mal que vp est indépendant du choix de L' ; c’est ’invariant a(P)
cherché.

Ezemple. Si G est de type Eg, on montre, en utilisant le plongement de G dans

SL24g donné par la représentation adjointe, que 60.a(P) = 0. D’ol un invariant
cohomologique

H¥(L,G) — H3(L,u§?) = H¥(L,Z/AZ) ® H*(L,Z/3Z) ® H3(L, u%?).

Rost montre en outre que “60” ne peut pas étre amélioré : si P désigne le G-torseur
versel associé(") a un plongement de G dans un groupe SLg, I'invariant a(P) de P
est d’ordre 60. [Cette non trivialité de a se démontre en utilisant des sous-groupes
bien choisis de Eg. Ainsi, pour prouver que la 5-composante de a(P) n’est pas
toujours nulle, on utilise des sous-groupes de G (supposé déployé) de type A4.As4,
ou méme des sous-groupes finis (non toriques) de type us x us x Z/5Z. De fagon
générale, il semble y avoir des relations entre les invariants cohomologiques de G,

et ses sous-groupes abéliens élémentaires (pour une analyse de ceux-ci, voir Griess

[11]).]

EXEMPLES : G; ET F4

§8. LE CASDE Gj

On suppose F' de caractéristique # 2 (sinon, voir n°® 10.3). On écrit H*(F)
pour H(F,Z/2Z). Si t € F*, on note (t) I'élément correspondant de H!(F),
cf. n°® 7.2. Le sous-ensemble de H*(F) formé des cup-produits (t;)--- (¢;), avec
t1,+++,t; € F*, est noté Hi (F) ; un élément de cet ensemble est dit décomposable.

@) Rappelons, d’aprés Grothendieck [12], ce qu’est ce torseur. Si’on choisit un plongement de
G dans un groupe SLg, on définit L comme le corps des fonctions de la F-variété X = SL4/G.
La fibre générique P de la projection SLg — X est un G-torseur défini sur L, qui est “versel”

en ce sens que tout autre G-torseur s'en déduit par spécialisation (pour plus de précisions, voir

12]).
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8.1. Description de H!(F,G), pour G de type G,

Soit G un F-groupe simple de type G2. On suppose que G est déployé (ce
n’est pas une restriction : le cas général se raméne a celui-1a par torsion, cf. n°
2.1).

Théoréme 9 — Il y a des bijections canoniques (décrites ci-dessous) entre :
(i) H'(F,G);

(i) H.o(F) ;

(iii) V’ensemble des classes d’isomorphisme de F-formes de G ;

(iv) Pensemble des classes d’isomorphisme d’algébres d’octonions sur F ;
(v) Pensemble des classes d’isomorphisme de 3-formes de Pfister sur F.

(Rappelons qu’une 1-forme de Pfister est une forme quadratique binaire qui
représente 1, i.e. qui s’écrit X2 + tY?, et qu'une n-forme de Pfister est un produit
tensoriel de n 1-formes de Pfister. Une 3-forme de Pfister peut donc s’écrire :

(*) XG4+ t1 X7 +toXZ 4+ t3 X2 + tita X7 + tots X2 + t1t3 X2 + titats X2

avec t; € F*.)

Les bijections (i) — (iii) et (i) — (iv) proviennent de ce que le groupe
d’automorphismes de G (resp. d’une algébre d’octonions déployée) est isomor-
phe & G. La bijection (iv) — (v) se définit en associant a une algebre d’octonions
C sa forme norme Nc, qui est une 3-forme de Pfister ; on sait (cf. par exemple
(6], (2.3)) que N¢ détermine C & isomorphisme pres, et peut étre choisie arbi-
trairement. La fleche (v) — (ii) s’obtient en associant & la 3-forme de Pfister (x)
son invariant d’Arason ([1], §1), qui est (—t;)(—t2)(—t3), donc est décomposable.
La surjectivité de cette fleche est claire. Son injectivité résulte d’un théoreme de
Merkurjev, cf. [2], prop. 2 (I’énoncé analogue pour les n-formes de Pfister est
connu pour n < 5).

Remarque - La fleche H(F,G) — H3(F) du th. 9 peut également se définir comme
le composé
HI(F7G) - HI(F,Spin7) — HS(F),

ol a est I'invariant du n® 7.1. C’est aussi un cas particulier des invariants de Rost
(n® 7.3).
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8.2. Exemples

Si H3(F) = 0 (par exemple si cdz(I'r) < 2), le th. 9 montre que H!(F,G) =0;
autrement dit toute algebre d’octonions sur F est déployée, et tout groupe de type
G est déployé. Inversement, si H!(F,G) = 0, ona H3(F) = 0, d’aprés Merkurjev-
Suslin ([21], th. 5.7).

Si F = R, H3(F) a deux éléments : 0 et (—1)(—1)(—1), qui correspondent
respectivement & la forme déployée et a la forme compacte de Gs.

Si F = k((T)), avec H3(k) =0, on a H3(F) = H?(k), et H3,.(F) = H2,.(k).
On voit ainsi que les algebres d’octonions sur F' correspondent aux algebres de
quaternions sur k, résultat qu'’il est facile de démontrer directement (ou de déduire
de la théorie de Bruhat-Tits [9], si k est parfait).

8.3. Un autre exemple (et un nouveau probléme)

Soit k un corps p-adique, autrement dit une extension finie d’un corps Q,, p
premier. Soit F = k(T). On a cd2(F) = 3, et il n’est pas difficile de déterminer
explicitement H3(F). Le résultat est le suivant :

Soit P ’ensemble des points fermés de la droite projective P; sur k, autrement
dit I’ensemble des valuations discretes de F' triviales sur k. Soit C(P) le Fap-
espace vectoriel des fonctions f : P — Z/2Z, d support fini, et de somme nulle
(autrement dit, ’ensemble des parties finies paires de P, avec la loi d’addition
A+ B = AUB—ANB). Le groupe H3(F) s’identifie & C(P). Cette identification
se fait en associant & z € H3(F) la fonction f, € C(P) définie par :

fz(v) = image de z dans Hs(f’v) =Z/2Z, siv € P,

ou F, est le complété de F en v (isomorphe & k,((T)), ol k, est une extension
finie de k). Que I’on obtienne ainsi un isomorphisme résulte de (1], 4.17, combiné
avec le fait que la corestriction H?(k,) — H?(k) est bijective.

Compte tenu du th. 9, on voit que H!(F,G) s’identifie & un sous-ensemble
Caec(P) de C(P) ; en termes plus concrets, on associe & une algébre d’octonions
sur F Pensemble des v € P ou cette algébre “a mauvaise réduction” : c’est une
partie finie paire de P. Clest satisfaisant... & cela prés que 'on aimerait savoir
ce quest le sous-ensemble Cyec(P). Est-il égal ¢ C(P) 7 Autrement dit, est-il
vrai que tout élément de H3(F) est décomposable ? Ce serait vrai si tout forme
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quadratique a 9 variables sur F représentait 0 ; malheureusement, il ne semble pas

que ce soit connu.

§9. LE CASDE F4

On suppose F' de caractéristique # 2, 3.
On note G un F-groupe simple déployé de type Fy.

9.1. Interprétations de H!(F,G)

Ici encore, on a des bijections canoniques entre :
(i) H'(F,G);
(ii) Pensemble des classes d’isomorphisme de F-formes de G ;
(iii) 'ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres de Jordan exceptionnelles
sur F.

(Par “algebre de Jordan exceptionnelle”, on entend une algébre de Jordan centrale
simple de rang 27, du type considéré par Albert, cf. [15], [26], [35], [36].)

Comme I’ensemble S(G) associé & G (cf. n° 2.2) est formé des nombres
premiers 2 et 3, on s’attend a avoir des invariants cohomologiques mod 2 et mod 3.
C’est bien le cas :

9.2. Invariants cohomologiques mod 2

Soit J une algebre de Jordan exceptionnelle sur F. Associons-lui la “forme
trace” correspondante, qui est une forme quadratique non dégénérée Q; de rang
27 : Q(z) = 1 Tr(2?), cf. [35], [36].

Théoréme 10 (cf. [26], [29], [33]) — Il eziste une 3-forme de Pfister o5 et une
5-forme de Pfister s telles que l'on ait :

Qu ® ps =(2,2,2) ® ps.
De plus, ces propriétés caractérisent p3 et ¢s d isomorphisme prés, et s est

divisible par @3 (i.e. @5 est isomorphe au produit tensoriel de (3 par une 2-forme
de Pfister).
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(On a noté (2,2,2) la forme quadratique ternaire 2X2 4 2Y2 + 272.)

On traite d’abord le cas ou J est réduite, i.e. posséde un idempotent distinct
de O et 1. On peut alors identifier J & une algebre de matrices hermitiennes de type
(3,3) & coefficients dans une algebre d’octonions ; la forme 3 est celle associée a
I’algébre d’octonions, et la formule

Qs =1(2,2,2) ® (5 — ¢3)

se vérifie par un calcul direct (cf. [36], (32), p. 76). Le cas non réduit se ramene
au cas réduit par extension de degré 3 du corps de base ; on utilise un théoréme

de descente pour les formes de Pfister démontré par Rost [29]. Pour une autre
méthode, voir [26].

Les formes de Pfister @3 et s ont des invariants d’Arason ([1], § 1) qui appar-
tiennent respectivement & H3,.(F, Z/2Z) et HS, (F,Z/2Z), et qui les caractérisent.
D’ou des invariants cohomologiques mod 2 :

fs: H'(F,G) — H3(F,Z/2Z) et fs: H'(F,G) — H5(F,Z/2Z).
Remarque. Soit G’gep un groupe simple déployé de type G». Il y a un plongement
naturel (défini & conjugaison pres) Ggep — G = F2*P qui donne une application
HY(F,G3®) — H'(F, F2*P).
L’invariant 3 donne une rétraction canonique
H(F, F{*P) — H(F,G2).
Il serait intéressant d’en avoir une définition plus directe.

9.3. Invariant cohomologique mod 3

A toute algebre de Jordan exceptionnelle J sur F', Rost [28] associe un inva-
riant :

g3(J) € H*(F,Z/37Z) (noter que Z/3Z = pu$?).

L’une des facons de caractériser cet invariant est d’utiliser le fait que, si D
est une algebre centrale simple de rang 32, le groupe SLp se plonge dans G. Cela
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donne une fleche H(F,SLp) — H'(F,G) ; les éléments de H!(F, G) ainsi obtenus
(pour un D convenable) correspondent aux algebres de Jordan exceptionnelles
fournies par la “premiere construction de Tits”. Le composé

HY(F,SLp) — HY(F,G) 2 H%(F,7Z/3Z)

coincide avec l'invariant de Merkurjev-Suslin (n° 7.2) ; il n’est pas difficile de
montrer que cette propriété caractérise 'invariant gs (c’est son ezistence qui n’est
pas évidente).

Remarque — Les invariants f3 et gs sont des cas particuliers des invariants du
n° 7.3.

9.4. Utilisation des invariants f3, f5 et g3

On peut se demander si la situation est aussi favorable pour Fy que pour G,.
Autrement dit :

Question — Est-il vrai qu’une algébre de Jordan exceptionnelle J est déterminée
a isomorphisme prés par ses trois invariants f3(J), fs(J) et gs(J) ?

On ne sait méme pas répondre (autant que je sache) & la question suivante
(cf. n°® 2.4, Question 1) :

Si deur algébres de Jordan exceptionnelles deviennent isomorphes sur une
extension finie de F' de degré premier ¢ 6 (par exemple de degré 5) sont-elles
isomorphes ?

Il y a toutefois des résultats partiels encourageants :

— J est réduite si et seulement si g3(J) = 0.

— Deux algébres réduites sont isomorphes si et seulement si leurs invariants
f3 et fs sont égauz (i.e. si leurs formes traces sont isomorphes, cf. [35], th. 1).

— Une algébre est déployée si et seulement si tous ses invariants sont 0
(d’ailleurs la nullité de f5 entraine celle de fs).

- Soit Fy(J) = Aut(J) la F-forme de G associée & J. Pour que Fy(J) soit
anisotrope, i faut et il suffit que l’un des invariants fs(J) et gs(J) soit # 0.

Une autre question naturelle est la détermination de I’image de I’application

H'Y(F,G) — H®(F,Z/2Z) x H%(F,Z/2Z) x H3(F,Z/3Z).
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On a vu que les invariants f3 et fs5 sont décomposables, et que 'invariant f5 est
divisible par I'invariant f3 ; inversement, tout couple de classes de cohomologie sa-
tisfaisant & ces conditions est le systéme d’invariants d’une algebre J, que ’on peut
méme supposer réduite (et qui est alors bien déterminée, a isomorphisme pres).
Quant a I'invariant g3, Rost vient de prouver (non publié) qu’il est décomposable
au sens suivant : c’est un cup-produit d’un élément de H!(F,Z/3Z) et de deux
éléments de H!(F, u3) ; inversement, tout élément décomposable de H3(F, Z/3Z)
est I'invariant g3 d’une algebre fournie par la premiere construction de Tits. Reste
la question : quelles relations y a-t-il entre les invariants (mod 2) et (mod3) 7 Le
cas des corps de séries formelles (cf. [25]) montre que ces invariants ne sont pas
indépendants (ce qu’indique aussi la théorie de Bruhat-Tits).

9.5. Un exemple

Reprenons les notations et hypothéses du n°® 8.3 : F = k(T), ou k est un
corps p-adique, et P est l’ensemble des points fermés de la droite projective sur
k. Comme cd2(T'r) = 3, l'invariant f5 est 0. On a vu que l'invariant f3 peut étre
interprété comme une fonction f : P — Z/2Z & support fini, et de somme nulle.
De méme, g3 s’interpréte comme une fonction g : P — Z/3Z a support fini et de
somme nulle. On peut prouver, en utilisant [25], que les supports de f et de g sont
disjoints ; autrement dit, si ’on considere (f,g) comme une fonction P — Z/6Z,
ses valeurs sont d’ordre 1, 2 ou 3, mais pas 6. Y a-t-il d’autres relations entre f
etg?

CORPS IMPARFAITS

§10. LA p-COHOMOLOGIE D’UN CORPS DE CARACTERISTIQUE p

Supposons F de caractéristique p > 0. La p-cohomologie galoisienne de F est
peu intéressante : on a cd,(I's) < 1, comme on I’a vu au n°® 4.3. Si I'on veut définir
des invariants cohomologiques ressemblant a ceux des §§7,8,9, il est nécessaire de
changer de point de vue. C’est ce que l'on va faire.
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10.1. Les groupes H;''(F)

Soit Qz(F) le F-espace vectoriel des formes différentielles de la Z-algebre
F, cf. Bourbaki A II1.134. Si i est un entier > 0, posons Q¢ = AQz(F). La
différentiation extérieure d applique Q*~! dans Q°. 1l existe une application ad-
ditive p-linéaire v : Q¢ — Q¢/dQi~!, et une seule, telle que y(zw) = zPw, si
w est produit de ¢ différentielles logarithmiques dy/y (“inverse de ’opération de
Cartier”). On pose :

H;'(F) = Coker(y — 1: Q — Q'/dQ*1).

D’aprés Milne [23] et Kato [16], le groupe Hy"'(F) ainsi défini est I’analogue en
caractéristique p du groupe H*'(F, u®*) en caractéristique # p. (Cette analogie
peut se préciser, grace a la K-théorie, cf. [16].)

Ezemples

(1) Pour i =0, on a Q° = F et v — 1 n’est autre que le classique
p:r—zf—2x
d’Artin-Schreier. D’ou :
H,(F) = F/pF = H'(T'r, Z/pZ),

et 1'on retrouve le H! galoisien.

(2) Pour i = 1, on peut montrer que Hz(F) s’identifie au sous-groupe Br,(F’)
de Br(F') formé des éléments annulés par p. (L’identification se fait en associant &
une forme différentielle w = xdy/y, avec y € F*, l'algébre centrale simple de rang
p? définie par des générateurs X,Y liés par les relations XP — X = z, YP =y,
YXY1=X+1)

10.2. Exemple : formes de Pfister en caractéristique 2

On suppose que p = 2. Soit ¢ une (i + 1)-forme de Pfister sur F. Rappelons
(cf. [3], [16]) que ’on peut écrire ¢ comme produit tensoriel

(*) 1=0®py®  ®py, (a€F, by, -, b€ F*),

253



J.-P. SERRE

ol ¢, désigne la forme quadratique binaire X2 + XY + aY?2, et ¢ est la forme
symétrique bilinéaire binaire X,Y; + bX,Y,. [Ces définitions ont un sens car le
produit tensoriel d’une forme bilinéaire symétrique par une forme quadratique
(resp. une forme bilinéaire symétrique) est une forme quadratique (resp. une
forme bilinéaire symétrique).)

A une telle forme g, on associe :
a(g) = image de a(dby/by) A --- A (db;/b;) dans HEPY(F).

On montre (cf. [16]) que a(q) ne dépend pas de la décomposition (x) choisie ; c’est
donc un invariant de g, analogue & I'invariant d’Arason en caractéristique # 2. De
plus, deux formes de Pfister sont isomorphes si et seulement si leurs invariants
sont égauz (loc. cit., prop. 3).

Ainsi, les classes de (i + 1)-formes de Pfister correspondent bijectivement aux
éléments décomposables de Hit'(F) (un élément de H3Y(F) est dit décomposable
s'il est 'image d’une forme différentielle zodz; A - - - A dz;).

10.3. Le cas de G, en caractéristique 2

Soit G un F-groupe simple déployé de type G5 ; supposons F de caractéris-
tique 2.

Théoréme 11 - Le th. 9 du n° 8.1 reste valable, d condition d’y remplacer H3, (F)

par le sous-ensemble de H3(F) formé des éléments décomposables au sens du n°
10.2.

La démonstration est la méme que celle du th. 9, compte tenu des résultats
de Kato rappelés ci-dessus.

Corollaire - On a H'(F,G) =0 si F est parfait, ou si [F : F?] = 2.
En effet, on a alors Q2 = 0, d’ott H3(F) = 0.

Remargue. 11 devrait y avoir des résultats analogues pour Fj en caractéristique 2
et en caractéristique 3.
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