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SUR LA DIMENSION COHOMOLOGIQUE DES
GROUPES PROFINIS
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§1. ENONCE DU THEOREME

SoIT p un nombre premier, et soit G un groupe profini (i.e. une limite projective de groupes
finis, cf. [2], [4]). Nous noterons cd,(G) la p-dimension cohomologique de G au sens
de Tate; rappelons (cf. [2], p. 189-07 ou [4], p. I-17) que c’est la borne supérieure, finie
ou infinie, des entiers n tels qu’il existe un G-module discret fini 4 annulé par p avec
H"(G, A) #0. Si U est un sous-groupe fermé de G, on a

cdy(U) £ ¢d (G),

et Tate a montré qu’il y a égalité lorsque U est ouvert et que ¢d,(G) < oo (cf. [2], p. 189-08
ou [4], p. I-20). Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant, qui compléte
celui de Tate:

THEOREME. Soit G un groupe profini sans élément d’ordre p, et soit U un sous-groupe
ouvert de G. On a cd,(U) = cd,(G).

(L’hypotheése faite sur G est raisonnable; en effet, si G contient un élément d’ordre p,
on a cd,(G) = ©.)
Le résultat suivant répond a une question posée par Lazard:

COROLLAIRE (1). Soit G un groupe analytique p-adique compact, de dimension n, et
sans élément d’ordre p. On a cd,(G) = n.

En effet, Lazard a montré que G contient un sous-groupe ouvert U qui est “p-valué
complet de rang n”” et que I'on a ¢d,(U) = n (cf. [3], I1I-3-2 et V-2-2),

COROLLAIRE (2). Tout pro-p-groupe sans élément d’ordre p qui contient un sous-groupe
ouvert libre est libre.

Cela résulte de la caractérisation des pro-p-groupes libres au moyen de P'inégalité
ed, £ 1 (cf. [4], p. I-37).

Remarque. JYignore si I’analogue “discret” du corollaire 2 est vrai: un groupe
G sans torsion qui contient un sous-groupe d’indice fini libre est-il nécessairement
libre ?
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§2. RELATIONS ENTRE CLASSES DE COHOMOLOGIE

Soit § = F,[X;, ..., X,] 'algébre des polyndmes en n variables sur le corps a p éléments
F,; soit 8 I’endomorphisme de S qui applique X; sur X; + X? pour 1 £ i < n; soit k une
cléture algébrique de F,.

ProposITION (1). Soit a un idéal homogéne de S, stable par 0, et soit X(k) la sous-variété
algébrique de k" définie par a. Toutes les composantes irréductibles de X(k) sont des sous-
espaces vectoriels de k" rationnels sur F .

(Rappelons qu’un sous-espace vectoriel de k" est dit rationnel sur F, s’il peut étre
défini par des équations linéaires a coefficients dans F,, cf. BourBaki, Alg., Chap. II,
3éme éd., §8.)

Soit F ’endomorphisme de Frobenius de k"; il est défini par la formule:

Fx=(x},...,xD si X = (Xyq, ..., X,).
Le m-iéme itéré de F sera noté F™.

LeMME (1). Soit x € X(k), et soit W(x) le sous-espace vectoriel de k" engendré par les
F"x pour m=0. Ona W(x) < X(k).

Soit W,(x) le sous-espace vectoriel de k" engendré parles F"x pour 0 <m <r. Ona
W(x) = {J W,(x). Montrons par récurrence sur r que W,(x) c X(k). C’est clair pour r =0

puisque x € X(k) et que X(k) est un céne (a étant homogéne). Supposons donc que I'on ait
W,_,(x) = X(k) et montrons que W,(x) = X(k). Un élément de W (x) s’écrit:

y=yox+ yiFx+ ... + y,F'x, avec y;ek.

Vu le fait que a est homogéne et stable par 6, X(k) contient tous les éléments de la forme
2o(z + Fz), avec z, € k et ze X(k), et en particulier avec z e W,_(x). Si 'on écrit un tel
élément z sous la forme:
z=12z,X+z,Fx + ... + z,F" " !x,
ona:
Fz =z8Fx + ... + zlF'x.

Pour que P’élément donné y e W,(x) soit égal a zy(z + Fz), il suffit donc que z,, ..., z, véri-
fient les r + 1 équations:
Zp2y = Yo

zo(zy + 25) =y,

zo(z, + Z}-1) = Yr—y
ZOZDI', =Yy
On vérifie par un calcul élémentaire que ce systéme est résoluble lorsque y, et I'un des
Yi» .-+ » ¥, sont non nuls. Comme Pensemble des y correspondants est dense dans W,(x)
(pour Ia topologie de Zariski), on en conclut bien que W,(x) = X(k), ce qui démontre le
lemme.
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La Proposition (1) est maintenant immédiate. En effet, le Lemme (1) montre que
X(k) est réunion de sous-espaces vectoriels W, stables par F, donc rationnels sur F,.
L’ensemble de ces sous-espaces étant fini, toute composante irréductible de X(k) est égale
a I'un d’eux, cqfd.

COROLLAIRE, Soit a un idéal vérifiant les hypothéses de la Proposition (1). Suppo-
sons a # 0. Alors a contient un élément u de la forme

U= H u,-
ou les u; sont des éléments homogénes non nuls de degré 1 de S.

Soit T I'ensemble des éléments homogeénes non nuls de degré 1 de S. C’est un ensemble
fini. Posons
v=[] ¢

teT

Le polynéme v s’annule sur la variété X(k) de I'idéal a. En effet, d’aprés la Proposition (1),
X(k) est réunion finie de sous-espaces vectoriels W, rationnels sur F,, et 'on a W, # k"
pour tout o puisque a # 0. Chaque W, est donc contenu dans au moins un hyperplan H,
rationnel sur F,, c’est-a-dire d’équation 7, = 0, avec ¢, € T'; on voit bien que v s’annule sur
X(k). D’apreés le théoréme des zéros de Hilbert, on en déduit qu’il existe une puissance u
de v qui appartient 4 a, ce qui démontre le corollaire.

L’utilité de la Proposition (1) provient du résultat suivant:

ProOPOSITION (2). Soit G un groupe profini (resp. un espace topologigue), et soient
Xy ... s X, des éléments de H*(G, F,); si p =2 supposons que Sq'x, =0 pour tout i. Soit
a < S lidéal des relations entre les x; (considérés comme éléments de I’algébre de cohomolo-
gie de G a coefficients dans F,). L’idéal a vérifie les hypothéses de la Proposition (1).

Soit
H*G)= ), HYG,F)
q=0

l’algébre de cohomologie de G. Supposons d’abord p # 2. Nous utiliserons les puissances
réduites de Steenrod P (i =0, 1, ... ), cf. [6], Chapitre VI. Ces opérations sont définies sur
H*(G): c’est 1a un fait bien connu lorsqu’il s’agit de groupes discrets, et le cas d’un groupe
profini en résulte par passage a la limite. Soit T I’application de H*(G) dans lui-méme
définie par la formule:

T=)Y P.
i=0
Cette formule a un sens, car, pour tout x € H*(G), on a P'x =0 pour i assez grand. De
plus, la formule de Cartan montre que T est un endomorphisme de 'algébre H*(G). Si
x€ H¥G,F,), on a:
Tx =x+ %%, cf. [6], Lemme (2.2), p.78.

Si 'on note # 'homomorphisme de S =F,[X,, ..., X,] dans H*(G) qui applique X; sur
x,onadoncno.f =T,z Lenoyau a de z est donc bien stable par 0; il est clair que
c’est un idéal homogene de S.
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Pour p = 2, on raisonne de la méme fagon, en posant:
X .
T= ) Sq
i=0

Si x € H*(G, F,) esttel que Sg'x = 0, ona Tx = x + x2. Lereste du raisonnement s’applique
sans changement.

§3. RELATIONS ENTRE CLASSES DE COHOMOLOGIE DE DEGRE 1 D’UN PRO-p-GROUPE.

Nous écrirons a partir de maintenant H(G) = H%G, F,) et nous noterons ff 'opération
de Bockstein H*(G) —» H*(G). On sait (cf. [6], p. 76) que c’est une antidérivation de degré
+1 de l’algébre H*(G). Sip =2, ona f = Sq'.

PROPOSITION (3). Soit G un pro-p-groupe, et soit (y,);; une base de H'(G), I’ensemble
d’indices I étant muni d’une structure d’ordre total. Les deux conditions suivantes sont alors
équivalentes:

(i) G est isomorphe au groupe produit (Z/pZ)".

(ii) Les éléments y;y;(i,jel,i<j) et B(y) (kel) sont des éléments linéairement
indépendants de H(G).

Le fait que (i) = (ii) résulte de la détermination classique de la cohomologie du
groupe Z/pZ, et de la formule de Kiinneth. On a méme un résultat plus précis: pour
p =2, H*(G) s’identifie A algébre des polyndémes ¢en les y;; pour p # 2, H*(G) s’identifie
au produit tensoriel de 1’algébre extéricure engendrée par les y; et de l'algébre des poly-
ndmes engendrée par les S(y,).

Montrons que (i) = (i). Soit G* le “sous-groupe de Frattini” de G, autrement dit
Padhérence de (G, G)GP, ou encore lintersection des noyaux des homomorphismes
y:G - Z/pZ. Le groupe G/G* s’identifie au dual topologique de H(G), c’est-a-dire au
produit (Z/pZ)". Si ¢ désigne la projection canonique de G sur G/G*, 'homomorphisme
¢} : H(G/G*) - H'(G) est un isomorphisme, et la condition (ii) équivaut a dire que
@% : H(G/G*) » H*(G) est injectif. L’implication (ii) = (i) résulte donc du lemme suivant
{comparer avec Stallings [5]):

LeMME (2). Soit ¢ : G — G’ un homomorphisme de pro-p-groupes.
Sip¥ : HY(G') » H\(G) est bijectif, etsi ¢% : HH(G') > H*(G) estinjectif, ¢ estun isomorphisme.

Tout d’abord, le fait que ¢} soit injectif montre que ¢ est surjectif (cf. [4], Proposition
(23), p. I-35). Si R = Ker(g), la suite spectrale des extensions de groupes montre que
H%G', H(R)) =0. Or H'(R) est un G’-module discret, annulé par p; il est réunion de
sous-G’-modules finis 7,. Puisque H°(G’, H'(R)) =0, on a H°(G',T,) =0, dou T,=0
(cf. [4], cor. A la Proposition (20), p. I-32) et H'(R) = 0. Comme R est un pro-p-groupe,
cela entraine R = {1}, cgfd.

PRrOPOSITION (4). Les notations étant celles de la Proposition (3), on suppose que le pro-p-
groupe G ne vérifie pas les conditions (i) et (ii). Il existe alors une famille finie (z,, ..., z,)
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d’éléments non nuls de H'(G) telle que I'élément

i=m
u= I:Il B(z)
de H*™(G) soit nul.

Puisque (ii) n’est pas vérifiée, il existe une relation non triviale de la forme:
(%) Z a; ¥y + kzl bB(y) =0, avec  a;;, by eF,.
i<j €
Si tous les g;; sont nuls, on peut prendre
m=l, 21=Zbkyk,

et I’on a bien z, # 0, f(z;) = 0. Supposons donc que I'un au moins des g;; ne soit pas nul;
posons x; = B(y,). Appliquons a (x) l'opération BP'S (pour p =2, cest I'opération
Sq'Sq%Sq'). Le calcul se fait sans difficultés, en utilisant les formules:

Blx) =0, PI(,Vk) =0, Pl(xk) = xf.

On trouve la relation:

(+%) Z a;(xPx; — x;x%) = 0.
i<j

Cette relation est non triviale; de plus, elle ne fait intervenir qu'un nombre fini des x;;
soit J la partie de [ correspondante. L’idéal a des relations entre les x; (i € J) est non
nul, puisqu’il contient le polyndme
Y. a (XX, — X, XP).
i<j
En lui appliquant la Proposition (2) et le corollaire & la Proposition (1), on en déduit qu’il
existe une famille finie (1), <;<.. de combinaisons linéaires non triviales des x; telle que le
polyndme u = []u; appartienne & a. Ecrivons chaque u; sous la forme
U= ) Xy
jeld
avec c;; € F,. Par hypothése, pour tout 7, il existe au moins un j e J tel que ¢;; # 0. Sil’on
pose
= Z CijYj
jed

on a donc z; # 0 pour 1 <i < m, et f(z) =u, d’ou [] B(z;) = 0 dans H*™(G), cqfd.

§4. UN RESULTAT DE PERIODICITE

PROPOSITION (5). Soient G un groupe profini, z un élément non nul de H'(G), et U le
noyau de z (z étant considéré comme un homomorphisme de G syr Z/pZ). On suppose
gue cd (U) est finie. Alors, si A est un G-module discret annulé par p, le cup-produit par
B(z) définit un isomorphisme de HNG, A) sur H*? (G, A) pour tout q > cd (U) (resp. une
surjection pour q = cd,(U)).

Soit R = F,[Z/pZ] 'algebre du groupe Z/pZ sur le corps F,. Si o désigne le générateur
canonique de Z/pZ, ’homothétie A de rapport 1 — ¢ dans R a un noyau et un conoyau de
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dimension 1. On en déduit une suite exacte de R-modules:
(%) 0-F,-R->R-F,-»0.

L’homomorphisme z : G — Z/pZ permet de considérer cette suite comme une suite exacte
de G-modules. En tensorisant par A, on obtient Ia suite exacte:

(%) 0-A->R®®A->R®A—>A4-0.
Le G-module R ® 4 est isomorphe au module induit M5(A), cf. [4], p. I-12, et 'on a donc
des isomorphismes:
HYG,R® A)~ HYU,4) (qz0).
D’autre part, HY(U, A) = 0 pour g > cd,(U). On en déduit facilement que le double cobord
86 : HY(G, A) » H*%(G, A),

associé a la suite exacte (x#), est bijectif pour g > ¢d (U) et surjectif pour g = ¢d (U).
D’aprés les propriétés des cup-produits (cf. Cartan-Eilenberg [1], Chap. XI, §2 et
Chap. XIi, §4), on a:
0 (a) = 86 (1). a pour tout ae H?(G,A),

ol 86(1) € H*(G) est défini par la suite exacte (). Il ne nous reste plus qu’a montrer que
86(1) est égal & ¢. B(z), avec ¢ # 0. Cela pourrait se faire par un calcul direct (qui fournirait
également la valeur de ¢). On peut aussi remarquer que, par fonctorialité, il suffit de prouver
Iexistence de ¢ lorsque G = Z/pZ, auquel cas il est évident que f(z) et §5(1) sont deux élé-
ments non nuls de H2(G), et I'on sait que dim. H%(G) = 1.

COROLLAIRE. Pour que cd,(G) soit finie, il faut et il suffit qu'une puissance de p(z)
soit nulle,

En effet, si ¢d,(G)=n, on a P(z2)" =0 pour 2m > n. Inversement, si f(z)" =0,
Ia Proposition (§) montre que H¥G, 4) = 0 pour g > cd,(U) + 2m, d’ol

cd,(G) £ cd(U) + 2m < 0.
(Noter que, d’apres le théoreme de Tate cité au n°. 1, on a alors ¢d,(G) = cd,(U).)

Remarque. La démonstration de la Proposition (5) donnée ci-dessus m’a été indiquée
par Tate (qui s’était servi du résultat pour démontrer un cas particulier du théoréme du
n°. 1). On aurait pu également utiliser le fait que le cup-produit par f(z) est un endomor-
phisme de bidegré (2, 0) de la suite spectrale associée a I'extension G/U = Z/pZ, et que cet
endomorphisme est un isomorphisme en degrés assez grands (périodicité de la cohomologie
de Z/pZ).

§5. DEMONSTRATION DU THEOREME

LeMME (3). Soit G un pro-p-groupe. Supposons que tous ses sous-groupes ouverts d’indice p
soient de dimension cohomologique finie. Alors G est de dimension cohomologique finie ou
est isomorphe a Z[pZ.

Notons d’abord que, si G est isomorphe & un produit (Z/pZ), 'hypothése faite sur
ses sous-groupes ouverts d’indice p n’est vérifiée que si Card(/) < 1. Ce cas trivial étant
écarté, on peut appliquer 1a Proposition (4) au groupe G. Il existe donc une famille finie
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(245 ..+ » Zn) d’éléments non nuls de H'(G) telle que 1’élément
u= 1:[1 B(z)

de H*(G) soit nul. Chacun des z; a pour noyau un sous-groupe ouvert U; de G, qui est
d’indice p dans G, donc de dimension cohomologique finie. En appliquant la Proposition (5),
on voit que le cup-produit par fi(z;) est un isomorphisme de H*(G) sur H***(G) pour k
assez grand; le cup-produit par u est donc un isomorphisme de H*G) sur H**?™(G) pour
k assez grand. Comme u = 0, cela signifie que H*(G) =0 pour k assez grand, ce qui
entraine que ¢d,(G) < o (cf. [4], Proposition (21), p. 1-32).

LeMME (4). Soit G un groupe profini, contenant un sous-groupe ouvert distingué U
d’indice p, avec ¢d (U) < c0. Soit T I'ensemble des sous-groupes fermes V de G tels que
cd, (V) = 0. SiX # (&, T contient un élément minimal.

D’aprés le théoréme de Zorn, il suffit de prouver que X est un ensemble inductif pour
la relation d’inclusion décroissante. Soit donc (V). une famille totalement ordonnée
d’éléments de I, et montrons que ¥V, = () V), appartient & Z. Par hypothése, il existe un
élément non nul z e HY(G) tel que U = Ker(z). Soit z, la restriction de z & ¥, et soit
U,= U V,lenoyaude z,. Puisque U;(\ U, ona cd,(U,) < oo, d’ou U, # V,, C’est a-dire
z, # 0. En appliquant au couple (V, z;) le corollaire 4 la Proposition (5), on en déduit
que B(z;)" # 0 pour tout m= 0. Mais Vo=V, = I(I_IE V,, dott H¥(V,) = 1_1_n_1) H*(V)),

cf. [4], Proposition (8), p. I-9. Pour chaque m = 0, le systéme des f(z;)™ est un élément non
nul de lim. H*"(V,). On a donc H?>"(V,) # 0, ce qui montre bien que cd (V) = co.
—_

Fin de la démonstration du théoréme

Soit (G, U) un couple vérifiant les hypothéses du théoréme. Si P est un p-sous-groupe
de Sylow de G, P~ U est un p-sous-groupe de Sylow de U, et 'on a:

cd(G) = cd (P), cd (U) = cd (P n U), cf. [4], p. I-21.

On est donc ramené a démontrer le théoréme pour le couple (P, P n U), autrement dit on
peut supposer que G est un pro-p-groupe. Vu le théoréme de Tate déja cité, tout revient a
montrer que I’on ne peut pas avoir a la fois cd(U) < oo et cd,(G) = co. Supposons que ce
soit le cas. D’aprés un résultat classique sur les p-groupes finis, on peut trouver une suite
croissante de sous-groupes ouverts U, < U, = ... < U, de G vérifiant les conditions:

Up=U, (Uit Ui-) =p, Up=G.
De plus, U,;_, est un sous-groupe distingué de U,.
Soit r le plus petit entier tel que cd,(U,) = co; on ar = 1. En appliquant le Lemme (4,
au couple (U,, U,_,), on voit qu’il existe un sous-groupe fermé ¥ de U, tel que cd, (V) = o)
et minimal pour cette propriété. En particulier, tout sous-groupe ouvert d’indice p de V

est de p-dimension cohomologique finie. D’aprés le Lemme (3), V est donc isomorphe a
Z/pZ, ce qui contredit ’hypothése que G ne contient pas d’é1ément d’ordre p, cqfd.
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