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SUR LA DIMENSION COHOMOLOGIQUE DES 

GROUPES PROFINIS 

JEAN-PIERRE SERRE 

(Received 12 June 1964) 

$1. ENONCI? DU T~OR@ME 

SOIT p un nombre premier, et soit G un groupe profini (i.e. une limite projective de groupes 
finis, cf. [2], [4]). Nous noterons cd,(G) la p-dimension cohomologique de G au sens 
de Tate; rappelons (cf. [2], p. 189-07 ou [4], p. I-17) que c’est la borne superieure, finie 
ou infinie, des entiers n tels qu’il existe un G-module discret fini A annul6 par p avec 
H”(G, A) # 0. Si U est un sous-groupe fermi de G, on a 

et Tate a montre qu’il y a Cgalitt lorsque U est ouvert et que cd,(G) c 03 (cf. [2], p. 189-08 
ou [4], p. I-20). Nous nous proposons de demontrer le theoreme suivant, qui complete 
celui de Tate: 

THBORBME. Soit G un groupe projini sans Unent d’ordre p, et soit U un sous-groupe 
ouvert de G. On a cd,(U) = cd,(G). 

(L’hypothbe faite sur G est raisonnable; en effet, si G contient un Clement d’ordre p, 
on a cd,(G) = co.) 

Le rtsultat suivant rtpond a une question posee par Lazard: 

COROLLAIRE (1). Soit G un groupe analytique p-adique compact, de dimension n, et 
sans klkment d’ordre p. On a cd,(G) = n. 

En effet, Lazard a montre que G contient un sous-groupe ouvert U qui est “p-value 
complet de rang n” et que l’on a cd,(U) = n (cf. [3], 111-3-2 et V-2-2). 

COROLLAIRE (2). Tout pro-p-groupe suns Ument d’ordre p qui contient un sowgroupe 
ouvert libre est libre. 

Cela resulte de la caracterisation des pro-p-groupes libres au moyen de 1’inCgalitC 
cd, 5 1 (cf. [4], p. I-37). 

Remarque. J’ignore si l’analogue “discret” du corollaire 2 est vrai: un groupe 
G sans torsion qui contient un sous-groupe d’indice fini libre est-il ntcessairement 
libre ? 
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92. RELATIONS ENTRE CLASSES DE COHOMOLOGIE 

Soit S = F,[X,, . . . . X,] l’algkbre des polyn8mes en IZ variables sur le corps &p Cltments 
F,; soit 0 l’endomorphisme de S qui applique Xi sur Xi + Xp pour 1 s i _I n; soit k une 
clbture algCbrique de F,. 

PROPOSITION (1). Soit a un id&al homogbne de S, stable par 6, et soit X(k) la sowvarie’te’ 
algtfbrique de k” dt;Jiie par a. To&es les composantes irrt?ductibles de X(k) sont des sous- 
espaces vectoriels de k” rationnels sur F,. 

(Rappelons qu’un sous-espace vectoriel de k” est dit rationnel sur F, s’il peut &tre 
dCfini par des Cquations 1inCaires B coefficients dans F,, cf. BOURBAKI, Alg., Chap. II, 
3bme td., $8.) 

Soit F l’endomorphisme de Frobenius de k” ; il est dCfini par la formule: 

Fx = (XT, . . . ) xg si x = (x1, . . . , x3. 

Le m-i&me it&C de F sera not6 F”‘. 

LEMME (1). Soit x E X(k), et soit W(x) le sous-espace vectoriel de k” engendrtpar les 
F”x pour m 2 0. On a W(x) c X(k). 

Soit W,(x) le sous-espace vectoriel de k” engendrt: par les F”x pour 0 6 m 5 r. On a 
W(x) = U W,(x). Montrons par rtcurrence sur r que W,.(x) c X(k). C’est clair pour r = 0 
puisque x E X(k) et que X(k) est un c&e (a ttant homogkne). Supposons done que l’on ait 
W,._ 1(x) c X(k) et montrons que W,(x) c X(k). Un 6lCment de W,.(x) s’tcrit: 

y = y&x + y1Fx + . . . + yJ’x, avec yi E k. 

Vu le fait que a est homogene et stable par 8, X(k) contient tous les 6lCments de la forme 
zo(z + Fz), avec z. E k et z E X(k), et en particulier avec z E W,_ 1(x). Si l’on tcrit un tel 
Clement z sous la forme: 

on a: 

z = zlx + z,Fx + . . . + z,F’-~x, 

Fz = z;Fx + . . . + ZFF’X. 

Pour que I’ClCment don& y E W,,(x) soit Cgal g zo(z + Fz), il suffit done que zo, . . . , z, v&i- 
fient les r + 1 tquations: 

ZOZl = Yo 

zo(z2 + 4 = Yl 

. . . 

zo(z, + ZF- 1) = Y,- I 

z,z,p = y,. 
On vCrifie par un calcul tltmentaire que ce systbme est rtsoluble lorsque y. et l’un des 

Y,, **. f y, sont non nuls. Comme l’ensemble des y correspondants est dense dans W,(x) 
(pour Ia topologie de Zariski), on en con&t bien que W,(x) c X(k), ce qui dtmontre le 
lemme , 
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La Proposition (1) est maintenant immediate. En effet, le Lemme (1) montre que 

X(k) est reunion de sowespaces vectoriels W, stables par F, done rationnels sur F,. 

L’ensemble de ces sous-espaces ttant fini, toute composante irreductible de X(k) est tgale 

a l’un d’eux, cqfd. 

COROLLAIRE. Soit a un ideal vertjiant les hypotheses de la Proposition (1). Suppo- 

sons a # 0. Alors a contient un &%nent u de la forme 

oic Ies ui sont des elements homogenes non nuls de degre’ 1 de S. 

Soit T l’ensemble des elements homogenes non nuls de degre 1 de S. C’est un ensemble 

fini. Posons 
o=flt. 

fET 

Le polynome v s’annule sur la varie’te’ X(k) de l’ideal a. En effet, d’apres la Proposition (l), 

X(k) est reunion finie de sous-espaces vectoriels W, rationnels sur F,, et l’on a W, # k” 

pour tout a puisque a # 0. Chaque W, est done contenu dans au moins un hyperplan H, 
rationnel sur F,, c’est-a-dire d’equation t, = 0, avec t, E T; on voit bien que v s’annule sur 

X(k). D’apres le thtoreme des zeros de Hilbert, on en deduit qu’il existe une puissance u 

de v qui appartient a a, ce qui dtmontre le corollaire. 

L’utilite de la Proposition (1) provient du resultat suivant: 

PROPOSITION (2). Soit G un groupe projini (resp. un espace topologique), et soient 

x1, .** 2 x, des elements de H’(G, F,); si p = 2 supposons que Sq’x, = 0 pour tout i. Soit 

a c S Pideal des relations entre les xi (consider& comme elements de l’algebre de cohomolo- 

gie de G a coefficients dans F,,). L’ideal a verifie les hypotheses de la Proposition (1). 

Soit 

H*(G) = 2 H4(G, FP) 
q=o 

I’algebre de cohomologie de G. Supposons d’abord p # 2. Nous utiliserons les puissances 

reduites de Steenrod Pi (i = 0, 1, . . . ), cf. [6], Chapitre VI. Ces operations sont definies sur 

H*(G): c’est la un fait bien connu lorsqu’il s’agit de groupes discrets, et le cas d’un groupe 

profini en resulte par passage a la limite. Soit T l’application de H*(G) dans lui-m&me 

definie par la formule: 

T = 2 Pi. 
i=O 

Cette formule a un sens, car, pour tout x E H*(G), on a P’x = 0 pour i assez grand. De 

plus, la formule de Cartan montre que T est un endomorphisme de l’algbbre H*(G). Si 

x E H*(G, F,), on a: 

TX = x + xp, cf. [6], Lemme (2.2), p.78. 

Si l’on note n: l’homomorphisme de S = FJX,, . . . , X,,] dans H*(G) qui applique Xi sur 

xi, on a done TL 0 ti = T 0 rt. Le noyau a de TZ est done bien stable par 8; il est clair que 

c’est un ideal homogene de S. 
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Pour p = 2, on raisonne de la mbme facon, en posant: 

T = $ Sq’. 
i=o 

Si x E H’(G, F,) est tel que Sq’x = 0, on a TX = x + x *. Le reste du raisonnement s’applique 
sans changement. 

53. RELATIONS ENTRE CLASSES DE COHOMOLOGIE DE DEGRfi 1 D’UN PRO-p-GROUPE. 

Nous Ccrirons a partir de maintenant Hq(G) = Hq(G, F,) et nous noterons /3 poperation 
de Bockstein H*(G) -+ H*(G). On sait (cf. [6], p. 76) que c’est une antiderivation de degrt 
+ 1 de l’algebre H*(G). Si p = 2, on a /I = Sql. 

PROPOSITION (3). Soit G un pro-p-groupe, et soit (~+)~,t une base de H’(G), l’ensemble 
d’indices I &ant muni d’une structure d’ordre total. Les deux conditions suivantes sont alors 
equivalentes : 

(i) G est isomorphe au groupe produit (Z/pZ)‘. 

(ii) Les &ments vivj (i, j E I, i <j) et /X&J (k E I) sont des elements lineairement 
independants de H’(G). 

Le fait que (i) + (ii) rtsulte de la determination classique de la cohomologie du 
groupe Z/pZ, et de la formule de Kilnneth. On a m&me un resultat plus precis: pour 
p = 2, H*(G) s’identifie a l’algebre des polynomes en les y,; pour p # 2, H*(G) s’identifie 
au produit tensoriel de l’algebre exterieure engendree par les yi et de l’algebre des poly- 
names engendree par les /I&). 

Montrons que (ii) => (i). Soit G* le “sous-groupe de Frattini” de G, autrement dit 
l’adherence de (G, G)GP, ou encore l’intersection des noyaux des homomorphismes 
y : G + ZlpZ. Le groupe G/G* s’identifie au dual topologique de H’(G), c’est-a-dire au 
produit (Z/pZ)‘. Si rp dtsigne la projection canonique de G sur G/G*, l’homomorphisme 
cp: : Hl(G/G*) + H’(G) est un isomorphisme, et la condition (ii) equivaut d dire que 
rpf : H’(G/G*) --) Hz(G) est injectif. L’implication (ii) * (i) rtsulte done du lemme suivant 
(comparer avec Stallings [5]) : 

LEMME (2). Soit cp : G + G’ un homomorphisme de pro-p-groupes. 
Sicp: : H’(G’) -+ H’(G) est bijectif,etsig$ : H2(G’) + H’(G) est injecttx q est un isomorphisme. 

Tout d’abord, le fait que cp:’ soit injectif montre que cp est surjectif (cf. [4], Proposition 
(23), p. I-35). Si R = Ker(cp), la suite spectrale des extensions de groupes montre que 
H’(G’, H’(R)) = 0. Or H’(R) est un G’-module discret, annul6 par p; il est reunion de 
sous-G’-modules finis T,. Puisque H’(G’, H’(R)) = 0, on a H’(G’, T,> = 0, d’oti T, = 0 
(cf. [4], car. A la Proposition (20), p. I-32) et H’(R) = 0. Comme R est un pro-p-groupe, 
cela entraine R = {l}, cqfd. 

PROPOSITION (4). Les notations e’tant celles de la Proposition (3), on suppose que le pro-p- 
groupe G ne vertjie pas les conditions (i) et (ii). I1 existe alors une famille jinie (zl, . . . , z,,,) 
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d’&nents non nuls de H’(G) telle que I’tlkment 

i=Nl 

u = i1;1, P(Zi) 

de H’“(G) soit nul. 

Puisque (ii) n’est pas verifite, il existe une relation non triviale de la forme: 

(*) iTj a,jY,Yj + kTI bkP(Yk) = 0, avec ai+ b, E Fp. 

Si tous les aij sont nuls, on peut prendre 

m = 1, 21 =Cbkyk, 

et l’on a bien z1 # 0, j?(zI) = 0. Supposons done que I’un au moins des aij ne soit pas nul; 
posons x, = /3&). Appliquons a (*) l’optration fiP’/I (pour p = 2, c’est I’operation 
Sq1Sq2Sq1). Le calcul se fait sans difficult&, en utilisant les formules: 

P(&) = 0, P’(Yk) = 0, P1(Xk) = XI. 

On trouve la relation: 

(**) zj aij(X+j - XiXj”) = 0. 

Cette relation est non triviale; de plus, elle ne fait intervenir qu’un nombre fini des xi; 
soit J la partie de I correspondante. L’idCal a des relations entre les xi (i E J) est non 
nul, puisqu’il contient le polynome 

zj aij(xYXj - xixp)* 

En lui appliquant la Proposition (2) et le corollaire a la Proposition (l), on en deduit qu’il 
existe une famille finie (uj)r 5i5m -- de combinaisons lineaires non triviales des xi telle que le 
polynome 24 = nui appartienne a a. Ecrivons chaque ui sous Is forme 

Ui = C CijXj, 
jsJ 

avec cij E Fp. Par hypothbse, pour tout i, il existe au moins unj E J tel que cij # 0. Si l’on 
pose 

zi= c cijyj 
jef 

on a done zi # 0 pour 1 s i 5 m, et p(zi) = uir d’oti n p(zi) = 0 dans H’“(G), cqfd. 

$4. UN R&%JJLTAT DE PfiRIODICITfi 

PROPOSITION (5). Soient G un groupe projini, z un kkment 

noyau de z (z ttant consider6 comme un homomorphisme de 
non nul de H’(G), et U le 

G syr Z/pZ). On suppose 
que cd,(U) est Jinie. Alors, si A est un G-module discret annul& par p, le cup-produit par 

B(z) d&nit un isomorphisme de Hq(G, A) sur Hq f ’ (G, A) pour tout q > cd,(U) (resp. une 

surjection pour q = cd,(W)). 

Soit R = F,[Z/pZ] l’algebre du groupe Z/pZ sur le corps Fp. Si IT designe le gentrateur 
canonique de ZJpZ, l’homothetie 1 de rapport 1 - u dans R a un noyau et un conoyau de 
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dimension 1. On en dtduit une suite exacte de R-modules: 

(*) O+F,-+R+R+F,+O. 

L’homomorphisme z : G -+ Z/pZ permet de considtrer cette suite comme une suite exacte 
de G-modules. En tensorisant par A, on obtient la suite exacte: 

(**) O-+A-+R@A-+R@A+A+O. 

Le G-module R @ A est isomorphe au module induit ME(A), cf. [4], p. I-12, et l’on a done 
des isomorphismes : 

Hq(G, R 0 A) N Nq(U, A) (4 z 0). 

D’autre part, Hq(U, A) = 0 pour q > cd,,(U). On en dtduit facilement que le double cobord 

66: Hq(G, A) + Zfqf2(G, A), 

associt a la suite exacte (* *), est bijectif pour q > cd,(U) et surjectif pour q = cd,(U). 
D’aprbs les proprietes des cup-produits (cf. Cartan-Eilenberg [1], Chap. XI, $2 et 
Chap. XII, $4), on a: 

66 (a) = 68 (1). a pour tout a E H4 (G,A), 

oh 66(l) E H’(G) est defini par la suite exacte (*). 11 ne nous reste plus qu’a montrer que 
6S( 1) est egal a c. j?(z), avec c # 0. Cela pourrait se faire par un calcul direct (qui fournirait 
Cgalement la valeur de c). On peut aussi remarquer que, par fonctorialite, il suffit de prouver 
l’existence de c lorsque G = Z/pZ, auquel cas il est evident que /3(z) et 66(l) sont deux tlC- 
ments non nuls de H’(G), et I’on sait que dim.H’(G) = 1. 

COROLLAIRE. Pour que cd,(G) soit Jinie, il faut et il sufit qu’une puissance de p(z) 
soit nulle. 

En effet, si cd,(G) = n, on a /I(z)” = 0 pour 2m > it. Inversement, si /3(z)” = 0, 
la Proposition (5) montre que H4(G, A) = 0 pour q > cd,(U) + 2m, d’ou 

cd,,(G) 5 cdr(U) + 2m < co. 

(Noter que, d’aprb le thtoreme de Tate cite au no. 1, on a alors cd,,(G) = cd,(U).) 

Remarque. La demonstration de la Proposition (5) don&e ci-dessus m’a CtC indiqute 
par Tate (qui s’etait servi du resultat pour demontrer un cas particulier du theoreme du 
no. 1). On aurait pu Cgalement utiliser le fait que le cup-produit par p(z) est un endomor- 
phisme de bidegre’ (2, 0) de la suite spectrale associte a l’extension G/U = ZlpZ, et que cet 
endomorphisme est un isomorphisme en degres assez grands (ptriodicite de la cohomologie 

de Z/pZ). 

$5. DEMONSTRATION DU THBOR&iE 

LEMME (3). Soit G un pro-p-groupe. Supposons que toussessous-groupesouvertsd’indicep 
soient de dimension cohomologique finie. Alors G est de dimension cohomologique jinie ou 
est isomorphe d Z/pZ. 

Notons d’abord que, si G est isomorphe a un produit (Z/pZ)‘, l’hypothbe faite sur 
ses sous-groupes ouverts d’indice p n’est verifite que si Card(l) S 1. Ce cas trivial &ant 
&carte, on peut appliquer la Proposition (4) au groupe G. 11 existe done une famille finie 
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(2 i, . . . , z,) d’tlements non nuls de H’(G) telle que 1’ClCment 

i=m 

u = n BCzi) 
i=l 

de H’“(G) soit nul. Chacun des zi a pour noyau un sous-groupe ouvert Ui de G, qui est 

d’indice p dans G, done de dimension cohomologique finie. En appliquant la Proposition (5), 

on voit que le cup-produit par p(zi) est un isomorphisme de H’(G) sur Hk+‘(G) pour k 
assez grand; le cup-produit par u est done un isomorphisme de Hk(G) sur Hk+Zm(G) pour 

k assez grand. Comme u = 0, cela signifie que Hk(G) = 0 pour k assez grand, ce qui 

entraine que cd,(G) < co (cf. [4], Proposition (21), p. I-32). 

LEMME (4). Soit G un groupe projini, contenant un sowgroupe ouvert distingut! U 
d’indice p, avec cd,(U) < CO. Soit C I’ensemble des sous-groupes fermes V de G tels que 
cd,(V) = co. Si IZ # a, C contient un &ment minimal. 

D’apres le thtoreme de Zorn, il suffit de prouver que C est un ensemble inductif pour 

la relation d’inclusion decroissante. Soit done ( V,JleL une famille totalement ordonnee 

d’tlements de C, et montrons que V, = n V, appartient a X. Par hypothese, il existe un 

Clement non nul z E H’(G) tel que U = Ker(z). Soit z1 la restriction de z a V,, et soit 

U, = Un V, le noyau de zl. Puisque U,n U, on a cd,(U,J < 03, d’oh U, # VA, c’est B-dire 

zA # 0. En appliquant au couple (V,, ZJ le corollaire a la Proposition (5), on en deduit 

que p(z,)“’ # 0 pour tout m 2 0. Mais V,, = n V, = 1s. VA, d’ou H*( V,) = 1% H*( V,), 

cf. [4], Proposition (8), p. I-9. Pour chaque m 2 0, le systeme des B(zn)” est un Clement non 

nul de lim. H’“‘(V,). On a done H’“(V,,) # 0, ce qui montre bien que cd&V,,) = co. 
--_, 

Fin de la ddmonstration du thkorkme 

Soit (G, U) un couple verifiant les hypotheses du thtorbme. Si P est un p-sous-groupe 

de Sylow de G, P n U est un p-sous-groupe de Sylow de U, et I’on a: 

cd,(G) = cd,(P), cd,(U) = cd,(P n U), cf. [4-J, p. I-21. 

On est done ramene a demontrer le theoreme pour le couple (P, Pn U), autrement dit on 

peut supposer que G est un pro-p-groupe. Vu le theoreme de Tate deja cite, tout revient a 

montrer que l’on ne peut pas avoir A la fois cd,(U) < 00 et cd,(G) = 03. Supposons que ce 

soit le cas. D’aprts un resultat classique sur les p-groupes finis, on peut trouver une suite 

croissante de sous-groupes ouverts U, c U, c . . . c U, de G verifiant les conditions: 

u, = u, (Ui : Ui_1) = p, Uk = G. 

De plus, Ui_ 1 est un sous-groupe distingue’ de Ui. 

Soit r le plus petit entier tel que cd&U,) = co ; on a r 2 1. En appliquant le Lemme (4, 

au couple (U,, U,_ J, on voit qu’il existe un sous-groupe fermi V de U, tel que cd,(V) = m) 
et minimal pour cette propriete. En particulier, tout sous-groupe ouvert d’indice p de V 
est de p-dimension cohomologique finie. D’apres le Lemme (3), V est done isomorphe a 

ZjpZ, ce qui contredit l’hypothese que G ne contient pas d’element d’ordre p, cqfd. 
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