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INTRODUCTION

CE TRAVAIL se divise en deux parties, consacrées I'une (§8§1 & S) a la cohomologie de deux
immeubles associés a un groupe réductif sur un corps local, et 'autre (§6) a lIa cohomologie des
groupes S-arithmétiques, ou, plus généralement, de certains sous-groupes discrets de produits de
groupes définis sur des corps locaux. Nous montrons que de tels groupes, lorsqu’ils sont sans
torsion, ont une dualité homologique qui généralise celle des groupes arithmétiques[S: §11].

Soient k un corps local non archimédien, G un k-groupe réductif et X I'immeuble de
Bruhat-Tits de G (§4). L’espace X est de dimension égale au k-rang ! = rg.G de G. Notre
principal objectif, dans la premiére partie, est d’en déterminer les groupes de cohomologie a
supports compacts H./(X;Z): on trouve que H./(X;Z) est nul si i# [, et que c’est un groupe
libre#0 si i =1 (5.6, 5.9). Pour la démonstration, on se rameéne tout de suite au cas oit G est
semi-simple et simplement connexe. On considére d’abord I'immeuble Y des k-sous-groupes
paraboliques de G (§1). Il est simplicial, de dimension / — 1, mais non localement fini (4 moins que
I =0, auquel cas il est vide); on sait qu'il a le type d’homotopie d’un bouquet de sphéres;
cependant, ce n’est pas sa topologie usuelle qui nous intéresse ici, mais une autre topologie,
provenant de celle de k, qui en fait un espace compact et métrisable Y, (§1). Soient P un
k-sous-groupe parabolique minimal de G, et U son radical unipotent; utilisant une filtration de Y,
déduite de la décomposition de Bruhat de G(k)/P(k), nous montrons au §2 que le i-iéme groupe
de cohomologie'™ réduite H(Y,;Z) de Y. est nul pour i# ! — 1, et que, pour i = [ — 1, ce groupe
est isomorphe au groupe C.*(U(k); Z) des fonctions localement constantes, a valeurs dans Z, et a
support compact, sur U(k) (2.6). On montre ensuite (§5) que ’on peut compactifier X par Y, de
maniére a obtenir un espace compact contractile Z,. Le théoréme 5.6 résulte alors de 2.6 par la
suite exacte de cohomologie de Z; mod Y..

Soient maintenant F un corps de nombres, S un ensemble fini de places de F contenant
I'ensemble S™ des places archimédiennes de F,et S'=S—S~. Siv € S, on note F, le complété
de F en v. Soit G un F-groupe réductif. Notons X la variété i coins associée dans [5: §9] au
Q-groupe RrioG obtenu a partir de G par restriction des scalaires de F 4Q. Siv € §’, soit X,
I'immeuble de G sur F, [17: 2.2], autrement dit le produit de I'immeuble de Bruhat-Tits du groupe
dérivé 9G de G par un espace euclidien de dimension égale 4 celle du plus grand F,-tore déployé
central de G. Soient enfin Xs = X x II,es-X, et I un sous-groupe S-arithmétique de G. Alors T
opere proprement sur Xs et Xs/T" est compact (6.10). Soit d = dim X +3,cs dim X, - rgrG. 1l
résulte de 5.9 et [S: §9] que H.'(Xs; Z) est nul pour i # d et libre pour i = d. Si I est sans torsion,
cela entraine que T est un groupe a dualité au sens de [2], de module dualisant Is = H.*(Xs; Z).
On a en particulier un isomorphisme canonique

H T, M)— Hai(T'; Is ® M), 1

quels que soient i € Z et le I-module M (6.2). On obtient également un résultat semblable pour
les sous-groupes cocompacts sans torsion des produits finis I1.L.(k.), oll k., est un corps local et
L, un k,-groupe réductif.

Les principaux résultats de ce travail ont été annoncés dans[4].

Notations et conventions. Si A est un groupe et B une partie de A, on note Z(B) ou Z.(B)le

) ™11 s’agit ici de la cohomologie “d’ Alexander-Spanier”, i.e. de celle de la théorie des faisceaux, et non de la cohomologie
singuliére.
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212 A. BOREL ET J.-P. SERRE
centralisateur de B dans A et A(B) ou N4(B) le normalisateur de B dans A. On a donc
Zs(B)={a € Alab=ba(b € B)}, Na(B)={a € Ala-B=B-a};

le centre Z4(A) de A est aussi noté C(A). Si {Bi}ier est une famille de parties de A, on note
{(Bi)ier) le sous-groupe engendré par les B.

Si G est un groupe algébrique, G° désigne la composante connexe de e dans G, que I'on appelle
aussi composante neutre de G, et @G le groupe dérivé de G. Si k est un corps de définition pour G
et si G° est réductif, le k-rang rg«G de G est par définition celui de G°, au sens de [6: §5].

Un corps local est, dans ce travail, R, C ou un corps complet pour une valuation discréte a
corps résiduel fini; un tel corps est localement compact.

Dans les 881 a 4, k est un corps local non archimédien, G un k-groupe connexe semi-
simple, G le revétement universel de G et | le k-rang rg. G de G.

§1. L’immeuble topologisé des sous-groupes paraboliques

1.1. On note P I'ensemble des k-sous-groupes paraboliques de G, T un tore k-dépolyé
maximal de G, et ® le systéme des k-racines de G par rapport 4 T. Le quotient W = A (T)/Z(T)
est le groupe de Weyl de . On a ® #@ et W# {1} si et seulement si [ = 1.

On note P un k-sous-groupe parabolique minimal contenant T, et A la base de ® associée a P.
Les racines de P par rapport a T sont donc les combinaisons linéaires a coefficients positifs
d’éléments de A. Pour I C A, soient T; = (M., ker a)® et P, le k-sous-groupe parabolique
engendré par P et Z(T;). On sait que I — P, est une bijection entre I'ensemble des parties de A et
celui des éléments de B contenant P, que tout Q € B est conjugué a un et un seul P; et que cette
conjugaison peut étre effectuée a 'aide d’'un élément de G(k) (6, §§4, 5].

On sait que G(k)/P(k), muni de sa structure d’espace homogene du groupe topologique G (k),
est compact. Plus précisément, G(k)/P (k) s’identifie a (G/P)(k), donc a I’ensemble des k-points
d’une k-variété projective lisse.

On note 7, la projection canonique de G /P sur G/P; et mi;(I C J)cellede G/P; sur G/P;.

1.2. L’immeuble Y

Si I =0, on pose Y=Y, =0. Supposons [ = 1. Les sous-groupes Q(k), (Q € B) sont les
sous-groupes paraboliques d’un systéme de Tits T =(G(k), B, N, S) de G(k), dans lequel
B=P(k), N=N(T)k)et S C W est I'ensemble des réflexions associées aux éléments de A.
Dans la suite on identifie A &4 S en associant 4 un élément a € A la réflexion s. qui, vue comme
automorphisme de T, fixe Tis;. Ona B N N = Z(T)(k) et W s’identifie au groupe de Weyl de T.

On note Y P'immeuble de Tits de T. C’est un complexe simplicial de dimension / —1, sur
lequel G(k) opére. Le groupe d’isotropie G, d’une face o de Y est le groupe P, (k) des points
rationnels d’un k-sous-groupe parabolique # G et o > P, est une bijection entre I'ensemble des
faces de Y et P —{G}. De plus, P,(k) laisse fixe tout point de o. Pour g € G(k), on a
Peory=g - P, - g~". Soit C le simplexe fixe par P(k). Pour I C S, I# S, on note C; la face de C
formée des points fixés par P;(k). Avec cette convention, les faces de codimension 1 de C sont
les Cii(s € S), et Co=C. On a:

G CaC,eJCle P CPy (1
Soit &/ =Cr— U JQIC, I'intérieur de Cr. On a une partition
Y=1licsYs, od Yi=GKk)/Pi(k)xCu. 2)
Soient R .
Gk)xC—Y—>C=Y/G(k), 3)

les applications définies respectivement par I’action de G (k) sur Y et par la projection de Y; sur
son deuxiéme facteur (I g S). Comme P(k) fixe C, A se factorise en

G(k)x C =25 (G(k)P(k))x C = Y, @
ol 7 est la projection canonique de G(k) sur G(k)/P(k).

1.3. Topologie sur Y. On munit (G(k)/P(k))x C de 1a topologie produit et on note Y; I'immeuble
Y muni de la topologie quotient de (G(k)/P(k)) x C par la relation d’équivalence définie par A’.
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Comme C est un domaine fondamental pour G(k), il résulte de 1.2(1) que la relation
d’équivalence définie par A’ a un graphe fermé, donc Y. est séparé. 1l est compact puisque
(G(k)/P(k)) x C I'est. Montrons que G (k) opére continiment sur Y. L’action de G(k) sur Y est
définie par une application »: G(k)X Y > Y qui s’insére dans le diagramme commutatif

Id. <A’

G (k) x(Gk)/P(k)) x C———> G(k) X Y

Lo l

(GK)PKkYXC ———Y (1)

ol p est Papplication canonique de G(k)x (G (k)/P(k)) dans G(k)/P(k). L’application A’ est
propre. Il en est donc de méme de Id. x A’ [8: 173, prop. 4] et G(k) X Y ala topologie quotient de
G(k)x (G(k)/P(k)) x C vu [8: 1.74, cor. 4]. La continuité de » résulte alors de celle des autres
applications du diagramme (1). De fait que Pi(k) opére trivialement sur C;, on déduit
immédiatement que la bijection naturelle Y, =(G(k)/P;{k))x G = 4Cy), est un
homéomorphisme sur un sous-espace localement fermé.

Sil=0,0onaY.=%;sil=1,C estunpoint, Y = G(k)/P (k) et Y. est simplement G(k)/P (k)
muni de sa topologie naturelle.

1.4. Remarque. L’espace Y, peut aussi se définir lorsque k, au lieu d’étre ultramétrique, est le
corps R des nombres réels. Soit K un sous-groupe compact maximal de G(R) dont I'algébre de
Lie est orthogonale a cellede A = T(R)*. Ona Y = K - C et I'on peut identifier le K-espace Y: &
la sphére unité de I'espace tangent 3 G/K a i origine, et cela de telle sorte que C soit 'image des
vecteurs tangents t & A de longueur 1 tels que a(t)=0 pour tout a € A.

§2. Cohomologie de Y,

2.1. Soient X un espace localement compact et M un Z-module. On désigne par H' (X ; M)
(resp. H/(X; M)) le i-ieme groupe de cohomologie d’Alexander-Spanier & supports fermés
(resp. compacts) de X, i coefficients dans M. On a en particulier H(X; M)= C™(X; M) et
HYX:M)=Co(X; M), ou C*(X;M) (resp. C5(X;M)) désigne le groupe des fonctions
localement constantes (resp. localement constantes a support compact) sur X, a valeurs dans M.

Si X est compact non vide, H'(X; M) dénote le i-ieme groupe de cohomologie réduit de X a
coefficients dans M, i.e.

H(X;M)=H(X;M) pour i#0
H°(X; M) = coker {M = H°(pt; M)— H%(X; M)}.

Le groupe H°(X; M) s’identifie au quotient de C~(X;M) par le sous-groupe formé des
fonctions constantes.

Si X est compact et contractile, on a H (X; M) =0 pour tout i € Z.

Si Y est un sous-espace fermé non vide de X, la suite exacte de cohomologie & supports
compacts de X mod Y peut s’écrire:

o HI(X=Y;M)->H (X, M)»H(Y; M) > H (X =Y; M)> - - (1

2.2. LeMME. Soient X un espace localement compact, métrisable, totalement discontinu, et M
un Z-module. Alors C(X;Z) est un Z-module libre et C7(X; M) =C7(X;Z) ®z M.

On peut écrire X comme réunion disjointe d’ouverts compacts X.(a € J), d’ou
Co(X; M)=®.es C7(X.; M), ce qui nous raméne au cas ol X est compact. L’espace X est
alors limite projective dénombrable d’ensembles finis

£, 1,

f f - n
Xie— X, Xy 2L X, e

ol les applications f; sont surjectives. On a donc C*(X; M)=Ilim-ind- M* ou M* désigne
I’ensemble des applications de X, dans M. Evidemment, M™ =Z* ®; M, d’ou la deuxiéme
assertion. Comme f, est surjective, I'application canonique M *« —>Mx~;' a comme image un
facteur direct; siI'on note S, un supplémentaire,ona C*(X; M)=M>* @ @ S..d’oula premiére
assertion. et
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2.3. On reprend les hypothéses et notations du §1; on écarte le cas trivial [ = 0. On désigne
ar [(w) la longueur d’un élément w € W par rapport & S [9: IV, §1]. Soient (W:)i<i<n les

r
é!émn te dn oronne de Wavyl T/ niim ',r

ments du groupe de Weyl W, numérotés de maniére 4 ce que 'on ait
Iw)slw) si i<j (I<ij<N=|W). (1)
En particulier, w, = 1. Pour m € [1, N] entier, soit
In ={s € S{l(Wm + 5)>1(Wm)}. Q)
Il résulte de [9: 1V, §1, Exer. 3, p. 37] que
L=S, In=0 et I.#0,5 pour1<m<N. 3)

On a la décomposition de Bruhat
G(k)=U.,ewP(k) - w-P(k), cf.[6:85], 4
d’ou aussi
Gk)/P(k)=1wewC(w), avec C(w)=(P(k)-w - P(k))/P(k). %)

De plus, il existe un k-sous-groupe connexe U, du radical unipotent U de P tel que C(w) soit un
espace homogeéne principal sous U.(k), donc homéomorphe & k™, ot d(w)=dim U,. En
particulier, si w = wy, alors U, = U, donc

Cwn)=Uk)=(P/ZE(M)k)=k? (d=dim U). (6)
Si 1=m = N, posons
Ew = Uisi=mC(wy), Yo =A(En.xXC)CY.

D’aprés [7: 3.15], C(w.) est ouvert dans E.. et E.. est fermé dans G(k)/P(k). Les Y,. forment
donc une suite croissante de sous-espaces fermés de Y; allant de Y,=C a Yy =Y.
On va utiliser cette filtration pour déterminer la cohomologie de Y.

2.4, LeMME. Soient m € N(1<m<N)et1 CS. Alors:

(i) Si I C I, la projection m:: G/P — G/P: définit un homéomorphisme de C(w,,) sur son
image dans G /[P,

() Sile I,.., alors mi(En) = mi(En-1).

(i) Y., —Y,._, est homéomorphe a C(w,, )X L,, ot Lm = U,c,mC,
Les assertions (i) et (ii) résultent de [7: 3.16]. La relation 1.2(2) et (ii) montrent que I'on a
Yo = Yoor = U ser, L(C(w,)) X G, (1)

ce qui, vu (i), entraine (iii).

2.5. Les appartements de Y sont les sous-ensembles de points fixes des conjugués de
Z(T)(k). Un appartement est un sous-complexe fini, isomorphe au complexe de Coxeter A de W,
et en particulier est homéomorphe a la sphére §'~'. L’espace Y est réunion de I'ensemble s/ des
appartements contenant C. Si A, est 'appartement fixé par Z(T)(k), alors g — g - A, induit une
bijection de P(k)/Z(T)k) sur op, ce qui permet de munir & d’une structure de variété
k-analytique.

La base S définit une chambre C de A et les chambres de A sont les transformés w - C de C
par W. Identifions S a{l,...,!}. Cela fixe une orientation sur C, donc aussi sur A. On note [A] la
classe d’homologie dans H, (A ; Z) du cycle (= 1)'™ w - C. Si [ = 2, ¢’est la classe fondamentale
de la sphére orientée A. Si [ =1, cette classe appartient au sous-groupe d’homologie réduit
Ho(A;Z)=Ker{Hy(A;Z)> H(A;Z)=1Z}. Si A € oy, il existe un et un seul isomorphisme
va:A > A qui prolonge I'isomorphisme canonique de C sur C. On note [A] € H((A;Z)
I'image de [A] par l'isomorphisme associé en homologie. Si [ =2, c’est donc la classe
fondamentale de A pour l'orientation qui, sur C, coincide avec Porientation donnée par
I'identification de S a {1,...,1}. Sil=1,ona [A] € Hy(A;Z).

Soit M un Z-module. Etant donnés h € H'"(Y.; M),et A € p, on note h(A) la valeur sur
[A] de la restriction de h 3 H'"'(A; Z). Cela a un sens puisque, pour [ = 1, la classe [A] est dans
le 0-2me groupe d’homologie réduit de A. A tout h € H'~'(Y,; M) est ainsi associée une
application fi: 4 - M.
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2.6. THEOREME. (i) Ona H(Y,; M)=0 pouri#l—1. (ii) L’app_lication h— h de 2.5 définit
un isomorphisme de H'"\(Y,; M) sur C~(sd»; M). Le Z-module H'~'(Y.;Z) est libre.

Supposons le théoréme démontré pour M =Z. Alors H'(Y,; M)= H'(Y,;Z)® M d’aprés la
formule des coéfficients universels; comme C.(fr; M) = C7(dp; Z)® M vu 2.2, cela entraine
le théoréme pour M quelconque. 1l suffit donc de considérer le cas ot M =1Z. '

Pour 1<m <N, soit L), le complément de L. dans C, ie. la réunion des faces de
codimension 1 Cis)(s € S —1I,) de C. Comme L. # @, S, le sous-espace L . est contractile, donc
de cohomologie réduite nulle en toute dimension. La suite exacte de cohomologie de C mod L
montre alors que H*(L.;Z)=0; vu 2.4 (iii) et la formule de Kiinneth, il s’ensuit que
H*(Ymm — Y13 Z)=0. L’espace Y, est égal a C, donc contractile; sa cohomologie réduite est
nulle. En utilisant la suite exacte 2.1(1) pour (X, Y)=(Ym, Yu_1) on en tire tout d’abord, par
récurrence sur m, que H*(Y..;Z)=0 si m <N et ensuite que

H*(Y.;Z)= H¥Y. - Yn-1; Z). )
Mais on a, vu 2.3(6), 2.4(ii) et 2.5
Y. = Yna=C xCwn)=C x PR)Z(T)k)=C x . )

L'espace C est homéomorphe a R'™", et orienté grice & I'indexation de S; on a donc
HA(G;2)=0 si i#i-1 et H(C;2)=L.
Appliquant la formule de Kiinneth, on obtient:
Hi(Y. = Yno32)=H T (C DR H " (dp; D) =ZQ H (A5 Z). 3)

L’assertion (i) résulte alors de (1) et du fait que o» est de dimension 0, donc de cohomologie nulle
en dimensions # 0. De plus, pour i =[—1, (1) et (3) donnent un isomorphisme

H (Y, Z)— ZQ®H (4p;Z)= C7(dr; Z). (€Y

Nous allons montrer que cet isomorphisme est défini par I'application h —h de (2.5), au signe
prés. Soit e € H.(C;Z) le générateur défini par l'orientation choisie en 2.5 multipliée par
(=D™. Soit f € C=(Ap;Z). Vu (1) et (4), I'application f—>e @ f induit un isomorphisme de
C=(sde; Z) sur H'7'(Y,; Z). Il reste & voir que cet isomorphisme est I'inverse de I"application h — f
de 2.5, i.e. que 'on a

(e ®PHLA] = f(A) quel que soit A € Ap. )

OnaA N (Y — Yn_1) = Ca, ot C4 désigne la chambre de A “opposée” a C, celle qui correspond
a wn(C) par 'isomorphisme va: A > A de 2.5. D'autre part, la restrictionde e @ f & ¢ x{A}est
f(A)-e € H!Y(&;Z). Considérons le diagramme commutatif

HY(EZ)— H''(Cas Z) 2> H'Y(A; Z)

H (Y, = Yaoi, Z)— H' (Y3 Z)

ol B, B’ sont définis par inclusion, vy, ¥’ par restriction, et & par I'isomorphisme transporté de
wn: Cowan(C) par va:A—>A. Alors Boa applique e sur la classe duale de {A], ie.
Bea(e)[A]l=1.On a déja vu que a '~y envoie e ® f sur f(A) - ¢, d’oli (5), ce qui achéve de
démontrer (ii).

Remarque. Sil=1,ona Y, =Gk)/P(k), &p = Y, —{P} et H%Y.;Z) s'identifie au quotient
de C.°(Y:;Z) par le sous-espace des fonctions constantes. Etant donné h € H(Y,;2), la
f_onction f correspondante associe au point Q la différence hA(Q)—h(P). On a donc
h € C7(dp;Z). Le théoréme est évident dans ce cas.

§3. Un complexe auxiliaire
Les hypothéses et notations sont celles du §2; on suppose ! = 1. Nous nous proposons de
décrire un complexe dont la cohomologie est celle de I'espace Y.
Les résultats de ce paragraphe ne seront pas utilisés par la suite (mis a part 5.10).
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3.1. Le complexe L(M)

Soit M un Z-module et soit (FE,) la suite spectrale de Leray de Papplication
t: Y, > C = Y/G(k), cf. 1.2(3), relativement au faisceau constant M. Cette suite spectrale aboutit
a H*(Y.; M) et son terme E; est donné par E,”* = H?(C; F?), ou F* est le faisceau R7M
associé au préfaisceau U +— H (1 '(U); M).

Lafibre F.2 de F enx € Cestégaled Hi(r '(x); M).Six € Ci,onar '(x)=Gk)/Pi(k),
d’ou:
0 si g#0
CHGk)Pi(k); M) si g=0.

Les faisceaux F? sont nuls pour g#0. Si 'on pose F°=F, on a donc

H"(Y:; M) =H"(C; F). 0y

F.4 = HY(G(K)/Py(k); M) = {

De plus, le faisceau F est constant sur chaque face ouverte él, onlCcS={1,...,1},I#S.On
peut le considérer comme un “faisceau simplicial” sur le simplexe C: il associe a toute face C; le
groupe

Fy = C™(G(Kk)/P:(k); M), (2
et a toute inclusion C; C C; (J D I) I'homomorphisme
‘n'(;.JZ F,-F (3)

défini par f > f o, cf. 1.1,

On sait que la cohomologie d’un tel faisceau peut se calculer simplicialement (cela résulte, par
exemple, de la suite spectrale associée a la filtration de C par ses squelettes). Vu (1), on en déduit
que H*(Y,; M) est la cohomologie d’'un complexe L(M)=@L™ (M), ou:

L"(M)=®F, IcCS, I#S, Card)+m=1I-1, @)
le cobord df d'un élément f € F; étant donné par

df= S (~1)a%suf € @ Fis )

l=i=n
o I={j,...,Jn}, i<ja<' - <ju, et I —j désigne I —{j}.
Le complexe L(M) est nul en degrés <0. Il est commode de “I'augmenter”, i.e. de définir un
complexe L (M) tel que

{I:“(M) =L9%M) pour q#-1
L (M)=Fs = C*(G(k)/Ps(k); M) = M, ©
Popérateur d étant encore donné par la formule (5).

La cohomologie de L (M) s’identifie a la cohomologie réduite H*(Y,; M) de Y,. Vu 2.6, on
en déduit:

3.2. THEOREME. On a HY(L(M))=0 pour q#1~1, et H '(L(M)) est canoniquement
isomorphe a H'"\(Y.; M).

Pour la structure de H'™(Y:; M) et H'"Y(L(M)), voir 2.6, ainsi que 3.5 et 3.8 ci-apreés.

3.3. CorOLLAIRE. On a une suite exacte de G(k)-modules
0 Fs —>® Fs >~ “’@ E.-)—>Fa—>f{"‘(Y,;M)—>O,

ot Fr = C™(G(k)/P:i(k), M), le groupe G(k) opérant sur F; gridce a son action sur l’espace
homogéne G(k)/P:(k).

Cela résulte de 3.2 et du fait que I'isomorphisme H'™'(L(M))= H'"(Y,; M) commute par
construction a 'action de G (k).

(Noter qu’on obtient ainsi une résolution du G(k)-module H'~'(Y.; M) au moyen des F, cf.
5.10.)

3.4. Explicitation de H''(L(M)). La composante de degré [~—1 du complexe L(M) est
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Fs= C*(G(k)/P(k); M); il en résulte (cf. 3.3) que H'"(L(M)) est le quotient de F, par la somme
des images des Fj, 1<si</

L’espace G(k)/P(k) est réunion disjointe des C(w), 2.3 (5). En particulier, la “grosse cellule”
C(wn) est ouverte dans G(k)/P(k). Nous noterons R I'ensemble des fonctions f € F, qui
s’annulent sur les C(w;), j<N, ie. dont le support est contenu dans C(wn); on a
R =C7(C(wn), M).

3.5. PROPOSITION. L’injection R - Fy définit par passage au quotient un isomorphisme de R
sur H'"'(L(M)) = Fp/(Z Im (F;,).

i Daprés 2.6 (1), la cohomologie du sous-espace Yn-: de Y est triviale, et I'on a
H™'(Y,; M)= H.(Y: = Yn_1; M). Or la cohomologie a supports compacts de Y, = Y. peut
se calculer, comme celle de Y, au moyen de la suite spectrale de Leray de la projection
Y, - Yn_1—> C; cette suite spectrale est ici particulierement simple, vu que Y, — Yy , =
€ X C(wn), cf. 2.6 (2). On en déduit un isomorphisme H' '(Y; = Yn-i; M)=H/ (G, R), et le
diagramme )

H™(Y ;M)& H' (Y, = Yn-; M)
i I
A'7(C; F)&H(C;R)
est commutatif (car provenant d'un homomorphisme de suites spectrales).

On déduit de la que I'injection de R dans le faisceau F définit un isomorphisme de
H!"((C;R)=R sur H"'(C; F)=H'"'(L(M)), d’ol la proposition.

3.6. Remarque. On peut également démontrer 3.5 par le procédé suivant: on définit des
sous-complexes L; (1 <j < N)de L (M) par la condition qu’un élément f d’'un F; appartient & L;
si et seulement si f, considéré comme fonction sur G(k) invariante a droite par P;(k), s’annule sur
tous les P(k)wiP(k),pour i <jOnaL(M)=L, D L, D --- D Ln,etlecomplexe Ly est égala
0 en toute dimension # ! — 1, et & R en dimension [ — 1. La structure des quotients successifs
L;/L;+i, 1<j <N, se détermine facilement, grice a 2.4; on trouve que la cohomologie de ces
complexes est nulle en toute dimension. Il en résulte que 'injection de Ln dans L (M) induit un
isomorphisme de H*(L~) sur H*(L(M)), ce qui démontre 2 la fois 3.2 et 3.5.

3.7. Projection de H’_‘({:(M)) sur R. On a défini dans 3.5 un isomorphisme de R =
C=(C(wn); M) sur H'7'(L (M)). Nous nous proposons d’expliciter_l’isomorphisme réciproque.
Soit f € Fa= C~(G(k)/P(k); M). Associons a f la fonction f sur G(k) définie par

f(x)=wgw(-1)"“f(x ‘w), x € Gk). (1)

C’est une fonction localement constante sur G(k), invariante a droite par Z(T)(k).

LemME. S'il existe s € S tel que f soit invariante a droite par Py(k), on a f =0.
Soit W, ={w &€ W/|l(ws)>I(w)}. Alors W est réunion disjointe de W, et W, - s [9: IV, §1,
Exer. 3, p. 37]. Comme

fx -w-s)=f(x-w) et l(w-s)=Il(w)+1 (x € Gk),w € W,),
les différents termes de la somme (1) se détruisent deux a deux, et I'on a bien f(x)=0.

Le lemme ci-dessus montre que f =0si f € TIm (Fu). Par passage au quotient, 'application
fr>f définit donc un homomorphisme 6 de H'"'(L(M))= Fy/(2Im(Fy)) dans le groupe
C™(G(k)|Z(TXk); M); par restriction & P(k), on en déduit un homomorphisme

9’ H'(L(M)) - C™(P(k)/Z(T)(k); M).

D’autre part, I’application p — p - wy définit par passage au quotient un isomorphisme de
P(k)/Z(T)k) sur C(wn), d’olt un isomorphisme

v C(P(K)/Z(T)(k); M)—> C™(C(wn); M).
3.8. PROPOSITION. L’homomorphisme

(=DM o' H (L(M))- C=(C(wn); M)

TOP Vol. 15, No. 3—C
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est un isomorphisme de H' (L (M) sur le sous-espace R de C*(C(wn); M) formé des fonctions a
support compact. Son inverse est I'isomorphisme R » H'"'(L(M)) de 3.5.

Vu 3.5, il suffit de montrer que le composé de R—->H “YL(M)) et de (—1)Nio8' est
'application identique de R sur R. Or c¢’est immédiat: sif € R et x € P(k),ona f(x - w)=0
pour w # wn, d’odt f(x) = (=1)™f(x - wn); si f’ désigne 'image de f dans H'~'(L(M)), cela signifie
bien que (~1)Nu o 8'(f)=f.

3.9. CoroLLAIRE. L’application
9: H'(L(M)~ C(G()Z(T)(k); M)

est injective.
C’est immédiat.

Remarque. 11 serait intéressant de déterminer explicitement I'image de 6.

3.10. Remarque. Les résultats de ce § ont un analogue dans le cas ou le corps de base k, au
lieu d’étre ultramétrique, est le corps R des nombres réels, le module M étant pris égal a R.

Le complexe L = L(R) est défini comme dans 3.1, en convenant que C(Gk)/Pi(k); M)
désigne I'espace des fonctions continues'™ réelles sur Vespace homogéne G(k)/P,{k) (qui est ici
une variété compacte). On trouve que la cohomologie de I est la suivante:

(@) H(L)=0 pour g#1—1, olt | = rgG;

(b) H'"(L) s’identifie 4 I'espace des fonctions continues sur la grosse cellule C(wx) qui
tendent vers 0 a I'infini (i.e. qui se prolongent en une fonction continue sur G (k)/P(k) nulle sur
les C(w;) pour i <N).

Cela se démontre par des arguments analogues a ceux du cas ultramétrique, utilisant la
filtration de G(k)/P (k) par les C(w:). De plus, 3.5 et 3.8 restent valables, & condition, ici encore,
de remplacer les fonctions localement constantes a support compact par les fonctions continues
tendant vers 0 A I'infini.

La cohomologie de L peut aussi s’interpréter comme la cohomologie réduite de 1'espace Y;
(1.4) a valeurs dans le faisceau des fonctions continues réelles dont les restrictions & chaque
simplexe sont localement constantes; cela résulte, comme dans 3.1, de la suite spectrale associée
ar: Y, »>C

§4. L’immeuble de Bruhat-Tits des sous-groupes parahoriques

4.1. Rappelons que G est semi-simple et que G est le revétement universel de G. Soit
m: G —> G T'isogénie centrale canonique. Si X est un k-groupe connexe réductif, notons B(X)
I'ensemble de ses k-sous- groupes paraboliques. On sait que Q — 7(Q) et Q — 7=~ '(Q) sont des
bijections réciproques de B(G) et B(G) [7: §2]. D’autre part (loc. cit) T = w~(T) est un k-tore
déployé maximal de G, 7 induit un lsomorphlsme de JV(T)/Q"(T) sur N(T)/Q’(T) et (T, G)
s’identifie 2 ®. Posons P = w'(P) et N = ¥ (T)(k). Alors T = (G (k), P(k), N, S) est un systéme
de Tits, et 'immeuble correspondant s’identifie a I'immeuble Y de T.

Le groupe G s’écrit de maniére essentiellement unique comme produit direct de k-groupes
presque simples simplement connexes G; de k-rang> 0 (1 =j = m) et d’un k-groupe simplement
connexe Go de k-rang nul. Le groupe T est le produit de ses intersections T; avec les
Gi(1<j<m)et P (resp. ¥(T)) est le produit de G, et de ses intersections P; (resp. N;) avec les
Gi(1=j=m). Le systéme de racines ® est la somme directe des ®(T}, G;), W le produit des
W; = N;/%,(T;) et S la réunion disjointe des $; =S N W;(1=j=m). Un simplexe o de Y est
une famille {o;}{(1 =j=m), ou o; est, soit vide, soit un simplexe de l'immeuble Y; des
k-sous-groupes paraboliques de G;, et au moins un o; est non vide. Il s’ensuit que Y est le joint des
immeubles Y; et que C est le joint des Cj, ou C; est 'ensemble des points fixes de P;(k) dans
Yi(l<sj<m).

4.2. Dans ce qui suit, nous admettrons ’existence du systéme de Tits T =(G(k),B,N', §")
des sous-groupes ‘““parahoriques’ de G(k); cette existence est annoncée dans[10] et démontrée
dans [11: §10] pour les groupes classiques. On note X I'immeuble correspondant [11: §2]; c’est un
complexe polysimplicial dont les sommets (resp. les faces) correspondent aux sous-groupes
compacts maximaux (resp. aux sous-groupes parahoriques) de G (k).

1A 1a place des fonctions continues, on pourrait prendre les fonctions analytiques (ou différentiables); nous ignorons
quelle serait alors la cohomologie du complexe L correspondant.
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Les données B, N, S’ sont supposées compatibles avec les choix déja faits de T,P,®,S;en
particulier, on a un double systéme de Tits, au sens de [11: §5] et N' = N = ¥(T)(k); le groupe de
Weyl W’ de T' s’identifie au quotient de N’ par le plus grand sous-groupe compact H de
#(T)(k), et est donc extension de W par le sous-groupe Z( T)(k)/H, qui est commutatif libre de
rang I. On a B N N'=H. Le groupe B est le sous-groupe parahorique minimal standard
(“*sous-groupe d’Iwahori”); c’est le produit direct de Go(k) etdes Bi=B N G, 1<j<m. Ona
de méme des décompositions

s=ms, w=0w, x=1I1Xx,
i=1 j=1 i=1

ol X; est 'immeuble associé au systéme de Tits T; = (G;(k), B;, N;, S}, et W le groupe de Weyl
de T;(1 =j = m). Les sous-groupes parahoriques de G (k) sont les produits Go(k) X I1,"M;, o0t M,
parcourt les sous-groupes parahoriques de G;(k). En particulier, les sous-groupes parahoriques
standard sont les sous-groupes B; = B - Wi - B ol I parcourt 'ensemble des parties de S’ qui ne
contiennent aucun des S’, et W est le sous-groupe de W' engendré par I. Soit C; 'ensemble des
points fixes de B; dans X;(1=j = m). C’est un simplexe de dimension égale au k-rang /; de G;, et
’ensemble C' des points fixes de B dans X est un polysimplexe de dimension , le produit des C'.

On note A I'appartement standard de X'; son fixateur est H. On suppose (ce qui est loisible,
quitte a modifier le choix de B) qu’il existe un point spécial [11: 1.3.7, p. 22] 0 = (04, ..., Om),
0; € X;, de X ayant les propriétés suivantes (qui le caractérisent):

(a) o est un sommet de C’;

(b) le quartier [11: 1.3.11, p. 23] de A de sommet o contenant I'intérieur de C' définit le germe
de quartier correspondant a P(k) [11: 5.1.33, p. 96].

On note s ’élément de S’ correspondant 2 la réflexion par rapport a la face de Cj opposée a
0;. L’ensemble S’ — {s}} s’identifie 4 S;, par la projection W}— W,. L’ensemble S’ est réunion
disjointe de S et de {s1, ..., s..}. Le fixateur de o; dans Gj(k) est Bs, = B - W§, - B. Le fixateur de
o dans G(k) est

Bs=B-W-B=Gk)x I Bs,
i=1

qui est un sous-groupe compact maximal spécial de G(k) [11: 3.3.5, p. 66]; on écrira souvent K
pour Bs. On a

Gk)=K -P(k) et Gj(k)=Bs,-Pj(k) pour I<js<m. §))

Pour toute partie I de S’ ne contenant aucun S’, on note C; I'’ensemble des points fixes de B;
dans X; on obtient ainsi, une fois et une seule, chaque face du polysimplexe C'.

4.3. Appartements. Les appartements de X sont les transformés de I'appartement standard A
par G (k). Etant donnés deux appartements A’ et A", il existe un élément de G (k) qui transforme
A’ en A" et induit I'identité sur A’ N A" [11: 2.5.8, p. 45]. Par suite, deux parties E, E' de A’
transformées I'une de ’autre par un élément g € G(k) le sont aussi par un élément qui stabilise
A’ et coincide avec g sur E. Deux faces quelconques de X sont contenues dans un appartement
[11: 2.3.1, p. 37] donc X est réunion des appartements contenant C', et ces derniers sont les
transformés de A par B. Le groupe N' = ¥ (T)(k) stabilise A. Comme H opére trivialement sur
A, on obtient ainsi une représentation de W’ comme groupe d’automorphismes de A.
L’application structurale j de [11: 2.2, p. 35] permet de munir A d’une structure d’espace
vectoriel de dimension /, d’origine o, telle que @ s’identifie 4 un systéme de racines dans le dual de
A, de groupe de Weyl W, de maniére a ce que la réflexion s.(a € ®) soit la réflexion par rapport
a I’hyperplan a =0, et que W' soit un groupe de Weyl affine de partie linéaire W (cf. 4.5).
Montrons encore que N' est le normalisateur de H dans G (k) ainsi que le stabilisateur de A
dans G(k), et que A est le seul appartement de X fixé par H. Le groupe H est Zariski-dense dans
F(T), et T est le plus grand tore déployé sur k central de Z(T), donc g € G(k) normalise H si et
seulement s'il normalise T, d’oti I'égalité N' = N, (H). Par construction, N’ stabilise A. D’autre
part, comme X est associé A un systtme de Tits de G(k), le group G(k) y opére
par automorphismes spéciaux; en particulier, si g € G(k) stabilise A, il y induit une
transformation du groupe de Weyl de A, donc il existe n € N' tel que n - g fixe A, ie.
n-g € H, dol g € N'. Enfin, soit A’ un appartement fixé par H. Il existe g € G(k) tel que
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g-A=A".Commeg- H: g 'estlefixateurde A’,ona H Cg-H-g dou en passant aux
adhérences de Zariski, 2(T) c g - Z(T) - g "etparsuite ¥(T)=g - #(T)-g ', dolig € N' et
A'=A. En associant 4 un appartement A’ le plus grand tore déployé sur k du centre de
Padhérence de Zariski du fixateur de A’, on établit donc une bijection entre appartements de X et
tores déployés sur k Mmaximaux de G. Remarquons que H peut avoir des points fixes en dehors de
A (par exemple si 6= SL, et k =Qy).

4.4. Quartiers fermés. Nous appellerons quatiers fermés les adhérences des quartiers de X au
sens de [11: 7.1.4, p. 157]. Tout quartier fermé A est 'adhérence d’un unique quartier A qui est
I'intérieur de A dans tout appartement de X contenant A. Le sommet (resp. la direction) de A est,
par définition, le sommet (resp. la direction) de A, loc. cit.

On note D le quartier fermé de A de sommet o contenant C’. C’est le plus petit cone de A de
sommet o contenant C'. C’est un domaine fondamental pour W dans A ; utilisant 4.3, on en
déduit que c’est aussi un domaine fondamental pour K =B - W - B dans X

4.5. Racines affines. Les murs de A sont les hyperplans de points fixes des réflexions de W' et
les racines affines sont les demi-espaces fermés de A limités par les murs [11: 1.3.3, p. 20]. On
note  Pensemble des racines affines. Il existe dans le dual de A un et un seul systéme de racines
réduit *T ayant les propriétés suivantes:

(i) étant donné o € X il existe un unique "o € “Z et un entier r(a ) tels que o soit 'ensemble
de points donnés par ‘o + r(a)=0;

(ii) tous les hyperplans g +m =0 (8 € "3, m € Z) sont des murs.

De plus, il existe une unique surjection v: ®—>"X commutant & W telle que a € R¥ - v(a)
pour tout a € ®. Le groupe W' est le groupe de Weyl affine de *Z; sa partie linéaire est W.

Une partie de X est un demi-appartement si elle est transformée d’une racine affine par un
élément de G (k).

4.6. Fixateurs. Pour a € ®, on note U, le plus grand k-sous-groupe unipotent de G normalisé
par T et dans lequel les poids de T sont les multiples positifs de a contenus dans ® {6: §5]. Le
radical umpotent U (resp. U") de P (resp. du sous- groupe parabolique P~ opposé a P et
contenant Z(T)) est donc engendré par les Ua, avec a >0 (resp. avec a <0). Etant donné
r € R, on note U, le sous-groupe de U, qui fixe le demi-espace fermé »(a)+r =0. Les
sous-groupes U, sont compacts ouverts dans U..,(k), d’intersection réduite i {e}, de réunion
égale & U)(k), et définissent une filtration décroissante de U..,(k), qui est en fait discrete,
n’ayant de sauts que pour certaines valeurs entiéres de r. (Si la racine a n’est ni multipliable ni
divisible, chaque entier correspond & un tel saut. Sinon, il y a plusieurs possibilités pour a et 2a,
qui sont décrites par un échelonnage de ® par 2 [11: 1.4.1, p. 25].) Si a est une racine affine, on
pose U, = Uw).., o0l v{(a)="a et r =r(a).

SiM C X, etsiE estungroupe opérant sur X, alors E, dénote le fixateur de M dans E.

Si M est une partie de A, alors G (k)um est engendré par H et par les groupes U, associés aux
racines affines o contenant M [11: 5.2.28, p. 104].

4.7. LemME. Soient I C S et ®,[’ensemble des éléments de ® qui sont combinaisons linéaires
d’éléments de 1. Posons G, =%(T)(k), No=N'N G, et K, =K N G, Soit Us' le groupe
engendré par les Uy, ,(a € ®,). Alors

Gx = Uol . Nl . Uo', KI = U()I . W[ -H - Uol, (1)
et K est un sous-groupe compact maximal de G,.

Le sous-groupe G, de G (k) satisfait aux conditions imposées au groupe noté G, dans [11: 7.6,
p. 184] (avec ®, = &, T, = #(T)(k)). Notre groupe U," n’est autre que le U ., de loc. cit., p. 185,
pour x = ¢. La premiére égalité de (1) résulte alors de [11: 7.3.4, p. 165], comme cela est indiqué
dans [11: p. 185, 1. 21].

Le groupe K, contient évidemment I'ensemble U, - H - W, - U,'; tout revient donc &
montrer qu’un sous-groupe de G, contenant strictement Uy" - H - W, - U," n’est pas compact.
Soit M un tel sous-groupe, et soit Q =M N N, Vu la premiere égalit¢ de (1), on a
M =Uy" - Q - Us" Le groupe Q contient K; N Ni; d’autre part, N;/H est produit semi-direct de
W; et du groupe de translations Z(T)(k)/H. Supposons M # K,. Alors Q# W, - H, donc Q
contient un élément g dont I'image dans N;/H est une translation non nulle. Par suite, g engendre
un sous-groupe discret infini de M, et M n’est pas compact.
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4.8. Action de (Aut G)(k) et de G (k) sur Pimmeuble X. Nous admettrons que 7 est B—N-adapté
[I1: 1.2.13, p. 18] et de type connexe [11: 4.1.3, p. 72].

Tout élément de Aut G(k) laisse stable G,, permute les G; (1 =<j<m) et les sous-groupes
parahoriques de G (k), et laisse stable la classe de conjugaison de H. On en déduit une action de
(Aut G)(k) sur X qui en préserve la structure polysimpliciale et les appartements; elle est
continue et propre. Par la représentation adjointe, G s’envoie dans Ad G = Ad G, d’ot1 une action
continue de G(k) sur G(k) qui commute &4 = (le groupe G(k) opérant sur lui-méme par
automorphismes intérieurs), ainsi qu'une action, également continue et propre, de G (k) sur X. On
note g - x le transformé par g € G(k) d’un élément x de X. Comme X est localement fini, les
fixateurs des faces de X dans G(k) ou Aut G(k) sont des sous-groupes ouverts. Comme
commute a G(k), le groupe 7(G(k)) est distingué dans G (k).

Le groupe N est le stabilisateur de A. Son image canonique W" dans Aut A contient W’
comme sous-groupe distingué. Comme 7 est de type connexe, les fixateurs W et W% d’un point
x € A dans W' et W"” sont les mémes [11: 4.1.3, p. 72]; en particulier W= W= W.

Le noyau de 7 est contenu dans H, donc dans tous les conjugués de H, et opére trivialement
sur X. SiM C X etg € G(k), on a

g € Glkm © 7(g) € G(k)m. (1)

4.9, LemME. Soit K (resp. L) le fixateur de o (resp. A) dans G(k).

(i) Le groupe K est compact ouvert dans G(k) et L=K N EZ’(T)(k):

(iii) Ona K =L - w(K), G(k)=K -P(k) et K N Pi=L - w(K N P;) pour tout I C S.
(ili) L’ensemble D (resp. C) est un domaine fondamental pour K dans X (resp. Y).

() On a déjaremarqué que K est ouvert dans G (k); il est évidlemment compact, et contient L.
D’autre part, L normalise 7(H) puisque H est le fixateur de A dans G(k); il normalise donc
I'adhérence de 7 (H) pour la topologie de Zariski, qui est Z(T), donc aussi T qui est le plus grand
tore déployé sur k du centre de Z(T),etl'ona L C N. Le fait que L fixe A montre en outre que
son image dans W = N/#(T)(k) est triviale, dodt L C Z(T)(k), et par suite L C K N Z(T)(k).
Inversement, si g € K N #(T)(k), I'élément g stabilise A et induit sur A une translation;
comme celle-ci fixe o, c’est I'identité, et 'on a bien g € L.

(i) Soitx € K. Le groupe K est transitif sur I'ensemble des appartements contenant o, et W
est transitif sur I'ensemble des quartiers fermés de sommet o contenus dans A. Il existe donc
y € m(K)tel que y - x stabilise o, D et A, donc fixe A puisque 7 est de type connexe; on a donc
y-x € L, dott K=L - w(K).

Le groupe G(k) permutant transitivement les appartements de X, on a G(k)=N - ~n-(G(k))
D’autre part, K =B - W - B. Comme N est engendré par W et Z(T)(k) et que (G (k)) est
distingué dans G(k), on a

G(k)=N - w(G(k)) C m(R)Z(T)k)) - m(Gk)) = m(K) - w(G (k) - (Z(T)K)),
d’ou, vu 4.2(1),
G(k) C m(K)- w(K)- m(B(k)) - (%(TXk)) C K - P(k).

Vu (i), ona L -m(K N P)CK N P.Soit x € K N P. Comme K =L - 7(K), on peut
écrire x sous laforme y - m(z),avecy € Letz € K.Onay € #(T) C P, d’ou w(z) € Py, ce
qui entraine z € P, dou x € L - #(K N b))

(iif) La chambre C est un domaine fondamental pour G (k) dans Y, fixé par P (k). C’est donc
un domaine fondamental pour K. La relation X = K - D (cf. 4.4) entraine X = K - D. Soient d,
d’ € D transformés 1'un de I'autre par un élément de K. Vu 4.3, ils sont aussi transformés 1’un
de I'autre par un élément du stabilisateur de A dans K, i.e. par un élément de W = Wi = Wi (4.8).
On a donc d =d’, ce qui montre que D est un domaine fondamental pour K dans X.

Remarque. Soient ux: K XD - X et uy: K X C - Y les applications induites par I'action de
K sur X et Y. D’apres (iii), ux et uy sont surjectives. De plus, ce sont des applications propres,
puisque K est compact, cf. [8: 11128, prop. 2]. Vu [8: 1.74, cor. 4], il en résulte que la topologie de
X (resp. de Y) s’identifie 4 la topologie quotient de celle de K X D (resp. de K x C) par la
relation d’équivalence définie par ux (resp. par uv).
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4.10. Fixateurs de parties de D. Soit I C S. On note D; I'intersection de D et des murs v(a) =0
(a € I).On a Ds ={0} et Dy= D. Une partic M de D, sera dite intérieure a D; siM N Dy =4
quel que soit J C S contenant I proprement. Par abus de langage, une demi-droite E issue de o,
contenue dans D;, sera dite intérieure 4 D; si tout point de E différent de o est intérieur a Dy.

ProposiTION. Soit I C S, [# S et soit E une demi-droite d’origine o intérieure a D,. Alors
Gk)e =Gk)o,=K N P, )

Nous reprenons les notations de 4.7, 4.9 et désignons par ¥; I’ensemble des racines >0 non
contenues dans @, autrement dit I'ensemble des poids de T dans le radical unipotent U; de P,.
Comme G (k)p, est contenu dans G(k)g, tout revient & prouver:

G(k)e C K N Py C G(k)p, (2)

Les groupes figurant dans (2) contiennent L et font partie de K. Vu 4.8(1) et 4.9(ii), il suffit donc
de montrer: 3 N : )
G(k)e CK N P C G(k)p, (3)

Le groupe G(k)e est engendré par H et les groupes U., ol a parcourt I'ensemble des racines
affines a qui contiennent E, cf. 4.6. Si a est une telle racine, et sia € ® est tel que v(a) ="a (cf.
45),onaa € & U ¥, don U, C P, ce qui démontre la premiére inclusion de (3).

Le groupe K N P, contient K; = K N G.. Son image dans G; par la projection canonique de
By (k) sur P;(k)/Ui(k) = G, contient donc aussi K;. Comme ce dernier est compact maximal dans
Gi (4.7),0on a

K 0151=K1'(K N Ul) (4)

Pour établir la deuxiéme inclusion de (3), il nous suffit donc de montrer que K; et K N U fixent
D,

OnaK,=U W, -H- U (4.7). Le groupe W; - H fixe évidemment D;. Par définition, le
groupe U,' est engendré par les fixateurs Ug,,, des racines affines v(a)z0(a € ¥,). Comme
ces dernieres contiennent D; on a Uy C G(k)p,, d’ot K; C G(k)p,

Soit u € U, (k). C’est un produit d’éléments u, € U.(k) ol a parcourt ¥, Soit E’ une
demi-droite d’origine o et intérieure & D, Si x est un point de E’ tendant vers Pinfini, alors
v(a)(x) tend vers I'infini, donc u, fixe une demi-droite convenable de E’. Il en est alors de méme
de u. Soit y un point de cette demi-droite. Si u est de plus dans K, il fixe o, donc le segment
joignant o et y, et finalement tout point de E’. Cela valant pour E’ intérieure & D, quelconque, et
I'ensemble de ces demi-droites étant dense dans Dy, il s’ensuit que K N U, fixe Dy, ce qui achéve
la démonstration.

§5. Compactification de X par Y, et cohomologie & supports compacts de X
Soit Z I’ensemble somme de X et de Y. Le but de ce § est de munir Z d’une topologie qui en
fasse un espace compact contractile Z, et qui induise sur X (resp. Y) la topologie naturelle de X
(resp. celle de Y;), cf. 5.4; la détermination de la cohomologie & supports compacts de X en
résultera (5.6).

5.1. Compactification d’un espace affine réel. Soient A un espace affine réel, et Va I'espace
vectoriel des translations de A ; on suppose que la dimension / de V. est finie. Soit S4 la sphére
des demi-droites de V. issues de I'origine, et soit A = A II S, la somme disjointe de A et de Sa.
1 existe sur A une topologie naturelle qui en fait une compactification de A (compactification
“par les directions de demi-droites”); cette topologie peut étre caractérisée par les propriétés
suivantes:

(a) elle induit sur A (resp. sur S.) la topologie naturelle de A (resp. de Sa);

(b) A est ouvert dans A;

(c)soient 0 € A etd € S.:soit (x;) une suite de points de A ; pour gue x; tende vers d dans
A, il faut et il suffit que x; tende vers l'infini dans A et que la demi-droite d; d’origine o contenant
x; tende vers d dans Sa.

L’espace A est homéomorphe 2 une boule fermée de dimension I. Si o est un automorphisme
affine de A, et oy I'automorphisme correspondant de Va (donc de S,), le couple (o, oin) définit
un homéomorphisme de A = A II Sa sur lui-méme.
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5.2. Appartements compactifiés

5.2.1. Compactification de Pappartement standard. Soit A 'appartement standard de X, et soit 0
le point spécial de A choisi au n® 4.2. Du fait que A est muni d’une structure naturelle d’espace
affine, sa compactification A = A I S, est définie (5.1). Nous allons voir que I'on peut identifier
S a ’appartement standard W - C de I’immeuble Y.

Reprenons les notations de 4.1, 4.2. Notons Cj ., la face de codimension 1 de C; opposée & o;,
i.e. le “link” de o; dans C} (1 <j<m). Soit Lo l’enveloppe convexe des C ;. C’est un simplexe
de dimension ! — 1, dont les sommets sont les sommets des Cj .. Il est contenu dans D —{o}, cf.
4.4, et toute demi-droite de D issue de o le rencontre en exactement un point. Soit A; 'unique
application simpliciale de C; sur C’.,, qui, pour tout I C S;, applique Cr sur Cjrusy. Cest un
isomorphisme. Il existe un unique isomorphisme Ac: C - Lo qui prolonge les A. Avec les
notations de 1.2 et 4.10, on a Ac(Ci)=D; N Lo pour tout I C S, I#S. Soit A.=W-C
P’appartement standard de Y, et soit W - Lo le sous-complexe de A réuniondes w - Lo, w € W.
On vérifie immédiatement que A- se prolonge en un unique isomorphisme simplicial
A A.—> W - L, qui commute a 'action de W. D’autre part, toute demi-droite d de A issue de o
rencontre W - L, en un point w(d) et un seul; on en déduit un homéomorphisme w de Sa sur
W - Lo. D’ol1, en composant u et A~', un homéomorphisme ps de S. sur A, par lequel nous
identifierons ces deux espaces. On obtient ainsi une topologie sur A = A II A.., et les éléments
de A. s’interprétent comme des directions de demi-droites dans A.

L’adhérence D de D dans A est DI C, et C=D N A. est I'espace des directions de
demi-droites contenues dans D.

5.2.2. Invariance. Soit o un automorphisme de G ; alors o opére de fagon naturelle sur X (4.8) et
sur Y. Supposons de plus que o stabilise A (ou A, ou H, ou Z(T), cela revient au méme); alors o
opeére sur A, sur S, et sur A., et I'identification ps: Sa = A. = W - C commute a o; en effet, cela
revient i dire que la partie linéaire oy, de o|A commute & 'homéomorphisme A de W - C sur
W - Lo, ce qui est immédiat.

5.2.3. Compactification des appartements. Soit E un appartement de X, et soit E.. I'appartement
correspondant de Y (cf. [11: 5.1.33)), i.e. '’ensemble des points de Y fixés par le fixateur de E
dans G (k). Soit Sk la sphére des directions de demi-droites de 1'espace affine E. Il résulte de 5.2.2
qu’il existe une bijection pg: Sz — E- et une seule telle que, pour tout ¢ € (Aut G)(k) tel que
oA = E, le diagramme

Sa —— Se

AL

Aw—> E.,

soit commutatif. Dans ce qui suit, on identifiera St et E. au moyen de pg; vu 5.1, on en déduit
une topologie (dite naturelle) sur E = E 11 E.., qui fait de E un espace compact, contenu dans
Z =X 1Y, et appelé le compactifié de E. Les topologies ainsi construites sont compatibles au
sens suivant:

5.2.4. LEMME. Soit M une partie de X, contenue dans deux appartements E, et E., et soit M,
(resp. M.) ’adhérence de M dans I’ appartement compactifié E, (resp. E,). On a alors M, = M., et
les topologies induites sur cet ensemble par les topologies naturelles de E, et E, coincident.

On peut supposer que E, est 'appartement standard A. Choisissons un élément g € G(k) tel
que gA = E;etqueg fixe M, cf. 4.3. Vu 5.2.3, I'élément g définit un homéomorphisme de A = E,
sur E,, et cet homéomorphisme apphque M, sur M. Il reste donc a montrer que cet
homéomorphisme est 'identité sur M, autrement dit que g fixe M. = M, — M. D’aprés 4.6, le
fixateur de M dans G (k) est engendré par H et par les sous-groupes U, associés aux racines affines
a contenant M. On peut donc supposer que g appartient, soita H, soit 2 'un des U, en question. Si
g € H, g fixe A doncaussi M...Sig € U, etsia € ®esttel que v(a)="a (4.6),0onag € U,
et g fixe le demi-appartement de A.. défini par la racine a (i.e. ’ensemble des faces de Y associées
aux k-sous-groupes paraboliques de G contenant #(T)- U.); il résulte de 5.2 que ce
demi-appartement est I'ensemble a..= @ — a des directions de demi-droites contenues dans «;
comme M est contenu dans a, on a M. C «., ce qui montre bien que g fixe M., et achéve la
démonstration.
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5.3. Soit M une partie de X qui soit contenue dans au moins un appartement. Le lemme
précédent permet de définir la compactification M de M on choisit un appartement E contenant
M, et 'on prend pour M I'adhérence de M dans E;ona M C Z; vu 5.2.4, M ne dépend pas
(topologie comprise) du choix de E. Ainsi, on peut parler du compactifié d’un quartier fermé, d’'un
demi-appartement (4.5), etc. Si o est un automorphisme de G, I'action de o sur Z définit un
homéomorphisme de M sur o(M): cela résulte de 5.2.3.

Nous allons maintenant “recoller” ces différentes topologies:

5.4. THEOREME. (a) Il existe une topologie T et une seule sur Z = X 11 Y ayant les propriétés
suivantes:

(a1) T est séparée;

(a2) 7 induit sur chaque appartement compactifié (5.2.3) sa topologie naturelle;

(as) T est invariante par G(k), et ’action de G(k) sur I’espace topologique Z, =(Z, T) est
continue.

De plus:

(b) X (resp. Y) est ouvert (resp. fermé) dans Z., et la topologie induite par I sur X (resp. Y)
est la topologie naturelle de X (resp. celle de Y.).

(¢) L’espace Z; est compact et contractile.

(d) La topologie T ne dépend que de éG.

(e) T est invariante par (Aut G)(k), et I’action de (Aut G)(k) sur Z, est continue.

La démonstration occupe les n* 5.4.1 & 5.4.9 ci-apres.

5.4.1. Soit K le fixateur de o dans G(k), cf. 4.9, et soit D = D II C la compactification du
quartier fermé D (5.2.1). D’aprés 4.9, I'application p: K X D - Z définie par action de K sur Z
est surjective. Si 7 satisfait 2 (a,) et (as), u est continue; si de plus (a:) est satisfaite, le fait que
K x D soit compact entraine que u est propre [8:1.76, cor. 2]; d’aprés [8: 1.74, cor. 4], on en
déduit que u identifie I'espace Z. = (Z, 7) au quotient de K x D par la relation d’équivalence R,
définie par u. L’assertion d’unicité de 5.4 en résulte. Il reste donc a montrer que, si I'on définit
Z. =(Z, J) comme quotient de K x D par R,, I'espace ainsi obtenu posséde les propriétés (ai),

(a2)’ (3,3), (b), (C), (d)9 (e)-

5.4.2. Vérification de (b). Comme K X D (resp. K X C) est ouvert (resp. fermé) dans K x D, et
saturé pour R,., son image X (resp. Y) dans Z, est ouverte (resp. fermée) et a pour topologie la
topologie quotient de celle de K x D (resp. de K x C), cf. [8: 1.23, cor. 1], i.e. la topologie
naturelle de X (resp. celle de Y:), cf. 4.9, Remarque.

5.4.3. Vérification de (a,). Il s’agit de montrer que Z; est séparé. Comme K x D est compact, il
suffit pour cela de vérifier que le graphe de R, dans (K x D) x (K x D) est fermé [8: 1.78, prop. 8].
Cela revient & prouver ’assertion suivante:

(*) Soient (k.), (ki) (resp. (d.), (dW) (n=1,2,...) deux suites d’éléments de K (resp. D)
tendant vers des limites g, g' (resp. d, d’), et telles que k. - d. = kv - d. pour tout n. Alors
g-d=g'-d.

Pour n donné on a évidemment d, € D (resp. d, € C) si et seulement si d;, € D (resp.
d., € C).Sid, € C pour une infinité de valeurs de n, notre assertion résulte du fait que K opére
continiment sur Y,. Cela nous raméne au cas ou d,, d, € D pour tout n. Comme D est un
domaine fondamental pour K (4.9), on a d,, = d, pour tout n, d’oit d =d'. Posons

m,=k. ' ki et m=g“-g’=}‘im M.

On a m, - d, = d., et ’on doit montrer que m - d = d. Si d € D, cela résulte de la continuité de
I'action de K sur X. Supposons donc d € C, i.e. que la distance euclidienne (dans A) d(o, d.) de
o0 a d, tende vers l'infini. Soit E la demi-droite de D d’origine o et de direction d. Pour ¢ > 0, soit
e le point de E a distance ¢ de o. Il existe n(t) tel que d(o,d,)=1t pour tout n =n(t); on a
e =lim e,., ol ¢, désigne le point du segment [0, d.] & distance t de 0. Comme m, fixe o et dn, il
fixe aussi 'unique segment géodésique [o, d.] joignant o a d., et en particulier il fixe en.
(n = n(t)). Du fait que K opére continiment sur X, on a

m - e =(limm,) (lime,,)=lim(m, - €..)=lime,, = e.
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Ainsi, m fixe la demi-droite E. Vu 5.3, m stabilise la compactification E de E, donc aussi

{d}=E N Y, ce qui montre bien que m fixe d (ce qui pourrait aussi se déduire de 4.10).

5.4.4. Continuité de I’action de K sur Z,.

Daprés 5.4.3, Z, est séparé. Comme K X D est compact, il en résulte que Z, est compact, et
que l'application w: K x D - Z, est propre, cf. [8:1.78, prop. 8]. Par conséquent, si F est un
espace topologique, I'application Id. X u: FXXXD—>FxZ est aussi propre, et FXxZ
s’identifie au quotient de F x K x D par la relation d’équivalence définie par Id. x p [8: 1.74, cor.
4]. En particulier, si v: K X K - K est I'application produit, 'unique application o qui rend
commutatif le diagramme

KxKxD-—2 ,KxD

v l.

KxZ ——>7Z

est continue, ce qui montre que K opére continiiment sur Z,.

5.4.5. Vérification de (c). On a vu que Z, est compact; il s’agit de montrer qu’il est contractile.
Remarquons d’abord que D est contractile puisqu’homéomorphe i un simplexe. On peut choisir
une contraction r: D x{0,1]~D de D sur son sommet o telle que, si 'on pose x; = r(x,t)
(x € D,t € [0, 1]), les propriétés suivantes soient satisfaites:

(i) xo=x, x1=0;

(ii) x. € [o,x}si x € D;

(iii) six € C ett >0,le point x, appartient 4 la demi-droite ox d’origine o et de direction x.

(Voici un choix possible de r: pour x € D, on prend pour x; le point de [0, x] tel que
d(o,x.)=(1—1t)d(o, x)/(1+td(o, x)), et pour x € C, t >0, on prend pour x. le point de ox tel
que d(o,x.)=(1—1)/t)

Si K, désigne le fixateur de x dans K, on a:

(iv) K. C K., pour tout x € D et tout t € [0, 1].

Si x € D, cela résulte du fait que tout élément de G(k) qui fixe o et x fixe aussi le segment
[o,x].Six € C,soit] C Stelquex € Co“,:pourt;é O,onax, € D;(4.10);comme K, =K N P,
(iv) résulte de la proposition 4.10.

La relation (iv) entraine que le composé r' des applications continues

KxDx[0,1]— 5 KxD—2>2Z

est constant sur les ensembles de la forme p~'(x) X {t} (x € Z,t € [0,1]); donc r’ se factorise
en r' =rzo(u XId.), ol rz est une application de Z, x [0, 1] sur Z,. Mais il résulte de 5.4.4 que
Z, x[0,1] est le quotient de K x D x [0, 1] par la relation d’équivalence définie par w x Id.; par
conséquent rz est continue, et définit une contraction de Z, sur o, ce qui montre que Z est
contractile. '

5.4.6. Vérification de (a.). Il s’agit de montrer que, pour tout appartement E, la topologie induite
par J sur appartement compactifié E (5.2.3) est la topologie naturelle de E. I suffira pour cela
de prouver que E est réunion finie de parties fermées F; telles que les injections F: - Z, soient
continues; en effet, cela prouvera que E — Z, est continue [8: .19, prop. 4], et, comme E est
compact et Z, séparé (5.4.3), il en résultera que la topologie de E est induite par 7 [8: .63, cor. 3].
Distinguons alors trois cas:

1N E=A

On prend pour parties fermées F; les transformés w - D de D par les éléments w de W. Les
injections w - D - Z, sont continues: on les obtient en composant I'injection D - Z,, continue par
construction, avec les automorphismes de Z, définis par les éléments de W (5.4.4).

(2) E contient o

Il existe alors g € K tel que gE = A (4.3); comme g préserve J (5.4.4), on est ramené au cas
précédent,

(3) Cas général

Soit m = m(E) le plus petit entier =0 tel qu'il existe une galerie minimale

y=(C"=CoCy,...,Cn)
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reliant la chambre C' de A (4.2) 4 une chambre C, de 'appartement E. Si m =0, on a
0 € E, cas déja traité. Supposons donc m =1, et raisonnons par récurrence sur m. Soit y

comme ci-dessus, et soit F la cloison C.._i N C..; notons a: et - les deux demi-appartements de

E dont le mur commun contient F. D’aprés [11: 5.1.9, p. 85], il existe un appartement E;
contenant C._; U a; (i =1,2). Comme C,-, C E, on a m(E:;)sm —1, et I'hypothése de
récurrence entraine que les injections E; — Z, sont continues; a fortiori, il en est de méme des
injections @ — Z, d’oll le résultat cherché, puisque E est réunion de a, et a..

5.4.7. Vérification de (a;). Montrons d’abord que, si g € G(k), la bijection z+—g - z de Z; sur
lui-méme est continue. Du fait que K est ouvert dans G(k), il existe un voisinage K, de
I’él1ément neutre dans K tel que g - K, - g~' C K; comme K est totalement discontinu, on peut
en outre supposer que K, est un sous-groupe ouvert de K [8: 1I1.36, cor. 1]. Choisissons une
famille finie (m;);; d’éléments de K telle que K soit réunion des K,m;, j € J, et soit D, le
sous-espace de Z réunion des m;-D; c’est une partie compacte de Z. L’application
pi: Ky x Dy - Z, définie par I'action de K, sur Z, est continue d’aprés 5.4.4, et surjective. Comme
K, x D, est compact, et Z. séparé (5.4.3), cette application est propre [8: 1.76, cor. 2], et identifie
Z, au quotient de K, x D, par la relation d’équivalence définie par u., cf. [8: 1.74, cor., 4]. Tout
revient donc a prouver la continuité de I'application (k,, z)— g - k. - z de K, X D, dans Z. Or on
ag-ki-z=gkg ' g-z; vu (54.4) il suffit de démontrer la continuité des applications
ki—>gkig'de K dans K et z+>g - z de D, dans Z. La premiere est claire. Pour la seconde, on
remarque que D, est réunion finie des parties fermées m; - D, et qu'il suffit donc de prouver que la
restriction de z — g - z a une telle partie est continue; comme D est contenu dans un appartement,
cela résulte de 5.4.6 combiné avec la derniére assertion de 5.3.

Ainsi, 7 est invariante par G (k). Comme K est ouvert dans G(k) et opére continiment sur Z,
(5.4.4), il en résulte que G(k) opére continiment sur Z,.

5.4.8. Vérification de (d). Soit J I'unique topologle sur Z satisfaisant aux conditions (a,), (a.), (as)
relativement a ’action de G (k). Du falt que G (k)- G(k) est continue, la topologle T satisfait aux
conditions en question. Onadonc 7 = 9, ce qui prouve que J ne depend que de G (et pas du choix
du groupe G “intermédiaire” entre G et le groupe adjoint Ad G).

5.4.9. Vérification de (¢). Si o € (Aut G)(k), il résulte de (5.3) que o (J) satisfait aux conditions
(a1), (a2), (as) relativement & I’action de G (k). D’aprés (5.4.8), on a donc (7)) = 7, ce qui montre
que 7 est invariante par (Aut G)(k). Dautre part, le groupe (Ad G)(k) est ouvert dans (Aut G )(k)
et opére continiiment sur Z; d’apres (5.4.7) appliqué au groupe Ad G (ce qui ne change pas 7, grice
4(5.4.8)). On en déduit que (Aut G)(k) opere continliment sur Z,, ce qui achéve la démonstration de
5.4).

5.5. Remarques. (1) Sil =1, X est un arbre, et la compactification Z, de X définie ci-dessus
n’est autre que celle donnée par la théorie des bouts de H. Freudenthal.

(2) La compactification Z, est isomorphe  celle définie dans un cadre plus général par J. Tits
(cours au Collége de France, 1974). Nous en résumons bri¢vement la construction, dans le cas
envisagé ici:

Soit A la compactification naturelle de A (5.2.1). Choisissons une chambre Co de A. Si F
appartlent al’ensemble € des chambres de X, notons ¢ l'isomorphisme canomque de F sur Co;
les @:° commutent aux opérations de G (k). Pour tout F € %, I'isomorphisme ¢:° se prolonge de
facon unique en un morphisme polysimplicial ¢r: X > A qui, sur chaque appartement A’
contenant F, est 'unique isomorphisme A’ - A prolongeant ¢f". Les ¢r, F € %, définissent une
application

e: X->V=1T] A,
Feg
ol V est le produit topologique de copies de A indexées par €. L’application ¢ est injective;
I'espace V est compact; la compactification de X en question est, par définition, I'adhérence de
¢(X) dans V.

5.6. THEOREME. Soient R un anneau et M un R-module. Soient X I'immeuble de Bruhat-Tits
de G(k) (4.2) et Y, I'immeuble topologisé des k-sous-groupes paraboliques de G (1.3). Alors
HS(X; M) =0 pouri#let H'(X; M) est canoniquement isomorphe, comme G(k)-R-module, a
H'"NY,; M)sil Z1etaMsil =0. Enparticulier, H' (X ; M) est un R-module libre si M !’ est.
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Comme Z; est contractile (5.4), la suite exacte de cohomologie de Z; modulo Y, définit, pour
tout i, un isomorphisme H(Y.;M)-H/"(X;M), qui commute évidemment a tout
homéomorphisme de la paire (Z, Y.). Le théoréme résulte alors de 2.6 si [ =1; le cas [ =0 est
trivial, X étant réduit & un point.

5.7. Extension aux groupes dont la composante neutre est réductive. Soit L un k-groupe dont la
composante neutre L° est réductive. Nous allons associer & L un immeuble X, produit de
I'immeuble X, du groupe dérivé PL° de L° par un espace euclidien.

Soit M = L /9L°. La composante neutre M® de M est un tore. Par conséquent M°(k) posséde
un unique plus grand sous-groupe compact, soit Q. Posons E = M(k)/Q. Onaune suite exacte

1-E'->E->E">1, (1)

ou E' = M°(k)/Q est commutatif libre, de rang égal au k-rang de M, i.e. a la dimension du plus
grand k-sous-tore déployé de M°, et ou E” = M(k)/M°(k) est fini. L’action de E” sur E’ se
prolonge canoniquement & Ex = R ®z E’, donc (1) se plonge dans une suite exacte de groupes

|>Ef—>Er>E"—>1, )

qui est en fait une suite exacte de groupes de Lie réels, et est scindée puisque H*(E"; Ex) =0.
Choisissons un scindage de (2), i.e. un sous-groupe fini ¥ de Eg tel que Ex soit produit
semi-direct de ¥ par E . Faisons opérer ¥ (resp. Ez) sur I'espace euclidien X, = E par I'action
donnée par I'isomorphisme naturel ¥ = E” (resp. par translations); ces opérations définissent une
opération de Ex =V - E}, et les homomorphismes naturels L (k)— M(k)—> E — Ex permettent
de faire opérer L (k) sur X, (limage de L (k) dans Aut (X;) étant un “groupe de Bieberbach™).

D’autre part, L (k) opére naturellement sur I'immeuble X, de ZL°.

L’immeuble X de L sur k est alors, par définition, le produit X = X, x X, muni de I'action
produit de L(k). Soit Z la composante neutre du centre de L°. Alors L°=Z - QL° et la
restriction & Z de L°—L°/2L° est une isogénie centrale. Il résulte alors de [7: §2] que
re.L°=rg.Z + rgDL°, et rg.Z = rgeM°, par suite dim X = rgL°.

5.8. Remarque. 1 espace X, admet une triangulation différentiable stable par M (k), donc par
L (k). En effet, E opére différentiablement sur X,, et E’ est un groupe de translations, donc
X, JE' est une variété différenticlle (un produit de cercles) sur laquelle E/E' opére
différentiablement. Comme E/E' est fini, il résulte de [19] que X/E =(X/E")/(E/E’) est
triangulable, d’oll notre assertion.

Le produit d’une telle structure et de la structure polysimpliciale canonique de X, définit donc
une structure polysimpliciale sur X qui est invariante par L (k). Il est clair que les stabilisateurs
des faces sont des sous-groupes compacts ouverts et que X/L(k) admet une structure de
complexe cellulaire fini.

Si L est connexe, toute base du groupe des k-caractéres de L /L définit de maniere évidente
une structure polysimpliciale sur X, invariante par L(k), d’ol, par produit, une structure
polysimpliciale sur X invariante par L(k); c’est celle définie dans [17: §2].

5.9. THEOREME. Soient L un k-groupe dont la composante neutre L° est réductive, et X
I’immeuble de L sur k défini en 5.7. Alors H. (X ;Z) est nul si i# rgL° et libre si i = rgL°.

C’est clair si L° est un tore puisque X est alors un espace euclidien de dimension rg.L°, et
cela résulte de 5.6 si L° est semi-simple. Le cas général s’en déduit par la formule de Kiinneth
H!(X;Z)=H*(X;;Z) ®H.' (X0, ), 00 u = rg.Z, v =rgPL° | =u+v =rglL"° Onaen outre
H*(X.;Z)=A“X(L"), ot X(L° =Hom,(L’ G..). Ces isomorphismes sont compatibles avec
I'action de L (k).

5.10. La représentation spéciale. Nous terminons ce paragraphe en décrivant, sans démonstration,
une interprétation du G(k)-module E = H.'(X;C)= H'"'(Y;;C).

Avec les hypothéses et notations des §§2, 3, supposons que M soit un corps de caractéristique
zéro. Notons o:(I C S) la représentation de G(k) dans C*(G(k)/P:(k); M) définie par
translations a gauche, et St la représentation de G (k) dans H'~'(Y.; M). On voit facilement que
o1 est admissible, au sens de Jacquet-Langlands. Vu 2.6 et 3.3, il en est de méme de St, qui est
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quotient de g, et 'on a I'égalité

[St1=3,_ (~1°**"[a] (1

dans le groupe de Grothendieck des représentations admissibles de G (k). Ainsi, St est ’analogue
de la représentation de Steinberg des groupes de Chevalley finis.

Supposons maintenant que M = C. Il y a un homomorphisme canonique » de H.'(X; C) dans
I'espace de Hilbert # des formes harmoniques sur X (au sens simplicial) de dimension [ qui sont
de carré intégrable (pour la norme ||f| = Z|f(C)f?, ot C parcourt I'ensemble des chambres de X).
L’espace # est un G(k)-module unitaire, qui fournit une réalisation de la représentation spéciale
de G(k) définie par H. Matsumoto[16] et J. Shalika[18]. On peut montrer que » est injectif et
applique E sur I'espace des vecteurs “‘différentiables” de % [3]. En particulier, la représentation
St de G(k) est irréductible (algébriquement) et préunitaire. Une autre démonstration de ces
résultats a été obtenue par W. Casselman(12; 13].

§6. Applications a la cohomologie de certains groupes discrets

6.1. Hypothéses et notations. Soit L =II.esL. un produit fini de groupes localement compacts
L.. On suppose que chacun des L, est de I'un des deux types suivants [17: 2.3]:

(i) un groupe de Lie réel ayant un nombre fini de composantes connexes;

(i) le groupe M, (F,) des F.-points d’un groupe algébrique M,, de composante neutre
réductive, sur un corps local non archimédien F,.

Soit S.. (resp. Sy) 'ensemble des v € § pour lesquels L, est de type (i) (resp. (ii)). On note
d(L,) la dimension du quotient de L. par un sous-groupe compact maximal si v € S., et le rang
sur F, de M, si v € S; on pose

d(L)=3 _ d(L.).

On considére d’autre part un sous-groupe discret I' de L. On se place dans I'un des deux cas
suivants:

(a) “‘cas cocompact’: le quotient L /T’ est compact;

(b) “cas S-arithmétique’: 'ensemble S est un ensemble fini de places d’un corps de nombres
F et S.. celui des places archimédiennes de F; pour tout v € S, le corps F, est le complété de F
en v et il existe un F-groupe G, de composante neutre réductive, tel que L, = G(F,); en
particulier, si v € S, le groupe M. de (ii) est le groupe obtenu par extension du corps de base a
partir de G. Enfin, I est un sous-groupe S-arithmétique de G(F), plongé dans L de fagon
“diagonale” [17: 2.4].

6.2. THEOREME. On conserve les hypothéses et notations de 6.1.

(i) Le groupe T est de présentation finie. Ses sous-groupes d’ordre fini forment un nombre fini
de classes de conjugaison.

Supposons T sans torsion. Alors:

(ii) T est de type (FL) [17: §1].

(iii) T est un groupe a dualité, au sens de [2].

(iv) La dimension cohomologique cd(I') de T est égale a d(L) dans le cas cocompact et a
d(L)—rgeG dans le cas S-arithmétique.

Compte tenu de (i), (ii), 'assertion (iii) équivaut a I'existence d’un entier d tel que
HT;ZI'P=0 (#d), H4I, Z[I') =1 est libre, cf. [2]. )

Elle entraine que, si e est la “classe fondamentale” de H,(T; I), le cap-produit par e définit,
pour tout I'-module M et tout entier g, un isomorphisme

H'T; M) Ha-o(T; 1Q M); @

en particulier, on a d = cd(I). Une fois (iii) établie, I’assertion (iv) revient donc a dire que I'entier
d intervenant dans (1) est égal & d(L) ou & d(L)—rgeG suivant que I'on est dans le cas
cocompact ou dans le cas S-arithmétique.

La démonstration de 6.2 sera donnée en 6.6 et 6.11.
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6.3. Remarques. (1) On peut se demander dans quel cas I' est un groupe a dualité “‘de
Poincaré,” i.e. I est isomorphe & Z. La description de I donnée plus loin (6.6(2), 6.11(2)) montre
que cela se produit: dans le cas cocompact si et seulement si le F,-rang de @M.’ est nul pour tout
v € S, dans le cas S-arithmétique si et seulement si rge(2G°) =0 et rge, (DG®) = 0 pour tout
v € S¢; sinon I est de rang infini. De plus, I'action naturelle de I sur I se prolonge en une action
de G(F) dans le cas S-arithmétique et de L dans le cas cocompact.

(2) L’hypothese “T sans torsion” est peu génante. En effet, si elle n’est pas satisfaite, mais si
T" est séparé pour la topologie des sous-groupes d’indice fini, alors, vu 6.2(i), I' contient un
sous-groupe d'indice fini sans torsion, auquel on peut appliquer le théoréme. On a alors

vedTy=d(L) (resp. ved () = d(L)— rgeG), (M
dans le cas cocompact (resp. S-arithmétique), et aussi [5: 11.4.4]
HT;ZT) =0 (i#d), HYT;Z(D) = I, 2

avec d = d(L) dans le cas cocompact, d = d(L)— rg-G dans le cas S-arithmétique, et I comme
dans 6.2. L’hypothése de séparation est notamment satisfaite lorsque I est plongeable dans un
groupe linéaire, ce qui est en particulier vrai dans le cas S-arithmétique. Les relations (1), (2),
avec I donné comme précédemment par 6.6(2), 6.11(2), sont donc valables si I' est

S-arithmétique. Par exemple, si pi,..., p. sont des nombres premiers distincts, on a
U(‘d(SLg(Z[l/[)l, e I/Pn]) = 3 + 2",
3)
ved (SpoZ{1/py, ..., 1/p.) =4+ 2n, etc.

(3) Le théoréme 6.2 fournit une condition nécessaire pour qu’un groupe discret A soit
isomorphe a un sous-groupe S-arithmétique d’un groupe 4 composante neutre réductive: il faut
que tous les groupes H'(A; Z[A]) soient nuls, 4 'exception d’un seul, et que ce dernier soit libre.

(4) Le cas S-arithmétique est cocompact si et seulement si le F-rang de G est nul. Il existe
bien entendu des cas cocompacts, avec des corps F. de caractéristique zéro, qui ne sont pas
S -arithmétiques. Cependant, les résultats annoncés récemment par A. G. Margulis[15] montrent
qu'en fait on est a peu de chose prés dans le cas S-arithmétique si les groupes L, sont
semi-simples, sans facteurs anisotropes, si la somme de leurs rangs relatifs est=2, et si I est
irréductible.

6.4. LEMME. Soit X un espace localement compact sur lequel un groupe discret T opére
proprement et librement. On suppose que X [T est compact et que H(X;Z)=Z et H(X;Z)=0
pour i = 1. Alors les groupes de cohomologie HI(I';Z[T')) s’identifient aux groupes de
cohomologie a supports compacts H(X;Z) (g =0).

Démonstration.” La projection canonique 7: X — X/I' est un revétement, donc la suite
spectrale de Leray de 7w dégénére en un isomorphisme

HA(X;Z)=H*(X[T; M), (g =0),

ol M est le faisceau localement constant sur X/T" formé par les 0-iémes groupes de cohomologie
a supports compacts des fibres de 7. On vérifie tout de suite que M est associé au I'-module Z[T'].
Vu nos hypothéses, la cohomologie de X/T" s’identifie a celle de T, d’ou le lemme.

6.5. LEMME. Soit X un espace localement compact sur lequel un groupe discret T' opére
proprement. On suppose que tout sous-groupe fini de I admet un point fixe dans X et que X |T est
compact. Alors les sous-groupes d’ordre fini de T' forment un nombre fini de classes de
conjugaison.

Soit C un sous-ensemble compact de X tel que X =T"- C. L’ensemble I'c des y € T tels que
v+ C N C#@est fini. Soit M un sous-groupe fini de I'. Par hypothése il existe un point x € X
fixe par M. Si y E T esttel que y-x € C, alors y - M - y™' C ¢, d’oi le lemme.

6.6. Démonstration de 6.2 dans le cas cocompact. Pour v € S, notons X, le quotient de L,
par un sous-groupe compact maximal si v € S., et I'immeuble de M, sur F, (5.7) si
v € S;. Soit X (resp. X, resp. X;) le produit des X, pour v € S (resp. v € S.,resp. v € §;).

BICette démonstration a été suggérée a I'un de nous par B. Eckmann.
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Il est immédiat que L, donc aussi I, opére continGiment et proprement sur X, et que X/T" est
compact. Comme X est localement et globalement contractile, cela entraine que T est de
présentation finie [1: Satz 2). D’autre part, tout sous-groupe compact de L, laisse fixe un point de
X,:si v € S, cela résulte du fait que tout sous-groupe compact de L. est contenu dans un
sous-groupe compact maximal et que les sous-groupes compacts maximaux de L. sont
conjugués; si v € Sy, vu la définition de X, (5.7), cela résulte de [11: 3.2.4] et du fait que tout
groupe compact de transformations affines d’un espace euclidien admet un point fixe ¥ s’ensuit
que tout sous-groupe fini de I' laisse fixe un point de X, et la deuxiéme assertion de 6.2(i) résulte
donc de 6.5.

Supposons maintenant I' sans torsion. C’est alors le groupe fondamental de X/T'. Si S = S..,
alors X/T est une variété différentielle compacte, donc I est de type (FL). Sinon, en utilisant la
remarque 5.8, on montre par récurrence sur Card Sy, exactement comme dans [17: Théor. 3, p.
121] que T est de type (FL).

Pour tout v € S, le groupe H. (X, ; Z) est libre si i = d(L,), nul sinon; c’est clair si v € S,
puisqu’alors X, est homéomorphe & un espace euclidien de dimension d(L,), et cela résulte de 5.9
si v € Sy La formule de Kiinneth entraine donc que

HN(X;Z2)=0 si i#d(L), 4))
et que
I'=HY(X;2)=®.esHA"(X,; Z) 2

est un Z-module libre. D’autre part, comme X est globalement et localement contractile,
H'(X;Z) est égal 2 Z pour i =0, et 2 0 pour i#0. Vu 6.4 et (1), (2), T satisfait a 6.2(1) pour
d =d(L), ce qui entraine (iii) et (iv) de 6.2 dans le cas cocompact.

6.7. Remarque. En utilisant[14], on peut montrer que X/T est triangulable si I' est sans
torsion (d’ol une autre démonstration de 6.2(i), (ii)). Nous indiquons ici comment on se raméne
aux hypotheses de [14]. Soit L. (resp. L;) le produit des L, pour v € S.. (resp. v € S;). On
fait opérer L sur X; via la projection L - L, Vu 5.8, X; admet une structure polysimpliciale &
stable par L;, donc par L. Quitte & remplacer ¥ par une subdivision suffisamment fine, on peut
faire en sorte que ¥ soit simpliciale, passe au quotient par L, donc par T, et que le fixateur L,
dans L d’un simplexe quelconque o de & soit égal au stabilisateur de o dans L. De plus,
Lo=LeXLgs,00 Ly, =Ls N L, est compact ouvert dans L. Les orbites de L, dans L/T sont
ouvertes, donc fermées, donc compactes. En particulier L, /(L. N T) est compact. Par suite, la
projectiondeI', = L, N T dans L.. est un sous-groupe discret, sans torsion, cocompact, et X../T',
est une variété différentielle compacte. Si 7 est une face de o, alors I',, est d’indice fini dans T,
d’ou une projection naturelle X../T'> > X./T', qui est un revétement fini. Soit 7;: X/T - X;/T la
projection canonique. Si o est un simplexe de X;, alors X./T', s’identifie  la fibre de =, sur un
point intérieur de 'image de o dans X;/T. Par suite, X /T est un ensemble *compact stratifié¢”” [14:
Théor. 4.1] donc triangulable [14: Théor. 3.2].

11 est vraisemblable que X/T" est triangulable méme si I' a de la torsion, mais nous n’en
connaissons pas de démonstration.

6.8. LEMME. Soient Y, Z des espaces localement compacts et T un groupe discret opérant
continfiment sur Y et Z. On fait opérer T sur Y x Z par I’action produit. On suppose:

(i) Z est un complexe simplicial localement fini. L’action de T sur Z est simpliciale. Si o est
une face de Z, le stabilisateur T, de o dans T opére proprement sur Y.

Alors T opére proprement sur Y X Z.
Si de plus:

(i) les faces de Z sont en nombre fini modulo T, et YT, est compact quelle que soit la face o
de Z.

Alors (Y x Z)IT est compact.

Soit € I'ensemble des faces de Z. Si ¢ € 4, notons b, le barycentre de o, et V(o) I'étoile
ouverte de b, dans la subdivision barycentrique de Z Les V(o) (0 € 4) forment un
recouvrement ouvert de I'espace Z. On a y - V(o) = V(y - o) pour tout y € I'. De plus:

() Vie)y N V(r)=0sio, 7 € 4 dimo =dimr, et c#7,
d’ott
@)y V)N V(e)Z8>yeTl,siyeETlTeto € 4.
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Soienty € Y,z € Z,etsoito € €telque z € V(o). Vu (i), il existe un voisinage U de y dans
Y qui ne rencontre qu'un nombre fini de ses transformés par I'c. Vu (2), U x V(o) est un
voisinage de (y, z) dans Y X Z qui ne rencontre qu'un nombre fini de ses transformés par I'. Il en
résulte que I' opére proprement sur Y x Z,

Supposons maintenant que (ii) soit aussi satisfaite. Pour o € %, soit K, un compact de Y tel
que Y =T, - K,. SiJ est un systéme de représentants de €¢/I', alors

YXZ=Uoes T (Ko X0).

Eneffet,siy € Y,z € Z,ilexistey ET,oa EJety €T, telsquey-z Ecgety -y -y €K,
d’ott ¥’ - y(y,z) € (K, Xo). Comme J est fini par hypothése, et que (Y x Z)/T' est séparé
puisque I' opére proprement [8: II11.29, Prop. 3], cela termine la démonstration du lemme.

6.9. Nous nous plagons maintenant dans le cas S-arithmétique (6.1). Si v € S; on note X,
'immeuble de G sur F.. Soit d’autre part G' le Q-groupe algébrique obtenu a partir de G par
restriction des scalaires de F 3 Q et soit X.. la variété a coins associée a3 G' dans{[5]. On pose

Xy =Thes, X, Xs=X-xXp. (1)

Le groupe G(F) = G'(Q) opére sur Xs. Il en est a fortiori de méme du groupe S-arithmétique I
Montrons que

dim X..— rgo(2(G"®) = ;s d(G(F.,)) - rgr(G). )
Soient
a=rg=(C(G%), b =rge(B(G)). 3

On a donc rgx(G) =a + b vu [7: §2]. D’autre part, le rang relatif se conserve par restriction des
scalaires, donc

a=rga(C(G"), b=rgo(B(G")) et a+b=rgoG). “@
Si K est un sous-groupe compact maximal de G'(R), on a, par construction de X..
dim X.. = dim (G'R)/K)—a, cf. [5: §7]. 5

Mais G'(R)/K est le produit direct des quotients G(F,)/K., ol K. est un sous-groupe compact
maximal de G(F.), et v parcourt S.; d’olt (2). On a donc aussi

d(L)~rge(G) = d(L.) + Zes,d(L,), avec d(L)=dim X.—rgo(2G"). (6)

6.10. ProposiTioN. Conservons les hypotheses et notations de 6.9. Le groupe T' opére
proprement sur Xs et le quotient Xs/T' est compact.

Si S; =0, cela résulte de [5: 9.3]. Dans le cas général on raisonne par récurrence sur Card S;.
Soient v € S; et posons T; = S; —{v}, T = S —{v}. Si M est un sous-groupe ouvert compact de
G(F,), soit Ty, I'ensemble des éléments de I' se projetant dans M. C’est un sous-groupe
T-arithmétique de G et I'on sait que I\G(F, )/ M est fini [17: p. 126]. VuI’hypothése de récurrence,
I'v opére proprement sur Xy et Xp [T est compact. Notre assertion résulte alors de 6.8, appliqué a
NetaY= me(HWET,XW), Z =X,

Remarque. Supposons I sans torsion. Il résulte aussi de [14] que Xs/T est triangulable. Cela
se voit comme en 6.7, en remplagant X par Xs et X. par X.. La seule différence est que le
quotient X../T, est maintenant une variété différentielle compacte @ coins, mais cela est permis
dans[14]. Ici encore, il est vraisemblable que Xs/T est triangulable méme lorsque T a de la
torsion.

6.11. Démonstration de 6.2 dans le cas S-arithmétique. Comme on va le voir, cette démonstration
est tout a fait analogue a celle donnée dans le cas cocompact, Xs et X.. jouant les roles de X et
X.. respectivement.

Les espaces X.. et X, (v € Sy) sont globalement et localement contractiles. Il en est donc de
méme de Xs et il résulte alors de 6.10 et de [1: Satz 2] que T est de présentation finie.

L’espace X. de 6.9 est obtenu en ajoutant des coins au quotient X. de G'(R) par un
sous-groupe H contenant un sous-groupe compact maximal de G’(R), donc tout sous-groupe
compact de G’(R) admet un point fixe dans X.; en particulier tout sous-groupe fini de G'(Q)
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admet un point fixe dans X., et a fortiori dans X.. D’autre part (cf. 6.6), tout sous-groupe
compact de G(F,)admet un point fixe dans X, si v € S;. Il s’ensuit que tout sous-groupe fini de T
(ou de G(F)), admet un point fixe dans X, et la deuxiéme partie de 6.2(i) est conséquence de 6.5,
6.10.

Supposons maintenant I" sans torsion. Si Sy =@, ona S = S.. et Xs/T'= X./T" est une variété
différentielle compacte a coins, donc triangulable, ce qui entraine que I' est de type (FL); si
S;# @, on peut, soit raisonner par récurrence sur Card S;, soit utiliser le fait que Xs/T est
triangulable (Remarque a 6.10).

La variété X.. est contractile [5: 8.6.4], le groupe H.'(X.; Z) est libre si i = d(L.) (notation de
6.9(6)), nul sinon [5: 8.6.5]. Comme précédemment H. (X, ; Z) est nul pour i # d(G(F,)) et libre
pour i =d(G(F,)) si v € S;. La formule de Kiinneth et 6.9(6) montrent donc que

H!(Xs;Z)=0 si i#d(L)—1, ot [=rgG, )
et que B _
I=H'Y"(Xs;Z)= H*"(X+; Z) ® ®ues, HA(X,; Z) (2

est un Z-module libre. Comme Xs est localement et globalement contractile, H'(Xs; Z) est nul
pour i# 0, égala Z pour i = 0; le lemme 6.4 et (1), (2) entrainent donc que I’ satisfait 4 6.1(1), avec
d=d(L)-1 (et I donné par (2)), d’ou le théoréme.
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