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COHOMOLOGIE D’IMMEUBLES ET DE 
GROUPES S -ARITHMkTIQUES 

A. BOREL et J.-P. SERRE 

(Receiued 10 July 1975) 

INTRODUCTION 

CE TRAVAIL se divise en deux parties, consacrtes l’une (§$l i3 5) & la cohomologie de deux 
immeubles associCs ?I un groupe rtductif SW un corps local, et l’autre (96) B la cohomologie des 
groupes S-arithmktiques, ou, plus gCnhalement, de certains sous-groupes discrets de produits de 
groupes dCfinis sur des corps locaux. Nous montrons que de tels groupes, lorsqu’ils sont sans 
torsion, ont une dualitC homologique qui gCnCralise celle des groupes arithmCtiques[? $111. 

Soient k un corps local non archimkdien, G un k-groupe r6ductif et X l’immeuble de 
Bruhat-Tits de G (04). L’espace X est de dimension Cgale au k-rang 1 = rg*G de G. Notre 
principal objectif, dans la premibre partie, est d’en dCterminer les groupes de cohomologie B 
supports compacts H,‘(X; Z): on trouve que H,‘(X; Z) est nul si i # 1, et que c’est un groupe 
libre z 0 si i = 1 (5.6, 5.9). Pour la dtmonstration, on se rambne tout de suite au cas oh G est 
semi-simple et simplement connexe. On considkre d’abord l’immeuble Y des k-sous-groupes 
paraboliques de G (8 1). 11 est simplicial, de dimension I - 1, mais non localement fini (a moins que 
I = 0, auquel cas il est vide); on sait qu’il a le type d’homotopie d’un bouquet de sphtres; 
cependant, ce n’est pas sa topologie usuelle qui nous intCresse ici, mais une autre topologie, 
provenant de celle de k, qui en fait un espace compact et mCtrisable Y, (01). Soient P un 
k-sous-groupe parabolique minimal de G, et U son radical unipotent; utilisant une filtration de Y, 
dCduite de la dCcomposition de Bruhat de G(k)/P(k), nous montrons au $2 que le i-i&me groupe 
de cohomologie”’ rCduite fii( Y, ; Z) de Y, est nul pour i + I- 1, et que, pour i = I - 1, ce groupe 
est isomorphe au groupe C,“( U(k); Z) des fonctions localement constantes, g valeurs dans Z, et g 
support compact, sur U(k) (2.6). On montre ensuite (85) que l’on peut compactifier X par Y, de 
man&e $ obtenir un espace compact contractile Zt. Le thCori?me 5.6 rCsulte alors de 2.6 par la 
suite exacte de cohomologie de Z, mod Y,. 

Soient maintenant F un corps de nombres, S un ensemble fini de places de F contenant 
l’ensemble S” des places archimkdiennes de F, et S’ = S - S”. Si u E S, on note F, le complttC 
de F en o. Soit G un F-groupe rCductif. Notons x la variCtt B coins associte dans [5: 691 au 
Q-groupe RF&G obtenu 2 partir de G par restriction des scalaires de F 5 Q. Si v E S’, soit XV 
l’immeuble de G sur F, [ 17: 2.21, autrement dit le produit de l’immeuble de Bruhat-Tits du groupe 
dCrivC 9G de G par un espace euclidien de dimension Cgale g celle du plus grand F, -tore dCployt 
central de G. Soient enfin _& = x x Il UEs,X, et r un sous-groupe S-arithmitique de G. Alors r 
opltre proprement sur % et %/l? est compact (6.10). Soit d = dim X + zvcs. dim X, - rg&. 11 
rCsulte de 5.9 et [5: 991 que H,‘(% ; Z) est nul pour i # d et libre pour i = d. Si r est sans torsion, 
cela entraine que r est un groupe ii dualitt au sens de 121, de module dualisant Is = Hcd(2& ; Z). 
On a en particulier un isomorphisme canonique 

H’(T;M)+ Hd--i(r; I, @M), (1) 

quels que soient i E Z et le r-module M (6.2). On obtient Cgalement un rCsultat semblable pour 
les sous-groupes cocompacts sans torsion des produits finis II&( 00 k, est un corps local et 
L, un k,-groupe rCductif. 

Les principaux rtsultats de ce travail ont ttt annon& dans [4]. 

Notations et conventions. Si A est un groupe et B une partie de A, on note J(B) ou 3*(B) le 

Tl s’agit ici de la cohomologie “d’Alexander-Spanier”, i.e. de celle de la thtorie des faisceaux, et non de la cohomologie 
singulibre. 
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centralisateur de B dans A et X(B) ou NA(B) le normalisateur de B dans A. On a done 

%(B)={a E Alab = ba(b E B)}, &(B)={a EA(a.B=B.a}; 

le centre Z&(A) de A est aussi note C(A). Si {Bi}i,r est une famille de parties de A, on note 
((Bi)i,l) le sous-groupe engendre par les Bi. 

Si G est un groupe algebrique, Go designe la composante connexe de e dans G, que I’on appelle 
aussi composante neutre de G, et 9G le groupe derive de G. Si k est un corps de definition pour G 
et si Go est reductif, le k-rang rgkG de G est par definition celui de G”, au sens de [6: $51. 

Un corps local est, dans ce travail, R, C ou un corps complet pour une valuation discrete a 
corps residue1 fini; un tel corps est localement compact. 

Darts les 981 Li 4, k est un corps local non archimedien, G un k-groupe connexe semi- 
simple, G le revetement universe1 de G et 1 le k-rang rg, G de G. 

$1. L’immeuble topologise des sous-groupes paraboliques 

1.1. On note P l’ensemble des k-sous-groupes paraboliques de G, T un tore k-depolye 
maximal de G, et @ le systeme des k-racines de G par rapport a T. Le quotient W = X( T)/Z( T) 
est le groupe de Weyl de @. On a @ # 0 et W# (1) si et seulement si I 2 1. 

On note P un k-sous-groupe parabolique minimal contenant T, et A la base de @ associte g P. 
Les racines de P par rapport a T sont done les combinaisons lineaires a coefficients positifs 
d’eltments de A. Pour I C A, soient TI = (n,,, ker a)” et P, le k-sous-groupe parabolique 
engendre par P et .9’( TI). On sait que I H P, est une bijection entre l’ensemble des parties de A et 
celui des elements de Q contenant P, que tout Q E !@ est conjugue a un et un seul PI et que cette 
conjugaison peut Ctre effecttree a l’aide d’un Clement de G(k) [6,§§4,5]. 

On sait que G(k)/P(k), muni de sa structure d’espace homogene du groupe topologique G(k), 
est compact. Plus precistment, G(k)/P(k) s’identifie a (G/P)(k), done a l’ensemble des k-points 
dune k-variete projective lisse. 

On note 7~~ la projection canonique de G/P sur G/PI et ~I,J (I C J) celle de G/PI sur G/P,. 

1.2. L’immeuble Y 
Si 1 = 0, on pose Y = Y, = 0. Supposons 1 2 1. Les sous-groupes Q(k), (Q E VP) sont les 

sous-groupes paraboliques d’un systbme de Tits T = (G(k), B, N, S) de G(k), dans lequel 
B = P(k), N =X(T)(k) et S c W est l’ensemble des reflexions associees aux elements de A. 
Dans la suite on identifie A a S en associant a un Clement a E A la reflexion s, qui, vue comme 
automorphisme de T, fixe TI+ On a B n N = T(T)(k) et W s’identifie au groupe de Weyl de T. 

On note Y l’immeuble de Tits de T. C’est un complexe simplicial de dimension 1 - 1, sur 
lequel G(k) opke. Le groupe d’isotropie G, d’une face (+ de Y est le groupe P,(k) des points 
rationnels d’un k-sous-groupe parabolique # G et g I+ P, est une bijection entre l’ensemble des 
faces de Y et P -{G}. De plus, P,(k) laisse fixe tout point de (T. Pour g E G(k), on a 
P B(O) = g . P, . g-‘. Soit C le simplexe fixe par P(k). Pour I c S, I# S, on note C, la face de C 
formee des points fixes par P,(k). Avec cette convention, les faces de codimension 1 de C sont 
les Ct,)(s E S), et Ce = C. On a: 

C, C aC, e J 5 I e P, 5 PI. (1) 

Soit CI = C, - U J,ICJ l’interieur de C,. On a une partition 
f 

Y = LI,=,Y,, oti Y, = G(k)/Pl(k) x C,. (2) 

Soient 
G(k) x C “, Y A C = Y/G(k), (3) 

les applications dtfinies respectivement par l’action de G(k) sur Y et par la projection de YI sur 
son deuxibme facteur (I C, S). Comme P(k) fixe C, A se factorise en 

G(k)x C= (G(k)/P(k)) x C h’ Y, (4) 

oti 7r est la projection canonique de G(k) sur G(k)/P(k). 

1.3. Topologie sur Y. On munit (G(k)/P(k)) x C de la topologie produit et on note Y, I’immeuble 
Y muni de la topologie quotient de (G(k)/P(k)) x C par la relation d’equivalence definie par A’. 
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Comme C est un domaine fondamental pour G(k), il resulte de 1.2(l) que la relation 
d’equivalence dtfinie par A’ a un graphe fermi, done Y, est separe. 11 est compact puisque 
(G(k)/P(k)) x C I’est. Montrons que G(k) opere continument sur Y,. L’action de G(k) sur Y est 

dtfinie par une application V: G(k) x Y --f Y qui s’insbre dans le diagramme commutatif 

G(k) x (G(k)/P(k)) x CId.xh’- G(k) x Y 

(G(k)/P(k)) x C L Y (1) 

oh p est I’application canonique de G(k) x (G(k)/P(k)) dans G(k)/P(k). L’application A’ est 

propre. I1 en est done de m&me de Id. x A' [8: 1.73, prop. 41 et G(k) X Y a la topologie quotient de 
G(k) x (G(k)/P(k)) x C vu [8: 1.74, car. 41. La continuite de v resulte alors de celle des autres 
applications du diagramme (1). De fait que PI(k) opere trivialement sur Cr, on deduit 
immediatement que la bijection naturelle Y, = (G(k)/P,(k)) x C?, A I', est un 
homeomorphisme sur un sous-espace localement ferme. 

Si I = 0, on a Y, = 0; si I = 1, C est un point, Y = G(k)/P(k) et Y, est simplement G(k)/P(k) 
muni de sa topologie naturelle. 

I .4. Remurque. L’espace Y, peut aussi se dtfinir lorsque k, au lieu d’etre ultrametrique, est le 
corps R des nombres reels. Soit K un sous-groupe compact maximal de G(R) dont l’algbbre de 
Lie est orthogonale a celle de A = T(R)‘. On a Y = K . C et l’on peut identifier le K-espace Y, a 
la sphere unite’ de I’espace tangent a G/K B i’origine, et cela de telle sorte que C soit I’image des 
vecteurs tangents t CI A de longueur 1 tels que a(t) 20 pour tout a E A. 

42. Cohomologie de Y, 

2.1. Soient X un espace localement compact et M un Z-module. On designe par H’(X; M) 
(resp. H,‘(X; M)) le i-ieme groupe de cohomologie d’Alexander-Spanier a supports fermes 
(resp. compacts) de X, a coefficients dans M. On a en particulier H”(X; M) = C-(X; M) et 
H,O(X: M) = C-(X; M), oti C-(X; M) (resp. C-(X; M)) designe le groupe des fonctions 
localement constantes (resp. localement constantes a support compact) sur X, a valeurs dans M. 

Si X est compact non vide, fii (X; M) denote le i-ieme groupe de cohomologie re’duit de X a 

coefficients dans M, i.e. 

ti’(X; M) = H’(X; M) pour i#O 

fi”(X; M) = coker {M = H’(pt; M)+ H’(X; M)}. 

Le groupe B”(X; M) s’identifie au quotient de C”(X; M) par le sous-groupe forme des 

fonctions constantes. 
Si X est compact et contractile, on a fii(X; M) = 0 pour tout i E Z. 
Si Y est un sous-espace fermi non vide de X, la suite exacte de cohomologie a supports 

compacts de X mod Y peut s’tcrire: 

. . .+H,‘(X- Y; M)+fi’(X; M)-+I?‘(Y; M)+H,‘+‘(X- Y; M)-+. . . (1) 

2.2. LEMME. Soient X un espace localement compact, me’trisable, totalement discontinu, et M 
un Z-module. Alors C-(X; Z) est un Z-module libre et C-(X; M) = C,“(X; Z) Oz M. 

On peut Ccrire X comme reunion disjointe d’ouverts compacts X,(cu E J), d’ou 

Cc-(X; M) = @aa C,(X,; M), ce qui nous ramene au cas oti X est compact. L’espace X est 
alors limite projective denombrable d’ensembles finis 

x,Ax,-l’x,-... f.+, +--- X” A . . . 

ou les applications f; sont surjectives. On a done C-(X; M) = lim . ind . MXrt oti Mx*a designe 
I’ensemble des applications de X,, dans M. Evidemment, MXm = Zxm Oz M, d’ou la deuxieme 
assertion. Comme fi, est surjective, I’application canonique MXa + MXm+l a comme image un 

facteur direct; si I’on note S. un supplementaire, on a C(X; M) = M”I @ 0 S,,d’ou la premiere 
assertion. II t 
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2.3. On reprend les hypotheses et notations du $1; on &carte le cas trivial 1 = 0. On designe 
par l(w) la longueur d’un Clement w E W par rapport a S [9: IV, §I]. Soient (Wi)lcisN les 
elements du groupe de Weyl W, numerotts de man&e a ce que l’on ait 

I(w,)51(wi) si i<j (l~i,j~N=(W]). (1) 

En particulier, w1 = 1. Pour m E [ 1, N] entier, soit 

I, ={s E S(l(w, . s)>l(w,)}. (2) 

II rtsulte de [9: IV, $1, Exer. 3, p. 371 que 

1, = S, I+, = 0 et I,,, f 0,s pour 1 < m < N. (3) 

On a la decomposition de Bruhat 

G(k) = LI w&‘(k) * w * P(k), cf. [6: 851, (4) 

d’oh aussi 

G(k)lP(k) = LI wEwC(w>, avec C(w) = (P(k). w . P(k))/P(k). (5) 

De plus, il existe un k-sous-groupe connexe U, du radical unipotent U de P tel que C(w) soit un 
espace homogene principal sous U,(k), done homeomorphe a kd(‘“), ob d(w) = dim U,. En 
particulier, si w = wN, alors U, = U, done 

C(w,) = U(k) = (P/E(T))(k) = kd, (d = dim U). (6) 

Si 15 m 5 N, posons 

Em = UlaizmC(Wi), Y, = h’(E,,, x C) c Y,. 

D’apres [7: 3.151, C(w,) est ouvert dans E,,, et E,,, est ferme dans G(k)/P(k). Les Y,,, forment 
done une suite croissante de sous-espaces fermes de Y, allant de Y, = C a Y, = Y,. 

On va utiliser cette filtration pour determiner la cohomologie de Y,. 

2.4. LEMME. Soient m E N (I< m < N) et I c S. Alors: 
(i) Si I C I,.,, la projection Barr: GIP-+G/P, dejinit un homeomorphisme de C(w,) sur son 

image darts G/PI. 
(ii) Si I K I,,,, alors T~(E,,,) = T~(E,,-,). 
(iii) Y,,, - Y,,_, est homeomorphe a C(w,,,)X L, oti Lm = U,,,,~r. 
Les assertions (i) et (ii) rtsultent de [7: 3.161. La relation 1.2(2) et (ii) montrent que I’on a 

Y, - Y,-l = LI ,,,,“n,(C(w,)) x 61, (1) 

ce qui, vu (i), entraine (iii). 
2.5. Les appartements de Y sont les sous-ensembles de points fixes des conjugues de 

e(T)(k). Un appartement est un sous-complexe fini, isomorphe au complexe de Coxeter A de W, 
et en particulier est homeomorphe Q la sphere S”. L’espace Y est reunion de I’ensemble & des 
appartements contenant C. Si A0 est l’appartement fix& par %(T)(k), alors g H g . A0 induit une 
bijection de P(k)/T(T)(k) sur &, ce qui permet de munir & d’une structure de varitte 
k-analytique. 

La base S definit une chambre C de A et les chambres de A sont les transform& w * C de C 
par W. Identifions S a { 1,. . . , l}, Cela fixe une orientation sur C, done aussi sur A. On note [A I la 
classe d’homologie dans H,_,(A ; Z) du cycle Z(- l)‘(‘“’ w . C. Si 1 2 2, c’est la classe fondamentale 
de la sphere orientee A. Si I = 1, cette classe appartient au sous-groupe d’homologie rtduit 
&(A ; Z) = Ker{H”(A ; Z) + &(A ; Z) = Z}. Si A E L&, il existe un et un seul isomorphisme 
va: A +A qui prolonge l’isomorphisme canonique de C sur C. On note [Al E %,(A ; Z) 
l’image de [A] par I’isomorphisme associt en homologie. Si 1 Z 2, c’est done la classe 
fondamentale de A pour l’orientation qui, sur C, coincide avec I’orientation donnee par 
l’identification de S a (1, . . . , 1). Si 1 = 1, on a [A] E fiO(A; Z). 

Soit M un Z-module. Etant donnes h E I?-‘( Y, ; M), et A E ~6, on note &(A) la valeur sur 
[A] de la restriction de h g I?-‘(A ; Z). Cela a un sens puisque, pour 1 = 1, la classe [A] est dans 
le O-&me groupe d’homologie reduit de A. A tout h E I?-‘( Y,; M) est ainsi associee une 

application fi : tip + M. 
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2.6. TH~OR~ME. (i) On a Hi (Y, ; M) = 0 pour i # I - 1. (ii) L’upplication h H h’ de 2.5 d@nit 
un isomorphisme de fi’-‘( Y, ; M) sur Ccm(dp ; M). Le Z-module I?‘( Y, ; Z) est libre. 

Supposons le theorbme demontre pour M = Z. Alors H’ ( Yt ; M) = H’ ( Yt ; Z) 0 M d’aprbs la 
formule des coefficients universels; comme C,-(dp ; Ml = C,%~P ; Z) 0 M vu 2.2, cela en&he 
le theoreme pour M quelconque. 11 suffit done de considerer le cas oii M = Z. 

Pour 1 < m < N, soit L6 le complement de L, dans C, i.e. la reunion des faces de 
codimension 1 C{,,(s E S - I,,,) de C. Comme I,,, # 8, S, le sous-espace L L est contractile, done 
de cohomologie reduite nulle en toute dimension. La suite exacte de cohomologie de C mod LA 
montre alors que Hf(L,; Z) = 0; vu 2.4 (iii) et la formule de Ktinneth, il s’ensuit que 

H?(Y, - Y,,_,; Z) = 0. L’espace Y, est Cgal a C, done contractile; sa cohomologie reduite est 

nulle. En utilisant la suite exacte 2.1(l) pour (X, Y) = (Ym, Y,-1) on en tire tout d’abord, par 
recurrence sur m, que H*( Y, ; Z) = 0 si m < N et ensuite que 

fi*( Y, ; Z) = HF( Y, - Y,-1; Z). (1) 

Mais on a, vu 2.3(6), 2.4(iii) et 2.5 

Y, - Y,_, = C x C(w,) = C x P(k)E(T)(k) = e x dP. (2) 

L’espace C est homeomorphe a R”, et orient6 grace a l’indexation de S; on a done 

H,‘(l!;Z)=O si i#1-1 et I%-‘(C;Z)=Z. 

Appliquant la formule de Kiinneth, on obtient: 

H,‘(Y, - YN_,; Z) = H/‘(C; Z)@H,‘_‘+‘(SBP; Z) = Z@kI,‘-‘“(d,; Z). (3) 

L’assertion (i) resulte alors de (1) et du fait que J&G est de dimension 0, done de cohomologie nulle 
en dimensions # 0. De plus, pour i = I - 1, (1) et (3) donnent un isomorphisme 

A”( Y, ; Z) ---, z @ HcO(.& ; Z) = C,“(dP ; Z). (4) 

Nous allons montrer que cet isomorphisme est dtfini par l’application h ~6 de (2.5), au signe 
p&s. Soit e E H,1-‘(C; Z) le generateur defini par l’orientation choisie en 2.5 multipliee par 
(-l)N. Soit f E C,“(& ; Z). Vu (1) et (4) l’application f me @f induit un isomorphisme de 
C,“(.& ; Z) sur a’-‘( Y, ; Z). 11 reste a voir que cet isomorphisme est I’inverse de l’application h H 6 
de 2.5, i.e. que l’on a 

(e @f)[A] = f(A) quel que soit A E &. (5) 

On a A n (Y - YN_,) = &, oti C, designe la chambre de A “opposee” a C, celle qui correspond 
a w,(C) par l’isomorphisme vA : A --, A de 2.5. D’autre part, la restriction de e 0 f a C X {A} est 

f(A) * e E H,‘-‘(c; Z). C onsiderons le diagramme commutatif 

II/‘@; Z) E, H,‘-‘(&A ; Z) 2 Hi-‘(A ; Z) 

4 * 
v’ 

z!z,1-y Y, - Y,_,; Z) 5 H”( Yt ; Z) 

ol p, p’ sont dtfinis par inclusion, y, y’ par restriction, et (Y par I’isomorphisme transport6 de 

wN: C + w,(C) par VA : A +A. Alors p 0 LT appkp e sur la CkiSSe duale de [Al, i.e. 
p 0 a(e)[A] = 1. On a deja vu que (Y-I 0 y envoie e @f sur f(A) . e, d’ob (5), ce qui acheve de 
demontrer (ii). 

Remarque. Si I = 1, on a Y, = G(k)/P(k), dp = Y, -{P} et fi”(Y,; Z) s’identifie au quotient 
de C,“(Y,; Z) par le sow-espace des fonctions constantes. Etant donne h E 8”(Y,; Z), la 
fonction 6 correspondante associe au point Q la difference h(Q) - h(P). On a done 
h E C,“(& ; Z). Le thtoreme est evident dans ce cas. 

63. Un complexe auxiliaire 

Les hypotheses et notations sont celles du 02; on suppose 1 2 1. Nous nous proposons de 
decrire un complexe dont la cohomologie est celle de l’espace Y,. 

Les resultats de ce paragraphe ne seront pas utilises par la suite (mis a part 5.10). 
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Soit M un Z-module et soit (E,) la suite spectrale de Leray de l’application 
T: Y, + C = Y/G(k), cf. 1.2(3), relativement au faisceau constant M. Cette suite spectrale aboutit 

a Z!Z*( Y, ; M) et son terme E2 est donne par ET’ = H”(C;F”), oti F4 est le faisceau R’TM 

associt au prefaisceau U ++ H4(~-‘( U); M). 
Lafibre F,” de F’ en x E C est egale a H’(T~‘(x); M). Si x E Cr, on a T-'(X) = G(k)/P,(k), 

d’ou: 

Les faisceaux F4 sont nuls pour q # 0. Si l’on pose F” = F, on a done 

W(Y,;M)=W’(C;F). (1) 

De plus, le faisceau F est constant SW chaque face ouverte & ou Z c S = (1,. . . , I}, I# S. On 
peut le considerer comme un “faisceau simplicial” sur le simplexe C: il associe a toute face C, le 
groupe 

F, = Cm(G(k)/Pr(k); M), (2) 

et a toute inclusion C, c Cr (J > I) l’homomorphisme 

&: F, +F, (3) 

dtfini par f H f 0 ~TI,~, cf. 1.1. 
On sait que la cohomologie d’un tel faisceau peut se calculer simplicialement (cela resulte, par 

exemple, de la suite spectrale associee a la filtration de C par ses squelettes). Vu (l), on en deduit 
que H*( Y, ; M) est la cohomologie d’un complexe L(M) = @L”(M), oh: 

L”(M)=@F,, I C S, I#.!?, Card(Z)+m =1-l, (4) 

le cobord df dun element f E F1 Ctant donne par 

oti Z = {j,, . ..,jn}, jl<j2<* . . < j,,, et Z - j designe Z -{j}. 
Le complexe L(M) est nul en degres co.11 est commode de “l’augmenter”, i.e. de dtfinir un 

complexe i(M) tel que 

( 

Lo = V(M) pour qf-1 
i-‘(M) = Fs = Cm(G(k)/Ps(k); M) = M, (6) 

l’operateur d &ant encore donne par la formule (5). 
La cohomologie de E(M) s’identifie a la cohomologie reduite fi*( Y, ; M) de Y,. Vu 2.6, on 

en deduit: 

3.2. THJ?OR~ME. On a IT@(M)) = 0 pour q # I - 1, et H’-@(M)) est canoniquement 

isomorphe ri A’-‘( Y, ; M). 

Pour la structure de fi’-‘(Y,; M) et H’-‘(E(M)), voir 2.6, ainsi que 3.5 et 3.8 ci-apres. 

3.3. COROLLAIRE. On a une suite exacte de G(k)-modules 

O-F., -0 F,_j +. . .-+@ F,i,+F+ti”(Yt; M)+O, 

oti F, = Cm(G(k)/Pr(k); M), Ze groupe G(k) optrant SW F, grfice d son action sur l’espace 
homog>ne G(k)/P,(k). 

Cela resulte de 3.2 et du fait que l’isomorphisme I-I-‘(L (M)) = I?-‘( Y, ; M) commute par 
construction a l’action de G(k). 

(Noter qu’on obtient ainsi une re’solution du G(k)-module fi”( Y, ; M) au moyen des F,, cf. 
5.10.) 

3.4. Explicitation de IS’-‘(i(M)). La composante de degre I- 1 du complexe L(M) est 
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F@ = f?(G(k)/P(k); M); il en r&the (cf. 3.3) que H’-‘(L(M)) est le quotient de FB par la somme 

des images des Fcir, 1 c i s 1. 
L’espace G(k)/P(k) est reunion disjointe des C(w), 2.3 (5). En particulier, la “grosse cellule” 

C(w,) est ouverte dans G(k)/P(k). Nous noterons R I’ensemble des fonctions f E Fe qui 
s’annulent sur les C(wi), j < N, i.e. dont le support est contenu dans C(w,); on a 

R = C,“(C(w,); M). 

3.5. PROPOSITION. L’injection R 3 FB d@init par passage au quotient un isomorphisme de R 
sur H’-‘(L(M)) = F&C Im (F{;,). 

D’apres 2.6 (l), la cohomologie du sous-espace Yw, de Y* est triviale, et l’on a 
fi’-‘( Y, ; M) = H,‘-‘( Y, - Y,_,; M). Or la cohomologie a supports compacts de Y, - Yw, peut 
se calculer, comme celle de Y,, au moyen de la suite spectrale de Leray de la projection 
Y, - Y,_, + C; cette suite spectrale est ici particulierement simple, vu que Y, - YN_, = 
C x C(w,), cf. 2.6 (2). On en dtduit un isomorphisme H’-I( Y, - Y,-,; M) = H,‘-‘(e, R), et le 
diagramme 

Ej”( Y, ; M) c R’-‘( Y, - Y,-,; M) 

I1 I1 

A’-‘(C; F) += IX-‘& R) 

est commutatif (car provenant d’un homomorphisme de suites spectrales). 

On deduit de la que l’injection de R dans le faisceau F definit un isomorphisme de 
H,‘-‘(f?; R) = R sur fi”(C; F) = H’-‘(i(M)), d’ou la proposition. 

3.6. Remarque. On peut Cgalement demontrer 3.5 par le procede suivant: on definit des 
sous-complexes Li (1 <j c N) de L(M) par la condition qu’un Clement f d’un F, appartient a Li 
si et seulement si f, considere comme fonction sur G(k) invariante a droite par PI(k), s’annule sur 
tous les P(k)wJ’(k), pour i <j. On a i(M) = L, > L, > . . . 3 L+,, et le complexe LN est Cgal a 
0 en toute dimension # I- 1, et a R en dimension I - 1. La structure des quotients successifs 

LjlLj+l, 1 c j <N, se determine facilement, grace a 2.4; on trouve que la cohomologie de ces 
complexes est nulle en toute dimension. 11 en resulte que l’injection de LN dans L(M) induit un 
isomorphisme de H*(LN) sur H*(L(M)), ce qui demontre a la fois 3.2 et 3.5. 

3.7. Projection de H’-‘(i(M)) sur R. On a dtfini dans 3.5 un isomorphisme de R = 
C,,(C(w,); M) sur H’-‘(L (M)). Nous nous proposons d’expliciter l’isomorphisme reciproque. 

Soit f E Fe = C=(G(k)/P(k); M). Associons a f la fonction f sur G(k) dtfinie par 

f(x) = W~W(-l)‘~“)f(x . w), x E G(k). (1) 

C’est une fonction localement constante sur G(k), invariante a droite par T(T)(k). 

LEMME. S’il existe s E S tel que f soit invariante ti droite par P{,)(k), on a f = 0. 
Soit W, ={w E Wll(ws)>l(w)}. Alors W est reunion disjointe de W, et W, . s [9: IV, 91, 

Exer. 3, p. 371. Comme 

f(x.w.s)=f(x.w) et I(w.s)=l(w)+l (x E G(k), w E W,), 

les differents termes de la somme (1) se detruisent deux a deux, et l’on a bien f(x) = 0. 

Le lemme ci-dessus montre que f = 0 si f E C Im (Ffil). Par passage au quotient, l’application 
f ++{ definit done un homomorphisme 0 de H’-‘(i(M)) = F&C Im (FtiJ) dans le groupe 
C’(G(k)/T(T)(k); M); par restriction a P(k), on en deduit un homomorphisme 

19’: H’~‘(i(M))~C”(P(k)/~(T)(k); M). 

D’autre part, l’application p ++p . wN d&nit par passage au quotient un isomorphisme de 
P(k)/ZT(T)(k) sur C(w,), d’ou un isomorphisme 

L: C=(P(k)/%(T)(k); M)-, C,(C(w,); M). 

3.8. PROPOSITION. L’homomorphisme 

(-DNr 0 8’: H”(~((M))-+ Cm(C(w,); M) 

TOP Vol IS. No. 3X 
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est un isomorphisme de H’-‘(I? (M)) sur le sous -espace R de C,(C( wN); M) form& des fonctions a 
support compact. Son inverse est l’isomorphisme R --) H’-‘@(M)) de 3.5. 

Vu 3.5, il suffit de montrer que le composk de R + H’-‘(i(M)) et de (-l)N~ 0 0’ est 
l’application identique de R sur R. Or c’est immtdiat: si f E R et x E P(k), on a f(x . w) = 0 
pour w Z wN, d’oti jr(x) = (- l>“f (x . wN); si f’ designe I’image de f dans H’-‘@(M)), cela signifie 
bien que (-l)N~ 0 0’Cf’) = f. 

3.9. COROLLAIRE. L’application 

0: HI-‘(~(M))~C”(G(k)/~(T)(k); M) 

est injective. 
C’est immbdiat. 

Remarque. I1 serait interessant de determiner explicitement l’image de 8. 

3.10. Remarque. Les resultats de ce § ont un analogue dans le cas oti le corps de base k, au 
lieu d’etre ultramttrique, est le corps R des nombres reels, le module M &ant pris tgal B R. 

Le complexe i = i(R) est dtfini comme dans 3.1, en convenant que Cm(G(k)/Pl(k); M) 
designe I’espace des fonctions continues’*’ reelles sur l’espace homogene G(k)/P,(k) (qui est ici 
une variete compacte). On trouve que la cohomologie de t est la suivante: 

(a) H4(i:)=Opourq#1-l,otil=rgkG; 

(b) H’-‘(L) s’identifie a l’espace des fonctions continues sur la grosse cellule C(W,) qui 
tendent vers 0 a l’infini (i.e. qui se prolongent en une fonction continue sur G(k)/P(k) nulle sur 
les C( Wi) pour i < IV). 

Cela se demontre par des arguments analogues a ceux du cas ultrametrique, utilisant la 
filtration de G(k)/P(k) par les C(wi). De plus, 3.5 et 3.8 restent valables, a condition, ici encore, 
de remplacer les fonctions localement constantes a support compact par les fonctions continues 
tendant vers 0 a l’infini. 

La cohomologie de i peut aussi s’interprtter comme la cohomologie rtduite de l’espace Y, 
(1.4) a valeurs dans le faisceau des fonctions continues reelles dont les restrictions a chaque 
simplexe sont localement constantes; cela resulte, comme dans 3.1, de la suite spectrale associee 
a 7: Y, -+c. 

§4. L’immeuble de Bruhat-Tits des sous-groupes parahoriques 
4.1. Rappelons que G est semi-simple et que G est le revetement universe1 de G. Soit 

r: G + G l’isogenie centrale canonique. Si X est un k-groupe connexe rtductif, notons p(X) 
l’ensemble de ses k-sous-groupes paraboliques. On sait que Q I-+ r(Q) et Q ++ n-‘(Q) sont des 
bijections reciproques de q(G) et g(G) [7: 921. D’autre part (lot. cit.) F = F’(T) est un k-tore 
deploy6 maximal de 6: rr induit un isomorphisme de X(F)/Z(F) sur X(T)/%(T) et @(t 6) 
s’identifie a a. Posons P = Y’(P) et fi = X(F)(k). Alors i; = (G(k), P(k), fi, S) est un systeme 
de Tits, et l’immeuble correspondant s’identifie a l’immeuble Y de 2’. 

Le groupe 6 s’ecrit de manike essentiellement unique comme produit direct de k-groupes 
presque simples simplement connexes Gj de k-rang > 0 (15 j 5 m) et dun k-groupe simplement 
connexe Go de k-rang nul. Le groupe F est le produit de ses intersections Tj avec les 
Gj(1 <j < m) et P (resp. X( ?)) est le produit de Go et de ses intersections Pi (resp. Nj) avec les 
Gj(1 5 j I m). Le systeme de racines @ est la somme directe des @(7;-, G,), W le produit des 
Wj = Nj/!&,(z) et S la reunion disjointe des Sj = S fl Wj(1 5 j 5 m). Un simplexe u de Y est 
une famille {aj}(l 5 j I m), oti uj est, soit vide, soit un simplexe de l’immeuble Yj des 
k-sous-groupes paraboliques de G,, et au moins un uj est non vide. I1 s’ensuit que Y est le joint des 
immeubles Y, et que C est le joint des Cj, oh C; est l’ensemble des points fixes de Pj(k) dans 
Y(l<j<m). 

4.2. Dans ce qui suit, nous admettrons l’existence du systeme de Tits ?’ = (G(k), B, IV’, S’) 
des sous-groupes “parahoriques” de G(k); cette existence est annoncee dans[lOl et demontree 
dans [ 11: § lo] pour les groupes classiques. On note X l’immeuble correspondant [l 1: 921; c’est un 
complexe polysimplicial dont les sommets (resp. les faces) correspondent aux sous-groupes 
compacts maximaux (resp. aux sous-groupes parahoriques) de G(k). 

‘*‘A la place des fonctions continues, on pourrait prendre les fonctions analytiques (ou diffCrentiables); nous ignorons 
quelle serait alor? la cohomologie du complexe i correspondant. 
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Les don&es B, N’, S’ sont supposees compatibles avec les choix deja faits de ?, p, @, S; en 

particulier, on a un double systlme de Tits, au sens de [ 11: 551 et N’ = fi = X(?)(k); le groupe de 
Weyl W’ de T’ s’identifie au quotient de N’ par le plus grand sous-groupe compact H de 
e(f)(k), et est done extension de W par le sous-groupe %( f)(k)/H, qui est commutatif libre de 
rang 1. On a B n N’ = H. Le groupe B est le sous-groupe parahorique minimal standard 
(“sous-groupe d’Iwahori”); c’est le produit direct de Go(k) et des Bi = E rl Gi, 1 <j s m. On a 
de m&me des decompositions 

j=m 
S’ = II S;, W’= ‘II w;, ‘=m ‘=m X= II Xj, 

j=l j=l j=l 

oh Xj est I’immeuble associe au systeme de Tits Tj = (Gj(k), Ej, Nj, S:), et W: le groupe de Weyl 
de T,( I 5 j 5 m). Les sous-groupes parahoriques de G(k) sont les produits Go(k) x IIlmMj, oti Mj 

parcourt les sous-groupes parahoriques de Gj(k). En particulier, les sous-groupes parahoriques 
standard sont les sous-groupes BI = B . W;. B oti I parcourt l’ensemble des parties de S’ qui ne 
contiennent aucun des S:, et W; est le sous-groupe de W’ engendre par I. Soit C: I’ensemble des 
points fixes de Bj dans X,(15 j 5 m). C’est un simplexe de dimension tgale au k-rang 1j de Gj7 et 
l’ensemble C’ des points fixes de B dans X est un polysimplexe de dimension 1, le produit des C:. 

On note A I’appartement standard de X; son fixateur est H. On suppose (ce qui est loisible, 
quitte a modifier le choix de B) qu’il existe un point spe’cial [ll: 1.3.7, p. 221 o = (o,, . . . , o,), 
Oj E Xi, de X ayant les proprietes suivantes (qui le caracterisent): 

(a) o est un sommet de C’; 
(b) le quartier [ 11: 1.3.11, p. 231 de A de sommet o contenant I’interieur de C’ definit le germe 

de quartier correspondant a P(k) [II: 5.1.33, p. 961. 
On note si l’element de S: correspondant a la reflexion par rapport a la face de C; opposee a 

oj. L’ensemble Si- {s:} s’identifie a Sj, par la projection W:-, Wj. L’ensemble S’ est reunion 
disjointe de S et de {s :, . . . , s A}. Le fixateur de ui dans Gi (k) est B, = B . WLi . B. Le fixateur de 
o dans C?(k) est 

j=m 
Bs=B.W.B=Go(k)x IT B,, 

;=, 

qui est un sous-groupe compact maximal special de G(k) [II: 3.3.5, p. 661; on Ccrira souvent R 

pour &. On a 

G(k)=K-P(k) et Gj(k)=B,.Pj(k) pour I~j~m. (1) 

Pour toute partie I de S’ ne contenant aucun S$, on note C; I’ensemble des points fixes de Br 
dans X; on obtient ainsi, une fois et une seule, chaque face du polysimplexe C’. 

4.3. Appartements. Les appartements de X sont les transform& de I’appartement standard A 
par d(k). Etant donnes deux appartements A’ et A”, il existe un Clement de d(k) qui transforme 
A’ en A” et induit I’identite sur A’ n A” [I 1: 2.5.8, p. 451. Par suite, deux parties E, E’ de A’ 
transformees l’une de I’autre par un Clement g E d(k) le sont aussi par un element qui stabilise 
A ’ et coincide avec g sur E. Deux faces quelconques de X sont contenues dans un appartement 
[ll: 2.3.1, p. 371 done X est reunion des appartements contenant C’, et ces derniers sont les 
transform& de A par B. Le groupe N’ = X(f)(k) stabilise A. Comme H opere trivialement sur 
A, on obtient ainsi une representation de W’ comme groupe d’automorphismes de A. 
L’application structurale j de [ 1 I: 2.2, p. 351 permet de munir A d’une structure d’espace 

vectoriel de dimension I, d’origine o, telle que @ s’identifie a un systeme de racines dans le dual de 
A, de groupe de Weyl W, de man&e a ce que la rtflexion s,(a E @) soit la reflexion par rapport 
a I’hyperplan a = 0, et que W’ soit un groupe de Weyl affine de partie lineaire W (cf. 4.5). 

Montrons encore que N’ est le normalisateur de H dans d(k) ainsi que le stabilisateur de A 
dans d(k), et que A est le seul appartement de X fixt par H. Le groupe H est Zariski-dense dans 
T(T), et F est le plus grand tore deploye sur k central de e(F), done g E 6(k) normalise H si et 
seulement s’il normalise T, d’ou I’tgalite N’ = A&,(H). Par construction, N’ stabilise A. D’autre 
part, comme X est associe a un systeme de Tits de G(k), le group d(k) y opere 
par automorphismes speciaux; en particulier, si g E d(k) stabilise A, il y induit une 
transformation du groupe de Weyl de A, done il existe n E N’ tel que n . g fixe A, i.e. 
n . g E H, d’ou g E N’. Enfin, soit A’ un appartement fixe par H. II existe g E 6(k) tel que 
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g * A = A’. Comme g . H . g-’ est le fixateur de A’, on a H c g . H . g-‘, d’oti, en passant aux 
adherences de Zariski, e(F) C g . T(F) . g-’ et par suite a( ‘J?) = g . fZ( ‘If’) . g -‘, d’oti g E N’ et 
A ’ = A. En associant a un appartement A ’ le plus grand tore dtploye sur k du centre de 
l’adherence de Zariski du fixateur de A’, on Ctablit done une bijection entre appartements de X et 
tares deploy& sur k maximaux de 6. Remarquons que H peut avoir des points fixes en dehors de 
A (par exemple si d = SL2 et k = Q2). 

4.4. Quartiers fermk NOUS appellerons quatiers fermtb les adherences des quartiers de X au 
sens de [ll: 7.1.4, p. 1571. Tout quartier ferme A est I’adherence d’un unique quartier 8 qui est 
l’interieur de A dans tout appartement de X contenant A. Le sommet (resp. la direction) de A est, 
par definition, le sommet (resp. la direction) de A, lot. cit. 

On note D le quartier ferme de A de sommet o contenant C’. C’est le plus petit cone de A de 
sommet o contenant C’. C’est un domaine fondamental pour W dans A; utilisant 4.3, on en 
ddduit que c’est aussi un domaine fondamental pour R = B . W. B dans X. 

4.5. Racks tines. Les murs de A sont les hyperplans de points fixes des reflexions de W’ et 
les racines afines sont les demi-espaces fermes de A limit& par les murs [ll: 1.3.3, p. 201. On 
note X l’ensemble des racines affines. 11 existe dans le dual de A un et un seul systeme de racines 
reduit “Z ayant les proprietes suivantes: 

(i) Ctant don& cz E Z il existe un unique “cr E “Z et un entier r(a) tels que (Y soit I’ensemble 

de points donnes par “a + r(a) 3 0; 
(ii) tous les hyperplans p + m = 0 (p E “C, m E Z) sont des murs. 
De plus, il existe une unique surjection ZJ : CJ+ “2 commutant Q W telle que a E RT . u(a) 

pour tout a E @. Le groupe W’ est le groupe de Weyl affine de “C; sa partie lineaire est W. 
Une partie de X est un demi-uppartement si elle est transformee d’une racine affine par un 

Clement de d(k). 

4.6. Fixateurs. Pour a E a’, on note UC,, le plus grand k-sous-groupe unipotent de d normalid 
par T et dans lequel les poids de f sont les multiples positifs de a contenus dans @ [6: §Sl. Le 
radical unipotent U (resp. I.-) de P (resp. du sous-groupe parabolique P- oppose a P et 
contenant e(f)) est done engendre par les U (a) avec a >O (resp. avec a ~0). Etant donne 
r E R, on note UC+ le sous-groupe de UC,, qui fixe le demi-espace fermt v(u) + r 2 0. Les 
sous-groupes UC,,,, sont compacts ouverts dans UCU)((k), d’intersection reduite a {e}, de reunion 
Cgale a U,,,(k), et definissent une filtration decroissante de U,,,(k), qui est en fait discrete, 
n’ayant de sauts que pour certaines valeurs entieres de r. (Si la racine a n’est ni multipliable ni 
divisible, chaque entier correspond a un tel saut. Sinon, il y a plusieurs possibilites pour a et 2u, 

qui sont d&rites par un tchelonnuge de @ par Z [l 1: 1.4.1, p. 251.) Si (Y est une racine affine, on 
pose U, = Uco),r, ou v(a) = “~2 et r = r(a). 

Si M c X, et si E est un groupe opkrant sur X, alors E,,, denote le fixateur de M dans E. 
Si M est une partie de A, alors 6(k), est engendre par H et par les groupes U, associes aux 

racines affines (Y contenant M [ll: 5.2.28, p. 1041. 

4.7. LEMME. Soient I c S et @, l’ensemble des e’le’ments de @ qui sont combinuisons line’uires 
d’&fments de I. Posons G, = T(F,)(k), N, = N’ f’ G, et K, = k fl G,. Soit CJ,,’ le groupe 
engendre’ par les UC,,.,,(u E @,). Aiors 

GI = U,’ . N, . U,‘, K, = U,’ * W, ’ H . CJ:, (1) 

et KI est un sous-groupe compact maximal de GI. 

Le sous-groupe G, de t?(k) satisfait aux conditions imposees au groupe note G, dans [ 1 I: 7.6, 
p. 1841 (avec @, = @,, TI = a(f)(k)). Notre groupe U,,’ n’est autre que le Ub,,, de lot. cit., p. 185, 
pour x = o. La premiere tgalite de (1) resulte alors de [ 1 I : 7.3.4, p. 1651, comme cela est indiquk 
dans [ll: p. 185, 1. 211. 

Le groupe K, contient Cvidemment I’ensemble (I,,’ - H . W, . U,,‘; tout revient done a 
montrer qu’un sous-groupe de G1 contenant strictement U,’ . H . WI . U,)’ n’est pas compact. 
Soit M un tel sous-groupe, et soit Q = M n N,. Vu la premiere Cgalite de (1) on a 
M = UO’ . Q * U,‘. Le groupe Q contient K, n N,; d’autre part, N,/H est produit semi-direct de 
WI et du groupe de translations T(‘f)(k)/H. Supposons M# K,. Alors Q# WI . H, done Q 
contient un element g dont I’image dans Nr/H est une translation non nulle. Par suite, g engendre 
un sous-groupe discret infini de M, et M n’est pas compact. 
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4.8. Action de (Aut 6)(k) et de G(k) sur I’immeuble X. Nous admettrons que 7~ est B-N-adapt6 
[II: 1.2.13, p. 181 et de type connexe [ll: 4.1.3, p. 721. 

Tout element de Aut G(k) laisse stable Go, permute les G, (1 c j c m) et les sous-groupes 
parahoriques de d(k), et laisse stable la classe de conjugaison de H. On en deduit une action de 
(Aut G)(k) sur X qui en preserve la structure polysimpliciale et les appartements; elle est 
continue et propre. Par la representation adjointe, G s’envoie dans Ad G = Ad G;, d’oti une action 
continue de G(k) sur j;(k) qui commute a 7~ (le groupe G(k) operant sur lui-m&me par 
automorphismes intCrieurs)l ainsi qu’une action, tgalement continue et propre, de G(k) sur X. On 
note g . x le transform6 par g E G(k) d’un Clement x de X. Comme X est localement fini, les 
fixateurs des faces de X dans G(k) ou Aut 6(k) sont des sous-groupes ouverts. Comme 7~ 
commute a G(k), le groupe r(6(k)) est distingue dans G(k). 

Le groupe N est le stabilisateur de A. Son image canonique W” dans Aut A contient W’ 
comme sous-groupe distingue. Comme 7~ est de type connexe, les fixateurs W: et WZ d’un point 
x E A dans W’ et W” sont les memes [ 11: 4.1.3, p. 721; en particulier Wb: = WA = W. 

Le noyau de P est contenu dans H, done dans tous les conjugues de H, et opere trivialement 
sur X. Si M C X et g E d(k), on a 

g E j;(k),v, @ n(g) E G(k)w (1) 

4.9. LEMME. Soit K (resp. L) le fixateur de o (resp. A) dans G(k). 
(i) Le groupe K est compact ouvert dans G(k) et L = K II %(T)(k). 
(iii) On a K = L . a(k), G(k) = K . P(k) et K n PI = L . a(R fl PI) pour tout I C S. 
(iii) L’ensemble D (resp. C) est un domaine fondamental pour K dans X (resp. Y). 

(i) On a deja remarque que K est ouvert dans G(k); il est Cvidemment compact, et contient L. 
D’autre part, L normalise T(H) puisque H est le fixateur de A dans G(k); il normalise done 
l’adherence de T(H) pour la topologie de Zariski, qui est E(T), done aussi T qui est le plus grand 
tore deploy6 sur k du centre de e(T), et l’on a L C N. Le fait que L fixe A montre en outre que 
son image dans W = N/2( T)(k) est triviale, d’oh L C .T( T)(k), et par suite L c K rl E(T)(k). 
Inversement, si g E K n T(T)(k), l’tlement g stabilise A et induit sur A une translation; 
comme celle-ci fixe o, c’est l’identite, et l’on a bien g E L. 

(ii) Soit x E K. Le groupe K est transitif sur I’ensemble des appartements contenant o, et W; 
est transitif sur I’ensemble des quartiers fermes de sommet o contenus dans A. 11 existe done 
y E r(K) tel que y . x stabilise o, D et A, done fixe A puisque 7~ est de type connexe; on a done 
y . x E L, d’oti K = L . a(K). 

Le groupe c(k) permutant transitivement les appartements de X, on a G(k) = N 9 r(d(k)). 
D’autre part, K = B W. B. Comme N est engendre par W et Z(T)(k) et que r(fi(k)) est 
distingue dans G(k), on a 

G(k) = N. 4&k)) C 4~KW)W. p@(k)) = T(R) + r@(k)). (E(T)(k)), 

d’ou, vu 4.2(l), 

G(k) C T(B). n-(k). r@(k)) . (E(T)(k)) c K * P(k). 

Vu (i), on a L . T(R n h) C K fl PI. Soit x E K n PI. Comme K = L . T(R), on peut 
Ccrire x sous la forme y * a(z), avec y E L et z E K. On a y E T:(T) C PI, d’ou r(z) E P,, ce 
qui entraine z E A, d’oh x E L 9 T(I? n PI). 

(iii) La chambre C est un domaine fondamental pour G(k) dans Y, fix6 par P(k). C’est done 
un domaine fondamental pour K. La relation X = K . D (cf. 4.4) entraine X = K . D. Soient d, 
d’ E D transform& l’un de I’autre par un element de K. Vu 4.3, ils sont aussi transform& l’un 
de l’autre par un Clement du stabilisateur de A dans K, i.e. par un Clement de W = W;, = Wg (4.8). 
On a done d = d’, ce qui montre que D est un domaine fondamental pour K dans X. 

Remarque. Soient~~:KXD-+Xet~U:KxC-+Yle s applications induites par l’action de 
K sur X et Y. D’apres (iii), PX et pu sont surjectiues. De plus, ce sont des applications propres, 
puisque K est compact, cf. [8: 111.28, prop. 21. Vu [8: 1.74, car. 41, il en resulte que la topologie de 
X (resp. de Y) s’identifie a la topofogie quotient de celle de K x D (resp. de K x C) par la 
relation d’equivalence definie par kx (resp. par pu). 



222 A. BOREL ET J.-P. SERRE 

4.10. Fixateurs de parties de D. Soit I C S. On note D, l’intersection de D et des murs v(a) = 0 
(a E I). On a Ds = {o} et DB = D. Une partie M de D, sera dite inthieure ti D, si A4 IT D, = 0 
quel que soit J C S contenant I proprement. Par abus de langage, une demi-droite E issue de o, 
contenue dans D,, sera dite inttrieure $ D, si tout point de E diff &rent de o est inttrieur g D,. 

PROPOSITION. Soit I c s, I# S et soit E une demi-droite d’origine o inthieure ri DI. Alors 

G(k)E = G(k)D, = K II I’,. (1) 

Nous reprenons les notations de 4.7, 4.9 et dtsignons par T, l’ensemble des racines >O non 
contenues dans @I, autrement dit l’ensemble des poids de F dans le radical unipotent U, de p,. 

Comme G(k),,, est contenu dans G(k)E, tout revient g prouver: 

G(k)E c K n PI c G(k)D,. 

Les groupes figurant dans (2) contiennent L et font partie de K. Vu 4.8(l) et 4.9(ii), il suffit done 
de montrer: 

G;(k)E c g n I? c &k)D,. (3) 

Le groupe 6(k)E est engendrC par H et les groupes U,, oh (Y parcourt l’ensemble des racines 
affines (r qui contiennent E, cf. 4.6. Si a! est une telle racine, et si a E Q, est tel que u(a) = “LY (cf. 
4.5), on a a E cPr U VI, d’oti U, C PI, ce qui dCmontre la premihe inclusion de (3). 

Le groupe K n @, contient KI = a rl G,. Son image dans G, par la projection canonique de 
h(k) sur pI(k)/UI(k) = GI contient done aussi Kr. Comme ce dernier est compact maximal dans 

G, (4.7), on a 
k n PI = K, . (R n Ix). (4) 

Pour Ctablir la deuxikme inclusion de (3), il nous suffit done de montrer que K, et R n U, fixent 

DI. 
On a KI = UO . WI . H . U,’ (4.7). Le groupe W, * H fixe Cvidemment Dr. Par difinition, le 

groupe U,’ est engendrC par les fixateurs UcaJ,,, des racines affines v(a) 2 0 (a E Ur,). Comme 
ces dernikes contiennent D, on a UO’ C d(k),, d’oti KI C G(k),,. 

Soit u E UT(k). C’est un produit d’Cltments 11, E U,,,(k) oh a parcourt W,. Soit E’ une 
demi-droite d’origine o et inttrieure A Dr. Si x est un point de E’ tendant vers I’infini, alors 
v(a)(x) tend vers I’infini, done u, fixe une demi-droite convenable de E’. 11 en est alors de m&me 
de u. Soit y un point de cette demi-droite. Si u est de plus dans 8, il fixe o, done le segment 
joignant o et y, et finalement tout point de E’. Cela valant pour E’ inttrieure ?I D, quelconque, et 
I’ensemble de ces demi-droites Ctant dense dans DI, il s’ensuit que R n U, fixe D,, ce qui acheve 

la dtmonstration. 

$5. Compactilication de X par Y, et cohomologie B supports compacts de X 
Soit 2 l’ensemble somme de X et de Y. Le but de ce 0 est de munir 2 d’une topologie qui en 

fasse un espace compact contractile Zf, et qui induise sur X (resp. Y) la topologie naturelle de X 
(resp. celle de Y,), cf. 5.4; la dktermination de la cohomologie g supports compacts de X en 
r&&era (5.6). 

5.1. Compactification d’un espace tine r&l. Soient A un espace affine rCel, et VA I’espace 
vectoriel des translations de A ; on suppose que la dimension I de VA est finie. Soit S, la sphbre 
des demi-droites de VA issues de l’origine, et soit A = A LI S, la somme disjointe de A et de S,. 
I1 existe sur A une topologie naturelle qui en fait une compactification de A (compactification 
“par les directions de demi-droites”); cette topologie peut &tre caractCri&e par les proprittts 
suivantes: 

(a) elle induit sur A (resp. sur S,) la topologie naturelle de A (resp. de S,); 
(b) A est ouvert dans A ; 
(c) soient o E A et d E S, ; soit (xi) une suite de points de A ; pour que xi tende vers d dans 

A, il faut et il suffit que xi tende vers I’infini dans A et que la demi-droite d, d’origine o contenant 
xi tende vers d dans S,+ 

L’espace A est homComorphe B une boule fermCe de dimension 1. Si u est un automorphisme 
affine de A, et plin l’automorphisme correspondant de VA (done de SA), le couple (a; (+,in) dtfinit 
un homtomorphisme de A = A LI S, sur lui-m&me. 
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5.2.1. Compactification de I’appartement standard. Soit A l’appartement standard de X, et soit o 
le point spCcia1 de A choisi au no 4.2. Du fait que A est muni d’une structure naturelle d’espace 
affine, sa compactification A = A LI S, est dCfinie (5.1). Nous allons voir que l’on peut identifier 
S, ci l’appartement standard W. C de 1 ‘immeuble Y. 

Reprenons les notations de 4.1,4.2. Notons C:,,., la face de codimension 1 de C’: opposCe g oi, 

i.e. le “link” de oj dans C: (1 s j s m). Soit Lo l’enveloppe convexe des C&. C’est un simplexe 
de dimension 1 - 1, dont les sommets sont les sommets des C:.,,. 11 est contenu dans D -{o}, cf. 
4.4, et toute demi-droite de D issue de o le rencontre en exactement un point. Soit hj l’unique 
application simpliciale de Cj sur C;.,; qui, pour tout I C Sj, applique Cl.1 sur C:,lU(si). Pest un 
isomorphisme. 11 existe un unique isomorphisme A c: C -+ Lo qui prolonge les Ai. Avec les 
notations de 1.2 et 4.10, on a Ac(Cr) = D, fl Lo pour tout I C S, I# S. Soit A, = W . C 
l’appartement standard de Y, et soit W . Lo le sous-complexe de A rCunion des w . Lo, w E W. 
On vCrifie immidiatement que Ac se prolonge en un unique isomorphisme simplicial 
A : A,* W . Lo qui commute a l’action de W. D’autre part, toute demi-droite d de A issue de a 
rencontre W * Lo en un point p(d) et un seul; on en dCduit un homComorphisme p de S, sur 
W . Lo. D’oh, en composant p et A-‘, un homtomorphisme pa de S, sur A,, par lequel nous 
identifierons ces deux espaces. On obtient ainsi une topologie sur A = A LI A,, et les ClCments 
de Am s’interpretent comme des directions de demi-droites dans A. 

L’adhkrence D de D dans A est D LI C, et C = D fl A, est l’espace des directions de 
demi-droites contenues dans D. 

5.2.2. Invariance. Soit (T un automorphisme de G; alors u op&re de faGon naturelle sur X (4.8) et 
sur Y. Supposons de plus que (+ stabilise A (ou A,, ou H, ou Z(T), cela revient au m&me); alors (T 
optre sur A, sur SA et sur A,, et I’identification pa : S, + A, = W. C commute ci u; en effet, cela 
revient g dire que la partie lineaire ulin de a/A commute 2 I’homtomorphisme A de W . C sur 
W + Lo, ce qui est immediat. 

5.2.3. Compactification des appartements. Soit E un appartement de X, et soit Em l’appartement 
correspondant de Y (cf. [ 11: 5.1.339, i.e. l’ensemble des points de Y fix& par le fixateur de E 
dans G(k). Soit SE la sphhe des directions de demi-droites de l’espace affine E. 11 rCsulte de 5.2.2 
qu’il existe une bijection pE : SE + E, et une seule telle que, pour tout u E (Aut G)(k) tel que 
VA = E, le diagramme w 

s, - SE 

soit commutatif. Dans ce qui suit, on identifiera SE et E, au moyen de pE ; vu 5.1, on en dCduit 
une topologie (dite naturelle) sur .!? = E LI E,, qui fait de I? un espace compact. contenu dans 
Z = X Il Y, et appelC le compactifie’ de E. Les topologies ainsi construites sont compatibles au 
sens suivant: 

5.2.4. LEMME. Soit M une partie de X, contenue duns deux appartements E, et Ez, et soit fi, 
(resp. u,) l’adhe’rence de Mdans l’appartement compactijie’l?, (resp. i?*). On a alors a, = fiz, et 
les topologies induites sur cet ensemble par les topologies natwelles de I?, et l?‘, corncident. 

On peut supposer que El est l’appartement standard A. Choisissons un Cltment g E e(k) tel 
que gA = E2 et que g fixe M, cf. 4.3. Vu 5.2.3,l’ClCment g dCfinit un homComorphisme de A = J?, 
sur Ez, et cet homComorphisme applique u, sur Gz. II reste done ?I montrer que cet 
homComorphisme est I’identitC sur fi,, autrement dit que g Jixe M, = I@, - M. D’apr& 4.6, le 
fixateur de M dans 6(k) est engendrC par H et par les sous-groupes U, associCs aux racines affines 
(Y contenant M. On peut done supposer que g appartient, soit & H, soit B l’un des U, en question. Si 
g E H, g fixe A done aussi M,. Si g E Un, et si a E CD est tel que V(U) = “a (4.6), on a g E UC,,, 
et g fixe le demi-appartement de A, defini par la racine a (i.e. l’ensemble des faces de Y associCes 
aux k-sous-groupes paraboliques de (? contenant T(F). U(.,); il rtsulte de 5.2 que ce 
demi-appartement est l’ensemble cy, = 6 - (Y des directions de demi-droites contenues dans (Y ; 
comme M est contenu dans (Y, on a M, C (Y_, ce qui montre bien que g fixe M,, et acheve la 
dCmonstration. 



224 A. BOREL ET J.-P. SERRE 

5.3. Soit M une partie de X qui soit contenue dans au moins un appartement. Le lemme 
prCcCdent permet de dtfinir la compactification ti de M: on choisit un appartement E contenant 
M, et l’on prend pour rii I’adhCrence de M dans 8; on a ti C Z; vu 5.2.4, M ne dCpend pas 
(topologie comprise) du choix de E. Ainsi, on peut parler du compactif% d’un quartierfermi, d’un 
demi-uppatiement (4.5), etc. Si u est un automorphisme de 6, l’action de v sur Z dtfinit un 
homtomorphisme de ti sur a(M): cela rCsulte de 5.2.3. 

Nous allons maintenant “recoiler” ces diff Crentes topologies: 

5.4. TH~OR~ME. (a) I1 existe une topologie T et une seule SW Z = X LI Y ayant les proprie’tis 
suivantes : 

(a,) T est s$are’e; 
(al) T induit sur chaque uppartement compactifii (5.2.3) sa topologie naturelle; 
(a3) T est invariante par G(k), et l’action de G(k) sur l’espace topologique Z, = (Z, T) est 

continue. 
De plus : 
(b) X (resp. Y) est ouvert (resp. fermi) dans Zt, et la topologie induite par T sur X (resp. Y) 

est la topologie naturelle de X (resp. celle de Yt). 
(c) L’espace Z, est compact et contra$ile. 
(d) La topologie T ne dipend que de G. 
(e) T est invariante par (Aut i;)(k), et l’action de (Aut e)(k) sur Z, est continue. 
La demonstration occupe les no’ 5.4.1 & 5.4.9 ci-aprlts. 

5.4.1. Soit K le fixateur de o dans G(k), cf. 4.9, et soit D = D LI C la compactification du 
quartier fermt D (5.2.1). D’apr&s 4.9, l’application p : K x D --f Z dC!inie par Faction de K sur Z 
est surjective. Si T satisfait 51 (a*) et (a& p est continue ; si de plus (al) est satisfaite, le fait que 
K x b soit compact entraine que p est propre [8: 1.76, car. 21; d’aprts [8: 1.74, car. 41, on en 
dCduit que p identifie l’espace Z, = (Z, T) au quotient de K x D par la relation d’tquivalence R, 
dtfinie par p. L’assertion d’unicite’ de 5.4 en rtsulte. 11 reste done 2 montrer que, si l’on dtfinit 
Z, = (Z, T) comme quotient de K x D par R,, l’espace ainsi obtenu possbde les propri&Cs (al), 

(a& (as), (b), (c), (d), (e). 

5.4.2. Virification de (b). Comme K x D (resp. K x C) est ouvert (resp. fermC) dans K X D, et 
saturC pour R,, son image X (resp. Y) dans Z, est ouverte (resp. fermCe) et a pour topologie la 

topologie quotient de celle de K x D (resp. de K x C), cf. [8: 1.23, car. 11, i.e. la topologie 
naturelle de X (resp. celle de Yt), cf. 4.9, Remarque. 

5.4.3. VCrification de (al). 11 s’agit de montrer que Z, est &part. Comme K x D est compact, il 
suffit pour cela de vCrifier que le graphe de R, dans (K x 6) x (K x D) est fermt [S: 1.78, prop. 81. 
Cela revient g prouver l’assertion suivante: 

(*) Soient (k,), (k3 (resp. (d,), (dh)) (n = 1,2,. . . ) deux suites d’&ments de K (resp. D) 
tendant vers des limites g, g’ (resp. d, d’), et telles que k, . d, = kk . d; pour tout n. Alors 
g-d =g’.d’. 

Pour n donnC on a Cvidemment d,, E D (resp. d, E C) si et seulement si d; E D (resp. 
d: E C). Si d, E C pour une infinitC de valeurs de n, notre assertion rtsulte du fait que K opbre 

continfiment sur Y,. Cela nous ram&e au cas oti d., dk E D pour tout n. Comme D est un 
domaine fondamental pour K (4.9), on a d, = dk pour tout n, d’oti d = d’. Posons 

m,=k,-‘.kL et m =g-’ .g’=limm,. 
n-w= 

On a m, . d,, = d,, et l’on doit montrer que m . d = d. Si d E D, cela rCsulte de la continuitC de 
I’action de K sur X. Supposons done d E C, i.e. que la distance euclidienne (dans A) d(o, d,) de 
o B d, tende vers l’infini. Soit E la demi-droite de D d’origine o et de direction d. Pour t > 0, soit 
e, le point de E 2 distance t de o. 11 existe n(t) tel que d(o, d.)a t pour tout n 3 n(t); on a 
e, = lim e,,t, oti e,,* dtsigne le point du segment [o, d,] h distance t de o. Comme m, fixe o et d,, il 
fixe aussi l’unique segment gCodCsique [o, d,] joignant o B d,, et en particulier il fixe e.., 
(n 2 n(t)). Du fait que K opbe contincment sur X, on a 

m . e, = (lim m,) . (lim e,,,) = lim (m, . e,.,) = lim e,., = e,. 
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Ainsi, m fixe la demi-droite E. Vu 5.3, m stabilise la compactification ,?? de E, done aussi 
{d} = J? II Y, ce qui montre bien que M fixe d (ce qui pourrait aussi se dkduire de 4.10). 

5.4.4. Continuitk de I’action de K sur 2,. 
D’aprks 5.4.3, 2, est stpark. Comme K x fi est compact, il en rCsulte que Z, est compact, et 

que I’application CL: K x b + Z, est propre, cf. 18: 1.78, prop. 81. Par conskquent, si F est un 
espace topologique, l’application Id. x p : F x X x b + F x 2, est aussi propre, et F x 2, 

s’identifie au quotient de F x K x D par la relation d’kquivalence dkfinie par Id. x p [8: 1.74, car. 
41. En particulier, si v: K x K +K est l’application produit, l’unique application (T qui rend 
commutatif le diagramme 

KxKxDLKXD 

est continue, ce qui montre que K optre continfiment sur Z,. 

5.4.5. VCrifkation de (c). On a vu que Z, est compact; il s’agit de montrer qu’il est contractile. 
Remarquons d’abord que D est contractile puisqu’homkomorphe a un simplexe. On peut choisir 
une contraction r: fi x [0, 11-D de D sur son sommet o telle que, si l’on pose xt = r(x, t) 
(x E 0, t E [0, I]), les propriCk% suivantes soient satisfaites: 

(i) x0=x, x1 = 0; 
(ii) xI E [0,x] si x E D; 

(iii) si x E C et t > 0, le point xt appartient g la demi-droite ox d’origine o et de direction x. 
(Voici un choix possible de r: pour x E 0, on prend pour xr le point de [o, x] tel que 

d(o, x,) = (1 - t)d(o, x)/(1 + td(o, x)), et pour x E C, t >O, on prend pour xt le point de ox tel 
que d(o, x,) = (1 - t)/t.) 

Si K, dksigne le fixateur de x dans K, on a: 
(iv) K, c K,, pour tout x E b et tout t E [O, 11. 
Si x E D, cela rksulte du fait que tout Cltment de G(k) qui fixe o et x fixe aussi le segment 

[o, x]. Si x E C, soit I C S tel que x E f?,: pour t f 0, on ax, E D, (4.10); comme K, = K fl P,, 
(iv) rtsulte de la proposition 4.10. 

La relation (iv) entraine que le compost r’ des applications continues 

K x D x [0, l] Id.xr K x fi ‘, Z, 

est constant sur les ensembles de la forme F-‘(X) x {t} (x E Z, t E [O, 11); done r’ se factorise 
en r’ = rz 0 (p x Id.), oti rz est une application de Z, x [0, 11 sur Z,. Mais il rksulte de 5.4.4 que 
Z, x 10, 11 est le quotient de K x D x [O, 11 par la relation d’kquivalence dtfinie par k x Id.; par 
constquent rz est continue, et dtfinit une contraction de Z, sur o, ce qui montre que Z, est 
contractile. 

5.4.6. Verification de (a& 11 s’agit de montrer que, pour tout appartement E, la topologie induite 
par .T sur I’appartement compactif% ,?? (5.2.3) est la topologie naturelle de J?. 11 suffira pour cela 
de prouver que ,?? est rkunion finie de parties fermCes fi telles que les injections E + Z, soient 
continues; en effet, cela prouvera que l? -+Z, est continue [8: 1.19, prop. 41, et, comme E est 
compact et Z, &park (5.4.3), il en rksultera que la topologie de I? est induite par T [8: 1.63, car. 31. 
Distinguons alors trois cas: 

(1) E =A 
On prend pour parties fermkes I? les transform& w . D de n par les tlkments w de W. Les 

injections w . D + Z, sont continues‘: on les obtient en composant l’injection D + Z,, continue par 
construction, avec les automorphismes de Z, dkfinis par les ClCments de W (5.4.4). 

(2) E contient o 
11 existe alors g E K tel que gE = A (4.3); comme g p&serve T (5.4.4), on est ramenC au cas 

prtktdent. 
(3) Cas ge’ntral 
Soit m = m(E) le plus petit entier 30 tel qu’il existe une galerie minimale 

y = (C’ = co, c,, . . . , C,“) 
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reliant la chambre C’ de A (4.2) a une chambre C,,, de I’appartement E. Si m = 0, on a 
o E E, cas deja trait& Supposons done m 3 1, et raisonnons par recurrence stir m. Soit y 
comme ci-dessus, et soit F la cloison I%-, 17 C, ; notons (Y~ et (Y~ les deux demi-appartements de 
E dont le mur commun contient F. D’apres [ll: 5.1.9, p. 851, il existe un appartement E, 
contenant C,,_, U cri (i = 1,2). Comme C,,-, C Ei, on a m(R)< m - 1, et l’hypothbse de 
recurrence entraine que les injections Ei -2, sont continues; a fortiori, il en est de meme des 
injections & +Z, d’oti le rtsultat chercht, puisque ,?? est reunion de c?, et &. 

5.4.7. Verification de (as). Montrons d’abord que, si g E G(k), la bijection z ++g * z de Z, sur 
lui-m&me est continue. Du fait que K est ouvert dans G(k), il existe un voisinage K, de 
I’ClCment neutre dans K tel que g . K, . g- ’ C K; comme K est totalement discontinu, on peut 
en outre supposer que K, est un sous-groupe ouvert de K [8: 111.36, car. 11. Choisissons une 
famille finie (m,)jeJ d’tltments de K telle que K soit reunion des KImi, j E J, et soit 0, le 
sous-espace de Z, reunion des mj * D; c’est une partie compacte de Z,. L’application 
pl: K1 x D, +Z, definie par l’action de K, sur Z, est continue d’aprbs 5.4.4, et surjective. Comme 
K, x D, est compact, et Z, s&pare (5.4.3), cette application est propre [8: 1.76, car. 21, et identifie 
Z, au quotient de K, x D, par la relation d’equivalence dtfinie par pl, cf. [8: 1.74, car., 41. Tout 
revient done a prouver la continuite de l’application (k,, z) H g . k, * z de K, x d, dans Zt. Or on 

a g . k, * z = gkg’ . g . z; vu (5.4.4) il suffit de demontrer la continuite des applications 
k, ++ gk,g-’ de K, dans K et z ++ g . z de 0, dans Z,. La premiere est Claire. Pour la seconde, on 
remarque que 0, est reunion finie des parties fermees mj .o, et qu’il suffit done de prouver que la 
restriction de z I-+ g . z i une telle partie est continue; comme D est contenu dans un appartement, 
cela rksulte de 5.4.6 combink avec la dernibe assertion de 5.3. 

Ainsi, F est invariante par G(k). Comme K est ouvert dans G(k) et opere continument sur Z, 

(5.4.4), il en rksulte que G(k) opere contintiment sur Zt. 

5.4.8. VCrification de (d). Soit 5 l’unique topologie sur Z satisfaisant aux conditions (a,), (an), (a,) 
relativement a I’action de G(k). Du fait que G(k) -+ G(k) est continue, la topologie F satisfait aux 
conditions en question. On a done F = $, ce qui prouve que F ne depend que de G (et pas du choix 
du groupe G “intermediaire” entre G et le groupe adjoint Ad 6). 

5.4.9. Verification de (e). Si (T E (Aut G)(k), il rksulte de (5.3) que U(F) satisfait aux conditions 

(a,), (a& (as) relativement a l’action de G(k). D’aprbs (5.4.8), on a done u(Y) = Y, ce qui montre 
que F est invariante par (Aut e)(k). D’autre part, le groupe (Ad G)(k) est ouvert dans (Aut G)(k) 
et opkre continument sur Z, d’aprbs (5.4.7) applique au groupe Ad G (ce qui ne change pas Y, grice 
g (5.4.8)). On en deduit que (Aut G)(k) opere continument sur Z,, ce qui achkve la demonstration de 

(5.4). 

5.5. Remarques. (1) Si I = 1, X est un arbre, et la compactification Z, de X definie ci-dessus 

n’est autre que celle donnee par la the’orie des bouts de H. Freudenthal. 
(2) La compactification Z, est isomorphe B celle dCfinie dans un cadre plus general par J. Tits 

(tours au College de France, 1974). Nous en rtsumons bribvement la construction, dans le cas 

envisage ici: 
Soit A la compactification naturelle de A (5.2.1). Choisissons une chambre Co de A. Si F 

appartient a l’ensemble V des chambres de X, notons (pF” l’isomorphisme canonique de F sur Co; 
les (p,” commutent aux operations de G(k). Pour tout F E 59, l’isomorphisme (pFo se prolonge de 
facon unique en un morphisme polysimplicial (Pi: X-A qui, sur chaque appartement A’ 
contenant F, est l’unique isomorphisme A ’ + A prolongeant (pFo. Les (pF, F E ‘8, definissent une 
application 

oh V est le produit topologique de copies de A indexees par W. L’application (p est injective; 
l’espace V est compact; la compactification de X en question est, par definition, l’adhe’rence de 
q(X) dans V. 

5.6. TH~ORBME. Soient R un anneau et M un R-module. Soient X l’immeuble de Bruhat-Tits 
de d(k) (4.2) et Y, l’immeuble topologist’ des k-sous-groupes paraboliques de G (1.3). Alors 
H,‘(X; M) = 0 pour i# 1 et H,‘(X; M) est canoniquement isomorphe, comme G(k)-R-module, Li 
H’-‘(Y,;M)sil ZletGMsil =O.Enparticulier,H,‘(X;M)estunR-modulelibresiMl’est. 
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2, 
i, un isomorphisme ai( Y,; M)+ H,‘+‘(X; M), qui commute Cvidemment a tout 

homeomorphisme de la paire (Z,, Y,). Le theoreme resulte alors de 2.6 si 1 2 1; le cas I = 0 est 
trivial, X Ctant reduit a un point. 

5.7. Extension aux groupes dont la composante neutre est riductive. Soit L un k-groupe dont la 
composante neutre Lo est reductive. Nous allons associer a L un immeuble X, produit de 
l’immeuble X0 du groupe derive 9L” de Lo par un espace euclidien. 

Soit M = L /9L”. La composante neutre M” de M est un tore. Par consequent M’(k) possede 

un unique plus grand sous-groupe compact, soit Q. Posons E = M(k)/Q. On a une suite exacte 

l+E’+E+E”+l, (1) 

oh E’ = M’(k)/Q est commutatif libre, de rang tgal au k-rang de MO, i.e. a la dimension du plus 
grand k-sous-tore deploy& de MO, et ou E”= M(k)/M’(k) est fini. L’action de E” sur E’ se 
prolonge canoniquement a E: = R @Iz E’, done (1) se plonge dans une suite exacte de groupes 

l+E;(+ER+E”+l, (2) 

qui est en fait une suite exacte de groupes de Lie reels, et est scindee puisque H’(E”; E:) = 0. 
Choisissons un scindage de (2), i.e. un sous-groupe fini ‘I’ de ER tel que ER soit produit 
semi-direct de p par EA. Faisons operer q (resp. E:) sur l’espace euclidien X, = EL par l’action 
donnee par l’isomorphisme nature1 1I’ = E” (resp. par translations); ces operations definissent une 
operation de ER = ‘4’ . EL, et les homomorphismes naturels L(k) + M(k) + E + ER permettent 
de faire optrer L(k) sur X, (l’image de L(k) dans Aut (X,) ttant un “groupe de Bieberbach”). 

D’autre part, L(k) opbre naturellement sur l’immeuble X0 de 9L”. 
L’immeuble X de L SW k est alors, par definition, le produit X = X0 x X,, muni de l’action 

produit de L(k). Soit Z la composante neutre du centre de Lo. Alors Lo = Z * 9L” et la 
restriction a Z de Lo+ L”/9L” est une isogenie centrale. 11 resulte alors de [7: $21 que 
rg,L’ = rg,Z + rg,9L”, et rgkZ = rgkMo, par suite dim X = rg,L’. 

5.8. Remarque. L’espace X, admet une triangulation differentiable stable par M(k), done par 
L(k). En effet, E opbre difftrentiablement sur XI, et E’ est un groupe de translations, done 
X,/E’ est une variete difftrentielle (un produit de cercles) sur laquelle E/E’ opbre 
differentiablement. Comme E/E’ est fini, il resulte de [19] que X/E = (X/E’)/(EIE’) est 
triangulable, d’ou notre assertion. 

Le produit d’une telle structure et de la structure polysimpliciale canonique de X1 definit done 
une structure polysimpliciale sur X qui est invariante par L(k). 11 est clair que les stabilisateurs 
des faces sont des sous-groupes compacts ouverts et que X/L(k) admet une structure de 
complexe cellulaire fini. 

Si L est connexe, toute base du groupe des k-caracteres de L/9L definit de maniere tvidente 
une structure polysimpliciale sur X, invariante par L(k), d’oh, par produit, une structure 
polysimpliciale sur X invariante par L(k); c’est celle definie dans [17: 023. 

5.9. TH~OR~ME. Soient L un k-groupe dont la composante neutre Lo est re’ductive, et X 
l’immeuble de L sur k d&hi en 5.7. Alors H,‘(X; Z) est nul si i# rgkLo et libre si i = rgkLo. 

C’est clair si Lo est un tore puisque X est alors un espace euclidien de dimension rg,L’, et 

cela resulte de 5.6 si Lo est semi-simple. Le cas general s’en deduit par la formule de Ktinneth 
H,‘(X; Z) = H,“(X,; Z)@ H,“(X,; Z), oti u = rg,Z, v = rg,$L’, 1 = u + v = rg,L’. On a en outre 
H,“(X,; Z) = A”X(L’), oti X(L’) = Hom,(L”, G,). Ces isomorphismes sont compatibles avec 
l’action de L(k). 

5.10. La representation @&de. Nous terminons ce paragraphe en dkcrivant, sans dknonstration, 
une interpretation du G(k)-module E = H,‘(X; C) = I?‘( Y, ; C). 

Avec les hypotheses et notations des Q82,3, supposons que M soit un corps de caracteristique 
zero. Notons ar(I c S) la representation de G(k) dans C”(G(k)/R(k); M) definie par 
translations a gauche, et St la representation de G(k) dans A’-‘(Y,; M). On voit facilement que 
oI est admissible, au sens de Jacquet-Langlands. Vu 2.6 et 3.3, il en est de m&me de St, qui est 
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[St] = c Its (-1)“““‘[(+11 

dans le groupe de Grothendieck des representations admissibles de G(k). Ainsi, St est l’analogue 
de la representation de Steinberg des groupes de Chevalley finis. 

Supposons maintenant que M = C. 11 y a un homomorphisme canonique v de K’(X; C) dans 
l’espace de Hilbert %’ des formes harmoniques sur X (au sens simplicial) de dimension I qui sont 
de carrt integrable (pour la norme ]I# = Z]!(C)]‘, oii C parcourt l’ensemble des chambres de X). 
L’espace %? est un G(k)-module unitaire, qui fournit une realisation de la representation speciale 
de G(k) definie par H. Matsumoto[l6] et J. Shalika[l8]. On peut montrer que v est injectif et 
applique E sur l’espace des vecteurs “differentiables” de %![3]. En particulier, la representation 
St de G(k) est irreductible (algtbriquement) et preunitaire. Une autre demonstration de ces 
rtsultats a CtC obtenue par W. Casselman[l2; 131. 

§6. Applications i la cohomologie de certains groupes discrets 

6.1. Hypothbes et notations. Soit L = IZ veSLu un produit fini de groupes localement compacts 
L,. On suppose que chacun des L, est de l’un des deux types suivants [17: 2.31: 

(i) un groupe de Lie reel ayant un nombre fini de composantes connexes; 
(ii) le groupe M,(F”) des F,-points d’un groupe algebrique M,, de composante neutre 

reductive, sur un corps local non archimedien F,. 
Soit Sm (resp. S,) l’ensemble des u E S pour lesquels L, est de type (i) (resp. (ii)). On note 

d(L,) la dimension du quotient de L, par un sous-groupe compact maximal si u E Sm, et le rang 
sur F, de M, si v E S, ; on pose 

d(L) = c VES d(L). 

On considere d’autre part un sous-groupe discret I de L. On se place dans l’un des deux cas 
suivants: 

(a) “cas cocompact”: le quotient LIT est compact; 
(b) “cas S-arithmetique”: l’ensemble S est un ensemble fini de places d’un corps de nombres 

F et S, celui des places archimediennes de F; pour tout v E S, le corps F, est le complete de F 
en u et il existe un F-groupe G, de composante neutre reductive, tel que L, = G(F,); en 
particulier, si D E S, le groupe M, de (ii) est le groupe obtenu par extension du corps de base a 
partir de G. Enfin, I est un sous-groupe S-arithmetique de G(F), plonge dans L de facon 
“diagonale” [ 17: 2.41. 

6.2. THBORBME. On conserve les hypotheses et notations de 6.1. 
(i) Le groupe r est de presentation finie. Ses sous-groupes d'ordre fini forment un nombre fini 

de classes de conjugaison. 
Supposons I7 suns torsion. Alors: 
(ii) I est de type (FL) [17: 011. 

(iii) I est un groupe a dualite, au sens de [21. 
(iv) La dimension cohomologique cd(T) de r est egale a d(L) duns le cas cocompact et a 

d(L) - rg& duns le cas S-arithme’tique. 

Compte tenu de (i), (ii), I’assertion (iii) equivaut a l’existence d’un entier d tel que 

Hyr; z[r1) = 0 (i# d), ZP(I’; Z[I’]) = Z est libre, cf. [2]. (1) 

Elle entraine que, si e est la “classe fondamentale” de &(I; I), le cap-produit par e definit, 
pour tout I-module M et tout entier q, un isomorphisme 

Hq(r;M)~Z&(r;Z@M); (2) 

en particulier, on a d = cd(T). Une fois (iii) Ctablie, l’assertion (iv) revient done a dire que l’entier 
d intervenant dans (I) est egal a d(L) ou ?I d(L)- rgFG suivant que l’on est dans le cas 
cocompact ou dans le cas S-arithmetique. 

La demonstration de 6.2 sera donnee en 6.6 et 6.11. 
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6.3. Remarques. (1) On peut se demander dans quel cas I est un groupe a dualite “de 
Poincare,” i.e. I est isomorphe a Z. La description de I donnee plus loin (6.6(2), 6.1 l(2)) montre 
que cela se produit: dans le cas cocompact si et seulement si le F, -rang de 9aM,’ est nul pour tout 
u E S,, dans le cas S-arithmetique si et seulement si rgF(9Go) = 0 et rgF,(9Go) = 0 pour tout 
u E Sr; sinon I est de rang infini. De plus, l’action naturelle de I sur I se prolonge en une action 
de G(F) dans le cas S-arithmttique et de I. dans le cas cocompact. 

(2) L’hypothese “I sans torsion” est peu g&ante. En effet, si elle n’est pas satisfaite, mais si 
I est s&are’ pour la topologie des sous-groupes d’indice fini, alors, vu 6.2(i), I contient un 
sous-groupe d’indice fini sans torsion, auquel on peut appliquer le theoreme. On a alors 

d(r) = d(~) (resp. vcd(r) = d(L) - rg,G), (1) 

dans le cas cocompact (resp. S-arithmetique), et aussi [5: 11.4.41 

w(r; z(r)) = 0 (i z d), Hd (r ; z(r)) = I, (2) 
avec d = d(L) dans le cas cocompact, d = d(L) - rgFG dans le cas S-arithmetique, et I comme 
dans 6.2. L’hypothese de separation est notamment satisfaite lorsque I est plongeable dans un 
groupe lineaire, ce qui est en particulier vrai dans le cas S-arithmetique. Les relations (l), (2), 
avec I donne comme prtcedemment par 6.6(2), 6.11(2), sont done valables si r est 

S-arithmttique. Par exemple, si pl, . . . , pn sont des nombres premiers distincts, on a 

vcd(SL,(Z[l/pI ,.... l/p,])=3+2n, 
(3) 

vcd(Sp4(Z[llp,,..., Ilp,])=4+2n, etc. 

(3) Le theoreme 6.2 fournit une condition ntcessaire pour qu’un groupe discret A soit 
isomorphe a un sous-groupe S-arithmetique d’un groupe a composante neutre reductive: il faut 
que tous les groupes Hi(A; Z[A]) soient nuls, a l’exception d’un seul, et que ce dernier soit libre. 

(4) Le cas S-arithmetique est cocompact si et seulement si le F-rang de G est nul. 11 existe 
bien entendu des cas cocompacts, avec des corps F, de caracteristique zero, qui ne sont pas 
S-arithmetiques. Cependant, les resultats annoncts recemment par A. G. Margulis [ 151 montrent 
qu’en fait on est a peu de chose pres dans le cas S-arithmetique si les groupes L, sont 
semi-simples, sans facteurs anisotropes, si la somme de leurs rangs relatifs est 2 2, et si I est 
irreductible. 

6.4. LEMME. Soit X un espace localement compact sur lequel un groupe discret r optre 
proprement et librement. On suppose que X/r est compact et que H’(X; Z) = Z et H’(X; Z) = 0 
pour i 2 1. Alors les groupes de cohomologie H”(T; Z[IJ) s’identifient aux groupes de 
cohomologie a supports compacts H,“(X; Z) (q 2 0). 

Demonstration.“’ La projection canonique 7~: X+X/I est un revetement, done la suite 
spectrale de Leray de 7~ degenere en un isomorphisme 

H,“(X; Z) = H”(X/T; M), (4 2 O), 

oti M est le faisceau localement constant sur X/I forme par les 0-ibmes groupes de cohomologie 
a supports compacts des fibres de 7~. On vtrifie tout de suite que M est associe au r-module Z[T]. 
Vu nos hypotheses, la cohomologie de X/r s’identifie a celle de r. d’ou le lemme. 

6.5. LEMME. Soit X un espace localement compact sur lequel un groupe discret r optre 
proprement. On suppose que tout sous-groupe fini de r admet un point jixe dans X et que X/r est 
compact. Alors les sous-groupes d’ordre jni de r forment un nombre fini de classes de 
conjugaison. 

Soit C un sous-ensemble compact de X tel que X = r . C. L’ensemble Tc des y E I-’ tels que 
y . C fl C# 0 est fini. Soit M un sous-groupe fini de I. Par hypothese il existe un point x E X 
fixe par M. Si y E I est tel que y . x E C, alors y . M . y-’ c Ic, d’oti le lemme. 

6.6. Dimonstration de 6.2 dans le cas cocompact. Pour u E S, notons X, le quotient de L, 
par un sous-groupe compact maximal si 2) E S,, et I’immeuble de M,. sur F, (5.7) si 
v E S,. Soit X (resp. X,, resp. X,) le produit des X,, pour u E S (resp. u E S,, resp. u E S,). 

“‘Cette dhnonstration a et6 su&rCe B I’un de nous par B. Eckmann. 
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11 est immediat que L, done aussi I, opke continfiment et proprement sur X, et que X/I est 
compact. Comme X est localement et globalement contractile, cela entraine que I est de 
presentation finie 11: Satz 21. D’autre part, tout sous-groupe compact de L, laisse fixe un point de 
X,: si 2) E SW, cela rtsulte du fait que tout sous-groupe compact de L, est contenu dans un 
sous-groupe compact maximal et que les sous-groupes compacts maximaux de L, sont 
conjugues; si o E S,, vu la definition de X, (5.7), cela resulte de [ll: 3.2.41 et du fait que tout 
groupe compact de transformations affines d’un espace euclidien admet un point fixe X s’ensuit 
que tout sous-groupe fini de I laisse fixe un point de X, et la deuxieme assertion de 6.2(i) resulte 
done de 6.5. 

Supposons maintenant I sans torsion. C’est alors le groupe fondamental de X/I. Si S = Sm, 
alors X/r est une variete differentielle compacte, done I est de type (FL). Sinon, en utilisant la 
remarque 5.8, on montre par recurrence sur Card Sf, exactement comme dans [17: ThCor. 3, p. 
1211 que I est de type (FL). 

Pour tout v E S, le groupe H,‘(X, ; Z) est libre si i = d(L,), nul sinon; c’est clair si v E S,, 
puisqu’alors X, est homeomorphe a un espace euclidien de dimension d(L,), et cela resulte de 5.9 
si v E S,. La formule de Ktinneth entraine done que 

H,'(X;Z)=O si i # d(L), (1) 
et que 

I = HcdCL)(X; Z) = @“&Icd(=d(X” ; Z) (2) 

est un Z-module libre. D’autre part, comme X est globalement et localement contractile, 
H’(X; Z) est Cgal a Z pour i = 0, et a 0 pour i# 0. Vu 6.4 et (1), (2), I satisfait a 6.2(l) pour 
d = d(L), ce qui entraine (iii) et (iv) de 6.2 dans le cas cocompact. 

6.7. Remarque. En utilisant[l41, on peut montrer que X/I est triangulable si I est sans 
torsion (d’ou une autre demonstration de 6.2(i), (ii)). Nous indiquons ici comment on se ramene 
aux hypotheses de [14]. Soit L, (resp. I,,) le produit des L, pour v E S, (resp. v E St). On 
fait operer L sur X, via la projection L -+ L, Vu 5.8, X, admet une structure polysimpliciale Y 
stable par Lf, done par L. Quitte a remplacer Y par une subdivision suffisamment fine, on peut 
faire en sorte que Y soit simpliciale, passe au quotient par L, done par I, et que le fixateur L, 
dans L d’un simplexe quelconque u de Y soit Cgal au stabilisateur de (+ dans L. De plus, 
L, = L, x Lf,O, oh Lf,@ = L, n L, est compact ouvert dans Lf. Les orbites de L, dans L/r sont 
ouvertes, done fermees, done compactes. En particulier L,/(L, n r) est compact. Par suite, la 
projection de I, = L, f~ r dans L, est un sous-groupe discret, sans torsion, cocompact, et X,/I, 
est une variete differentielle compacte. Si 7 est une face de (+, alors I, est d’indice fini dans I,, 
d’oh une projection naturelle X,/I, +x,/r, qui est un revetement fini. Soit 7Ff: x/r +x,/r la 
projection canonique. Si (T est un simplexe de Xf, alors X,/I, s’identifie a la fibre de rf sur un 
point interieur de l’image de (T dans X,/I. Par suite, X/I est un ensemble “compact strati&? [14: 
ThCor. 4.11 done triangulable [14: ThCor. 3.21. 

11 est vraisemblable que X/I est triangulable m&me si I a de la torsion, mais nous n’en 
connaissons pas de demonstration. 

6.8. LEMME. Soient Y, Z des espaces localement compacts et I’ un groupe discret opkrant 
contintiment sur Y et Z. On fait ope’rer r sur Y x Z par l’action produit. On suppose: 

(i) Z est un complexe simplicial localement fini. L’action de r sur Z est simpliciale. Si u est 
une face de Z, le stabilisateur r, de u dans r opbre proprement sur Y. 

Alors r opere proprement sur Y x Z. 
Si de plus: 

(ii) les faces de Z sont en nombre fini modulo r, et Y/I’_ est compact quelle que soit la face (T 
de Z. 

Alors (Y x Z)/l est compact. 

Soit % l’ensemble des faces de Z. Si (+ E %?, notons 6, le barycentre de o, et V(C) l’etoile 
ouverte de 6, dans la subdivision barycentrique de Z. Les V(a) (u E U) forment un 
recouvrement ouvert de l’espace Z. On a y . V(a) = V(y * a) pour tout y E I. De plus: 

(1) V(a) f~ V(T) = 0 si a, 7 E %, dim u = dim 7, et uZ 7, 
d’ou 

(2) y . V(U) n V(U) f 0 j y E r, si y E I et u E %. 
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Soient y E Y, z E 2, et soit w E % tel que z E V(a). Vu (i), il existe un voisinage U de y dans 
Y qui ne rencontre qu’un nombre fini de ses transform& par I’(+. Vu (2), U x V(U) est un 

voisinage de (y, z) dans Y x Z qui ne rencontre qu’un nombre fini de ses transform& par I. 11 en 

resulte que I opere proprement sur Y X Z. 
Supposons maintenant que (ii) soit aussi satisfaite. Pour u E %, soit K, un compact de Y tel 

que Y = I, . K,. Si J est un systeme de representants de %‘/I, alors 

YxZ=UoE,r.(KoX(T). 

En effet, si y E Y, z E Z, il existe y E I, u E Jet y’ E I, tels que y . z E CT et y’ . y . y E K, 
d’ou y’ . y(y, z) E (K_ x u). Comme J est fini par hypothese, et que (Y x Z)/I est &part 
puisque I opere proprement [8: 111.29, Prop. 31, cela termine la demonstration du lemme. 

6.9. Nous nous placons maintenant dans le cas S-arithmetique (6.1). Si v E S, on note X, 
l’immeuble de G sur F,. Soit d’autre part G’ le Q-groupe algebrique obtenu a partir de G par 
restriction des scalaires de F a Q et soit _% la variete a coins associee a G’ dans [5]. On pose 

x, = II”es,X”, X,=X,xX,. (1) 

Le groupe G(F) = G’(Q) opere sur X,. 11 en est afotiiori de m&me du groupe S-arithmetique I. 

Montrons que 

dimX,- r&B(G”)) = Uz d(G(F,))- rgF(G). (2) _ 

Soient 

a = rgF(C(G’)), b = rg&B(G“)). (3) 

On a done rgF(G) = a + b vu [7: $21. D’autre part, le rang relatif se conserve par restriction des 

scalaires, done 

a = rgQ(C(G”)), b = rg,(s(G”)) et a + b = rgp(G’). (4) 

Si K est un sous-groupe compact maximal de G’(R), on a, par construction de k, 

dim X- = dim (G’(R)/K) - a, cf. [5: $71. (9 

Mais G’(R)/K est le produit direct des quotients G(F,)/K,, 00 K, est un sous-groupe compact 
maximal de G(F,), et v parcourt Sm; d’ou (2). On a done aussi 

d(L) - r&G) = d(k) + Z,,s, d(L,), avec d(k) = dim X,- rgo(&?JG’o). (6) 

6.10. PROPOSITION. Conservons les hypothises et notations de 6.9. Le groupe r opke 
proprement sur X, et le quotient X,/r est compact. 

Si S, = 0, cela resulte de [5: 9.31. Dans le cas general on raisonne par recurrence sur Card S,. 
Soient u E S, et posons T, = S, - {v}, T = S - {v}. Si M est un sous-groupe ouvert compact de 
G(F,), soit IM l’ensemble des elements de I se projetant dans M. C’est un sous-groupe 
T-arithmetique de G et I’on sait que T\G(F,)/M est fini [ 17: p. 1261. Vu l’hypothese de recurrence, 
TM opbre proprement sur Xr et X,/I, est compact. Notre assertion resulte alors de 6.8, applique a 

r et a Y =X,x (II,,,Xw), Z =X,. 
Remarque. Supposons I sans torsion. 11 resulte aussi de [ 141 que J&/I. est triangulable. Cela 

se voit comme en 6.7, en remplacant X par _% et X, par %. La seule difference est que le 
quotient %/I, est maintenant une varied differentielle compacte ti coins, mais cela est permis 
dans[l4]. Ici encore, il est vraisemblable que _%/I est triangulable m&me lorsque I a de la 
torsion. 

6.11. DCmonstration de 6.2 dans le cas S-arithmktique. Comme on va le voir, cette demonstration 
est tout a fait analogue a celle donnee dans le cas cocompact, X, et X, jouant les roles de X et 
X, respectivement. 

Les espaces X- et X, (v E S,) sont globalement et localement contractiles. 11 en est done de 
m&me de X’, et il rtsulte alors de 6.10 et de [ 1: Satz 21 que I est de presentation finie. 

L’espace _% de 6.9 est obtenu en ajoutant des coins au quotient Xm de G’(R) par un 
sous-groupe H contenant un sous-groupe compact maximal de G’(R), done tout sous-groupe 
compact de G’(R) admet un point fixe dans X,; en particulier tout sous-groupe fini de G’(Q) 
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admet un point fixe dans X.,,, et a fortiori dans _k. D’autre part (cf. 6.6), tout sow-groupe 
compact de G(F,) admet un point fixe dans X, si v E S,. 11 s’ensuit que tout sowgroupe fini de r 
(ou de G(F)), admet un point fixe dans %+ et la deuxikme partie de 6.2(i) est conskquence de 6.5, 
6.10. 

Supposons maintenant r sans torsion. Si S, = 0, on a S = Sm et X,/r = X,/r est une variCtC 
diffCrentielle compacte A coins, done triangulable, ce qui entraine que r est de type (FL); si 
Sf# 0, on peut, soit raisonner par rtcurrence sur Card Sf, soit utiliser le fait que .%/r est 
triangulable (Remarque 9 6.10). 

La variCtC _% est contractile [5: 8.6.41, le groupe H,‘(%; Z) est libre si i = d(L) (notation de 
6.9(6)), nul sinon [5: 8.6.51. Comme prkkdemment H,‘(X,; Z) est nul pour if d(G(F,)) et libre 
pour i = d(G(F,)) si v E Sf. La formule de Kiinneth et 6.9(6) montrent done que 

H,‘(_%;Z)=O si i#d(L)-I, oti l=rgFG, (1) 
et que 

1 = H,d’L’-f 
(Xs ; Z) = H,d’“‘(X& Z) @ @“ES, H,d’“J(X” ; Z) (2) 

est un Z-module libre. Comme J& est localement et globalement contractile, H’(_% ; Z) est nul 
pour i # 0, tgal $ Z pour i = 0; le lemme 6.4 et (l), (2) entrainent done que r satisfait A 6.1(l), avec 
d = d(L) - 1 (et I donnC par (2)), d’oti le thkorkme. 
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