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U3BECTUA AKAZEMUU HAYK CCCP

CepHsa MaTeMaTHIECKAas

28 (1964), 3—20

JEAN-PIERRE SERRE

SUR LES GROUPES DE CONGRUENCE DES VARIETES
ABELIENNES

Le présent travail apporte un complément aux résultats de Cassels (?)
et Tate (1°) sur I’arithmétique des variétés abéliennes. Il s’agit de la question
suivante:

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres algébriques
k, et soit A(k) — le groupe des points rationnels de 4. Est-il vrai que tout
sous-groupe d’indice fini de A (k) contienne un «groupe de congruence»’

Cette question peut étre reformulée en termes de cohomologie des grou-
pes; les groupes qui interviennent sont les groupes de Galois G, des exten-
sions de & obtenues par adjonction des coordonnées des points de 4 d’ordre
une puissance de p (p premier quelconque). Or il se trouve que G, est un
groupe de Lie p-adique, et sa cohomologie est en relations avec celle de son
algebre de Lie. Le probléme posé se trouve ainsi «linéarisé» et 1’on peut le
résoudre (affirmativement) dans le cas des courbes elliptiques ainsi que
dans le cas des variétés abéliennes ayant suffisamment de multiplications
complexes. Le cas général reste ouvert, faute de renseignements assez pré-
cis sur les groupes G,.

Les résultats résumés ci-dessus font 1’objet du § 3. Les deux premiers
paragraphes sont préliminaires. Le § 1 donne la définition des groupes G,
et quelques-unes de leurs propriétés. Le § 2 contient les résultats de nature
cohomologique nécessaires pour la suite.

§ 1. Le groupe de Lie p-adique attaché & une variété
abélienne

11.Groupes de Lie p-adiques.Soit X un corps valué com-
plet non discret. Une application f d’un ouvert U de K" dans K est dite
analytique si elle est développable en série de Taylor au voisinage de tout
point de U. Ces fonctions posseédent les propriétés habituelles des fonctions
analytiques; on peut les utiliser pour «recoller» des ouverts de K" et définir
ainsi la catégorie des K-variétés analytiques. Un groupe dans cette catégo-
rie est appelé un K-groupe analytique, ou encore un groupe de Lie sur K.
Si G est un tel groupe, on définit comme d’ordinaire son algébre de Lie g.
Lorsque K est de caractéristique zéro, les théorémes fondamentaux de Lie
s'appliquent & G et g; en particulier, I’application exponentielle est définie
sur un voisinage de 0 dans g, et donne un isomorphisme de ce voisinage sur
un voisinage de 1’élément neutre de G; la connaissance de g équivaut a celle
du germe de groupe G [cf. Hooke (°)].
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Dans ce qui suit, nous n’aurons besoin que du cas ou le corps de base K
est le corps Qp des nombres rationnels p-adiques. Un groupe de Lie sur @,
est appelé un groupe de Lie p-adique; c’est un groupe localement compact
totalement discontinu; ses sous-groupes lermés assez petits sont des pro-p-
groupes (limites projectives de p-groupes finis).

Proposition 1. (a) Soient Gy et G, deux groupes de Lie p-adi-
ques. Tout homomorphisme continu f: Gy — G, est analytique.

(b) Tout sous-groupe fermé d'un groupe de Lie p-adique est analytique.

I’énoncé correspondant sur R est dit & Elie Cartan. Le cas p-adique se
traite de facon tout & fait analogue, cf. Hooke (%).

Corollaire. Si un groupe localement compact possede une struc-
lure analytique p-adique compatible avec sa structure de groupe topologique,
cette structure est unique.

Cela résulte de 1'assertion (a) de la proposition 1.

Prouposition 2. Sou G un groupe de Lie p-adique compact
Il existe un sous-ensemble fini X de G qui engendre topologigquement G.
(On dit que X engendre topologiquement G lorsque le sous-groupe de G algé-
briquement engendré par X est dense dans G.)

Soit g = 2 ¢, une décomposition de 1’algebre de Lie de G en somme di-
recte de droites. Pour chaque indice i, il existe z, € G tel que le sous-groupe
topologiquemsni engendré par z, ait pour algebre de Lie r,. La famille des z
engendre topologiquement un sous-groupe ouvert U de G; comme G est com-
pact, U est d’'indice fini dans G. En adjoignant aux z; des représentants de
G/U, on obtient un ensemble fini X qui répond a la question.

1.2. Les groupes Gp. Soit A une variété abélienne de dimension d
définie sur un corps k, el soit & une cldture algébrique de k. Soit p un nombre
premier distinct de la caractéristique de k. Pour tout entier n > 1, les points
de A d’ordre divisant p" sont rationnels sur %, et forment un Z/p"Z — module
libre 4 , d>rang 2d [cf. Weil (*') ou Lang (). Le module de Tate associé au
couple (4, p) est défini par la formule:

Tp(4) = lim A

C’est un module libre de rang 2d sur 'anneau ¥, des entiers p-adiques. Le
Q,-espace vectoriel associé sera noté V, (4). On a donc:

1
Vi (4) = T (4) @ Qp = Tp (4) [ -
Dans la suite, on écrira fréquemment 7', et V,, (ou méme simplement 7' et V)
a la place de T, (4) et V,, (A).
Le groupe de Galois G (k/k) de 1’extension /k/k opére sur chacun des A,y
donc aussi sur 7', (4). Cela définit un homomorphisme canonique

w2 G (klk) — GL (T (A)) = GL (2d, Zy).

On vérifie immédiatement que n est continu. Son image G, est donc un sous-
groupe fermé du groupe GL (7,) = GL (2d, Z;). Mais GL (2d, Z,) est un
sous-groupe ouvert du groupe GL (2d, Qp); c’est un groupe de Lie p-adique
de dimension 4d%. En appliquant la prop. 1, on obtient alors:
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Proposition 3. Le groupe G, =mn (G (klk)) est un sous-groupe
analytique du groupe de Lie p-adique GL (T'p).

On notera que 'algébre de Lie de GL (7)) est la méme que celle de
GL (Vy) : c’est la Q,-algébre de Lie gf (V) de tous les endomorphismes
deV,. Il s’ensuit que 1’algébre de Lie g, du groupe G, s’identifie & une sous-
algeébre de g! (Vy); clle opére done sur V.

Proposition 4. Lorsquon remplace le corps de base k par
une extension k' de type fini, le groupe G, est remplacé par un sous-groupe
ouvert.

C’est évident lorsque &' est une extension finie de k. On peut donc se ra-
mener au cas ot &’ est une extension transcendante pure de £. Les extensions
k'/k et k/k sont alors linéairement disjointes; on en conclut facilement gque
le groupe G, ne change pas.

Corollaire. L’algebre de Lie ¢, est invariante par extension
de type fini du corps de base.

C’est clair.

En particulier, soit 4 une variété abélienne définie sur un corps algébri-
quement clos quelconque (par exemple C). Choisissons un corps de définition
k de A qui soit de type fini sur le corps premier. D’aprés le corollaire ci-des-
sus, 1’algebre de Lie g, correspondantene dépend pas du choix
de k. Cestdoncun invariant du couple (4, p). Onen donnera
quelques propriétés au n° suivant. Signalons des a présent que 1’on ne sait a
peu prés rien de la variation de g, avec p; on ne sait méme pas si la dimen-
sion de g, dépend de p:

13. Propriétés des groupes Gp, et des algebres
de Lie gp.

(a) Soit R 1’anneau d’endomorphismes dela variété abéliennc 4. Quitte &
remplacer & par une extension finie (ce qui ne change pas g,) on peut suppo-
ser que les éléments de R sont définis sur k; ils commutent alors aux ¢lé-
ments du groupe de Galois G (k/k). On en conclut que lalgtbre de Lie g,
est conlenue dans le commutani de R (dans 1’algébre End (V) des Qpendomor-
phismes de V).

Supposons en particulier que 4 admette «suffisamment de multiplications
complexes» [cf. Taniyama (°)], c’est-d-dire que R ® Q soit une al-
gébre commutative semi-simple de rang 2d. Le commutant de R dans End (V)
est alors simplement & & Qp; d'ou l'inclusion:

g C R ® Qp.

En particulier, 1'algebre ¢, est abélienne.

b) Soit A la variété abélienne duale de 4. Soit d’autre part T, (G,)
le «module de Tate» construit par limite projective & partir des racines
pr-iemes de 1'unité; c'est un Zy-module libre de rang 1. Soit V, (Gn) le
Q,-espace vectoriel correspondant; le groupe de Galois G (k/k) opére en
général de facon non triviale sur V, (G,). Le symbole (,y) défini par
Weil (1) [cf. aussi Lang (7), Chap. VII] peut étre interprété comme unz
application bilinéaire:

Vo (A) X Vp (A) =V, (Gm).
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Soit X un diviseur ample de 4, défini sur k; on lui associe comme on sait une
isogénie: 4 — A4, d’ou un isomorphisme

ox :Vp (4) = Vp (21)
En posant Bx (z, ') = (z, ¢x (z’)), on obtient une forme bilinéaire
Bx 1V, (A) X Vy (4) = Vp (Gm).

On sait [cf. Lang (7), loc. cit.] que Bx est une forme alternée non dégénérée.

Si g€ G (k/k), on a évidemment:
Bx (gz, gz') = g-Bx (, z').

On en conclut que le groupe G, est contenu dans le groupe des similitudes
de la forme By (ce fait m’a été signalé par Grothendieck). Si I’on note 8p
I’algébre de Lie du groupe symplectique de Bx, et ¢ 1’algébre de Lie des ho-
mothéties, on a donc:

gp C ¢ X 8p.

Lorsque k est de type fini sur le corps premier, 1’action de G (k/k) sur Vp, (Gm)
est non triviale, et 1’on en conclut que g, r'est pas contenue dans 8p.

(c) Supposons que % soit un corps de nombres algébriques (autrement dit
une extension finie de Q). Si v est une place de k et w une extension de v a
k, le groupe de décomposition D,, dew dans G, est défini; on peut 1'interpré-
ter comme le groupe G, associé au corps local k, et & sa cloture algébrique o
A conjugaison prés, ce groupe (et son algébre de Lie) ne dépend que de v.

On peut préciser un peu ce qui précéde. Soit S un ensemble fini de places
de k, contenant les places archimédiennes, et tel que A «se réduise bien» en de-
hors de S [cf. par exemple Lang — Tate (®)]. Si v ¢ S et si » ne divise pas p,
I’extension de k donnée par les points d’ordre une puissance de p est non
ramifiée (loc. cit.); le groupe de décomposition D, correspondant a une telle
place s’identifie au groupe G, de la variété abélienne réduite de A, définie.
sur le corps résiduel de v; ce groupe est topologiquement engendré par 1'é1é-
ment «de Frobeniusy F,; en particulier son algébre de Lie est de dimension 1.
On sait [cf. par exemple Lang (?)] que F,, est un endomorphisme semi-simple

de Vy, que son polynéme caractéristique a tous ses coefficients entiers (et
1

indépendants de p), et que ses valeurs propres sont de valeur absolue N2
(Nv désignant le nombre d’éléments du corps résiduel de »). En particulier,
aucune de ces valeurs propres ne peut étre une racine de 1'unité. D’apres le
théoréme de Cebotarev, les F,, sont denses dans G.

Remarque. Comme Grothendieck me 1’a fait observer, les résultats
de (c) s’étendent en fait & tout corps £ qui est de type fini sur le corps premier:
on choisit un schéma intégre et normal Y, de type fini sur Z,de corps des fonc-
tions k, tel que A provienne d’'un «schéma abélien» sur Y. Les points fermés
de Y dont la caractéristique résiduelle n’est pas égale & p donnent alors nais-
sance a des éléments de Frobenius F,, jouissant des mémes propriétés que ci
dessus; on peut montrer que le théortme de Cebotarev est encore valable.

1.4. Courbes elliptiques définies sur un corps
denombres algébriques.Onsuppose que & est un corps de nom-

—~
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bres algébriques, et que la dimension d de A est égale a2 1. On a alors
dim V, = 2;

le choix d’une base de V,, permet d’identifier 1’algébre de Lie gl (V,) a 1’al-
gebre gl, = ¢ X 8l, (ici encore, ¢ désigne ’algebre des homothéties). Ainsi,
on peut considérer ¢, comme une sous-algébre de ¢ X 8l,; en particulier, sa
projection sur le second facteur est une sous-algébre de Lie de 8(,. Or les
sous-algébres de Lie de 8!, sont faciles & déterminer: a part O et 8{, il n'y a
que des sous-algébres abéliennes de dimension 1et des sous-algébres résolub-
les de dimension 2 (ces derniéres étant conjuguées entre elles). D’'autre part,
les résultats du n° 1.3 fournissent quelques renseignements sur g,; par exem-
ple, ¢, n’est pas contenue dans 8(,, et n’annule aucun élément non nul de
Vp (sinon 1'une des valeurs propres des éléments de Frobenius F,, serait une
racine de 1’'unité). En combinant ces différents renseignements on voit que
8p est nécessairement égale & 1'une des algeébres suivantes (2 un changement
de base prés dans Vp):

(i) Ualgébre gl,, de dimension 4;

(ii) Ualgebre résoluble b, de dimension 3, formée des matrices de la for-

me a by,
(o o)

b
. (iii) la sous-algébre ti de b formée des matrices de la forme <8 ra ),

avec A € Qp; c’est une algebre résoluble de dimension 2;

(iv) une algébre abélienne de dimension 1 ou 2.

On pourrait réduire quelque peu cette liste en faisant intervenir les pro-
priétés des groupes de décomposition des différentes places de % (et notamment
de celles qui divisent p). Cela nous entrainerait trop loin. Nous nous borne-
rons ici & donner le résultat suivant:

Proposition 5. 8iA€Q, Ualgébre de Lie g, ne peut pas étre
égale a t.

Supposons que g, = t», avec A = n/m, ol n et m sont deux entiers pre-
miers entre eux. D’aprés la théorie de Lie, le groupe G, contient un sous-

0
a® = ™, Quitte & remplacer & par 1’extension finie correspondant a U, on

peut supposer que G, = U. Soit » une place de % de degré 1 (c’est-a-dire telle
que Nv = [ soit un nombre premier); de telles places sont en nombre infini;
on peut donc exiger en outre que [ == p et que A se réduit bien en v. Soit
F un élément de Frobenius correspondant & v, et soient 7 et &t ses valeurs pro-
pres; puisque F est contenu dans G,, on a 1" =" ou n" = n"". Comme

groupe ouvert U tel que tout élément g € U soit de la forme (oc 5) avec

1
n|=|n|= [2, cela donne n = m d’ol ® = m et ; appartient 3 Q; 1’équation

conduit alors & une contradiction, cqfd.
Remarques. 1) Si la courbe elliptique a des multiplications com-
plexes (c’est-a-dire si son anneau d’endomorphismes R est distinct de Z),

il est facile de voir que g, s’identifie & R ® Q,; c’est une algébre abélienne
de dimension 2.
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Lorsqu’il n’y a pas de multiplications complexes, je ne connais pas de
procédé général permettant de déterminer g,; dans tous les cas que j’ai pu
traiter, on a g, = gl,; peut-8tre est-ce toujours vrai?

2) Comme on 1’a signalé plus haut, 1’étude des groupes de décomposition
(et d’inertie) de G, fournit des renseignements supplémentaires sur g,. Ain-
si, par exemple, si & = Q et si I'invariant modulaire ; n’est pas un entier,
on peut montrer que g, = gl.

§ 2. Cohomsologie

24. Notations. Un groupe topologique G est dit profini s’il est
limite projective de groupes finis, ou, ce qui revient au méme, s'il est compact
et totalement discontinu. Soit G un tel groupe et soit 4 un G-module topolo-
gique; nous nous bornerons au cas oti A est séparé (mais pas nécessairement
discret, comme dans Douady (%)); par définition, le produit g.a, g€ G, a€ 4,
dépend contintiment du couple (g, a). Une n-cochaine de G a valeurs dans 4
est une application continue f du produit n-uple G X ... X G dans 4. Le
cobord df de la cochaine f est défini par la formule usuelle

) df (gl, e ey gn+1) = glf (gm . ey gn+1) -+
j=n
_l_jgl ('_‘ 1)? f (g17 ooooos 8985410 ¢ o oy gn+1) + (— 1)n+1f (glv ) gn)

On obtient ainsi un complexe C (G, A) = = C" (G, A) dont les groupes de
cohomologie sont notés H" (G, A). Le groupe H° (G, 4) s’identifie a 1'en-
semble A% des éléments de A invariants par G. Un 1-cocycle f est un «homo-
morphisme croisé» continu de G dans A, autrement dit une application con-
tinue vérifiant 1’identité
Feh) =1 +gft), gheG

C’est un cobord lorsqu’il existe a € A tel que f (g) = g-a — a pour tout
g€aG. '

Soit 0 - A - B — C — 0 une suite exacte de G-modules topologiques;
supposons que la topologie de A (resp. de C) soit induite (resp. quotient) de
celle de B, et qu’il existe une section continue C — B (ces conditions sont
trivialement vérifiées dans toutes les applications que nous avons en vue).
La suite de complexes

0—C(G A) —C(G,B) —C(GC)—0

est alors exacte. On en déduit la suite exacte de cohomologie:
C H (G, A) — H" (G, B) — H" (G, C) — H™ (G, 4) — . . .
22.Le groupe H'. Soit encore G un groupe profini, et soit C un
sous-groupe fermé de G. Nous dirons que C est monogeéne s’il peut étre engen-
dré topologiquement par un élément; il revient au méme de dire que les
images de C dans les quotients finis de G sont des groupes cycliques.

Soit A un G-module topologique. Nous définirons Hi (G, A) comme le
sous-groupe de H! (G, A) intersection des noyaux des homomorphismes de
restriction H* (C, 4) — H* (C, A), ou C parcourt l’ensemble des sous-grou-
pes monogénes de G. Un élément z de H* (G, A) appartient donc & H' (G, A)
si et seulement si sa restriction a tout sous-groupe monogene de G est nulle.
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(La définition du foncteur H' est due & Tate, ainsi que 1’idée de 'utiliser
dans 1’étude des groupes de congruence.)

Proposition 6. Soit U un sous-groupe distingué ferme de
G opérant trivialement sur A. L'injection canonique

i:H (GIU, A) — H" (G, A)

définii un isomorphisme de H* (G/U, A) sur H' (G, A).

Montrons d’abord que i applique H: (G/U, A) dans H: (G, A). Soit
z & H' (G/U, A) et soit C un sous-groupe monogéne de G. L’image C de C
dans G/U est un sous-groupe monogeéne G/U. On a un diagramme commuta-

tif d’applications canoniques:
H (G, 4) — H'(C, A)

Jig (TG/U, A) — H' (C, A).

Comme z appartient & H* (G/U, A), son image dans H* (C, A) est nulle. I
en est donc de méme de 1’image de i (x) dans H* (C, A), ce qui prouve bien
que i (z) appartient 3 H' (G, A).

Inversement, soit y ¢ H' (G, A), et soit f un cocycle représentant y. Soit H
un sous-groupe monogéne de U. Comme la restriction de y & H est nulle, et
que I opere trivialement sur 4, on voit que f s’annule sur H. Mais U est
évidemment réunion de sous-groupes monogénes. On en conclut que f s’annule
,sur U, i. e. provient d’un 1-cocycle de G/U. On a donc y = i (z), avec
z € H' (G/U, 4). Soit C un sous-groupe monogéne de G/U. En relevant dans
G un générateur topologique de C, on voit que C est image d’un sous-groupe
monogene C de G. Le diagramme écrit plus haut montre alors que y induit 0
sur C, i. e. que y appartient a H' (G/U, A), ce qui achdve la démonstration.

La proposition précédente peut notamment s’appliguer en prenant pour
U 1'ensemble des éléments de G qui opérent (rivialement sur A. Le groupe
G/U s’identifie alors & un sous-groupe de Aut (4). En particulier, lorsque A
est fini, G/U est fini, et il en est de méme de H' (G/U, A). On obtient donc:

Corollaire. Si A est fini, H (G, A) est fini.

Nous aurons besoin d’une propriété de «passage a la limite» pour les
foncteurs H' et H™:

Proposition 7. 8i A est Llimite projective de G-modules com-
pacts A,, on a

H' (G, A) = lim H' (G, 4,) et H* (G, A) = lim H* (G, A.).

L'assertion relative 4 H' résulte immédiatement de celle relative & H*!
(3 condition de 1’appliquer aussi aux sous-groupes monogenes C de G). On
va donc se borner a H'.

Montrons d’abord que I’application canonique de H' (G, A) dang
lim H'(G, A,) est injectiive. Spit z un élément du noyau de cette applica-
ﬁon, et soit f un 1-cocycle représentant z. Soit f, le 1-cocycle a valeurs
dans A, obtenuen composant fet A— A,; par hypothése, il existe a € 4, tel
que f, = da. Soit F, l’ensemble des a ¢ A, vérifiant cette condition. Les
F, forment un systéme projectif d’ensembles compacts non vides. D’aprés
unrésultat bien connu (cf. Bourbaki, Top. Gén.,Chap.I, 3éme éd., § 9, n°6,
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prop. 8), la limite projective des F, est non vide. Si a ¢ A appartient & cette
limite, on a évidemment da = f, d'od 2z = 0.

Soit maintenant (z,) un élément de lim H* (G, A,). Pour tout n, soit Z,
I’ensemble des cocycles appartenant a la ‘classe Zn. L’ensemble Z, est un es-
pace homogene sur le groupe A,, le stabilisateur d'un élément étant AS.
Cette structure permet de munir Z, d’une topologie d’espace compact. Le
méme argument que ci-dessus montre que lim Z, contient un élé-
ment f = (fn). Il est clair que f est un 1-cocycle a valeurs dans 4, et que sa
classe x a pour image (z,), ce qui achéve la démonstration.

23. Relations avec la cohomologie galoisien-
ne. Soit & un corps de nombres algébriques, soit & une cloture algébrique de
k, et soit G le groupe de Galois G (k/k). Si A est un G-module topologique,
on écrira H" (k, A) a la place de H" (G, A); c’est la notation usuelle en coho-
mologie galoisienne, cf. Lang — Tate (*°). Si » est une placede k, et siw est
une extension de » a k&, on note D, le groupe de décomposition correspondant;
sa classe (& conjugaison prés) ne dépend que de ». En particulier, si un élé-
ment x de H! (G, A) induit O sur D, il induit aussi O sur tous les autres grou-
pes de décomposition correspondant & »; on dit alors que z s'annule en v.

Soit S un ensemble fini de places de k. On définit Hg (k, A) comme le
sous-groupe de H' (k, A) formé des éléments qui s’annulent en toutes les
places v n’appartenant pas a S; c’est le noyau de 1'application canonique de
H' (k, A) dans le produit des groupes de cohomologie locaux H* (k,, A),
avec v ¢ S.

Proposition 8. Si A est fini, Hs (k, A) est contenu dans
H' (G, A).

(Cet énoncé a un sens, car Hg (k, A) et H' (G, A) sont tous deux des sous-
groupes de H* (G, A).)

D’aprés nos conventions générales, A est séparé, donc discret. Soit
x 6 Hs (k, A) et soit f un cocycle représentant x. La continuité de f montre
qu’il existe un sous-groupe ouvert U de G sur lequel s’annule. Quitte a rest-
reindre U, on peut supposer que U est distingué dans G, et opére triviale-
ment sur 4. Soit C un sous-groupe monogeéne de G. Son image C-U/U dans
G/U est cyclique. D’aprés le théoréme de densité de Frobenius (%) il existe
une infinité de places ayant un groupe de décomposition (dans G/U) égal a
C-U/U. On peut donc trouver une place » ¢ S et un prolongement w de v
tels que D ..U = C-U. Puisque x est nul en v, il existe a ¢ 4 tel que

fe)=ga—a

pour tout g € D,. Tenant compte de ce que f s’annule sur U, et que U opére
trivialement sur 4, on voit que la méme identité vaut pour tout g € D,,.U
et en particulier, pour tout g € C. Ainsi la restriction de f a C est un cobord,
ce qui prouve bien que x appartient & H' (G, A).

Corollaire. Si A est fini, Hg (k, A) est fini.

Cela résulte du corollaire & la prop. 6.

24 Cohomologie d'un groupe de Lie p-adique.
Dans ce n°, ainsi que dans le suivant, on suppose que G est un groupe de Lie
p-adique compact (cf. n° 1.1.).
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LEMME 1. Si E est un G-module topologigue fini, H* (G, E) est fini.

D’apres la proposition 2 du n° 1.1, il existe un sous-ensemble {ini X de G
qui engendre topologiquement G. Il est clair que deux homomorphismes croi-
sés f et ' de G dans E qui coincident sur X coincident partout. Ces homo-
morphismes croisés sont donc en nombre {ini, ce qui démontre le lemme.

Soit maintenant 7" un module libre de rang fini /V sur 1’anneau Z, des
entiers p-adiques, et soit V=17 ® Q, le Q -espace vectoriel associé. On
suppose que G opére continiiment sur T muni de la topologie p-adigue (c’est
la situation rencontrée au § 1).

Proposition 9. H' (G, T) est un Zymodule de type fini.
Son produit tensoriel par Q  s'identifie ¢ H' (G, V).

Le lemme ci-dessus montre que chacun des H! (G, T/p™T) est un p-groupe
abélien fini. D’apreés la prop. 7, le Zymodule Y = H' (G, T) s’identifie
alim H' (G, T/p*T); c’est donc un Zy,-module compact. De plus, la suite
exacte de cohomologie montre que Y/pY, s’identifie & un sous-groupe de
H (G, T/pT), donc est fini; d’aprés un résultat classique sur les pro-p-groupes,
cela entraine que Y est topologiquement engendré par un nombre fini d’élé-
ments, ce qui revient a dire que c¢’est un Zy,-module de type fini. (On aurait
pu également raisonner comme dans la démonstration du lemme ci-dessus.)
Reste & montrer que Y ® Q, s’identifie & H* (G, V). On a en tout cas une
application évidente

p:Y®Q, —» H (G,V).

Soit z € Ker (p). Quitle & multiplier x par une constante, on peut supposer
que z est de la forme y & 1, avec y €Y. Seit f un cocycle représentant y.
Par hypothése, il existe a €V tel que

f@=ga—a

pour tout g €& G. Sin est assez grand, on a pma € T, ce qui montre que p"f
est un cobord, d’ou pmy=0 et z=0. Ainsi p est injective. Sa surjectivité se
démontre par un procédé analogue: si » est un élément de H* (G, V) et si f
est un cocycle représentant »,1’image f (G) de G par f est compacte, donc conte-
nue dans un homothélique p—7" de T’; le cocycle p™f prend ses valeurs dans 7',
et définit un élément y €Y tel que p (¥ ® p™) = v, cqfd.

Remarque. Il est clair que I’isomorphisme

p:H (G T)® Q— H' (G, V)

transforme H' (G, T) ® Q, en un sous-espace vectoriel de H: (G, V).

Proposition 10. Supposons qu'il existe s€ G tel que les
relations s-a= a, a €V, entrainent a = 0. Alors H: (G, T) est un Zy-mo-
dule libre de rang < dim H' (G, V).

Vu la proposition précédente et la remarque ci-dessus, il suffit de prou-

ver que H' (G, T) est un Z,-module sans torsion. Soit donc z un élément de
H! (G, T) annulé par p. La suite exacte:

H(G, T) — H° (G, T/pT) > H (G, T) 2 H' (G, T)

montre qu’il existe b € H° (G, T/pT) tel que z = db. Soit C le sous-groupe
monogene de (7 engendré topologiquement par s. On a un diagramme commu-
tatif:



12 K. II. CEPP

HO(C, T/pT) S HY(C, T)
it it
HY(G, T/pT) > H'(G, T).
Comme z appartient a Hi (G, T),son image par j est nulle. Ona donc d.i ()=
= 0. Mais I'hypothése faite sur s entraine que H° (C, T) est réduit a 0, et

P'homomorphisme
d:H(C, T/pT) — H*(C, T)

est injectif. D'ou i (b) = 0, et comme i est trivialement injectif, ceci en-
traine b =0 et 2z = 0, cqfd.

Remarque. Les résultats de ce n° restent valables pour tout groupe
profini engendré topologiquement par un nombre fini d’éléments.

25.Relations avec lacohomologie de l'algébre
de Lie. On conserve les notations et hypothéses du n® précédent.

Il est clair que V et T sont des groupes de Lie p-adiques (abéliens). De
plus, la prop. 1 du n° 1.1 montre que I’homomorphisme de G dans le groupe
GL (T) = GL (N, Z,) est analytique; il en résulte que G opere analytique-
ment sur T' et sur V.

Proposition 11. Tout 1-cocycle f:G —V est analytique.

Les opérations de G sur V permettent de définir le produit semi-direct
E=V.GdeV par G; les éléments de V.G sont les couples (a, g), ¢ €V,
g € G, la multiplication étant définie par la formule:

(a,8)-(®,h) = (a + g-b, g-h).
Si I'on munit £ de la structure de variété analytique p-adique produit de

celles de V et de G, on obtient un groupe de Lie p-adique. Le cocycle f : G —V
detinit une application f : G — E par la formule:

T = (f (9, 9.

L’identité f (g-h) = f (g) -+ g-f (k) montre que f (g-h) = f {g)-F (r).”Ainsi f
estun homomorphisme. En appliquant la prop. 1 du n® 1.1, on en déduit que‘f
est analytique, donc aussi f, cqfd.

En fait, ’argument précédent conduit & un résultat plus précis. En effet,
V'algebre de Lie e de F s’identifie au produit semi-direct V. g deV par U'algé-
bre de Lie ¢ de G (V étant muni de sa structure naturelle de g-module, cf.
Bourbaki, Groupes et Alg. de Lie, Chap. I, § 1, n° 8, exemple 2). L’homomor-
phisme/ définit par passage aux algthres de Lie un homomorphisme

5 tg—e=V-g.
Si@:g —V est application tangente & f en 1’élément neutre, on voit faci-
lement que ' (z) = (¢ (#), z) pour tout z € g. En écrivant que ¢ est un ho-
momorphisme, on trouve que ¢ vérifie I’'identité:

o ([r,yl) =29 —y-o@), zy€s
[cf. Bourbaki, loc. cit., formule (13)]. Cette identité signifie que ¢ est un
1-cocycle de g a valeurs dansV, au sens de la cohomologie des algébres de Lie

[cf. par exemple Cartan — Eilenberg (*), Chap. XIII]. S’il existe a ¢V
tel que f (g) = g-a — a pour tout g € G, on a @ (x) = z-a pour tout z € ¢;
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ainsi, si f est un cobord (au sens de la cohomologie des groupes), ¢ est un co-
bord (au sens de la cohomologie des algébres de Lie). En faisant correspondre
a la classe de cohomologie de f celle de ¢ on définit une application liné-
aire canonique

0:H(G,V)— H (g,V).

Proposition 12. L'application 9 est injective.

Soit o € Ker (), et soit f un cocycle représentant a. Soit ¢ 1'appli-
cation tangente a f en 1'élément neutre de G. Puisque 0 (a) = 0, il existe
a &€V tel que ¢ (z) = z-a pour tout z € g. Posons j' = f—da, et soit ¢’

BN

I’application tangente & /' en 1’élément neutre; on a
0o (z) =¢(x) —za =0

pour tout x € ¢. Soient F et o les homomorphismes de G dans le produit
semi-direct V.G définis par les formules:

7@ =@ e ok =0 g

Du fait que ¢’ =0, 7 et o induisent le méme homomorphisme de 1'algebre
de Lie de G dans celle de V.G; d’aprés la théorie de Lie, ils coincident donc sur
un voisinage U de 1’é1ément neutre. Quitlte & restreindre U, on peut supposer
que c’est un sous-groupe ouvert distingué de G. On a f’' (g) = 0 pourt Lout
g € U; on en conclut'que f' provient d’un 1-cocycle de G/U a valeurs dans
VY: comme VY est un Q,-espace vectoriel, on a H* (G/U,VU) = 0. Donc f'est
un cobord et a = 0, cqfd.

Remarque. En général I’application § n’est pas surjective. Toute-
fois, il est facile de voir qu’il existe un sous-groupe ouvert U de G tel que

by : H* (U, V) — H' (g,V)

soit surjective (donc bijective).

Dans ce qui suit, mnous noterons H: (g, V) le sous-espace de H' (g,V)
formé des éléments dont la restriction a loute sous-algeébre a une dimension
de g est nulle. La classe d’un cocycle ¢ appartient a H: (g, V) siq (z) € z-V
pour tout =z € g.

Proposition 13. Limage de H!(G,V) par @ : H' (G,V) —
— H'(¢,V) est contenue dans H: (g, V).

Soit § une sous-algébre & une dimension de g. D’apres la théorie
de Lie [cf. Hooke (%)], il existe une sous-groupe monogéne C de G ayant §
pour algébre de Lie (on peut méme prendre C isomorphe au groupe Z,). La
proposition résulte immédiatement de la.

Remarque. On a en fait

H! (G, V) = 07 (i (3, V).

On va combiner entre eux les différents résultats obtenus jusqu'ici:

THEOREME 1. (i) Si H'(g,V) =0, H (G, T) est un p-groupe fini.

(ii) Supposons que H' (g,V) = 0 et qu’il existe s € G tel que les rela-
tions s-a = a, a €V, entralnent a = 0. Alors Hi G, T) =0.

Si H*(g,V) =0, la prop. 2 montre que H! (G,V) = 0, donc (prop 9)
H' (G, T) est un p-groupe fini.
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Si leshypothéses de (ii) sont vérifiées, la prop. 13 montre que H? (G, V) =0,
et, en appliquant la prop. 10, on voit que H* (G, T) est réduit a 0.

Remarque. Les résultats relatifs & H' démontrés dans ce n° et dans
le précédent ont 6té étendus par Lazard a la cohomologie de dimension quel-
conque. La méthode de Lazard est d’ailleurs tout a fait différente de celle
utilisée ici (qui semble limitée & la dimension 1).

26.Un exemple ou H.(s,V) est mnon trivial. On
prend pour ¢ une algebre commutative de base {X, Y}, et pour V un espace
de dimension 3, de base {e,, e,, ;). On fait opérer g sur V par les formules

Xe, =e,, Xe,=1¢3 Xeg=20
Ye, =€, Ye, =20, Ye, =

Le calcul de H' (g, V) et de H" (g, V) ne présente pas de difficultés. On trou-
ve que H'(g, V) est un espaco vectoriel de dimension 1, admettant pour base
la classe du cocycle ¢ donné par les formules:

?X) =0, ¢(¥)=e.

§ 3. Groupes de congruence

34.Position du probléme. Soit 4 une variété abélienne,
définie sur un corps de nombres algébriques k. D’apreés le théoréme de Mor-
dell — Weil, le groupe A (k) des points de A rationnels sur & est un groupe
abélien de type fini. En imposant aux éléments de A (k) des conditions
«de congruencey, on obtient des sous-groupes d’indice fini de 4 (k). De fagon
plus précise, donnons-nous un systéme
U ={I, (Udier}

ou ] est un ensemble fini de places non archimédiennes de k, et ou, pour
chaque i, U; est un sous-groupe ouvert du groupe compact A (k;) des points °
de A rationnelssur le corps local k,; les éléments de 4 (k) qui appartiennent a
U; pour tout i € I forment un sous-groupe I'y de A (k), évidemment d’indice
fini dans A (k); nous dirons que I'y est un sous groupe de congruence de A (k),
I1 s’agit de savoir si 1’on obtient par ce procédé un ensemble cofinal de sous-
groupes d’indice fini de A (k).SiS est un ensemble fini de places de %, contenant
toutes les places archimédiennes, on peut demander en outre que 1’ensemble
I soit disjoint de S, auquel cas on dira que 'y est un sous-groupe de S-con-
gruence. On est ainsi amené a formuler la condition suivante:

(Cs) Pour tout sous-groupe I' dindice fini de A (k), il existe un systeme
U= {I,U,), avec INS = @, tel que le groupe I'y correspondant soit con-
tenu dans T.

Cette condition peut aussi s’énoncer en termes topologiques:

(Cs) Si U'on plonge A (k) dans le groupe compact UEIS A (ky), la topolo-
gie induite est celle des sous-groupes d’indice fini.

C’est sous cette derniére forme que le probleme apparait dans Cassels ()
a cela prés que Cassels ne s’intéresse qu’au cas ou S est 1’ensemble des places
archimédiennes de k.

Remarques. 1) Tout sous-groupe I' d'indice fini de A (k) contient
une intersection finie de sous-groupes de la forme p"4 (k), avec p premier
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et n > 1. On en conclut que la condition (Cg) équivaut a la conjonction des
condltlons (Cs (p)) suivantes:

(Cs (p)): Pour tout n > 1, il existe un groupe de S-congruence I'y con-
tenu dans pnA (k).

2) Des problémes analogues se posent pour les groupes linéaires, le groupe
A (k) étant remplacé par un groupe d’ «unités», ou plus généralement de
«S-unitésy. Le cas du groupe multiplicatif G,, a été résolu affirmativement
par Chevalley (®); nous reviendrons la-dessus au n° 3.5. Dans le cas semi-
simple on n’'a que des résultats trés partiels; par exemple, pour £ = Q et
pour le groupe SL,, la réponse est négative pour n = 2, positive pour n > 3
(ce dernier fait résulte de théorémes récents de Bass et de Lazard).

32. Traduction cohomologique. On va montrer que la
propriété (Cs (p)) peut se déduire d’une propriété portant sur la cohomolo-
gie galoisienne du module 7', (4):

Soit k une cloture algébrique de k, et soit A _, le sous-groupe de 4 (k) formé
des éléments d’ordre divisant p”; ¢’est un module topologique fini sur le grou-
pe de Galois G (k/k).On a défini au n° 2.3 le sous-groupe Hs (%, A ») du grou-
pe H* (k Ap ); lorsque n varie, ces groupes forment un systéme projectif.

THEOREME 2. La propriété (Cs (p)) est vérifiée st 11m Hy (k, A n)=0.

On va utiliser la suite exacte «de Kummer» [cf. Lang — Tate (])]; c’est
la suite exacte associée a la suite exacte de coefficients:

04, —A%4 0.

Elle définit un opérateur cobord d,: A (k) — H* (k, Apn); le noyau de d,
est égal a pn4 (k).

LEMME 2. Il existe un sous-groupe de S-congruence I'y de A (k), dont
I'vmage par dy est contenue dans Hg (k, Apn).

Le groupe d, (A (k)) est isomorphe & A (k)/p"A (k), c’est un groupe fini.
Soient (2.).er les.éléments de dy, (4 (k)) que n’appartiennent pas a Hf (k, 4 ).
Pour tout i €17 il existe une place v, ¢ S telle z, ait une image non nulle
dans H? (kvl, Apn). Posons d’autre part

U,= prA (kv);

comme 1’homomorphisme p™: A (k,) — A (k,) a une application tangente
surjective, U, est un sous-groupe ouvert de A (ky). Soit I'y le groupe de
S-congruence défini par le systéme des v, et des U,. Si z €Ty, on a
z € p™ A (k,) pour tout i, et I'image de d, (x) dans H*' (ky,, Apn) est nulle;
ainsi d,, () ne peut &étre égal & aucun des z,, et 1’on a nécessairement
dn(x) € HY (K, An), ce -qu1 démontre le lemme.
Revenons a la démonstration du théoréme 2. Supposons que
limﬂls (k, A = 0.

Soit n un entier >1. Pulsque les HY (k. A prtm) SONT finis (prop. 8, n° 2.3) et
de limite projective réduite a 0, il ex1ste un entler m >0 tel que 1'homomor-
phisme canonique

o Ht (k, A nim) — Hg (k, Apn)

soit nul. D’aprés le lemme précédent, il existe un groupe de S-congruence I'y,
dont 1'image par dy.m est contenue dans Hj(k, A _nsm). Comme dy, s’ obti-
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ent en composant d,,, et o, on a
dn (T'y) =0,

d’ou T'y C p"4 (k), et la condition (Cg (p)) est bien vérifiée.

Remarqgue. Signalons, d’aprés Tate (*°), que la condition
lim Hg (k, A n) = 0 entraine également la nullité de la composante p-pri-
maire de H? (k, A) (du moins si p == 2, ou si k est totalement imaginaire).

Dans ’énoncé suivant, les notations 7, Vy, Gp, gp sont celles du n° 1.2;
les notations cohomologiques sont celles des n% 2.2 et 2.5.

THEOREME 3. On a les implications suivantes:

H(gp . Vp) =0=H'(Gp, Tp) = O=>1<im Hs (k, A n) = 0.

La premiére implication résulte du théoreme 1 du n° 2.5 (qui est appli-
cable a G, grice aux propriétés des éléments de Frobenius signalées au
n° 1.3). D’auatre part, les propesitions 6 et 7 du n° 2.2 montreut que:

H (G, Tp) :nmﬂl (Gpy A ) = lim H (G (k) A,

et la prop. 8 du n°?2 3 montre que Ils (&, A, a) est un sous-groupe de
H(G (kfk), 4,). 11 est donc clair que la nullité de H! (Gp, Tp) entraine
celle de hm H1 (e, A ).

Les deux nos qui suivent contiennent les deux cas particuliers dans les-
quels je sais démontrer la nullité de Hi (6p,Vp); dans chacun de ces cas, ¢’est
d’ailleurs le groupe H* (85, Vyp) lui-méme qui est nal.

33.Variétés abéliennes ayant suffisamment
de multiplications complexes.

THEOREME 4. Soit A une variélé abélienne ayant suffisamment
de multiplications complexes (cI. n° 1.3). Pour tout nombre premier p, on a
alors H* (g, Vp) = 0. En partiwculier:

(a) H* (Gp, Ty) est un p-groupe fini.

(b) La condition (Cg) est wvérifice quel que soit Uensemble fini S.

Pour démontrer que H! (gp, Vy) =0 on s’appuie sur le lemme suivant:

LEMME 3. Soit ¢ une algebre de Lie, soit V un g-module de dimension
finie, et soit ¢ un idéal de g de dimension 1.Si H° (¢,V) = 0, on a H"*(gV) =
pour tout n>0.

Soit X un élément mnon nul de ¢. L’hypothése HO (¢, V) =0 signifie
que l'endomorphisme de V défini par X est injectif; comme V est de dimen-
sion finie, il est aussi surjectif, et H*(¢,V) = 0. I1 est trivial que H? (¢,V) =0
pour ¢ > 2. La suite spectrale:

HP (g/¢, H* (¢, V)) = H" (3, V)

montre alors bien que H" (g,V) = 0 pour tout n > 0.

On applique ce lemme a la sous-algébre ¢ de g, tangente au sous-groupe
monogéne de G engendré topologiquement par un élément de Frobenius 7.
Comme aucune valeur propre de F n’est une racine de l'unité, on a
H (¢, V) = 0. D’autre part, on a vu au n° 1. 3 que g, est une algébre commu-
tative, et ¢ est donc bien un idéal de g,. Ainci, on a H* (¢p, V) = 0. Le
théoréme 1 du n° 2.5 montre alors que H*' (Gp, Tp) est un p-groupe {fini;
les théorémes 2 et 3 du n° 3.3 wontrent que la condition (Cg (p)) est
vérifiée, cqfd.
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3.4. Courbes elliptiques. Le résultat est le méme qu’an
n° précédent:

THEOREME 5. Si A est une courbe elliptique, on a H' (g, Vp) = 0
pour tout nombre premier p. En particulier:

(a) HY (G, Tp) est un p-groupe fini.

(b) La condition (Cs) est vérifiée quel que soit Uensemble fini S.

Ici encore, il suffit de prouver que H* (g5, V) = 0. Si g, est abélienne, on
applique le lemme 3 du n° 3.3 comme ci-dessus. Si g, est égale a gl, ou a
I’algébre triangulaire b, on applique le méme lemme, en prenant cette fois
pour ¢ l'algebre des homothéties (le centre de gf,). Reste le cas ol g, est égale

a b
a une algebre résoluble ¢, formée des matrices de la forme <0 Ml).On obti-

ent une base {X, Y} de t, en posant:

o (L 0y (0t
_<o x)’ “(o 0/

On a [X.Y] = (1 —A)Y. Une {-cochaine ¢ : ¢, —V est déterminée par

les deux vecteurs
21 Yy
e0=(") e =(").

) Ys
Cest un cocycle si ¢ ([X,Y]) = X-¢ (Y) — Y .¢ (X), ce qui sécrit:

{ (L= yy =y, — 2o
(1—2) yo = My,.
On sait (cf. n° 1.4, prop. ) que A== % La deuxiéme équation donne alors

Yy, = 0. Soit a le vecteur de composantes z; et A 'z,; on vérifie tout de suite
que ¢ (X) = X-a et ¢ (Y) = Y .a,ce qui montre que ¢ est un cobord. On
a donc bien H' (g,,V,) = 0 dans tous les cas, cqfd.

Remarques. 1) La finitude de H* (G, T'p) et la validité de la con-
dition (Cg) ont été également démontrées par J. Cassels. La démonstration
de Cassels est basée sur une énumération de cas analogue & celle utilisée
ici; toutefois elle ne fait aucun usage de la structure analytique de G, ni
a fortiori de son algebre de Lie.

2) Si 'on veut simplement démontrer la nullité de H! (g,, V) (ce qui
suffit pour le probléme des groupes de congruence), on n’a besoin d’aucune
propriété de g,; on peut en effet vérifier que H' (g5, V) = 0 pour toute algdh-
re de Lie ¢ et tout g-module V de dimension < 2.

35.Compléments. Il serait évidemment désirable d’étendre les
résultats des deux derniers n°S & toutes les variétés abéliennes. Il faudrait
en savoir davantage sur les algébres de Lie g,; par exemple, V, est-il tou-
jours un ¢,-module semi-simple? I.’algébre g, contient-elle nécessairement
les homothéties? Une réponse affirmative & 1'une de ces questions suffirait
a entrainer la nullité de H* (g4, V;) et a fortiorila condition (Cg (p)).

Signalons d’autre part que les méthodes utilisées dans ce travail s’appli-
quent plus généralement aux extensions de variétés abéliennes par des tores;
bien entendu, le groupe A (k) doit étre remplacé par un groupe d'unités
(ou de «S-unités»). Le cas d’un tore est particulierement simple: 1’algebre

2 Wsseciniga AH CCCP, cepmA maremaTtndeckass, N 4
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de Lie g, est réduite aux homothéties, et sa cohomologie est triviale. Dans
le cas du groupe Gy, cela redonne le théoréme de Chevalley (]) cité au n° 3.1.
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0 KOHTPYSHIIIOAIPYIIIIAX ABEJIEBBIX
MHOT'OOBPA3H

sK. II. CEPP
(PE3IOME)

IIycrs A — aGexeso mMmorooGpasme, ompefeNeHHOE HAJ II0JeM alrefpau-
qecrux umecen, £ 1 A (k) — rpyuma ero Touex, panmomasbHmix mHapm k. Ilox-
rpyona I' C A (k) nassiBaerca KOHrpYSHIIOArPYNOOL, €CIW OHA 3a/aeTcA
YCITOBUEM:

vyel'<(=>y€eU, pe€l,

rae / — KOHeYHOe MHOMECTBO IPOCTHX AUBU30DPOB mois k, a Uy, musa wasm-
JKOTO } — HEKOTOpas OTKpPHTaA Hoxrpynua B rpynme 4 (kp) Towex A, pamuo-
HQJIBHBX HaJ HONOJHEeHWeM % M0 MeTpUKe, COOTBETCTBYIOIEH MPOCTOMY [UBH-
30DY.

B paGote mecregyercsa cieqyoOmuii BONPOC, BO3HAKNILIL B apuQMeTHIeCKOi
Teopnu abeneBrx muorooGpasuii [em. (2) m (*°)]. Karoso sammikanme A (k)
obpasa rpymnst 4 (A) npu BROKeHUHI

4 (k) —» L4 (ky),
»

rme p apoberaer Bce MpoCThie FUBH3OPH Mosia k? B wacTHOCTH, BepHO IH, 9TO
Ak) = lim A (k)/nA (k)?
L
n
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Tlocerree yTBepAeETe DABHOCHIBHO TOMY, 970 H06as MOArpyNIa KOHeYHO-
r0 HHJEKCA CONEPIKUT HEKOTOPYI0 KOHIPYSHUNOAIPYINY.

ABrop paccmarpuBaer Goisee cOmgee csoiicTBo (Cg):

Jas 1106050 KOHOWHOI0 MHOIKECTBA S IPOCTHX NWBW30POB IOJIA £ 7 i000H
MOArPYIIE KOHEYHOTo WHeKca [’ cymecTByeT KOHTDPYSHITOAIPYNNA, CORED-
mamasca B ' w onpeneleHHas IPW HOMOINW MHOKecTBa [, He Tepecexain-
merocs ¢ S.

OcHoBHOM pesynsTaT paGoTH (Teopems 4 um H):

Cootictso (Cg) mmeer mecto, ecin A ABIgETCA: a) DIIUOTAYSCKON KPHBOH,
b) aGenesriM mMHEOrOOGpasmeM ¢ HOCTATOYHBIM THCIOM KOMILIEKCHHIX YMHOKe-
mui (1. e. anre6pa KOMINIEKCHHX YMHOKeHNH 4 KOMMYTATHBHA W €€ PAHT BIBOS
Gonpmie pasmepHocTE A).

HoxrasaTenrpcTBO 9TUX YTBODJECHUI OCHOBHIBAETCA HA WX HOCIE0BATEIb-
HOft PEeNyKIME K HEKOTODHM [APYTEM YTBEDIKICHWAM, HMEIOINUM CaMOCTOH-
TelbEB maTepec. (OUeBWEHO, 9TO [MOCTATOYHO MOKaszarh cBoiicTBo (Cg) mis
mOATPYNI, WHAEKC KOTOPHX MMeeT BHUJ p", e p — mpocroe gucio. CooTser-
creyioniee yTBepsumerme oGosmaumaerca uwepesd (Cgs (p)). ABTOP HCHIONB3YET
HW3BECTHYI TOUHYI HOCIEN0BATEXLHOCTh, CBABAHHYIO C SHIOMOPPHUIMOM yM-
poyenns Ba p* B rpymme A (k) (k — anreGpamueckoe sambkanme wmoas k)
H COOTBETCTBYIMIYIC TOYHYI0 IOCIENOBATEILHOCTh Koromoiorumii. M3 ee pac-
CMOTpeH#sa OH BHBOAUT, uTo cBoiictBO (Cg (p)) BRImONHEHO, ecim

lim Hg (k, A z) = 0 (%)

(reopema 2). 3pecy Hg (k, A n) — wmoprpynma rpynos ' (G (kik), A ),
€OCTOSMmAs K3 DIEMEHTOB, OIPAHWYEHHE KOTODHX Ha BCeX MHOArPyOHax
Pa3iiojKeHNA TPOCTHX JUBHBODOB, He COAepKAmMUXCA B S, PaBHO HYJIIO;
C (k/k) — rpyuna Tanya monsa k/k; A n — Ipynma sIeMeHTOB IOPAAKA,
Tensmero p" B A (k).

Hyers G — mpoxomeunas rpynna (7. e, DPOSKTHBEEBI TPEKe]l KOHEYHE:
rpynn) u A — tomoxormgeckmit G-mopyus. Uepes H' (G, A) asTop o6osmauaer
nopgrpyniy rpynns H* (G, A), cocTogmyo U3 2IeMEHTOB, KOTODHE HMEIOT HYy-
JeBOe OrpaHmYeHme HA BCeX OJHONAPAMETPHICCKEX NOArpymmax rpynns G
(. e. EA 3aMKHYTHIX HOATPYNOAaxX ¢ OXHOM TOHOJOrWYEeCKOll oGpasyiomiei).
Myern T, (4) = ljm A n — monynp Tofita mmorocGpasma A, a V,(4) —

n

pacmuperre 2TOr0 MOAYJIA N[O BEKTOPHOrO0 HOPCCTPAHCTBA HAN MTOJIeA p-afu-

YeCKUX gucel. Bropad PegYKIHI BaKII0OIAeTCA B TOM, 9TO CBOWCTBO (%) BHI-
TOJIHEHO, eCIHu

H (G (k/k), Ty (A)) = 0. ()

Kawx mssectno, Iy (4) ABigerca cBOGOXEBIM MOAYJIEM HAK KOILHOM Z,
OEeNHX p-afHdecKUX dHCel pasMeprEocTH, pasmoit 2d, rme d = dim A. Ero
IPynEa aBTOMOPQU3MOB coBHafaerT ¢ JamHeliHol rpymnmoit GL (2d, Z,). Hetict-
Bme rpynmsl G (k/k) Ha 2TOM MOTyZe ONpeIeNAeT, CICLOBATENBHO, TOMOMOD-
dusm 7 : G (k/k) — GL (2d, Z,): Tpynmy GL (2d, Z,) mosHO paccMaTpuBaTh
Kak p-agudeckyio rpynny Jlm (rounsie ompepenenmsa pmamst B § 1). TI'pymuma

nG (k/k) saBRAAeTCA 3aMKHYTOH HOAIPYUIHOH 5TOR TPYOIEH. JTO HAaeT BO3MO-
Zﬂ:
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HoeTh BBecTH M B rpymme niG (k/k) cTpyrTypy p-apudeckoir rpynusr Jlm um, B
9aCTHOCTH, oupeperuts ee anredpy Jlu g . Ilpepcrasmenme rpymmst nG (k/k)
B GL (2d,Z,) ompepensier ectecTBeHHBIM 00pa3oM IpeAcTaBIeHHWEe aJare6psl
Jim g, BV, (4). [ocnenuas pefyKius 3aKI09ALTCA B TOM, 9TO CBOHCTBO ()
BEIONHEHO, ecium H* (g,, V, (4)) = 0, tne H' onpepensercsa paua anredp Jlm
TaK jKe, Kak g rpynn (teopema 4). B yxasaBHHX BBIIe CIy9asgX a) U b) as-

TOP AOKAa3bIBaeT 60Hee CUIBHOE yTBepHﬂIeHMe:
H* (gp, Vi (4)) = 0.

B paGore ywasmBaerca Ha HeCKOJIbKO HepeHIeHHHX Bompocos. lIpmBesmem
HEKOTODHE N3 HAX.

1. HakoBa cBasb aiureGp g, /s OZHOIO M TOTO Ke abeneBa MHOT000pasusa
¥ 5 pasHBIX p? VMeor auw opu OfMHAKOBYIO Pa3MepPHOCTEH?

2. B ciryudae, rora A — BANMOTHYECKAA KPHBAfA, B PACCMOTPEHHEIX aBTO-
poM IpuMepax ajireGpa g, uiau aGexeBa pasmepHocTH 2 (Korja A mMeeT KoM-
IIeKCHOe YMHOKeHIe) UM COBIajaeT ¢ ajredpoil Bcex MaTpui 2-ro HopajKa
(rorma y A meT KOMIIIEKCHBIX YMHO;keHWil). BepHo aum »10 Beerma?

3. Bepen au ocHoBHO# pesyiprar paboTsl 0es orpaHWUeHWil a) W b)?

4. BO3MOYKHO 1M €ro TepeHecTH HA APYTHEe ajredpauvdecKme IPYIIHL?
(Ilpu pacemorpenmum nmueiinmx rpynn smecto A (k) ecrectBeHHO paccmar-
PUBATH TPYNIY eUHUI] COOTBETCTBYIomel rpynusl.) [laa My IpTHIIAKATHBHON
rpynmos 9ToT pesyiawrar Obln maBHo moxyden HUlesanne (%). Asrop coobmiaer,
qT0 [JIA CHeNHANHHON ANHeHHON PPYIIBl PA3MEPHOCTH N > 3 MOJIOKATEI bHBLI
OTBeT BHITeKaeT W3 emie HEONYOJIMKOBAHHBIX pe3yisraroB bacca m Jlasapa.
C mpyroii cropousi, eme co BpeMen Hielima u3BecTHO, 94T0 IPH N = 2 COOTBET-
CTBYIOOIUHA BOIPOC JIJiA 9TOH IPYNIH peniaeTcs OTPHUIATENbHO.

Iocrymumno
1. IX. 1963



