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ИЗВЕСТИЯ А К А Д Е М И И НАУК СССР 
Серия математическая 

28 (1964), 3 - 2 0 

J E A N - P I E R R E S E R R E 

SUR LES GROUPES DE CONGRUENCE DES VARIETES 
ABELIENNES 

Le present travail apporte un complement aux resultats de Cassels (2) 
et Tate ( 1 0) sur Taritlimetique des varietes abeliennes. II s'agit de la question 
suivante: 

Soit A une variete abelienne definie sur un corps de nombres algebriques 
k, et soit A(k) — le groupe des points rationnels de A. Est-il vrai que tout 
sous-groupe d'indice fini de A (k) contienne un «groupe de congruence))? 

Cette question peut etre reformulee en termes de cohomologie des grou-
pes; les groupes qui interviennent sont les groupes de Galois Gp des exten­
sions de к obtenues par adjonction des coordonnees des points de A d'ordre 
une puissance de p (p premier quelconque). Or il se trouve que Gp est un 
groupe de Lie p-adique, et sa cohomologie est en relations avec celle de son 
algebre de Lie. Le probleme pose se trouve ainsi «linearise» et Ton peut le 
resoudre (affirmativement) dans le cas des courbes elliptiques ainsi que 
dans le cas des varietes abeliennes ayant suffisamment de multiplications 
complexes. Le cas general reste ouvert, faute de renseignements assez pre­
cis sur les groupes Gp. 

Les resultats resumes ci-dessus font l 'objet du § 3. Les deux premiers 
paragraphes sont preliminaires. Le § 1 donne la definition des groupes Gp 

et quelques-unes de leurs proprietes. Le § 2 contient les resultats de nature 
cohomologique necessaires pour la suite. 

§ 1. Le groupe de Lie p-adique attache a une variete 
abelienne 

1.1. G r o u p e s d e L i e j o - a d i q u e s . Soit К un corps value com-
plet non discret. Une application / d 'un ouvert U de Kn dans К est dite 
analytique si elle est developpable en serie de Taylor au voisinage de tout 
point de U. Ces f onctions possedent les proprietes habituelles des fonctions 
analytiques; on peut les utiliser pour «recoller» des ouverts de Kn et definir 
ainsi la categorie des K-varietes analytiques. Un groupe dans cette catego-
rie est appele un К -groupe analytique, ou encore un groupe de Lie sur K. 
Si G est un tel groupe, on definit comme d'ordinaire son algebre de Lie g, 
Lorsque К est de caracteristique zero, les theoremes fondamentaux de Lie 
s'appliquent a G et g; en particulier, Г application exponentielle est definie 
sur un voisinage de 0 dans g, et donne un isomorphisme de ce voisinage sur 
un voisinage de Telement neutre de G; la connaissance de g equivaut a celle 
du germe de groupe G [cf. Hooke ( 6)]. 
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Dans се qui suit, nous n'aurons besoin que du cas ou le corps de base К 
est le corps Q p des nombres rationnels p-adiques. Un groupe de Lie sur Q p 

est appele un groupe de Lie p-adique; c'est un groupe localement compact 
totalement discontinu; ses sous-groupes fermes assez petits sont des pro-p-
groupes (limites projectives de p-groupes finis). 

P r o p o s i t i o n 1. (a) Solent Gt et G2 deux groupes de Lie p-adi­
que s. Tout homomorphisme continu f: G± —> G2 est analytique. 

(b) Tout sous-groupe ferme d'un groupe de Lie p-adique est analytique, 
L'enonce correspond ant sur R esl du a Elie Gartan. Le cas p-aclique se 

traite de fa^on tout a fait analogue, cf. Hooke ( 6). 
С о г о I 1 a i r e. Si un groupe localement compact possede une struc­

ture analytique p-adique compatible avec sa structure de groupe topologique, 
cette structure est unique. 

Gela resulte de Г assertion (a) de la proposition 1. 
P r o p o s i t i o n 2. Soit G un groupe de Lie p-adique compact 

II existe un sous-ensemble fini X de G qui engendre topologiquement G. 
(On dit que X engendre topologiquement G lorsque le sous-groupe de G alge-
briquement engendre par X est dense dans G.) 

Soit g = Et \ une decomposition de Г algebre de Lie de G en somme di-
recte de droiles. Pour cliaque indice i, il existe хг £ G tel que le sous-groupe 
topologiquement engendre par %% ait pour algebre de Lie г г. La famille des x 
engendre topologiquement un sous-groupe ouvert U de G; comme G est com­
pact, U est d'indice fini dans G. En adjoignant aux x\ des representants de 
G/U, on obtient un ensemble fini X qui repond a la question. 

1.2. L e s g r o u p e s Gp. Soit A une variete abelienne de dimension d 
definie sur un corps k, ei soit к une cloture algebrique de k. Soit p un nombre 
premier distinct de la caracteristique de k. Pour tout entier n > 1, les points 
de A d'ordre divisant pn sont rationnels sur /с, et forment un Ъ\рпЪ — module 
fibre Apll d 3 rang 2d fcf. Weil ( n ) ou Lang ( 7)]. Le module de Tate associe au 
couple (A, p) est defini par la formule: 

TV(A) = lim Apn. 
n 

C'est un module libre de rang 2d sur l 'anneau Zp des entiers p-adiques. Le 
Q r J-espace vectoriel associe sera note V9 (A). On a done: 

1 Vp (A) = Tp (A) (x) Q p - Tv (A) 
p J 

Dans la suite, on ecrira frequemment Tv et Vp (ou meme simplement T et V) 
a la place de Tv (A) et Vp (A). 

Le groupe de Galois G (k/k) de Г extension k/k opere sur chacun des АрП1 

done aussi sur Tp (A). Gela definit un liomomorphisme canonique 

я : G (k/k) GL (Tv (A)) = GL (2d, Z p ) . 

On verifie immediatement que n est continu. Son image Gp est done un sous-
groupe ferme du groupe GL (Tp) = GL (2d, Z p ) . Mais GL (2d, Z p) est un 
sous-groupe ouvert du groupe GL (2d, Q p ); c'est un groupe de Lie p-adique 
de dimension Ы2, En appliquant la prop. 1, on obtient alors: 
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P r o p o s i t i o n 3. Le groupe Gp = я (G (к/к)) est un sous-groupe 
analytique du groupe de Lie p-adique GL (Tv). 

On notera que Г algebre de Lie de GL (Tv) est la meme que celle de 
GL (Vv) : c'est la Q p-algebre de Lie gt (F p ) de tons les endomorphismes 
de Vv. II s'ensuit que Г algebre de Lie g p du groupe Gv s'identifie a une sous-
algebre de gl (F p ) ; elle opere done sur Vv. 

P r o p o s i t i o n 4. Lorsqu'on remplace le corps de base к par 
une extension k' de type fini, le groupe Gp est remplace par un sous-groupe 
ouvert. 

C'est evident lorsque k' est une extension finie de k. On pent done se ra-
mener au Gas ou k' est une extension transcend ante pure de k. Les extensions 
k'lk et klk sont alors lineairement disjointes; on en conclut facilemenl que 
le groupe Gv ne change pas. 

С o r о 11 a i r e. Ualgebre de Lie g p est invariante par extension 
de type fini du corps de base. 

Сest clair. 
En particulier, soit A une variete abelienne definie sur un corps algebri-

quement clos quelconque (par exemple C). Choisissons un corps de definition 
к de A qui soit de type fini sur le corps premier. D'apres le corollaire ci-des-
sus, Г algebre de Lie g p correspondante n e d e p e n d p a s d u c l i o i x 
d e k. C'est done u n i n v a r i a n t d u c o u p l e (A, p). On en donnera 
quelques proprietes au n° suivant. Signalons des a present que Ton ne sait a 
pen pres rien de la variation de g p avec p; on ne sait meme pas si l a dimen­
sion de g p depend de p: 

1.3. P r o p r i e t e s d e s g r o u p e s Gp e t d e s a l g e b r e s 
d e L i e g p . 

(a) Soit R Гanneau d'endomorphismes de la variete abelienne A. Quitte a 
remplacer к par une extension finie (ce qui ne change pas g p) on pent suppo-
ser que les elements de R sont definis sur k\ ils commutent alors aux ele­
ments du groupe de Galois G (klk). On en conclut que I'algebre de Lie g p 

est conlenue dans le commutant deR (dans 1'algebre End (Vv) des Qp-endomor~ 
phismes de Vp). 

Supposons en particulier que A admette «suffisamment de multiplications 
complexes)) [cf. Taniyama ( 9)], e'est-a-dire que R 0 Q soit une al­
gebre commutative semi-simple de rang 2d. Le commutant deR dans End (F p) 
est alors simplement R (x) Q p ; d'ou Г in elusion: 

g P <z R (x) Q P . 

En particulier, 1'algebre g p est abelienne. 
b) Soit A la variete abelienne cloale de A. Soit d'autre part Tv (G ? 1) 

le «module de Tate» constant par limite projective a partir des racines 
joMemes de i 'unite; c'est un Z p-module libre de rang 1. Soit Vv (G m ) le 
Qp-espace vectoriel correspond ant; le groupe de Galois G {klk) opere en 
general de fapon non triviale sur Vv (G„,). Le symbole (x, y) defini par-
Weil ( n ) [cf. aussi Lang ( 7), Chap. VIII pent etre interprete comme ипэ 
application bilineaire: 

V-o (A) X Vv (A) -> Vp (G m ) . 
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Soit X un diviseur ample de A, defini sur k; on lui associe comme on sait une 
isogenie: A A, d'ou un isomorphisme 

фх • Vp (A) -+VP(A). 

En posant Bx (x, xf) = (x, q>x (%')), on obtient une forme bilineaire 

Bx : Vp (A) X Vp (A) - Vp (G m ) . 

On sait [cf. Lang ( 7), loc. cit.] que Bx est une forme a Item ее поп degeneree. 
Si g £ G (k/k), on a evidemment: 

Bx (gx, gx') = g-Bx (x, x'). 

On en conclut que le groupe Gv est contenu dans le groupe des similitudes 
de la forme Bx (ce fait m'a ete signale par Grothendieck). Si Ton note ёр 
Г algebre de Lie du groupe symplectique de Bx-, et с Г algebre de Lie des ho™ 
motheties, on a done: 

foCC X йр. 

Lorsque к est de type fini sur le corps premier, Taction de G (k/k) sur Vp (G m ) 
est non triviale, et Ton en conclut que g p n'est pas contenue dans gp. 

(с) Supposons que к soit un corps de nomhres algebriques (autrement dit 
une extension finie de Q). Si v est une place de к et w une extension de г; a 
k, le groupe de decomposition Dw dew dans Gp est defini; on peut Г interpre­
ter comme le groupe Gv associe au corps local kv et a sa cloture algebrique kw. 
A conjugaison pres, ce groupe (et son algebre de Lie) ne depend que de v. 

On peut preciser un pen ce qui precede. Soit S un ensemble fini de places 
de k, contenant les places archimediennes, et tel que Л «se reduise bien» en de­
hors de S [cf. par exemple Lang — Tate ( 8)]. Si v $ S et si v ne divise pas p, 
1'extension de к donnee par les points d'ordre une puissance de p est non 
ramifiee (loc. cit.); le groupe de decomposition Dw correspondant a une telle 
place s'identifie au groupe Gp de la variete abelienne reduite de A, definie 
sur le corps residuel de v; ce groupe est topologiquement engendre par I'ele-
ment «de Frobenius» Fw; en particulier son algebre de Lie est de dimension 1. 
On sait [cf. par exemple Lang (7)1 que Fw est un endomorphisme semi-simple 
de Vp, que son polynome caracteristique a tous ses coefficients entiers (et 

independants de p), et que ses valeurs propres sont de valeur absolue 'Nv* 
(Nv designant le nombre d'elements du corps residuel de v). En particulier, 
aucune de ces valeurs propres ne peut etre une racine de Г unite. D'apres le 
theoreme de Cebotarev, les Fw sont denses dans Gp. 

R e m a r q u e . Comme Grothendieck me Га fait observer, les resultats 
de (c) s'etendent en fait a tout corps к qui est de type fini sur le corps premier: 
on choisit un schema integre et normal Y, de type fini sur Z,de corps des fonc-
tions k, tel que A provienne d'un «schema abelien» sur Y. Les points fermes 
de Y dont la caracteristique residuelle n'est pas egale a p donnent alors nais-
sance a des elements de Frobenius Fw jouissant des memes proprietes que ci 
dessus; on peut montrer que le theoreme de Cebotarev est encore valable. 

1.4. G o u r b e s e l l i p t i q u e s d e f i n i e s s u r u n c o r p s 
d e n o m b r e s a l g e b r i q u e s . On suppose que к est un corps de nom-
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bres algebriques, et que la dimension d de A est egale a 1. On a alors 

dim Vp — 2; 
le choix d'une base de Vp permet d'identifier l'algebre de Lie gt (Vp) a l 'a l­
gebre Ql2 = с X gt 2 (ici encore, с designe l'algebre des homotheties). Ainsi, 
on peut considerer g p comme une sous-algebre de с X g( 2; en particulier, sa 
projection sur le second facteur est une sous-algebre de Lie de 3( 2. Or les 
sous-algebres de Lie de g{2 sont faciles a determiner: a part 0 et g{2 il n 'y a 
que des sous-algebres abeliennes de dimension 1 et des sous-algebres resolub-
les de dimension 2 (ces dernieres etant conjuguees entre elles). D'autre part , 
les resultats du n° 1.3 fournissent quelques renseignements sur g p ; par exem­
ple, g p n'est pas contenue dans St2, et n'annule aucun element non nul de 
Vp (sinon 1'une des valeurs propres des elements de Frobenius Fw serait une 
racine de 1'unite). En combinant ces differents renseignements on voit que 
# p est necessairement egale a Tune des algebres suivantes (a un changement 
de base pres dans Vp): 

(i) Г algebre gf2, de dimension 4; 
(ii) Valgebre resoluble ft, de dimension 3, formee des matrices de la for-

' a b\ 
m e , 0 

ь (iii) la sous-algebre t\ de ft formee des matrices de la forme ^ ) ' 

avec % б Q P ; c'est une algebre resoluble de dimension 2; 
(iv) une algebre abelienne de dimension 1 ou 2. 
On pourrait reduire quelque peu cette liste en faisant intervenir les pro­

prietes des groupes de decomposition des differentes places de к (et notamment 
de celles qui divisent /?). Gela nous entrainerait trop loin. Nous nous borne-
rons ici a donner le resultat suivant: 

P r o p o s i t i o n 5. $i X £ Г algebre de Lie g p ne peut pas etre 
egale a i\. 

Supposons que g p = tx? avec X = n/m, ou n et m sont deux entiers pre-
miers entre eux. D'apres la theorie de Lie, le groupe Gp contient un sous-
groupe ouvert U tel que tout element g б U soit de la forme avec 

an — Quitte a remplacer к par l'extension finie correspondent a U, on 
peut supposer que Gp = U. Soit v une place de к de degre 1 (c'est-a-dire telle 
que Nv = I soit un nombre premier); de telles places sont en nombre infini; 
on peut done exiger en outre que I =f= p et que A se reduit bien en v. Soit 
F un element de Frobenius correspondant a v, et soient я et я ses valeurs pro­
pres; puisque F est contenu dans G p , on a j t n = nm ou Kn = J t m . Comme 

i_ _ 
n I = I эх j = Z 2, cela donne n = m d'ou я = n et я appart ienta Q; Г equation 

I = Я Я — Я 2 

conduit alors a une contradiction, cqfd. 
R e m a r q u e s. 1) Si la courbe elliptique a des multiplications com­

plexes (c'est-a-dire si son anneau d'endomorphismes R est distinct de Z), 
il est facile de voir que g p s'identifie a R (g) Q p ; c'est une algebre abelienne 
de dimension 2. 
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Lorsqu'il n 'y a pas de multiplications complexes, je ne connais pas de 
procede general permettant de determiner g p ; dans tons les cas que j ' a i pu 
tralter, on a g p = g( 2; peut-etre est-ce toujours vrai? 

2) Comme on Га signale plus haut , Г etude des groupes de decomposition 
(et d'inertie) de G p fournit des renseignements supplementaires sur g p . Ain-
si, par exemple, si к = Q et si Г invariant modulaire / n'est pas un entier, 
on pent montrer que g p = gf2-

§ 2. Cohomologie 

2 .1 . N o t a t i o n s . Un groupe topologique G est dit pro fini s'il est 
limite projective de groupes finis, ou, ce qui revient au meme, s'il est compact 
et totalement discontinu. Soit G un tel groupe et soit A un G-module topolo­
gique; nous nous bornerons au cas ou A est separe (mais pas necessairement 
discret, comme dans Douady (4)); par definition, le produit g.a, g £ G, a £ A, 
depend continument du couple (g, a). Une n-cochaine de G a valeurs dans A 
est une application continue f du produit n-uple G X . . . X G dans A. Le 
cobord df de la cochaine / est defini par la formule usuelle 

df (gi, . . gn+L) = gvf (g2i - • м gn+l) + 

+ S ( - 1)' / (gi, • • g,gm, • • •> gn+i) + ( ~ D " + 1 / tel. • • - gn)-
0 = 1 

On obtient ainsi un complexe С (G, A) = 2 Cn (G, ^4) dont les groupes de 
cohomologie sont notes Hn (G, A). Le groupe Я 0 (G, A) s'identifie a 1'en-1 

semble AG des elements de A invariants par G. Un 1-cocycle / est un «homo-
morphisme croise» continu de G dans A, autrement dit une application con­
tinue verifiant l ' identite 

f(gh) = f(g) + g-f(h), g,h£G. 
C'est un cobord lorsqu'il existe a £ A tel que f (g) = g-a — & pour tout 
g e e . 

Soit 0—>A->B->C-*Q une suite exacte de G-modules topologiques; 
supposons que la topologie de A (resp. de C) soit induite (resp. quotient) de 
celle de B, et qu'il existe une section continue С -> В (ces conditions sont 
trivialement verifiees dans toutes les applications que nous avons en vue). 
La suite de complexes 

0 - С (G, A) - С (G, В) - С (G, С) - 0 

est alors exacte. On en deduit la suite exacte de cohomologie: 

. . . - Hn (G, A) -> 1Г (G, В) ~> 1Г (G, С) - Я п + 1 (G, Л) - . . . 
2.2. L e g r o u p e H\ Soit encore G un groupe profini, et soit С un 

sous-groupe ferme de G. Nous dirons que С est mono gene s'il pent etre engen-
dre topologiquement par un element; il revient au meme de dire que les 
images de С dans les quotients finis de G sont des groupes cycliques. 

Soit A un G-module topologique. Nous definirons H\ (G, ^4) comme le 
sous-groupe de H1 (G, A) intersection des noyaux des homomorphismes de 
restriction H1 (С, A) -> II1 (C, A), ou G parcourt l'ensemble des sous-grou-
pes monogenes de G. Un element x de Я 1 (G, ^4) appartient done a H\ (G, 
si e£ seulement si sa restriction a tout sous-groupe monogene de G est nulle. 
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(La definition du foncteur H\ est due a Tate, ainsi que 1'idee de l 'utiliser 
dans Г etude des groupes de congruence.) 

P r o p o s i t i o n 6. Soit U un sous-groupe distingue ferme de 
G operant trivialement sur A. L'injection canonique 

i : H1 (G/U, A) -> H1 (G, A) 

definit un isomorphisme de H\ (G/U, A) sur H\ (G, -4). 
Monlrons d'abord que i applique H\ (G/U, A) dans Ii\ (G, A). Soit 

x б H\ (G/U, A) et soit С un sous-groupe monogene de G. L'image С de С 
dans G/U est un sous-groupe monogene G/U. On a un diagramme commuta-
tif d u p l i c a t i o n s canoniques: 

Hl(G, A) - > H1 (C, A) 
t t 

II1 (G/U, A) -* H1 (C, A). 

Comme x appartient a H\ (G/U, A), son image dans H1 (C, A) est nulle. II 
en est done de meme de Г image de i (x) dans H1 (C, A), ce qui prouve bien 
que i (x) appartient a H\ (G, A). 

Inversement, soit у £ H\ (G, A), et soit / un cocycle representant y. Soit H 
un sous-groupe monogene de U. Comme la restriction de у a H est nulle, et 
que H opere trivialement sur A, on voit que / s'annul e sur H. Mais U est 
evidemment reunion de sous-groupes monogenes. On en conclut que / s'annule 

,sur U, i. e. provient d'un 1-cocycle de G/U. On a done у = i (x), avec 
x 6 H1 (G/U, A). Soit С un sous-groupe monogene de G/U. En relevant dans 
G un generateur topologique de C, on voit que С est image d'un sous-groupe 
monogene С de G. Le diagramme ecrit plus haut montre alors que у induit 0 
sur C, i. e. que у appartient a H) (G/U, A), ce qui acheve la demonstration. 

La proposition precedente peut notamment s'appliquer en prenant pour 
U 1'ensemble des elements de G qui operent trivialement sur A. Le groupe 
G/U s'identifie alors a un sous-groupe de Aut (A). En particulier, lorsque A 
est fini, G/U est fini, et il en est de meme de II1 (G/U, A). On obtient done: 

С о г о 1 1 a i r e. Si A est fini, H] (G, A) est fini. 
Nous aurons besoin d'une propriete de «pass age a la limite» pour les 

foncteurs H1 et H\ 
P r o p o s i t i o n 7. Si A est Iimite projective de G-modules com­

pacts An, on a 
H1 (G, A) = lim II1 (G, An) et II1 (G, A) = lim H) (G, An). 

L'assertion relative a H1 resulte immediatement de celle relative a II1 

(a condition de 1'appliquer aussi aux sous-groupes monogenes С de G). On 
va done se borner a H1. 

Montrons d'abord que Г application canonique de H (G, A) dans 
lim II1 (G, An) est injective. S.oit x un element du noyau de cette applica­
tion, et soit / un 1-cocycle representant x. Soit fn le 1-cocycle a valeurs 
dans Anobtenuen composant /e t A-> An; par hypothese, il existe а б An tel 
que fn = da. Soit Fn 1'ensemble des a £ An verifiant cette condition. Les 
Fn forment un systeme projectif d'ensembles compacts non vides. D'apres 
unresui tat bien connu (cf. Bourbaki, Top. Gen., Chap. I, 3eme ed., § 9, n°6 , 
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prop, 8), la limite projective des Fn est non vide. Si a £ A appartient a cette 
limite, on a evidemment da = / , d'ou x = 0. 

Soit maintenant (xn) un element de lim H1 (G, An). Pour tout n, soit Z n 

l'ensemble des cocycles appartenant a la classe xn. L'ensemble Z n est un es-
pace homogene sur le groupe An, le stabilisateur d'un element etant i n . 
Cette structure permet de munir Z n d'une topologie d'espace compact. Le 
meme argument que ci-dessus montre que lim Z n contient un ele­
ment / = (fn). II est clair que / est un 1-cocycle a valeurs dans A, et que sa 
classe x a pour image (xn), ce qui acheve la demonstration. 

2.3. R e l a t i o n s a v e с 1 a c o h o m o l o g i e g a l o i s i e n -
n e. Soit к un corps de nombres algebriques, soit к une cloture algebrique de 
k, et soit G le groupe de Galois G (klk). Si A est un G-module topologique, 
on ecrira Hn (k, A) a la place de Hn (G, A); c'est la notation usuelle en coho­
mologie galoisienne, cf. Lang — Tate ( 1 0 ) . Si v est une place de k, et si w est 
une extension de г; a A:, on note Dw le groupe de decomposition correspondant; 
sa classe (a conjugaison pres) ne depend que de v. En particulier, si un ele­
ment x de H1 (G, A) induit 0 smDw, il induit aussi 0 sur tous les autres grou­
pes de decomposition correspondant a v; on dit alors que x s'annule en v. 

Soit S un ensemble fini de places de k. On definit H\ (k, A) comme le 
sous-groupe de H1 (k, A) forme des elements qui s'annulent en toutes les 
places v n 'appartenant pas a S; c'est le noyau de 1'application canonique de 
H1 (k, A) dans le produit des groupes de cohomologie locaux H1 (kv, A), 
avec v §S. 

P r o p o s i t i o n 8. Si A est fini, Hs (k, A) est contenu dans 
Hi (G, A). 

(Cet enonce a un sens, car Hs (к, A) et H\ (G, A) sont tons deux des sous-
groupes de H1 (G, A).) 

D'apres nos conventions generates, A est separe, done discret. Soit 
x £ Hs (k, A) et soit / un cocycle represent ant x. La continuite de / montre 
qu'il existe un sous-groupe ouvert U de G sur lequel s'annule. Quitte a rest-
reindre U, on peut supposer que U est distingue dans G, et opere triviale-
ment sur A. Soit С un sous-groupe monogene de G. Son image C-U/U dans 
G/U est cyclique. D'apres le theoreme de densite de Frobenius (5) il existe 
une infinite de places ayant un groupe de decomposition (dans G/U) egal a 
C-U/U. On peut done trouver une place v $ S et un prolongement w de v 
tels que DW.U = С U. Puisque x est nul en v, il existe а б A tel que 

/ (g) = g-a — a 

pour tout g £ Dw. Tenant compte de ce que / s'annule sur U, et que U opere 
trivialement t sur A, on voit que la meme identite vaut pour tout g 6 D W . U 
et en particulier^ pour tout g (: C. Ainsi la restriction de / а С est un cobord, 
ce qui prouve bien que x appartient a H\ (G, A). 

C o r o l l a i r e . Si A est fini, H\ (k, A) est fini. 
Cela resulte du corollaire a la prop. 6. 
2.4. C o h o m o l o g i e d'u n g r o u p e d e L i e p - a d i q u e . 

Dans ce n°, ainsi que dans le suivant, on suppose que G est un groupe de Lie 
p-adique compact (cf. n° 1.1.). 
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LEMME 1. Si Е est un G-module topologique fini, H1 (G, E) est fini. 
D'apres la proposition 2 du n° 1.1, il existe un sous-ensemble fini X de G 

qui engendre topologiquement G. II est clair que deux homomorphismes croi-
ses / et / ' de G dans E qui coincident sur X coincident partout. Ces homo­
morphismes croises sont done en nombre fini, ce qui demontre le lemme. 

Soit maintenant T un module libre de rang fini N sur 1'anneau Z p des 
entiers p-adiques, et soit V = T (R) Q p le Q p-espace vectoriel associe. On 
suppose que G opere continument sur T muni de la topologie p-adique (c'est 
la situation rencontree au § 1). 

P r o p o s i t i o n 9. II1 (G, T) est un Zp-module de type fini. 
Son produit tensoriel par Q p s'identifie a H1 (G, V). 

Le lemme ci-dessus montre que chacun des H1 (G, T/pnT) est un p-groupe 
abelien fini. D'apres la prop. 7, le Z p-module Y = IP (G, T) s'identifie 
a lim H1 (G, T/pnT); c'est done un Z p-module compact. De plus, la suite 
exacte de cohomologie montre que Y/pY, s'identifie a un sous-groupe de 
H1 (G, T/pT), done est fini; d'apres un result at classique sur les pro-p-groupes, 
cela entraine que Y est topologiquement engendre par un nombre fini d'ele-
ments, ce qui revient a dire que c'est un Z p-module de type fini. (On aurait 
pu egalement raisonner comme dans la demonstration du lemme ci-dessus.) 
Reste a montrer que 7 g ) Q p s'identifie a II1 (G, F). On a en tout cas une 
application evidente 

p i Y ^ Q ^ H 1 (G, V). 

Soit x £ Ker (/>). Quitte a multiplier x par une constante, on peut supposer 
que x est de la forme у §<) 1, avec y^Y. Soit / un cocycle representant y. 
Par hyp о these, il existe a £V tel que 

f (g) = g-a — a 

pour tout g б G. Si n est assez grand, on a pna £ T, ce qui montre que pnf 
est un cobord, d'ou pny=0 et x=0. Ainsi p est injective. Sa surjectivite se 
demontre par un procede analogue: si v est un element de IP (G, V) et si / 
est un cocycle representant v, l ' image / (G) de G p a r / e s t compacte, done conti­
nue dans un homothetique p~nT de T; le cocycle pnf prend ses valeurs dans Г, 
et definit un element у £ Y tel que p (y (x) p~n) = v, cqfd. 

R e m a r q u e . II est clair que l'isomorphisme 

piH1 (G, T)(g)qp^IP (G, V) 

transforme II\ (G, T) ® Q p en un sous-espace vectoriel de H\ (G, V). 
P r o p o s i t i o n 10. Supposons qu1 il existe s £ G tel que les 

relations s-a= a, a entrainent a = 0. Alors H\ (G, T) est un Zp-mo-
dule libre de rang <J dim H\ (G, V). 

Vu la proposition precedente et la remarque ci-dessus, il suffit de prou-
ver que H\ (G, T) est un Z p-module sans torsion. Soit done x un element de 

(G, T) annule par p. La suite exacte: 

H° (G, T) Я 0 (G, T/pT) - Я 1 (G, T) - Я 1 (G, T) 

montre qu'il existe b £ H° (G, TjpT) tel que x = db. Soit С le sous-groupe 
monogene de G engendre topologiquement par s. On a un diagramme commu-
tatif: 
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я ° (с, т1Рт)^т (С, т) 
i \ ] f 

Я 0 (G, Т/рТ^НЦСТ). 

Comme х appartient а Я* (G, Г), son image par / est nulle. On a done dd (b) = 
= 0. Mais 1'hypothese faite sur .9 entraine que H° (G, T) est reduit a 0, et 
I'll om om orphisme 

d : IP (C, TjpT) -» Я 1 (G, T) 

est injectif. D'oii i (b) = G, et comme г est trivialement injectif, ceci en­
traine b = 0 et x = 0, cqfd. 

R e m a r q u e . Les resultats de ce n° restent vaiables pour tout groupe 
profini engendre topologiquement par un nombre fini d'elements. 

2.5. R e l a t i o n s a v e c l a c o h o m o l o g i e d e 1 ' a l g e b r e 
d e L i e . On conserve les notations et hypotheses du n° precedent. 

II est clair que V et T sont des groupes de Lie p-adiques (abeliens). De 
plus, la prop. 1 du n° 1.1 montre que Thomomorphisme de G dans le groupe 
GL (T) = GL (TV, Z p) est analytique; il en resulte que G opere analytique-
ment sur T et sur F . 

P r o p o s i t i o n 11. Tout l-cocycle f : G -» F est analytique. 
Les operations de G sur V permettent de definir le produit semi-direct 

E = V. G de F par G; les elements de F.G sont les couples (a, g), a б F , 
g б G, la multiplication elant definie par la formule: 

(a, g)-(b, /г) = (a + g-b, g-h). 

Si Ton munit E de la struct are de variete analytique /?-adique produit de 
celles de V el de G, on obtient un groupe de Lie ^-adique. Le cocycle / : G ~^F 
detmit une application / : G —> E par la formule: 

7(g) = (f ( g ) , g ) . 

L' ident i te / (g-h) = f (g) 4~ g-f (h) montre que f (g-h) — f (g)-J (h)."Ainsi / 
es lun homomorphisme. En appliquant la prop. 1 du n° 1.1, on en deduit que 1 / 
est analytique, done aussi / , cqfd. 

En fait, 1'argument precedent conduit a un resultat plus precis. En effet, 
1'algebre de Lie e de E s'identifie au produit semi-direct V. g de V par Г alge­
bre de Lie g de G (V etant muni de sa structure nature!le de g-module, cf. 
Bourbaki, Groupes et Alg. de Lie, Chap. I, § 1, n° 8, exemple 2). L'homomor-
phisme / definit par passage aux algebres de Lie un homomorphisme 

Ф : g e = У-й-
Si cp : g —> V est Г application tangente a / en Г element neutre, on voit faci-
lement que cp (x) = (ф (x), x) pour tout x б в- En ecrivant que ф est un ho­
momorphisme, on trouve que ф verifie l ' identite: 

Ф ([x, y]) -= x• ф (у) — 2/-Ф (z), x, у б в 

[cf. Bourbaki, loc. cit., formule (13)]. Cette identite signifie que ф est un 
l-cocycle de g a valeurs dansF , au sens de la cohomologie des algebres de Lie 
[cf. par exemple Cartan — Eilenberg ( x), Chap. X I I I ] . S'il existe а б F 
tel que / (g) = g-a — a pour tout g б G, on а ф (x) = х-a pour tout x б в; 
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ainsi, si / est un cobord (au sens de la cohomologie des groupes), qp est un co-
bord (au sens de la cohomologie des algebres de Lie). En faisant corresponds 
a la classe de cohomologie de / celle de cp on definit une application line-
aire canonique 

6 : E i (G, V) -> H1 (g ,F) . 

P r o p o s i t i o n 12. U application 6 est infective,, 
Soit a g Ker (6), et soit / un cocycle representant a. Soit ф Г appli­

cation tangente a / en Г element neutre de G. Puisque 6 (a) = 0, il existe 
a 6 V tel que cp (x) = x-a pour tout x 6 g. Posons / ' = / — da, et soit cp' 
Fapplication tangente a / ' en Telement neutre; on a 

<p' (x) = cp (x) — x-a = 0 

pour tout x £ §. Soient / ' et a les homomorphismes de G dans le produit 
semi-direct V.G definis par les formules: 

/' (g) = (/' (g), g), <y (g) - (o, g). 

Du fait que cp' = 0, / ' et a induisent le тёте homomorphisme de l'algebre 
de Lie de G dans celle de V.G; d'apres la theorie de Lie, ils coincident done sur 
un voisinage U de Г element neutre. Quitte a restreindre Z7, on peut supposer 
que c'est un sous-groupe ouvert distingue de G. On a / ' (g) = 0 pourt tout 
g 6 U; on en conclut "que / ' provient d 'un 1-cocycle de G/U a valeurs dans 
Vu; comme Vu est un Q p-espace vectoriel, on а IIх (G/U,VU) = 0. Done / 'est 
un cobord et a = 0, cqfd. 

R e m a r q u e . En general Fapplication 0 n'est pas surjective. Toute-
fois, il est facile de voir qu'il existe un sous-groupe ouvert U de G tel que 

% : # l (U, V) -> IP (3,F) 

soit surjective (done bijective). 
Dans ce qui suit, nous noterons Hi (g, V) le sous-espace de H1 (g, V) 

forme des elements dont la restriction a toute sous-algebre a une dimension 
de g est nulle. La classe d'un cocycle cp appartient a H\ (g, V) si cp (x) 6 x-V 
pour tout x б g. 

P r o p o s i t i o n 13. V image de H] (G, V) par Q : H1 (G, V) — 
-» H1 (g, V) est contenue dans H\ (g, V). 

Soit {) une sous-algebre a une dimension de g. D'apres la theorie 
de Lie [cf. Hooke ( 6)], il existe une sous-groupe monogene С de G ayant fj 
pour algebre de Lie (on peut meme prendre С isomorphe au groupe Z p ) . La 
proposition resulte immediatement de la. 

R e m a r q u e . On a en fait 

н\ (g,v) = e ~ 4 # J (&,v)). 
On va combiner entre eux les differents resultats obtenus jusqu'ici: 
THEOREME 1. (i) Si H1 (g, V) = 0, H1 (G, T) est un p-groupe fini. 
(ii) Supposons que H\ (g, V) = 0 et qu'il existe s g G tel que les rela­

tions s-a = a, a f F , entrainent a = 0. Alors H] (G, T) = 0. 
Si H1 (g, V) = 0, la prop. 2 montre que H1 (G, V) = 0, done (prop 9) 

H1 (G, T) est un p-groupe fini. 
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Si les hypotheses de (ii) sont verifiees, la prop. 13 montre que Д* (G, V) = 0, 
et, en appliquant la prop. 10, on voit que H\ (G, T) est reduit a 0. 

R e m a r q u e . Les resultats relatifs a H1 demontres dans ce n° et dans 
le precedent ont ete etendus par Lazard a la cohomologie de dimension quel-
conque. La methode de Lazard est d'ailleurs tout a fait differente de celle 
utilisee ici (qui semble limitee a la dimension 1). 

2.6. U n e x e m p l e o u H\ (g, V) e s t n o n t r i v i a l . On 
prend pour g une algebre commutative de base {X, Y}, et pour V un espace 
de dimension 3, de base e2, e3). On fait operer 9 sur V par les formules 

Хег = e 2, Xe2 = e3, Xe3 = 0 
Yet = e3, F e 2 - 0 , Ye3 = Q. 

Le calcul de II1 ($, V) et de H\ (3, V) ne presente pas de difficultes. On trou-
ve que H\(§, V) est un espace vectoriel de dimension 1, admettant pour base 
la classe du cocycle cp clonne par les formules: 

Ф (X) = 0, ф (7) - e3. 

§ 3. Groupes de congruence 

3.1. P o s i t i o n d u p r o b l e m e. Soit A une variete abelienne, 
definie sur un corps de nombres algebriques k. D'apres le theoreme de Mor-
dell — Weil, le groupe A (k) des points de A rationnels sur к est un groupe 
abelien de type fini. En imposant aux elements de A (k) des conditions 
«de congruence)), on obtient des sous-groupes d'indice fini de А (к). De fac;on 
plus precise, donnons-nous un systeme 

и = {/, (им 
ou / est un ensemble fini de places non arcbimediennes de k, et ou, pour 
chaque i, U\ est un sous-groupe ouvert du groupe compact A (ki) des points 
de A rationnels sur le corps local Ay, les elements de A (k) qui appartiennent a 
Ui pour tout i б / forment un sous-groupe Tv de A (Zc), evidemment d'indice 
fini dans A (k); nous dirons que YJJ est un sous groupe de congruence de A (k)o 

II s'agit de savoir si l 'on obtient par ce precede un ensemble cofinal de sous-
groupes d'indice fini de A (ft).SiS est un ensemble fini de places deft, contenant 
toutes les places archimediennes, on peut demander en outre que l'ensemble 
/ soit disjoint de S, auquel cas on dira que Г и est un sous-groupe de S-con­
gruence. On est ainsi amene a formuler la condition suivante: 

(Cs) Pour tout sous-groupe Г d'indice fini de A (ft), il existe un systeme 
U =^ {/, £/J, avec If]S = 0, tel que le groupe Tv correspondant soit con-
tenu dans Г. 

Cette condition peut aussi s'en oncer en termes topologiques: 
(C s) Si Von plonge A (ft) dans le groupe compact П A (ftv), la topolo­

ves 
gie induite est celle des sous-groupes d'indice fini. 

C'est sous cette derniere forme que le probleme apparait dans Cassels (2) 
a cela pres que Cassels ne s'interesse qu'au cas ou S est l'ensemble des places 
archimediennes de ft. 

R e m a r q u e s. 1) Tout sous-groupe Г d'indice fini de A (ft) contient 
une intersection finie de sous-groupes de la forme pnA (ft), avec p premier 
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et п 1> 1. On en conclut que la condition (Cs) equivaut a la conjonction des 
conditions (Cs (p)) suivantes: 

(Cs (p)): Pour tout 72 1, il existe un groupe de S-congruence Гц con-
tenu dans pnA (k). 

2) Des problemes analogues se posent pour les groupes lineaires, le groupe 
A (k) etant remplace par un groupe d' «unites», ou plus generalement de 
«£-unites». Le cas du groupe multiplicatif G m a ete resolu affirmativement 
par Chevalley ( 3); nous reviendrons la-dessus au n° 3.5. Dans le cas semi-
simple on n 'a que des resultats tres partiels; par exemple, pour к = Q et 
pour le groupe SL n , la reponse est negative pour n = 2, positive pour n ^ 3 
(ce dernier fait resulte de theoremes recents de Bass et de Lazard). 

3.2. T r a d u c t i o n c o h o m o l o g i q u e . On va montrer que la 
propriete (Cs (p)) peut se deduire d'une propriete portant sur la eohomolo-
gie galoisienne du module Tv (A): 

Soit к une cloture algebrique de k, et soit АрП le sous-groupe de^4 (k) forme 
des elements d'ordre divisant pn; c'est un module topologique fini sur le grou­
pe de Galois G (k/k). On a defini au n° 2.3 le sous-groupe 11% (к, АрП) du grou­
pe H1 (к, АрП); lorsque n varie, ces groupes forment un systeme project if. 

THEOREME 2. La propriete (C s (p)) est venfiee si lim H\ (к, АрП) = 0. 
On va utiliser la suite exacte «de Kummer» [cf. Lang — Tate ( 8)]; c'est 

la suite exacte associee a la suite exacte de coefficients: 

0^АрП^А^>А-+0. 
Elle definit un operateur cobord dn : А (к) -> H1 (/с, АрП); le noyau de dn 

est egal a pnA (k). 
LEMME 2. II existe un sous-groupe de S-congruence Vu de A (k), dont 

V image par dn est contenue dans lis - 4 p n ) . 
Le groupe dn (A (k)) est isomorphe a A (k)/pnA (/r), c'est un groupe fini. 

Soient (xi)i£i les elements de dn (A (k)) que n'appartiennent pas a H{

s (к, АрП). 
Pour tout i 6 / il existe une place v% (J S telle x% ait une image non nulle 
dans H1 (kVi, A n). Posons d'autre part 

U% = pnA (kv%); 

comme I'homomorphisme pn : A (kvJ ~> A (kv^) a une application tangente 
surjective, JJг est un sous-groupe ouvert de A (kv%). Soit le groupe de 
^-congruence defini par le systeme des v% et des U%. Si x б Г^, on a 
x £ pn A (kv%) pour tout i, et l 'image de dn (x) dans H1 (kv%, АрП) est nulle; 
ainsi dn (x) ne peut etre <§gal a aucun des x%, et 1'on a necessairement 
dn (x) £ IIl

s (к, АрП), ce qui demontre le lemme. 
Revenons a la demonstration du theoreme 2. Supposons que 

l m f f 1

s ( * , i l p n ) = 0. 

Soit n un entier > 1 . Puisque les Нг

8 (к. АрП+т) sont finis (prop. 8, n° 2.3) et 
de limite projective reduite a 0, il existe un entier m !> 0 tel que I'homomor­
phisme canonique 

soit nuL D'apres le lemme precedent, il existe un groupe de ^-congruence Г^, 
dont l 'image par dn+m est contenue dans H%(k, АрП+т). Comme dn s 'obti-
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ent en composant dium et a, on а 
dn(Tv) = О, 

(Той TJJ а рпА (ft), et 1а condition (C s (р)) est bien verifiee. 
R e m a r q u e . Signalons, d'apres Tate ( 1 0), que la condition 

lim Hs (ft, A n) = 0 entraine egalement la nullite de la composante p-pri-
maire de H2 (ft, A) (du moins si p ф 2, ou si ft est totalement imaginaire). 

Dans Гепопсё suivant, les notations Tv, F p , G p , g p sont eel les du n° 1.2; 
les notations cohomologiques sont celles des nos 2.2 et 2.5. 

THEOREMS 3. On a les implications suivantes: 
H] (g P , F p ) ^0=>Hl (G p, Tp) = 0--=> lim Hi (ft, АрП) = 0. 

La premiere implication rcsuite du theorcme 1 du n° 2.5 (qui est appli­
cable a G p grace aux proprietes des elements de Frobenius signalees au 
n° 1.3). D'autre part, les propositions 0 et 7 du n° 2.2 montrent que: 

К (G p, Tv) = Urn III (Gp, Apn) = lim H\ (G (ft/ft), 4 р П ) , 

et la prop. 8 du n° 2.3 montre que lis (к, A n) est un sous-groupe de 
H\ (G (ft/ft), ./1 р П). II est done ciair que la nullite de Il\ (Gv, T p ) entraine 
celle de lim H\ (ft, A n). 

Les deux n o s qui suivent contienuent les deux cas parti cullers dans les-
quels je sais demontrer la nullite de H\ ( g p ,F p ) ; dans chacun de ces cas, c'est 
d'ailleurs le groupe H1 (g p , Vv) lui-meme qui est mil. 

3.3. V a r i e t e s a b e l i e n n e s a y a n t s u f f i s a m m e n t 
d e m u l t i p l i c a t i o n s c o m p l e x e s . 

THEOREME 4. Soil A une variete abelienne ayant suffisamment 
de multiplications complexes (cf. n° 1.3). Pour tout nombre premier p, on a 
alors H1 (g p , Fp) = 0. En particulier: 

(a) H1 (Gp, Tv) est un p-groupe fini. 
(b) La condition (Cs) est verifiee quel que soit Vensemble fini S. 
Pour demontrer que II1 (g p , Vv) = 0 on s'appuie sur le lemme suivant: 
LEMME 3. Soit g une algebre de Lie, soit V un ^-module de dimension 

finie, et soit с un ideal de g de dimension 1. Si IP (с, V) = 0, on а На($У) =0 
pour tout n^O. 

Soil X un element non nul de c. L'hypothese H° (c, F) = 0 signifie 
que 1'endomorphisme de F defini par X est injectif; comme F est de dimen­
sion finie, il est aussi surjectif, et H1 (c,F) = 0. U est trivial que IP (c,F) = 0 
pour q > 2. La suite spectrale: 

tfp(g/c, Я а (с, V))=^Hn($,V) 

montre alors bieu que IIй (g, F) = 0 pour tout > 0. 
On applique ce lemme a la sous-algebre с de g p tangente au sous-groupe 

monogene de G engendre topologiquement par un element de Frobenius F. 
Comme au cune valeur propre de F n'est une racine de Г unite, on a 
IP (c, F) = 0. D'autre part, on a vu au n° 1. 3 que g p est une algebre commu­
tative, et с est done bien un ideal de g p . Ainsi, on a H1 (g p , F p ) = 0. Le 
theoreme 1 du n° 2.5 montre alors que H1 (G p, Tv) est un /^-groupe fini; 
les theoremes 2 et 3 du n° 3.3 montrent que la condition (C s (p)) est 
verifiee, cqfd. 
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3.4. C o u r b e s e l l i p t i q u e s . Le resultat est le meme qu'au 
n° precedent: 

THEOREME 5. Si A est une courbe elliptique, on a H1 (g p , Vp) = 0 
pour tout nombre premier p. En particulier: 

(a) H1 (G p, Tp) est un p-groupe fini. 
(b) La condition (Cs) est verifier quel que soit V ensemble fini S. 
Ici encore, il suffit de prouver que H1 (g p , Vp) = 0. Si g p est abelienne, on 

applique le lemme 3 du n° 3.3 comme ci-dessus. Si g p est egale a gl 2 ou a 
l'algebre triangulaire b, on applique le meme lemme, en prenant cette fois 
pour с l'algebre des homotheties (le centre de gt 2). Reste le cas ou g p est egale 

(a b \ 
a une algebre resoluble t\ formee des matrices de la forme I ^ ^ I.On obti­

ent une base {X, Y} de t\ en posant: 

x ~ { o %}' J - \ o 0 

On a |X , Y] = (1 — X) Y. Une 1-cochaine ф : t\-^V est determinee par 
les deux vecteurs 

C'est un cocycle si ф ([X, Y]) = Х-ф (Y) — F - ф (X), ce qui s'ecrit: 

(1 ~ ^) Ух = Ух — -Я 2, 

(1 — ^ ) ^2 = ^ 2 -{ 
On sait (cf. n° 1.4, prop. 5) que X ф - i - . La deuxieme equation donne alors 

- l 
г/2 = 0. Soit a le vecteur de composantes x± et Я x 2; on verifie tout cle suite 
que ф (X) = X - a et ф (Y) = F - a , c e qui montre que ф est un cobord. On 
a done bien H1 (g p , Vv) = 0 dans tous les cas, cqfd. 

R e m a r q u e s. 1) La finitude de H1 (G p, Tv) et la validite de la con­
dition (C s) ont ete egalement demontrees par J . Cassels. La demonstration 
de Cassels est basee sur une enumeration de cas analogue a celle utilisee 
ici; toutefois elle ne fait aucun usage de la structure analytique de G p ni 
a fortiori de son algebre de Lie. 

2) Si Ton veut simplement demontrer la null it ё de H\ (g p, 17

P) (ce qui 
suffit pour le probleme des groupes de congruence), on n 'a besoin d'aucune 
propriete de g p ; on peut eneffet verifier que И\ (g p , V) — 0 pour toute algeb­
re de Lie g et tout g-module V de dimension < J 2. 

3.5. C o m p l e m e n t s . II serait evidemment desirable d'etendre les 
resultats des deux derniers n o s a toutes les varietes abeliennes. II faudrait 
en savoir davantage sur les algebres de Lie g p ; par exemple, Vp est-il tou-
jours un g p-module semi-simple? L'algebre g p contient-elle necessairement 
les homotheties? Une reponse affirmative a 1'une de ces questions suffirait 
a entrainer la nullite de H1 (g p , Vp) et a fortiori la condition (C s (p)). 

Signalons d'autre part que les methodes utilisees dans ce travail s'appli-
quent plus generalement aux extensions cle varietes abeliennes par des tores; 
bien entendu, le groupe A (k) doit etre remplace par un groupe d'unites 
(ou de ^-unites))). Le cas d'un tore est particulierement simple: l'algebre 
2 Извесшя АН СССР, серия математическая, № 1 
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de Lie g p est reduite aux homotheties, et sa cohomologie est triviale. Dans 
le cas dn groupe G m cela redonne le theoreme de Chevalley f ) cite au n° 3.1. 
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О КОНГРУЭНЦПОДГРУППАХ АБЕЛЕВЫХ 
МНОГООБРАЗИЙ 

Ж. П . СЕРР 
(РЕЗЮМЕ) 

Пусть А — абелево многообразие, определенное над полем алгебраи­
ческих чисел, к ж А. (к) — группа его точек, рациональных над к. Под­
группа Г CZ А (к) называется конгруэнцподгруппой, если она задается 
условием: 

те г <=> г б р е / , 

где I — конечное множество простых дивизоров поля к, a U% для каж­
дого р — некоторая открытая подгруппа в группе А (/%) точек А, рацио­
нальных над пополнением к по метрике, соответствующей простому диви­
зору. 

В работе исследуется следующий вопрос, возникший в арифметической 
теории абелевых многообразий [см. (2) и ( 1 0)J. Каково замыкание А (к) 
образа группы А (к) при вложении 

4 (А) ->Пл (к,), 
р 

где р пробегает все простые дивизоры поля к? В частности, верно ли, что 

А%) = ПшА (к)/пА (к)? 
71 



К О Н Г Р У Э Н Ц П О Д Г Р У Ш Ш А Б Е Л Е В Ы Х М Н О Г О О Б Р А З И Й 19 

Последнее утверждение равносильно тому, что любая подгруппа конечно­
го индекса содержит некоторую конгруэнцподгруппу. 

Автор рассматривает более общее свойство (Cs): 
Для любого конечного множества S простых дивизоров поля к и любой 

подгруппы конечного индекса Г существует конгруэнцподгруппа, содер­
жащаяся в Г и определенная при помощи множества / , не пересекаю­
щегося с S. 

Основной результат работы (теоремы 4 и 5): 
Свойство (Cs) имеет место, если А является: а) эллиптической кривой, 

Ь) абелевым многообразием с достаточным числом комплексных умноже­
ний (т. е. алгебра комплексных умножений А коммутативна и ее ранг вдвое 
больше размерности А). 

Доказательство этих утверждений основывается на их последователь», 
ной редукции к некоторым другим утверждениям, имеющим самостоя­
тельный интерес. Очевидно, что достаточно доказать свойство (C s) для 
подгрупп, индекс которых имеет вид рп, где р — простое число. Соответ­
ствующее утверждение обозначается через (Cs (р)). Автор использует 
известную точную последовательность, связанную с эндоморфизмом ум­
ножения на рп в группе А (к) (к — алгебраическое замыкание поля к) 
и соответствующую точную последовательность когомологий. Из ее рас­
смотрения он выводит, что свойство (Cs (р)) выполнено, если 

lim Hl

s (к, АрП) - 0 (*) 
п 

(теорема 2). Здесь Н\ (к, АрП) — подгруппа группы Н1 (G (к/к), АрП), 
состоящая из элементов, ограничение которых на всех подгруппах 
разложения простых дивизоров, не содержащихся в S, равно нулю; 
С (к/к) —- группа Галуа поля к/к; А п — группа элементов порядка, 
Делящего рп в А (к). 

Пусть G — проконечная группа (т. е. проективный предел конечные 
групп) и А — топологический G-модуль, Через Н] (G, А) автор обозначает 
подгруппу группы Н1 (G, А), состоящую из элементов, которые имеют ну­
левое ограничение на всех однопараметрических подгруппах группы G 
(т. е. на замкнутых подгруппах с одной топологической образующей)» 
Пусть Т р (А) = Н т АрП — модуль Тэйта многообразия A, a Vv (А) — 

п 
расширение этого модуля до векторного пространства над полем р-ади-
ческих чисел. Вторая редукция заключается в том, что свойство (*) вы­
полнено , если 

Н\ (G (к/к), Тр (А)) = 0. (**) 

Как известно, Тр (А) является свободным модулем над кольцом Ър 

целых р-адических чисел размерности, равной 2d, где d = dim А. Его 
группа автоморфизмов совпадает с линейной группой GL (2d, Ър). Дейст­
вие группы G (к/к) на этом модуле определяет, следовательно, гомомор­
физм я : G (к/к) —» GL (2d, Ър)\ Группу GL (2d, Ър) можно рассматривать 
как р-адическую группу Ли (точные определения даны в § 1). Группа 
7tG (к/к) является замкнутой подгруппой этой группы. Это дает возмож-

2 * 
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ность ввести и в группе ftG (к/к) структуру р-адической группы Ли и, в 
частности, определить ее алгебру Ли g . Представление группы nG (к/к) 
в GL (2d, Zp) определяет естественным образом представление алгебры 
Ли g p в Vp (А). Последняя редукция заключается в том, что свойство (**) 
выполнено, если Н) (g p, Vv (А)) — 0, где И\ определяется для алгебр Ли 
так же, как для групп (теорема 4). В указанных выше случаях а) и Ь) ав­
тор доказывает более сильное утверждение: 

т (g p, vv (А)) = о. 

В работе указывается на несколько нерешенных вопросов. Приведем 
некоторые из них. 

1. Какова связь алгебр g p для одного и того же абелева многообразия 
и для разных р? Имеют ли они одинаковую размерность? 

2. В случае, когда А — эллиптическая кривая, в рассмотренных авто­
ром примерах алгебра g p или абелева размерности 2 (когда А имеет ком­
плексное умножение) или совпадает с алгеброй всех матриц 2-го порядка 
(когда у А нет комплексных умножений). Верно ли это всегда? 

3. Верен ли основной результат работы без ограничений а) и Ь)? 
4. Возможно ли его перенести на другие алгебраические группы? 

(При рассмотрении линейных групп вместо А (к) естественно рассмат­
ривать группу единиц соответствующей группы.) Для мультипликативной 
группы этот результат был давно получен Шевалле ( 3). Автор сообщает, 
что для специальной линейной группы размерности п > 3 положительный 
ответ вытекает из еще неопубликованных результатов Басса и Лазара. 
С другой стороны, еще со времен Клейна известно, что при п = 2 соответ­
ствующий вопрос для этой группы решается отрицательно. 

Поступило 
1. I X . 1963 


