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ANNALSOF MATHEMATICS 
Vol. 61, No. 2, March, 1955 

Printed i n  U . S . A .  

FAISCEAUX ALGEBRIQUES COHERENTS 

(Reçu le 8 Octobre 1954) 

On sait que les méthodes cohomologiques, et particulièrement la théorie des 
faisceaux, jouent un rôle croissant, non seulement en théorie des fonctions de 
plusieurs variables complexes (cf. [5]), mais aussi en géométrie algébrique clas- 
sique (qu'il me suffise de citer les travaux récents de Kodaira-Spencer sur le 
théorème de Riemann-Roch). Le caractère algébrique de ces méthodes laissait 
penser qu'il était possible de les appliquer également à la géométrie algébrique 
abstraite; le but du présent mémoire est de montrer que tel est bien le cas. 

Le contenu des différents chapitres est le suivant: 
Le Chapitre 1est consacré à la théorie générale des faisceaux. Il contient les 

démonstrations des résultats de cette théorie qui sont utilisés dans les deux 
autres chapitres. Les diverses opérations algébriques que l'on peut effectuer sur 
les faisceaux sont décrites au $1 ;nous avons suivi d'assez près l'exposé de Car- 
tan ([2], [SI). Le $2 contient l'étude des faisceaux cohérents de modules; ces 
faisceaux gén&ralisent les faisceaux analytiques cohérents (cf. [3], [5]), et jouis- 
sent de propriétés tout analogues. Au $3 sont définis les groupes de cohomologie 
d'un espace X à valeurs dans un faisceau 5. Dans les applications ultérieures, X 
est une variété algébrique, munie de la topologie de Zariski, donc n'est pas un 
espace topologique séparé, et les méthodes utilisées par Leray [IO], ou Cartan 
[3] (basées sur les "partitions de l'unité", ou les faisceaux "fins") ne lui sont pas 
applicables; aussi avons-nous dû revenir au procédé de Cech, et définir les 
groupes de cohomologie Hq(X, 5) par passage à la limite sur des recouvrements 
ouverts de plus en plus fins. Une autre difficulté, liée A la non-séparation de X, 
se rencontre dans la "suite exacte de cohomologie" (cf. n 0 9 4  et 25) :nous n'avons 
pu établir cette suite exacte que dans des cas particuliers, d'ailleurs suffisants 
pour les applications que nous avions en vue (cf. n0"4 et 47). 

Le Chapitre I I  débute par une définition des variétés algébriques, analogue à 
celle de Weil ([17], Chap. VII), mais englobant le cas des variétés réductibles 
(signalons à ce propos que, contrairement à l'usage de Weil, nous ne réservons 
pas le terme de "variété" aux seules variétés irréductibles); nous définissons la 
structure de variété algébrique par la donnée d'une topologie (la topologie de 
Zariski) et d'un sous-faisceau du faisceau des germes de fonctions (le faisceau 
des anneaux locaux). Un faisceau algébrique cohérent sur une variété algébrique 
V est simple~nent un faisceau cohérent de 8v-modules, 8~désignant le faisceau 
des anneaux locaux de V; nous en donnons divers exemples au $2. Le $3 est 
consacré aux variétés affines. Les résultats obtenus sont tout à fait semblables à 
ceux relatifs aux variétés de Stein (cf. [3], [5]): si 5 est un faisceau algébrique 
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cohérent sur la variété affine V, on a Hq(V, 5) = O pour tout q > O, et 5, est 
engendré par P ( V ,  5) quel que soit x e V. De plus ($4), 5 est bien déterminé 
par H'(v, 5) considéré comme module sur l'anneau de coordonnées de V. 

Le Chapitre III ,  relatif aux variétés projectives, contient les résultats essen- 
tiels de ce travail. Nous commençons par établir une correspondance entre 
faisceaux algébriques cohérents 5 sur l'espace projectif X = P,(K) et S-modules 
gradués vérifiant la condition (TF) du no 56 ( S  désignant l'algèbre de polynômes 
K[h ,  t,]); cette correspondance est biunivoque si l'on convient d'identifier . S . , 

deux S-modules qui ne diffèrent que par leurs composantes homogènes de degrés 
assez bas (pour les énoncés précis, voir nos 57, 59 et 65). A partir de là, toute 
question portant sur 5peut être traduite en une question portant sur le S-module 
associé M.  C'est ainsi que nous donnons au $3 un procédé permettant de déter- 
miner algébriquement les Hq(X, 5 )  à partir de M,  ce qui nous permet notamment 
d'etudier les propriétés des Hq(X, 5(n)) pour n tendant vers + m (pour la 
définition de S(n), voir no 54); les résultats obtenus sont énoncés aux n0"5 
et 66. Au $4, nous mettons les groupes Hq(X, 5) en relation avec les foncteurs 
Extg introduits par Cartan-Eilenberg [6]; ceci nous permet, au $5, d'étudier le 
comportement des Hq(X, 5(n)) pour n tendant vers -m, et de donner une 
caractérisation homologique des vari6tlés "k-fois de première espèce". Le $6 
expose quelques propriétés élementaires de la caracteristique d'Euler-Poincaré 
d'une variété projective, à valeurs dans un faisceau algébrique cohérent. 

Kous montrerons ailleurs comment on peut appliquer les résultats généraux du 
présent mémoire à divers problhmes particuliers, et notamment étendre au cas 
abstrait le "théorème de dualité" de [15], ainsi qu'une partie des résultats de 
Kodaira-Spencer sur le théorème de Riemann-Roch; dans ces applications, les 
théorèmes des nos 66, 75 et 76 jouent un rôle essentiel. Nous montrerons égale- 
ment que, lorsque le corps de base est le corps des complexes, la théorie des 
faisceaux algébriques cohérents est essentiellement identique à celle des faisceaux 
analytiques cohérents (cf. [4]). 

CHAPITRE1. FAISCEAUX 
$1. Opérations sur les faisceaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .199 
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$1. Opérations sur les faisceaux 

1. Définition d'un faisceau. Soit X un espace topologique. Un faisceau de 
groupes abéliens sur X (ou simplement un faisceau) est constitué par: 

(a) Une fonction x +5, qui fait correspondre à tout x E X un groupe abélien 5, , 
(b) Une topologie sur l'ensemble 5, somme des ensembles 5, . 
Si f est un élément de 5, ,nous poserons a(f) = x; l'application a est appelée la 

projection de 5 sur X ;  la partie de 5 X 5 formée des couples (f, g) tels que 
a(j) = a(g) sera notée 5 + 5. 

Ces définitions étant posées, nous pouvons énoncer les deux axiomes auxquels 
sont soumises les données (a) et (b): 

(1) Pour tout f E 5, il existe un voisinage V de f et un voisinage U de a(!) tels 
que la restriction de a à V soit un homéomorphisme de V sur U. 

(Autrement dit, a doit être un homéomorphisme local). 
(II) L'application f 4 -f est une application continue de 5dans 5,et l'applica- 

tion (f, g) +f + g est une application continue de 5 + 5 dans 5.  
On observera que, même si X est séparé (ce que nous n'avons pas supposé), 

5 n'est pas nécessairement séparé, comme le montre l'exemple du faisceau des 
germes de fonctions (cf. no 3). 

EXEMPLEde faisceau. G étant un groupe abélien, posons 5, = G pour tout 
x E X ;  l'ensemble 5 peut être identifié au produit X X G, et, si on le munit de 
la topologie produit de la topologie de X par la topologie discrhte de G, on obtient 
un faisceau, appelé le faisceau constant isomorphe à G, et souvent identifié à G. 

2. Sections d'un faisceau. Soit 5 un faisceau sur l'espace X, et soit U une 
partie de X. On appelle section de 5 au-dessus de U une application continue 
s: U -t 5 telle que a 0 s soit l'application identique de U. On a donc s(x) E 5, 
pour tout x E U. L'ensemble des sections de 5 au-dessus de U sera désigné par 
r(U, 5 ) ;  l'axiome (II) entraîne que r (U,  5) est un groupe abélien. Si U c V, 
et si s est une section au-dessus de V, la restriction de s à U est une section au- 
dessus de U; d'où un homomorphisme p E :  r (V,  5) -t r ( U ,  5). 

Si U est ouvert dans X, s(U) est ouvert dans 5, et, lorsque U parcourt une 
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base d'ouverts de X, les s(U) parcourent une base d'ouverts de 5:ce n'est qu'une 
autre façon d'exprimer l'axiome (1). 

Notons encore une conséquence de l'axiome (1): Pour tout f E S Z ,  il existe 
une section s au-dessus d'un voisinage de x telle que s(x) = f, et deux sections 
jouissant de cette propriété coincident dans un voisinage de x. Autrement dit, 
5, est limite inductive des r (U ,  5)  suivant l'ordonné filtrant des voisinages de x. 

3. Construction de faisceaux. Supposons donnés, pour tout ouvert U C X, 
un groupe abélien S u  , et, pour tout couple d'ouverts U c V ,un homomorphisme 

W
( o g : ~ V--+ S v  , de telle sorte que la condition de transitivité (PU (or (O" soitO = 

vérifiée chaque fois que U c V c W. 
La collection des (5" , (o:) permet alors de définir un faisceau 5 de la manière 

suivante : 
(a) On pose 5, = lim TU (limite inductive suivant l'ordonné filtrant des 

voisinages ouverts U de x). Si x appartient à l'ouvert U, on a donc un homo-
morphisme canonique (o: :5" -+ 5, . 

(b) Soit t E 5" , et désignons par [t, U] l'ensemble des (o:(t) pour x parcourant 
U; on a [t, U] c 5, et on munit 5 de la topologie engendrée par les [t, U]. Ainsi, 
un élément f E 5, admet pour base de voisinages dans 5 les ensembles [t, U] où 
x E U et pZ(t) = f .  

On vérifie aussitôt que les données (a) et (b) satisfont aux axiomes (1) et (II), 
autrement dit, que 5 est bien un faisceau. Nous dirons que c'est le faisceau 
défini par Le système (5" , &). 

Si t E S~ , l'application x --+ (oI(t) est une section de 5 au-dessus de U; d'où 
un homomorphisme canonique L : ~ U-+ r ( U ,  5). 

PROPOSITION r ( U ,  5)  soit injectif,' il faut et il sufit que 1. Pour que L :  5" --+ 
la condition suivante soit vérifiée : 

Si un élément t E 5" est tel qu'il existe un recouvrement ouvert (Ui} de U avec 
cp:i(t) 	 = O pour tout il alors t = 0. 

Si t E 5" vérifie la condition précédente, on a 

ce qui signifie que ~ ( t )  = O. Inversement, supposons que l'on ait ~ ( t )  = O, avec 
t E 5u ; puisque (o:(t) = O pour x e U, il existe un voisinage ouvert U(x) de 
x tel que (oic,>(t) = 0, par définition de la limite inductive. Les U(x) forment 
alors un recouvrement ouvert de U vérifiant la condition de l'énoncé. 

PROPOSITIOX 	 -+ r (V,  5)  soit 2. Soit U un ouvert de X, et supposons que L : ~ V  
injectif pour tout ouvert V c U. Pour que L :  S v  -+ r ( U ,  5)  soit surjectif' (donc 
bijectif), il faut et il sufit que la condition suivante soit vérifiée: 

Pour tout recouvrement ouvert ( Ui) de U, et tout système ( t i ) ,  ti e 5 u i  , tels que 

Rappelons (cf. [l])qu'une application f :E  -t E '  est dite injective si f (el) = f (et) en- 
traîne el = en , surjective si f (E)  = E' ,  bijective si elle est à la fois injective et  surjective. 
Une application injective (resp. surjective, bijective) est appelée une injection (resp. une 
surjection, une bijection). 



U lpiin Ui ( t z )  = puin c.i(tl) pour tout couple (i,j ) ,  il existe t e avec (o:,(t) = ti 
pour tout i. 

La condition est nécessaire: chaque ti définit une section si = ~ ( t , )au-dessus 
de U ,  , et  l'on a s,  = s ,  au-dessus de U i  n U j  ; il existe donc une section s 
au-dessus de U qui coincide avec si sur U i  pour tout  i ;si c:SU -+ r ( U ,  5 )  est 
surjectif, il existe t E S u  tel que ~ ( t )  = S .  Si l'on pose tl = & ( ( t ) ,  la section 
définie par t: sur U i  n'est autre que si ; d'où c(ti - t:)  = O ce qui entraîne 
t i  = t: v u  que L est supposé injectif. 

La condition est suffisante: si s est une section de 5 au-dessus de U ,  il existe 
u n  recouvrement ouvert { U i ]  de U ,  e t  des éléments ti E T v i  tels que 1(ti) soit 
égal à la restriction de s à Ui  ; il s'ensuit que les éléments (P i ;nu j ( t i )  e t  &{nr-,( t j)  
définissent la même section sur Ui  n U j  , donc sont égaux, d'après l'hypothèse 
faite sur L .  Si t E S u  est tel que (o:,(t) = ti , ~ ( t )coïncide avec s sur chaque U i  , 
donc sur U ,  cqfd .  

PROPOSITION 
par le système ( r ( U ,  5 ) ,p g )  est canoniquement isomorphe à 5 .  

3. S i  5 est un faisceau de groupes abéliens sur X ,  le faisceau déjini 

Cela résulte immédiatement des propriétés des sections énoncées au no 2 .  
La Proposition 3 montre que tout  faisceau peut être défini par u n  système 

(su, & )  convenable. O n  notera que des systèmes différents peuvent définir le 
même faisceau 5 ;toutefois,  si l'on impose aux ( S u  , 9:) de vérifier les conditions 
des Propositions 1 e t  2, il n ' y  a (à u n  isomorphisme près) qu'un seul système 
possible: celui formé par les ( I ' (U ,  5) ,p:). 

EXEMPLE.Soit G u n  groupe abélien, et  prenons pour S U  l'ensemble des fonc- 
tions sur U à valeurs dans G ;  définissons 9 ; : ~ ~-+ T u  par l'opération de restric- 
tion d'une fonction. O n  obtient ainsi u n  système ( S U ,  P U ) ,  d'où u n  faisceau 5, 
appelé faisceau des germes de fonctions à valeurs dans G. On  vérifie tout  de suite 
que le systhme ( T ~ ,  vérifie les conditions des Propositions 1 et  2 ;  il en  ré- & )  
sulte que l'on peut identifier les sections de 5 sur u n  ouvert U avec les éléments 
de S U .  

4. Recollement de faisceaux. Soit 5 u n  faisceau sur X ,  e t  soit U une partie 
de X ;  l'ensemble *- '(U) c 5, muni  de la topologie induite par celle de 5, forme 
u n  faisceau sur U ,  appelé le faisceau induit par 5 sur U ,  et  noté 5 ( U )  (ou même  
5, lorsqu'aucune confusion n'est A craindre). 

Nous allons voir que, inversement, on  peut définir u n  faisceau sur X au moyen 
de faisceaux sur des ouverts recouvrant X :  

PROPOSITION4. Soit U = { U i ]i , r  u n  recouvrement ouvert de X ,  et, pour chaque 
i e 1, soit S i  u n  faisceau sur U i  ; pour tout couple (i,j ) ,  soit B i j  u n  isomorphisme 
de T j ( U i  n U j )  sur 5 , (Ui  n U j ) ;  supposons que l'on ait ûijo ûjk = ûik en tout 
point de U i  n U jn Uk , pour tout système (ilj, k ) .  

Il existe alors u n  faisceau 5, et, pour chaque i E I ,  u n  isomorphisme vi de S ( U i )  
sur 5; , tels que ûij = qi O 7 7 ~ 1en tout point de U i  n U j  . De plus, 5 et les qi sont 
déterminés à un isomorphisme près par la condition précédente. 

L'unicité de ( 5 ,q i ]  est évidente; pour en  démontrer l'existence, on pourrait 
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définir 5 comme espace quotient de l'espace somme des 5;. Nous utiliserons 
plutôt le procédé du no 3: si U est un ouvert de X, soit S u  le groupe dont les 
éléments sont les systèmes {sk)kr1, avec sk e r ( U  n Uk , 5k), et sk = Okj(sj) 
sur U n Uj  n Uk ; si U c V, on définit de façon évidente. Le faisceau défini 
par le système (Su , (pz) est le faisceau 5 cherché; de plus, si U c Ui , l'applica-
tion qui fait correspondre au système {sk] e S u  l'élément si e r (U;  , 5i) est un 
isomorphisme de Fu sur r (U ,  Fi), d'après la condition de transitivité; on obtient 
ainsi un isomorphisme lli:5(Ui) -+ 5; qui répond évidemment à la condition 
posée. 

On dit que le faisceau 5 est obtenu par recollement des faisceaux 5i au moyen 
des isomorphismes 0,j . 

5. Extension et restriction d'un faisceau. Soient X un espace topologique, Y 
un sous-espace fermé de X ,  5 un faisceau sur X.  Nous dirons que 5 est concentré 
sur Y, ou est nul en dehors de Y si l'on a 5, = O pour tout x e X - Y. 

PROPOSITION5 .  Si le faisceau 5 est concentré sur Y, l~homomorphisme 

PXY : r ( x ,  5)  -+ r ( Y ,  F(Y)) 
est bijectif. 

Si une section de 5 au-dessus de X est nulle au-dessus de Y, elle est nulle par- 
tout puisque 5, = O si x 6 Y, ce qui montre que p; est injectif. Inversement, 
soit s une sectiondeS(Y) au-dessus de Y, et prolongeons s à X en posant s(x) = O 
si x 4 Y; l'application x -+ s(x) est évidemment continue sur X - Y; d'autre 
part, si x E Y, il existe une section s' de 5 au-dessus d'un voisinage U de x telle 
que s'(x) = s(x); comme s est continue sur Y par hypothèse, il existe un voisi- 
nage V de x, contenu dans U, et tel que s'(y) = s(y) pour tout y E V n Y; du 
fait que 5, = O si y 4 Y, on a aussi s'(y) = s(y) pour y E V - V n Y; donc s 
et s' coïncident sur V, ce qui prouve que s est continue au voisinage de Y, donc 
continue partout. I l  s'ensuit que p? est surjectif, ce qui achève la démonstration. 

Nous allons maintenant montrer que le faisceau 5(Y) détermine sans ambi- 
guïté le faisceau 5: 

PROPOSITION6. Soit Y un sous-espace fermé d'un espace X,  et soit Ç un faisceau 
sur Y. Posons 5, = Ç, si x e Y, 5, = O si x 4 Y, et soit 5 l'ensemble somme des 
5, . On peut munir 5 d'une structure de faisceau sur X,  et d'une seule, telle que 
5(Y) = ç. 

Soit U un ouvert de X ;  si s est une section de Ç sur U n Y, prolongeons s par 
O sur U - U n  Y; lorsque s parcourt r ( U  n Y, Ç) on obtient ainsi un groupe 

d'applications de U dans 5 .  La Proposition 5 montre que, si 5 est muni d'une 
structure de faisceau telle que 5(Y) = Ç, on a S u  = r (U ,  5),  ce qui prouve 
l'unicité de la structure en question. Son existence se montre par le procédé du 
no 3, appliqué aux 5 , et aux homomorphismes de restriction VU:  5 -+ 5~. 

On dit que le faisceau 5est obtenu en prolongeant le faisceau Ç par O en dehors de 
Y; on le note ÇY,OU même ç, si aucune confusion ne peut en résulter. 

6. Faisceaux d'anneaux et faisceaux-de modules. La notion de faisceau 
définie au no 1 est celle de faisceau de groupes abéliens. Il  est clair qu'il existe 



des définitions analogues pour toute structure algébrique (on pourrait même 
définir les "faisceaux d'ensembles", où 5, ne serait muni d'aucune structure 
algébrique, et où l'on postulerait seulement l'axiome (1)). Dans la suite, nous 
rencontrerons principalement des faisceaux d'anneaux et des faisceaux de 
modules : 

Un faisceau d'anneaux est un faisceau de groupes abéliens a, , x e X, où 
chaque a, est muni d'une structure d'anneau telle que l'application (f, g) +f.g 
soit une application continue de a + a dans (les notations étant celles du 
no 1).Nous supposerons toujours que chaque a, possède un élément unité, va- 
riant continûment avec x. 

Si est un faisceau d'anneaux vérifiant la condition précédente, r (U ,  a )  est 
un anneau à élément unité, et &: r (V ,  a )  --+ r (U, a )  est un homomorphisme 
unitaire si U c V. Inversement, si l'on se donne des anneaux a, à élément 

W
unité, et des homomorphismes unitaires &:av-+ a, , vérifiant (pE O = pu , 
le faisceau a défini par le système (a, ,  &) est un faisceau d'anneaux. Par 
exemple, si G est un anneau à élément unité, le faisceau des germes de fonctions 
a valeurs dans G (défini au no 3) est un faisceau d'anneaux. 

Soit a un faisceau d'anneaux. Un faisceau 5est appelé un faisceau de a-modules 
si chaque 5, est muni d'une structure de a,-module unitaire (à gauche, pour 
fixer les idées), variant "continûment" avec x, au sens suivant: si + 5 est la 
partie de a X 5 formée des couples (a, f )  tels que *(a) = ~ ( f ) ,  l'application 
(a, f )  -+ a.f est une application continue de a + 5 dans 5. 

Si 5est un faisceau de @-modules, r (U ,  5 )  est un module unitaire sur r ( U ,  a ) .  
Inversement, supposons a défini par le système ( a , ,  p;) comme ci-dessus, et 
soit 5 le faisceau défini par le système (5, , fi;), où chaque 5" est un a,-module 
unitaire, avec fi:(a.f) = <pg(a).fiE~) Esi a e av,f S v  ; alors 5 est un faisceau de 
a-modules. 

Tout faisceau de groupes abéliens peut être considéré comme un faisceau de 
Z-modules, Z désignant le faisceau constant, isomorphe B l'anneau des entiers. 
Ceci nous permettra, par la suite, de nous borner à étudier les faisceaux de mo- 
dules. 

7. Sous-faisceau et faisceau quotient. Soient un faisceau d'anneaux, 5 un 
faisceau de @-modules. Pour tout x e X, soit s, un sous-ensemble de 5, . On dit 
que Ç = U Ç, est un sous-faisceau de 5 si: 

(a) Ç, est un sous-@,-module de 5, pour tout x e X, 
(b) $j est un sous-ensemble ouvert de 5. 

La condition (b) peut encore s'exprimer ainsi: 

(b') Si x est un point de X, et si s est une section de 5 au-dessus d'un voisinage 


de x telle que s(x) e 3,, on a s(y) E $jy pour tout y assez voisin de x. 
Il est clair que, si ces conditions sont vérifiées, Ç est un faisceau de @-modules. 
Soit Ç un sous-faisceau de 5,  et posons X, = 5,/~,pour tout x e X. Munissons 

x = U X ,  de la topologie quotient de la topologie de 5 ;  on voit aisément que 
l'on obtient ainsi un faisceau de a-modules, appelé faisceau quotient de 5 par $j, 
et noté 5 / ~ .On peut en donner une autre définition, utilisant le procédé du no 3 : 
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si U est un ouvert de X, posons X u  = r ( U ,  5 ) / r ( U ,  Ç), cpg étant l'homomor- 
phisme défini par passage au quotient à partir de r (V ,  5 )  -+ r ( U ,  5 ) ;  le 
faisceau défini par le système ( E u  , cpg) n'est autre que X. 

L'une ou l'autre définition de X montre que, si s est une section de x au 
voisinage de x, il existe une section t de 5 au voisinage de x, telle que la classe 
de t(y) mod Ç, soit égale à s(y) pour tout y assez voisin de x. Bien entendu, ceci 
n'est plus vrai globalement, en général: si U est un ouvert de X, on a seulement 
la suite exacte: 

O -+ r ( u ,  ç) -+ r ( u ,  5 )  -+ r ( u ,  ,XI, 
l'homomorphisme I'(U, 5 )  -+ r ( U ,  X) n'étant pas surjectif en général (cf. no 24). 

8. Homomorphismes. Soient a un faisceau d'anneaux, 5 et Ç deux faisceaux 
de a-modules. Un a-homomorphisme (ou encore un homomorphisme @-linéaire, 
ou simplement un homomorphisme) de 5 dans est la doniiée, pour tout x e X, 
d'un a,-homomorphisme 9,: 5, -t ç, , de telle sorte que l'application cp: 5 -+ Ç 
définie par les (pz , soit continue. Cette condition peut aussi s'exprimer en disant 
que, si s est une section de 5 au-dessus de U, x -+ cp,(s(x)) est une section de s 
au-dessus de U (section que l'on notera cp(s), ou cp O s). Par exemple, si s est un 
sous-faisceau de 5, l'injection Ç -+ 5, et la projection 5 -+ 5/Ç, sont des homo- 
morphismes. 

PROPOSITION7. Soit cp un homomorphisme de 5 dans S. Pour tout x e X, soit 
x, le noyaude <pz , et soit 9, l'image de p, . Alors 32 = U X, est un sous-faisceau de 
5, g = U g, est un sous-faisceau de Ç, et cp définit un isomorphisme de 5/32 sur 9. 

Puisque 9, est un @,-homomorphisme, 32, et 9, sont des sous-modules de 5 
et d e s  respectivement, et cp, définit un isomorphisme de5,/x, surg, . D'autre part, 
si s est une section locale de 5, telle que s(x) e 32, , on a cp O s(x) = O, d'où 
cp 0 s(y) = O pour y assez voisin de x, d'où s(y) e 32, , ce qui montre que est un 
sous-faisceau de 5. Si t est une section locale de Ç, telle que t(x) e 9, , il existe 
une section locale s de 5, telle que cp o s(x) = t(x), d'où cp O s = t au voisinage 
de x, ce qui montre que SJ est un sous-faisceau de Ç, isomorphe à 5/32. 

Le faisceau x est appelé le noyau de cp, et  noté Iier(p); le faisceau g est appelé 
l'image de p, et noté Im(rp); le faisceau Ç/$ est appelé le conoyau de <p, et noté 
Coker(cp). Un homomorphisme rp est dit injectif, ou biunivoque, si chacun des pz 

est injectif, ce qui équivaut à Ker(cp) = O ;  il est dit surjectif si chacun des cp, est 
surjectif, ce qui équivaut à Coker(rp) = O ;  il est dit bijectif s'il est à la fois injec- 
tif et surjectif, auquel cas la Proposition 7 montre que c'est un isomorphisme 
de 5 sur Ç, et rp-' est aussi un homomorphisme. Toutes les définitions relatives 
aux homomorphismes de modules peuvent se transposer de même aux faisceaux 
de modules; par exemple, une suite d'homomorphismes est dite exacte si l'image 
de chaque homomorphisme coincide avec le noyau de l'homomorphisme suivant. 
Si cp:5 -+ Ç est un homomorphisme, les suites: 

O-+Ker(cp)+5-+Im(cp) - + O  

O-+Im(cp) -+Ç-+Coker(p) - + O  

sont des suites exactes. 



Sip est un homomorphisme de 5dans Ç, l'application s -t p O s est un r (U ,  a ) -  
homomorphisme de r ( U ,  5) dans r ( U ,  Ç). Inversement, supposons @, 5,  Ç 
définis par des systèmes ( e u  , p:), (5" , $$), (Çu , x:), comme au no 6, et don- 
nons-nous, pour tout ouvert U c X,  un @u-homomorphisme pu:5" -+s" tel 
que xz 0 pY = pu O $; ; par passage à la limite inductive, les pu  définissent un 
homomorphisme p: 5 +S. 

9. Somme directe de deux faisceaux. Soient @ un faisceau d'anneaux, 5 et Ç 
deux faisceaux de @-modules; pour tout x e X,  formons le module 5, + Ç,, 
somme directe de 5, et Ç, ;un élément de 5, + Ç, est un couple (f, g), avec f e 5, 
et g t Ç, . Soit X l'ensemble somme des 5, + Ç, lorsque x parcourt X ;  on peut 
identifier X à la partie de 5 X Ç formés des couples (f, g) tels que *Cf) = a(g). 
Si l'on munit X de la topologie induite par celle de 5 X Ç, on vérifie immédiate- 
ment que X est un faisceau de @-modules; on l'appelle la somme directe de 5 
et de Ç, et on le note 5 + S. Toute section de 5 + Ç sur un ouvert U c X est 
de la forme x -+ (s(x), t(x)) où s et t sont des sections de 5 et Ç sur U; en d'autres 
termes, r ( U ,  5 + s)est isomorphe à la somme directe r ( U ,  5) + r ( U ,  Ç). 

La définition de la somme directe s'étend par récurrence à un nombre fini de 
@-modules. En particulier, le faisceau somme directe de p faisceaux isomorphes 
à un même faisceau 5 sera noté 5'. 

10. Produit tensoriel de deux faisceaux. Soient @ un faisceau d'anneaux, 5 
un faisceau de @-modules à droite, Ç un faisceau de @-modules à gauche. Pour tout 
x e X,  posons X, = 5, 8 Ç, , le produit tensoriel étant pris sur l'anneau @, 

(cf. par exemple [6], Chap. I I ,  52); soit X l'ensemble somme des X, . 
PROPOSITION8. I l  existe sur l'ensemble X une structure de faisceau et une seule 

telle que, si s et t sont des sections de 5 et de Ç sur un ouvert U, l'application 
x -,s(x) 63 t(x) e X, soit une section de X au-dessus de U. 

Le faisceau X ainsi défini est appelé le produit tensoriel (sur @) de 5 et de 3, 
et on le note 5 8 a Ç; si les @, sont commutatifs, c'est un faisceau de a-modules. 

Si x est muni d'une structure de faisceau vérifiant la condition de l'énoncé, et  
si si et t i  sont des sections de 5 et de au-dessus d'un ouvert U c X,  l'applica- 
tion x --+ s,(x) 8 ti(x) est une section de X sur U. Or tout h e X, peut 
s'écrire sous la forme h = C fi 8 gi ,fi E 5, , gi e Ç, , donc aussi sous la forme 

s,(x) 8 ti(x), où si et ti sont des sections définies dans un voisinage U de x; 
il en résulte que toute section de X doit être localement égale à une section de 
la forme précédente, ce qui démontre l'unicité de la structure de faisceau de X.  

Montrons maintenant son existence. Kous pouvons supposer que a ,  5, s, 
sont définis par des systèmes ( a u  , pz), (5" , J.:), (Çu , XE) comme au no 6. 
Posons alors X u  = S u  8 su, le produit tensoriel étant pris sur au; les homo- 
morphismes $: et définissent, par passage au produit tensoriel, un homomor- 
phisrne q ; : ~ y  -+ X u  ;en  outre, on alimzCu X u  = limZcuS u  8 limZcuÇ u  = X, , 
le produit tensoriel étant pris sur @, (commutation du produit tensoriel avec 
les limites inductives, cf. par exemple [6], Chap. VI, Exer. 18). Le faisceau défini 
par le système ( E u  , peut donc être identifié à X, et X se trouve ainsi muni 
d'une structure de faisceau répondant visiblement à la condition imposée. Enfin, 
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si les a, sont commutatifs, on peut supposer que les aule sont aussi (il suffit 
de prendre pour aul'anneau r ( U ,  a)) ,  donc X U  est un au-module, et X est un 
faisceau de @-modules. 

Soient maintenant <p un a-homomorphisme de 5 dans 5', et + un a-homomor- 
phisme de Ç dans Ç'; alors pz @ $, est un homomorphisme (de groupes abéliens, 
en général-de a,-modules, si a, est commutatif), et la définition de 5 @a Ç 
montre que la collection des cp, @ +, est un homomorphisme de 5 @, Ç dans 
5' @, ç'; cet homomorphisme est noté cp @ $; si + est l'application identique, 
on écrit cp au lieu de <p @ 1. 

Toutes les propriétés usuelles du produit tensoriel de deux modules se trans- 
posent d'elles-mêmes au produit tensoriel de deux faisceaux de modules. Par 
exemple, toute suite exacte: 

donne naissance à une suite exacte 

On a des isomorphismes canoniques: 

e t  (en supposant les a, commutatifs, pour simplifier les notations): 

11. Faisceau des germes d'homomorphismes d'un faisceau dans un autre 
faisceau. Soient un faisceau d'anneaux, 5 et Ç deux faisceaux de a-modules. 
Si U est un ouvert de X, soit X, le groupe des homomorphismes de 5(U) dans 
s ( U )  (nous dirons également "homomorphisme de 5 dans Ç au-dessus de U" à 
la place de "homomorphisme de 5(U) dans s(U)"). L'opération de restriction 
d'un homomorphisme définit --+ X u  ; le faisceau défini par le système 
( E u ,  <pz) est appelé le faisceau des germes d'homomorphismes de 5 dans Ç, et 
on le note Hom,(5, Ç). Si les a, sont commutatifs, Hom,(S, Ç) est un faisceau de 
@-modules. 

Un élément de Hom,(S, Ç), , étant un germe d'homomorphisme de 5 dans 
au voisinage de x, définit sans ambiguïté un a,-homomorphisme de 5,  dans Ç, ; 
d'où un homomorphisme canonique 

Mais, contrairement à ce qui se passait pour les opérations étudiées jusqu'à 
présent, l~homomorphisme p n'est pas en général une bijection; nous donnerons 
au no 14 une condition suffisante pour qu'il le soit. 

Si <p:S1--+ 5 et +:Ç +Ç' sont des homomorphismes, on définit de façon évi- 
dente un homomorphisme 
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Toute suite exacte: O --+ Ç --+ Ç' --+ Ç" donne naissance à une suite exacte: 

On a également des isomorphismes canoniques: Hom,(Q., Ç) w Ç, 

52. Faisceaux cohérents de modules 

Dans ce paragraphe, X désigne un espace topologique, et Q. un faisceau d'an- 
neaux sur X. On suppose que tous les @, , x e X, sont commutatifs e t  possèdent 
un élément unité variant contindment avec x. Tous les faisceaux considérés 
jusqu'au no 16 sont des faisceaux de a-modules, et tous les homomorphismes 
sont des a-homomorphismes. 

12. Définitions. Soit 5 un faisceau de a-modules, et soient SI , . . . , s, des 
sections de 5 au-dessus d'un ouvert U c X. Si l'on fait correspondre à toute 
famille f l  , . . , f, d'éléments de @, l'élément xi=ffi. si($) de 5, , on obtient 
un homomorphisme <p:aP-t 5, défini au-dessus de l'ouvert U (de façon plus 
correcte, est un homomorphisme de ap(U) dans F(U), avec les notations du 
no 4). Le noyau @(si , . . . , s,) de l'homomorphisme <p est un sous-faisceau de 
aP ,  appelé faisceau des relations entre les si ; l'image de <p est le sous-faisceau de 
5 engendré par les si . Inversement, tout homomorphisme 9: --+ 5 définit des 
sections si , . . . , s, de 5 par les formules: 

DÉFINITION1. Un faisceau de a-modules 5 est dit de type fini s'il est localement 
engendré par un nombre fini de ses sections. 

Autrement dit, pour tout point x E X ,  il doit exister un ouvert U contenant 
x, et un nombre fini de sections si , . . . , s, de 5 au-dessus de U, tels que tout 
élément de 5, , y e U, soit combinaison lidaire, à coefficients dans a, , des 
si(y). D'après ce qui précède, il revient au même de dire que la restriction de 
5 à U est isomorphe à un faisceau quotient d'un faisceau ap. 

PROPOSITION1. Soit 5 un faisceau de type fini. Si si , . . . , s, sont des sections 
de 5, déjînies au-dessus d'un voisinage d'un point x e X, et qui engendrent 5 , ,  
elles engendrent 5, pour tout y assez voisin de x. 

Puisque 5 est de type fini, il y a un nombre fini de sections de 5 au voisinage 
de x, soient tl , . . . , t, , qui engendrent 5, pour y assez voisin de x. Puisque les 
sj(x) engendrent 5, , il existe des sections f t j  de au voisinage de x telles que 
ti(x) = fij(x).sj(x); il s'ensuit que, pour y assez voisin de x, on a :  

ce qui entraîne que les sj(y) engendrent 5, , cqfd. 
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DÉFINITION2. Un faisceau de &-modules 5 est dit cohérent si: 
(a) 5 est de type fini, 
(b) Si sl , . . . ,s, sont des sections de 5 au-dessus d'un ouvert U cX, le faisceau 

des relations entre les si est un faisceau de type fini (sur l'ouvert 	U). 
On notera le caractère local des définitions 1 et 2. 
PROPOSITION2. Localement, tout faisceau cohérent est isomorphe au conoyau 

d'un homomorphisme 9:8, -,ep. 
Cela résulte immediatement des définitions, et des remarques qui précèdent 

la definition 1. 
PROPOSITION3. Tout sous-faisceau de type $ni d'un faisceau cohérent est un 

faisceau cohérent. 
En effet, si un faisceau 5 vérifie la condition (b) de la définition 2, il est évi- 

dent que tout sous-faisceau de 5 la verifie aussi. 

13. Principales propriétés des faisceaux cohérents. 

THÉOR~ME 	 B O une suite exacte d'homomorphismes. 1. Soit O -,5 3 Ç -,X -t 
Si deux des trois faisceaux 5,  Ç, X sont cohérents, le troisidme l'est aussi. 

Supposons Ç et X cohérents. Il existe donc localement un homomorphisme 
surjectif y:&, +9; soit g le noyau de 0 0  y ;  puisque X est cohérent, 9 est un 
faisceau de type fini (condition (b)); donc y(g) est un faisceau de type fini, donc 
cohérent d'après la Proposition 3; comme a est un isomorphisme de 5 sur y(g), 
il en résulte bien que 5 est cohérent. 

Supposons 5 et Ç cohérents. Puisque 3 est de type fini, X est aussi de type 
fini, et il reste à montrer que X vérifie la condition (b) de la définition 2. Soient 
si , . . . , s, un nombre fini de sections de X au voisinage d'un point x E X.  La 
question étant locale, on peut supposer qu'il existe des sections si, . . . , s i  de 
9 telles que si = @(si). Soient d'autre part nl , . . . ,n, un nombre fini de sections 
de 5 au voisinage de x, engendrant 5, pour y assez voisin de x. Pour qu'une 
famillefi , . . . ,f, d'él6ments de &, appartiennent à &(si , . . . , s,), , il faut et il 
suffit qu'il existe gl , . . . , g, E &, tels que 

Cf=:fi.s: = gj-a(nj) en y. 

Or le faisceau des relations entre les s: et les a(nj) est de type fini, puisque Ç est 
cohérent. Le faisceau &(si,  . . . , s,), image du précédent par la projection 
canonique de a'+' sur apest donc de type fini, ce qui achève de montrer que X 
est cohérent. 

Supposons 5 et X cohérents. La question étant locale, on peut supposer 5 
(resp. X) engendré par un nombre fini de sections ni , . . . , n, (resp. si , . . . ,s?); 
en outre on peut supposer qu'il existe des sections s: de Ç telles que si = @(si). 
Il  est alors clair que les sections s: et a(nj)  engendrent Ç, ce qui prouve que Ç 
est un faisceau de type fini. Soient maintenant tl , . . . , t, un nombre fini de 
sections de Ç au voisinage d'un point x; puisque X est cohérent, il existe des 
sections f j  de &' (1 5 i 5 r ,  1 5 j 5 s), définies au voisinage de x, et qui en- 
gendrent le faisceau des relations entre les B(ti). Posons u, = Ci=If t . t i  ; puis-



que Cf,";fj.B(ti) = O, les u j  sont contenus dans a(S), et, comme 5 est cohérent, 
le faisceau des relations entre les u j  est engendré, au voisinage de x, par un nom- 
bre fini de sections, soient gi (1 5 j 5 s, 1 5 k 5 t). Je  dis que les zi~bi.fj 
engendrent le faisceau @(tl , . . . ,t,) au voisinage de x; en effet, si Cfl;fiat, = O 
en y, avec fi e a, ,ona Cf,;f i .p  (ti) = O, et il existe gj e a, avec fi  = $zh j . f j ;  
en écrivant que Cf=;fi . t i  = O, d'où le fait que le = O, on obtient z j ~ h , . u ~ ,  
système des gj est combinaison linéaire des systèmes gk, ce qui démontre notre 
assertion. I l  s'ensuit que vérifie la condition (b), ce qui achève la démonstra- 
tion. 

COROLLAIRE. cohérents est La somme directe d'une famille jinie de faisceaux 
un faisceau cohérent. 

THÉORÈME2. Soit p un homomorphime d'un faisceau cohérent 5 dans un fais- 
ceau cohérent 9. Le noyau, le conoyau, et l'image de p sont alors des faisceaux 
cohérents. 

Puisque 5 est cohérent, Im(p) est de type fini, donc cohérentd'aprhs la Proposi- 
tion 3. En appliquant le Théorème 1 aux suites exactes: 

on voit alors que Ker(q) et Coker(q) sont cohérents. 

COROLLAIRE.
Soient 5 et $jdeux sous-faisceaux cohérents d'?ln faisceau cohérent 

X.  Les faisceaux 5 + Ç et 5n Ç sont cohérents. 
Pour 5 + Ç, cela résulte de la Proposition 3; quant à 5n Ç, c'est le noyau de 

5 -,X/Ç. 

14. Opérations sur les faisceaux cohérents. Nous venons de voir que la 
somme directe d'un nombre fini de faisceaux cohérents est un faisceau cohérent. 
Nous allons démontrer des résultats analogues pour les foncteurs @ et Hom. 

PROPOSITION4. Si 5 et Ç sont deux faisceaux cohérents, 5 @ a Ç est un faisceau 
cohérent. 

D'aprè la Proposition 2, 5 est localement isomorphe au conoyau d'un homo- 
morphisme p: aq+ a p ;  donc 5 @ a  Ç est localement isomorphe au conoyau de 
p: aqB a3 +ap@, S.Mais eqB as et ap@, Ç sont respectivement isomor- 
phes & 9' et à Ç", qui sont cohérents (Corollaire au Théorème 1). Donc 5 @ a Ç 
est cohérent (Théorème 2). 

PROPOSITION deux faisceaux, 5 étant cohérent. Pour tout x e X,5. Soient 5 et 
le module ponctuel Homa(5, Ç), est isomorphe à H o ~ ~ , ( s ,,3,). 


De façon plus précise, montrons que l'homomorphisme 


défini au no 11, est bijectif. Soit tout d'abord J.:5 +Ç un homomorphisme dé- 
fini au voisinage de x, et nul sur 5, ; du fait que 5 est de type fini, on conclut 
aussitôt que J, est nul au voisinage de x, ce qui prouve que p est injectif. Mon- 
trons que p est surjectif, autrement dit que, si p est un a,-homomorphisme de 
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5, dans 2, , il existe un homomorphisme #:s-+ Ç, défini au voisinage de x, et 
tel que J., = q.Soient ml , - - . ,m, un nombre fini de sections de 5 au voisinage 
de x, engendrant 5, pour tout y assez voisin de x, et soientg (1 5 i 5 p, 
1 S j 5 q) des sections de apengendrant @(ml , . . . , m,) au voisinage de x. Il 
existe des sections locales de Ç, soient nl , - . . , n, , telles que ni(x) = (o(mi(x)). 
Posons pj  = xi,?f j .n i ,  1 5 j S q; les pi sont des sections locales de Ç qui 
s'annulent en x, donc en tous les points d'un voisinage U de x. Il s'ensuit que, 
pour y e U, la formule xfi.mi(y) = O avec f i  e & , entraîne fi.n;(y) = 0; 
pour tout élément m = xfi.mi(y) e 5, , on peut donc poser: 

cette formule définissant #v(m) sans ambiguïté. La collection des J., , y e U, 
constitue un homomorphisme J.: 5 -+ 9, défini au-dessus de U, et tel que J.= = 9, 

ce qui achève la démonstration. 
PROPOSITION est un 6. Si  5 et 2 sont deux faisceaux cohérents, Hom,(~,  Ç) 

faisceau cohérent. 
La question étant locale, on peut supposer, d'après la Proposition 2, que l'on a 

une suite exacte: aq-t ap4 5 -t O. Il résulte alors de la Proposition précddente 
que la suite: 

est exacte. Or le faisceau Homa(@,', Ç) est isomorphe à Ç', donc est cohérent, 
et de même pour Homa(aq, 9). Le Théorème 2 montre alors que Homa(5, Ç) est 
cohérent. 

16. Faisceaux cohérents d'anneaux. Le faisceau d'anneaux @, peut être re-
gardé comme un faisceau de @,-modules; si ce faisceau de @,-modules est cohérent, 
nous dirons que a est un faisceau cohérent d'anneaux. Comme @, est évidemment 
de type fini, cela signifie que @, vérifie la condition (b) de la Proposition 2. Autre-
ment dit : 

DÉFINITION3. Le faisceau @, est un faisceau cohérent d'anneaux si le faisceau 
des relations entre un nombre jîni de sections de @, au-dessus d'un ouvert U est un 
faisceau de type jîni sur U. 

EXEMPLES.(1) Si X est une variété analytique complexe, le faisceau des 
germes de fonctions holomorphes sur X est un faisceau cohérent d'anneaux, 
d'après un théorème de K. Oka (cf. 131, exposé XV, ou [5], $5). 

(2) Si X est une variété algébrique, le faisceau des anneaux locaux de X est 
un faisceau cohérent d'anneaux (cf. no 37, Proposition 1). 

Lorsque @, est un faisceau cohérent d'anneaux, on a les résultats suivants: 
PROPOSITION soit cohérent, il faut et il 7. Pour qu'un faisceau de a-mod~~les 

sufit que, localement, il soit isomorphe au conoya~~ Ctp.d'lm homomorphisme p: Ciq 4 

La nécessité n'est autre que la Proposition 2; la suffisance résulte de ce que 
apet aqsont cohérents, et du Théorème 2. 



PROPOSITION8. Pour qu'un sous-faisceau de apsoit cohérent, il faut et il sufit 
qu'il soit de type jïni. 

C'est un cas particulier de la Proposition 3. 
COROLLAIRE.Le faisceau des relations entre un nombre jïni de sections d'un 

faisceau cohérent est un faisceau cohérent. 
En  effet, ce faisceau est de type fini, par définition même des faisceaux cohé- 

rents. 
PROPOSITION9. Soit 5 un faisceau cohérent de @,-modules. Pour tout x e X, 

soit 9, l'idéal de a, formé des a e a, tels que a. f = O pour tout f e 5, . Les 9, for- 
ment un faisceau cohérent d'idéaux (appelé l'annulateur de 5). 

En  effet, 9, est le noyau de l'homomorphisme: @,, + Homct,(5,, 5,); on ap- 
plique alors les Propositions 5 et  6, et le Théorème 2. 

Plus généralement, le transporteur 5: Ç d'un faisceau cohérent Ç dans un sous- 
faisceau cohérent 5 est un faisceau cohérent d'idéaux (c'est l'annulateur de 
9/51-

16. Changement d'anneaux. Les notions de faisceau de type fini, et de fais- 
ceau cohérent, sont relatives à un faisceau d'anneaux a déterminé. Lorsqu'on 
considèrera plusieurs faisceaux d'anneaux, on dira "de type fini sur a", 
"@,-cohérent", pour préciser qu'il s'agit de faisceaux de @,-modules. 

THÉOR~ME3. Soient @, un faisceau cohérent d'anneaux, S un faisceau cohérent 
d'idéaux de &. Soit 5 un faisceau de &/il-modules. Pour que 5 soit &/g-cohérent, 
il faut et il sufit qu'il soit @,-cohérent. En particulier, @,/S est lm faisceau cohér- 
ent d'anneaux. 

Il  est clair que "de type fini sur a" équivaut à "de type fini sur a/S". D'autre 
part, si 5 est a-cohérent, et si si , . . . , s, sont des sections de 5 sur un ouvert 
U, le faisceau des relations entre les s i ,  à coefficients dans a ,  est de type fini 
sur a ;  il s'ensuit aussitôt que le faisceau des relations entre les si , à coefficients 
dans a/g,  est de type fini sur @,/s, puisque c'est l'image du précédent par l'appli- 
cation canonique ap-t (a/S)p. Donc 5 est a/S-cohérent. En particulier, puis- 
que a / ~  est un est a-cohérent, il est aussi a/S-cohérent, autrement dit, a / ~  
faisceau cohérent d'anneaux. Inversement, si 5 est a/g-cohérent, il est locale- 
ment isomorphe au conoyau d'un homomorphisme (p: (a/S)q -, (a/g)', e t  
comme a /g  est a-cohérent, 5 est a-cohérent, d'après le Théorème 2. 

17. Extension et restriction d'un faisceau cohérent. Soit Y un sous-espace 
fermé de l'espace X. Si 9 est un faisceau sur Y, nous noterons çXle faisceau 
obtenu en prolongeant Ç par O en dehors de Y; c'est un faisceau sur X (cf. no 5). 
Si a est un faisceau d'anneaux sur Y, aXest un faisceau d'anneaux sur X, et, 
si 5 est un faisceau de a-modules, F~ est un faisceau de ax-modules. 

PROPOSITION10. Pour que 5 soit de type fini sur a, il faut et il sufit que 5X 
soit de type fini sur ax. 

Soit U un ouvert de X, et soit V = U n  Y. Tout homomorphisme c p :  ap-+ 5 
au-dessus de V définit un homomorphisme (pX: ( aX)p--+ 5

X au-dessus de U ,  

mailto:@,-modules
mailto:@,-modules
mailto:@,-coh�rent
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et réciproquement; pour que (p soit surjectif, il faut et il suffit que (pX le soit. La 
proposition résulte immédiatement de là. 

On démontre de même: 
PROPOSITION11. POUTque 5 soit a-cohérent, il faut et il sufit que S~ soit 

ex-cohérent. 
D'oii, en prenant 5 = a: 
COROLLAIRE. Pour que Q. soit un faiscea~s cohérent d 'annea~~x,  il faut et il suglt 

que exsoit un faisceau cohérent d 'annea~~x.  

$3. Cohomologie d'un espace à valeurs dans un faisceau 

Dans ce paragraphe, X désigne un espace topologique, séparé ou non. Par  
un recouvrement de X ,  nous entendrons toujours un recouvrement ouvert. 

18. Cochaines d'un recouvrement. Soit U = { Ui) i,r un recouvrement de X. 
Si s = (io, . . . , i,) est une suite finie d'éléments de 1,nous poserons: 

Soit 5 un faisceau de groupes abéliens sur l'espace X .  Si p est un entier 2 0, 
on appelle p-cochaîne de U à valeurs dans 5 une fonction f qui fait correspondre 
à toute suite s = (io, . . . , i,) de p + 1 éléments de I ,  une section f, = 

de 5 au-dessus de Uio... ip . Les p-cochaines forment un groupe abélien, noté 
CP(U,5 ) ;c'est le groupe produit fl r ( U ,  , 5),  le produit étant étendu à toutes 
les suites s de p + 1 éléments de I. La famille des CP(U, F), p = 0, 1, . . . , est 
notée C(U, 5) .  Une p-cochaine est aussi appelée une cochaine de degré p. 

Une p-cochaine f est dite alternée si: 
(a) fi, ...,, = O chaque fois que deux des indices io, . . . , i, sont égaux, 
(h) f i,,... i,, = E, f i,... i, , si u est une permutation de l'ensemble (0, . . . , p ]  

(E ,  désignant la signature de a). 
Les p-cochaines alternées forment un sous-groupe CtP(U, 5)du groupe CP(U, 5 ) ;  

la famille des C'P(lI, 5) est notée C'(U, 5 ) .  

19. Opérations simpliciales. Soit S ( I )  le simplexe ayant pour ensemble de 
sommets l'ensemble I;un simplexe (ordonné) de S ( I )  est une suite s = (io, . . . ,i,) 
d'éléments de I; p est appelé la dimension de S. Soit K( I )  = xp-oK,(I) le 
complexe défini par S ( I ) :  par définition, K,(I) est le groupe libre ayant pour 
base l'ensemble des simplexes de dimension p de S( I ) .  

Si s est un simplexe de S ( I ) ,  nous noterons / s 1 l'ensemble des sommets de S. 

Une application h: K,(I) -,Kq(I)  est appelée un endomorphisme simplicial si 
(i) h est un homomorphisme, 
(ii) Pour tout simplexe s de dimension p de S ( I ) ,  on a 

h(s) = C,.cS'.s ' ,  avec CJ' E Z , 

la somme étant étendue aux simplexes s' de dimension q tels que 1 s' 1 c 1 s 1 .  
Soit h uii endomorphisme simplicial, et soit f E Cq(Ll, 5 )  une cochaine de 



degré q. Pour tout simplexe s de dimension pl posons: 

('hf), = Cs'c:'. P B ' ( ~ ~ * ) ~  

désignant l~homomorphisme de restriction: r(U,., 5 )  --ir (U ,  , 5), qui a un 
sens, puisque 1 s' 1 c 1 s 1. L'application s -+ ('hf), est une p-cochaine, notée 
%f. L'application f -+ 'hf est un homomorphisme 

'h: Cq(U, 5)  --i Cp(U, 5), 

et l'on vérifie immédiatement les formules: 

'(hl + h2) = 'hi + 'h2 , '(hl 0 h2) = 'h2 O 'hl > '1 = 1. 

Note. Dans la pratique, on néglige fréquemment d'écrire l'homomorphisme de 
restriction p:'. 

20. Les complexes de cochaînes. Appliquons ce qui précède à l'endomor-
phisme simplicial 

défini par la formule usuelle 

le signe signifiant, comme d'ordinaire, que le symbole au-dessus duquel il se 
trouve doit être omis. 

Kous obtenons ainsi un homomorphisme 'a:CP(U, 5)  -+ CP+'(U, 5)' que nous 
noterons d ;  par définition, on a donc: 

pi désignant l'homomorphisme de restriction 

Puisque a 0 a = O, on a d 0 d = O. Aiilsi C(U, 5)  se trouve muni d'un opérateur 
cobord qui en fait un complexe. Le q-ème groupe de cohomologie du complexe 
C(U, 5) sera noté Hq(U, 5).  On a: 

PROPOSITIOX1. ~ ' (11 ,  5)  = r ( x ,  5). 
Gne O-cochaîne est un système (f,),,I, chaque f, étant une section de 5 au-

dessus de [', ; pour que rette rochaine soit un cocycle, il faut et il suffit que 
f, - f,  = O au-dessus de C , n C ,  , autrement dit qu'il existe une section f de 
5 sur X tout entier qui roincide avec f ,  sur U, pourtouti E I .  D'où la Proposition. 

(Ainsi ~ ' ( 1 1 ,  5)  est indépendant de II; bien entendu, il n'en est pas de même 
de Hq(U, 5) ,  en général). 

On co~istate immédiatement que df est alternée si f est alternée; autrement 
dit, d laisse stable C'(U, 5)  qui forme un sous-complexe de C(U, 5).  Ides groupes 
de cohomologie de C'(Li, 5 )  seront notés Hfq(U, 5) .  
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PROPOSITION2. L'injection de Ci(U, 3) dans C(U, 5) définit un isomorphisme de 
Hiq(U, 5 )  sur Hq(U, 5)  pour tout q 2 0. 

Munissons l'ensemble I d'une structure d'ordre total, et soit h l'endomorphisme 
simplicial de K ( I ) défini de la façon suivante: 

h((io, . . . , i,)) = O si deux des indices i o  , - . . , i, sont égaux, 
h((& , . . ,i,)) = &,(id , - . . , iUq) si tous les indices .io , . - . ,iqsont distincts, 

u désignant la permutation de (O, . , q] telle que i ,~< iUl< . . . < i,, . 
On vérifie tout de suite que h commute avec d,  et que h(s) = s si dim(s) = 0;  

il en résulte (cf. [7], Chap. VI, $5) qu'il existe un endomorphisme simplicial k, 
élevant la dimension d'une unité, et tel que 1 - h = a 0 k + k 0 a. D'où, en pas- 
sant à C(U, 5), 

Mais on vérifie aussitôt que 'h est un projecteur de C(U, 5) sur Ci(U, 5);  comme 
la formule précédente montre que c'est un opérateur d'homotopie, la Proposition 
est démontrée. (Comparer avec [7], Chap. VI, th. 6.10). 

COROLLAIRE. = O pour q > dim(U).Hq(U, 5) 
Par définition de dim(U), on a Uio... ;, = @ pour q > dim(U), si les indices 

i o  , . . , i, sont distincts; d'où 5)  = O, ce qui entraîne 

Hq(U, 5)  = Hfq(U, 5) = 0. 

21. Passage d'un recouvrement à un recouvrement plus fin. Un recouvre-
ment U = { Ui);,, est dit plus Jin qu'un recouvrement 23 = (Vil j eJ  s'il existe 
une application r:I + J telle que Ui c V,; pour tout i e I. Si f e Cg(%, 5), 
posons: 

(rf)io...iq= p:(frio...riq), 

pz désignant l'homomorphisme de restriction défini par l'inclusion de Ui 
dans V,io...,iq. L'application f -t rf est un homomorphisme de Cq(%, 5)  dans 
Cq(U, F), défini pour tout q 2 O, et commutant avec d, donc qui définit des homo- 
morphismes 

r*:Hq(%, 5)  +Hq(U, 5) .  

PROPOSITION3. Les homomorphismes T*: Hq(%, 5) + HQ(U, 5)  ne dépendent 
que de U et 23, et pas de l'application r choisie. 

Soient T et ri deux applications de I dans J telles que U, c V,, et U; C V,,i ; 
il nous faut montrer que r* 	= ri*. 

Soit f e Cg(%, 5 )  ; posons 

où ph désigne l'homomorphisme de restriction défini par l'inclusion de IJio...,,-l 
dans Vrio...7ih71ih...7,iq-l . 

On vérifie par un calcul direct (cf. [7], Chap. VI, $3) que l'on a: 

dkf + k df = rif - rf, 

ce qui démontre la Proposition. 



Ainsi, si U est plus fin que 23, il existe pour tout entier q 2 O un homomorphisme 
canonique de Hg(%, 3) dans Hq(U, 5) .  Dans toute la suite, cet homomorphisme 
sera noté a(U, 23). 

22. Groupes de cohomologie de X à valeurs dans le faisceau 5. La relation 
"U est plus fin que 23" (que nous noterons désormais U < 23) est une relation de 
préordre entre recouvrements de X ;  de plus, cette relation est jiltrante, car si 
U = { U i ) ; , l  et 23 = ( V j Jj,J sont deux recouvrements, 2Q = ( U i  n V j )( i , j ) , r X j  

est un recouvrement qui est à la fois plus fin que U et plus fin que 23. 
Nous dirons que deux recouvrements U et 23 sont équivalents si l'on a U < 23 

et 23 < U. Tout recouvrement U est équivalent à un recouvrement U' dont 
l'ensemble d'indices est une partie de 'Q(X); en effet, on peut prendre pour U' 
l'ensemble des ouverts de X appartenant à la famille U. On peut donc parler de 
l'ensemble des classes de recouvrements, pour la relation d'équivalence précé- 
dente; c'est un ensemble ordonné filtrant.2 

Si U < 23, nous avons défini la fin du no précédent un homomorphisme bien 
déterminé a(U, %):HP(%, 5 )  +Hq(U, 5), défini pour tout entier q 2 O et tout 
faisceau 5sur X.  Il est clair que a(U, U) est l'identité, et que a(U, 23) O a(%, 2Q) = 

a(U, 2Q) si U < 23 < 2Q. Il  s'ensuit que, si U est équivalent à 23, a(U, 23) et 
a(%, U) sont des isomorphismes réciproques; autrement dit, Hq(U, 5) ne dépend 
que de la classe du recouvrement U. 

DÉFINITION. On appelle q-ème groupe de cohomologie de X à valeurs dans le 
faisceau 5,  et on note Hq(X, s),la limite inductive des groupes Hq(U, 5), déjnie 
suivant l'ordonné filtrant des classes de recouvrements de X au moyen des homomor- 
phismes a(U, 23). 

En d'autres termes, un élément de Hq(X, 5)  n'est pas autre chose qu'un couple 
(U, x), avec x E Hq(U, 5), en convenant d'identifier deux couples (U, x) et 
( 8 ,  y) s'il existe 583, avec 233 < U, 2Q < 23, et a(233, U)(x) = a(m,  %)(y) dans 
Hq(2Q, 5). A tout recouvrement U de X est donc associé un homomorphisme 
canonique a(U):Hq(U, 5) +Hq(X, 5). 

On observera que Hq(X, 5)  peut également être défini comme la limite induc- 
tive des Hq(U, 5) suivant une famille cofinale de recouvrements U. Ainsi, si X est 
quasi-compact (resp. quasi-paracompact), on peut se borner à considérer les 
recouvrements finis (resp. localement finis). 

Lorsque q = O, on a, en appliquant la Proposition 1: 

PROPOSITION4. @(x, 5) = I'(X, 5). 
23. Homomorphismes de faisceaux. Soit (p un homomorphisme d'un faisceau 

5 dans un faisceau S. Si U est un recouvrement de X ,  faisons correspondre à tout 
f E Cq(U,5) l'élément (pf r Cq(U,Ç) défini par la formule ((pf), = (p(f,). L'applica- 
tion f + (pf est un homomorphisme de C(U, 5 )  dans C(U, Ç) qui commute avec le 
cobord, donc qui définit des homomorphismes (p*:Hq(U, 5 )  +Hq(U,Ç). On a 
(p* O a(U, 8 )  = a(U, 8 )  0 (p*, d'où, par passage à la limite, des homomorphismes 

(p*:Hq(X, 5)  --+ Hq(X,Ç). 

2 Par contre, on ne pourrait parler de "l'ensemble" de tous les recouvrements, puis- 
qu'un recouvrement est une famille dont l'ensemble d'indices est arbitraire. 
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Lorsque q = 0, (p* coincide avec l'homomorphisme de r (X ,  5) dans r (X ,  Ç) 
défini de façon naturelle par (p. 

Dans le cas général, les homomorphismes (p* jouissent des propriétés formelles 
usuelles : 

En d'autres termes, pour tout q 2 O, Hq(X, 5) est un foncteur covariant 
additif de 5. Il  en résulte notamment que, si 5 est somme directe de deux fais- 
ceaux s1et Çz, Hq(X, 5 )  est somme directe de Hq(X, s i )  et de Hq(X, Çz). 

Supposons que 5 soit un faisceau de a-modules. Toute section du faisceau a 
sur X tout entier définit un endomorphisme de 5,  donc de chacun des Hq(X, 3). 
I l  s'ensuit que les Hq(X, 5) sont des modules sur l'anneau r ( X ,  a ) .  

P24. Suite exacte de faisceaux: cas général. Soit O --+ a 3 --+ e --+ O une 
suite exacte de faisceaux. Si U est un recouvrement de X, la suite 

est évidemment exacte, mais l'homomorphisme P n'est pas en général surjectif. 
Désignons par Co(U, C!) l'image de cet homomorphisme; c'est un sous-complexe 
de C(U, e )  dont les groupes de cohomologie seront notés H:(U, e) .  La suite 
exacte de complexes: 

donne naissance à une suite exacte de cohomologie: 

où l'opérateur cobord d est défini à la façon habituelle. 

Soient maintenant U = {U;]icret % = {Vj)jeJdeux recouvrements, et soit 

7:I --+ J une application telle que U; c VTi; on a donc U < 8.Le diagramme 
commutatif: 

montre que T applique Co(%, e )  dans Co(U, e ) ,  donc definit des homomorphismes 
T*:H~(%,e )  --+ H:(U, e ) .  De plus, les homomorphismes T* sont indépendants 
du choix de l'application T* :cela provient du fait que, si f e C:(8, e ) ,  on a 
Icf E C$-l(U, e ) ,  avec les notations de la démonstration de la Proposition 3. On 
a ainsi obtenu des homomorphismes canoniques a(U, %):H:(8, (3) -+ H$(U, (3); 
on peut alors définir Hi(X, e )  comme la limite inductive suivant U des groupes 
H%U,el. 



Comme une limite inductive de suites exactes est une suite exacte (cf. [7], 
Chap. VIII, th. 5.4), on a: 

PROPOSITION5. La suite 

est exacte. 
(d désignant l'homomorphisme obtenu par passage à la limite à partir de 

d:H:(U, e )  --+ H*+'(u, a)). 
Pour pouvoir appliquer la Proposition précédente, il est commode de comparer 

les groupes H:(X, e )  et Hq(X, (3). L'injection de Co(U, e )  dans C(U, e )  définit 
des homomorphismes Hi(U, e )  +Hq(U, e) ,  d'où, par passage à la limite sur U, 
des homomorphismes : 

H:(X, e )  -t Hq(X, e).  

PROPOSITION canonique HX(X, e)+Hq(X, e )  est bijectif 6. L~homomorphi~me 
pour q = O et injectif pour q = 1. 

Démontrons d'abord un lemme: 
LEMME1. Soit 23 = (Vj)jeJ  un recouvrement, et soit f = (fj) un élément de 

@(23, (3). Il existe un recouvrement U = ( U , )  et une application T: 1 -+ J tels 
que U ,  C V,, et que 7f e c:(u, (9). 

Pour tout x E X, choisissons TX e J tel que x e V,, . Puisque f,, est une section 
de e au-dessus de V,, , il existe un voisinage ouvert U, de x, contenu dans 
V,, , et une section b, de a au-dessus de U, tels que p(b,) = f,, sur U ,  . Les 
(Uz),,x
forment un recouvrement U de X, et les b, forment une O-cochaîne b 
de U à valeurs dans a ;  comme rf = p(b), on a bien 7f E c~(u ,  e) .  

Montrons maintenant que H;(X, e )  -+ H'(x, e )  est injectif. Un élément du 
noyau de cette application peut être représenté par un 1-cocycle z = (zjOj,)e 

co(23, e )  tel qu'il existe f = (fj) e @(23, e )  avec df = z ;  appliquant le Lemme 1 
à f, on trouve un recouvrement u tel que rf E cO(U, e ) ,  ce qui entraîne que 7z 

est cohomologue à dans Co(U, e ) ,  donc a pour image O dans H ~ ( x ,  e) .  On 
démontre de même que H ~ ( x ,  (3) +H'(x, e )  est bijectif. 

COROLLAIRE1. On a une suite exacte: 

C'est une conséquence immédiate des Propositions 5 et 6. 

COROLLAIRE2. Si H'(x, a)  = O, alors r (X ,  a )  + r ( X ,  e )  est surjectif 

25. Suite exacte de faisceaux: cas où X est paracompact. Rappelons qu'un 
espace X est dit paracompact s'il est séparé et si tout recouvrement de X ad- 
met un recouvrement localement fini plus fin. Pour un tel espace, on peut éten- 
dre la Proposition 6 à toute valeur de q (j'ignore si une telle extension 
est possible pour des espaces non séparés) : 
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PROPOSITION7. Si X est paracompact, l'homomorphisme canonique 

est bijectif pour tout q 2 0. 
La Proposition est une conséquence immédiate du lemme suivant, analogue 

au Lemme 1: 
LEMME2. Soit 8 = ( Vj) un recouvrement, et soit f = (fjo...j,) un élément 

de Cg(%, e ) .  I l  existe un recouvrement U = { Ui)itl et une application T:1-+ J 
tels que Ui C V,; et que rf e C:(U, (9). 

Puisque X est paracompact, on peut supposer 8 localement fini. Il existe alors 
un recouvrement {Wj)  j,J tel que W jc Vj . Pour tout x e X, choisissons un 
voisinage ouvert U, de x tel que: 

(a) Si x E V (resp. x e Wj), on a U, c V (resp. U, C Wj), 
(b) Si U,n Wj  # 0, on a U, c V,,  
(c) Si z e Vjo,.,j, , il existe une section b de au-dessus de U, telle que 

@(b)= fjo... j, au-dessus de U, . 
La condition (c) est réalisable, vu la définition d'un faisceau quotient, et le 

fait que x n'appartient qu'à un nombre fini d'ensembles Vjo,, .j, . Une fois (c) 
vérifiée, il suffit de restreindre convenablement U, pour satisfaire à (a) et (b). 

La famille des {U,),,x forme un recouvrement U; pour tout x e X,  choisissons 
TX 1:~ J tel que x e W,, . Vérifions maintenant que rf appartient à C:(U, e ) ,  
autrement dit que f,,,,,.,,, est image par @ d'une section de au-dessus de 
Uzo n . . . n UZq. Si UZo n . . . n U,, est vide, c'est évident; sinon, on a 
U,, n U,, Z 0 pour O 5 k 5 q, et comme U,, C W,,, , on a U,, n W,,, # 0 
ce qui entraîne d'après (b) que U,, c VT,,, d'où xo e V,, o...,,q ;appliquant alors 
(c), on voit qu'il existe une section b de a au-dessus de U,, telle que /3(b), = 

j,,, ...,, , au-dessus de U,, , donc a fortiori au-dessus de U,, n . . . n U,, , ce 
qui achève la dém~nst~ration. 

COROLLAIRE.Si X est paracompact, on a une suite exacte: 

(l'opérateur d étant défini comme le composé de l'isomorphisme réciproque de 
HO(X, e )  -+ HYX, e )  et de d:HPo(X, e )  +H'+'(x, a)). 

La suite exacte précédente est appelée la suite exacte de cohomologie définie par 
la suite exacte de faisceaux O +@ -+ -+ e +O donnée. Elle vaut, plus 
généralement, chaque fois que l'on peut démontrer que HO(X, e )  -+ Hq(X, e )  
est bijectif (nous verrons au no 47 que c'est le cas lorsque X est une variété 
algébrique et que C t  est un faisceau algébrique cohérent). 

26. Cohomologie d'un sous-espace fermé. Soit 5 un faisceau sur l'espace X,  
et soit Y un sous-espace de X.  Soit S(Y) le faisceau induit par 5 sur Y, au sens 
du no 4. Si U = ( Ui}ar est un recouvrement de X,  les U: = Y n U, forment un 
recouvrement U' de Y; si f,,. ..,, est une section de 5 au-dessus de Ui,. .. i, , la res- 
triction de à U: o...i,.= Y n Ui0...,, est une section de S(Y). L'opéra- 
tion de restriction est un homomorphisme p:C(U, 5)  +C(U1, F(Y)), commutant 



avec d, donc définissant p*:Hq(U, 5 )  +Hq(U', 3(Y)). Si U i23, on a U' ia ' ,  
et p* O a(U, 23) = a(U', 23') O p*; donc les homomorphismes p* définissent, par 
passage à la limite sur U, des homomorphismes p*:HQ(X, 5 )  -,Hq(Y, 3(Y)). 

PROPOSITION8. Supposons que Y soit fermédans X, et que 3 soit nul en dehors 
de Y. Alors p*: Hq(X, 5 )  -+ Hq(Y, 5(Y)) est bijectif pour tout q 1 0. 

La Proposition résulte des deux faits suivants: 
(a) Tout recouvrement 233 = (Wi)ar de Y est de la forme U', où U est un 

recouvrement de X .  
En  effet, il suffit de poser Ui= W ;u (X - Y), puisque Y est fermé dans X. 
(b) Pour tout recouvrement U de X, p:C(U, 3)  +C(U', 3(Y)) est bijectif. 
En  effet, cela résulte de la Proposition 5 du no 5, appliquée à Ui,...i, et au 

faisceau 3. 
On peut aussi exprimer la Proposition 8 de la manibre suivante: Si Ç est un 

faisceau sur Y, et si ÇX est le faisceau obtenu en prolongeant Ç par O en dehors de 
Y, on a HQ(Y, Ç) = Hq(X, ÇX) pour tout q 2 O; autrement dit, l'identification 
de Ç avec sXest compatible avec le passage aux groupes de cohomologie. 

$4. Comparaison des groupes de cohomologie de recouvrements dinérents 

Dans ce paragraphe, X désigne un espace topologique, et 5 un faisceau sur 
X. On se propose de donner des conditions, portant sur un recouvrement U de 
X,  pour que Hn(U, 3)  = Hn(X, 3)  pour tout n 2 0. 

27. Complexes doubles. Un complexe double (cf. [6], Chap. IV, $4) est un 
groupe abélien bigradué 

muni de deux endomorphismes d' et du vérifiant les propriétés suivantes: 

d' applique Kplq dans K ~ + ' ~ ~et d" applique Kp'q dans K~'"+', 
d'O d' = 0,d 'o  d" + d''O d' = 0,d"o d" = 0. 

Un élément de Kp3q est dit bihomogène, de bidegré (p, q), et de degré total 
p + q. L'endomorphisme d = d' + d" vérifie d O d = O, et  les groupes de co- 
homologie de K, muni de cet opérateur cobord, seront notés Hn(K), n désignant 
le degré total. 

On peut également munir K de l'opérateur de cobord d'; comme d' est compati- 
ble avec la bigraduation de K,  on obtient ainsi des groupes de cohomologie, 
notés Hf tq(K) ;  avec d", on a les groupes HEQ(K). 

Nous désignerons par Kyr le sous-groupe de KO" forme des éléments x tels 
que d'(x) = O, et par KII la somme directe des KI, (q = 0, 1, . . .). Définition 
analogue pour Kr  = xP=oKf . On notera que 

Krr  est un sous-complexe de K,  et l'opérateur d coincide sur Kr r  avec l'opéra- 
teur d". 
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PROPOSITION p > O K1. Si Hrp<'(K)= O pour et q 2 0, l'injection Krr  -t 
dé$nit une bzjection de Hn(KII) sur Hn(K) pour tout n >= 0. 

(Cf. [4],exposé XVII-6, dont nous reproduisons ci-dessous la démonstration). 
Remplaçant K par KIKI, ,  on est ramené à démontrer que, si Hf3'(K) = O 

pour p 2 O et q 2 O, alors Hn(K)  = O pour tout n 2 O. Posons 

Les KA (h = 0, 1, . . .) sont des sous-complexes emboîtés de K,  et Kh/Kh+l est 
isomorphe à Zp-0 K',~,  muni de l'opérateur cobord d'. On a donc Hn(Kh/Kh+l) = 
H:, n-h (K) = O quels que soient n et h, d'où Hn(Kh) = Hn(Kh+l). Comme 
Hn(Kh) = O si h > n,  on en déduit, par récurrence descendante sur h, que 
Hn(Kh) = O quels que soient n et  h, et comme Ko est égal à K, la Proposition 
est démontrée. 

28. Complexe double défini par deux recouvrements. Soient U = ( Ui)Gr et 
23 = (Vj)jeJ  deux recouvrements de X. Si s est un p-simplexe de S(I),  et s' 
un q-simplexe de S ( J ) ,  nous désignerons par Us l'intersection des Ui , i E s 
(cf. no 18), par V,, l'intersection des Vj  ,j e s', par 23, le recouvrement de Us 
formé par les (Us n V,) j,J, et par Us, le recouvrement de V81 formé par les 
(Va, n Ui)i t z  . 

Définissons un complexe double C(U, 23; 5 )  = z,,,Cp.'(U, 23; 5) de la façon 
suivante : 

Cp,'(U, 23; 5)  = r (U, n V,, ,5),  le produit étant étendu $ tous les couples 
(s, s') où s est un simplexe de dimension p de S(I )  et s' un simplexe de dimension 
q de S ( J ) .  

Un élément j E Cp,q(U,23; 5 )  est donc un système (f,,,~) de sections de 5 sur 
les Us n VsI, ou encore, avec les notations du no 18, c'est un système 

On peut aussi identifier CP"(U, 23;5 )  avec CP(U,,, 5);  comme, pour 
chaque s', on a une opération de cobord d:CP(U8, , 5 )  -+ C~+'(U,,, 5)  on en 
déduit un homomorphisme 

En  explicitant la définition de d u ,  on obtient: 

p k  désignant l'homomorphisme de restriction défini par l'inclusion de 

Ui o...ip+l n V,,...,, dans Uio...ik...ip+ln Vjo...jq. 
On définit de même dg:Cp"(U, 23; 5 )  -+ Cp"+' (il, 23; 5 )  et l'on a: 

Il est clair que du O du = O, du O dB = d~ o du , d~ o dB = O. En posant 

http:Uio...ik..


alors d' = du, d" = (- 1)'dpt , on munit C(U, 23; 5)  d'une structure de double 
complexe. On peut donc appliquer à K = C(U, 23; 5)  les définitions du no 
précédent; les groupes ou complexes désignés dans le cas général par Hn(K), 
HFtq(K), HIPjq(K), KI  KII , seront notés ici Hn(U,23;5), HF7q(U, 23; 5), 
HEYU, 23;F), CI(& 23; 5)  et CIr(U, 23;5)  respectivement. 

Vu les définitions de d' et  d", on a immédiatement: 
PROPOSITION2. HF"(U, 23;5) est isomorphe a fl,!HP(U,, , F), le produit 

étant étendu à tous les simplexes de dimension q de S ( J ) .  En  particulier, 

est isomorphe à H'(U,I , 5)  = Cq(%, 5).  
Xous noterons l'isomorphisme canonique: C(%, 5)+CII(U, 23; 5) .  SiLI' 

(fjo...jq) est un élément de Cg(%, 5),  on a donc: 

pio désignant l'homomorphisme de restriction défini par l'inclusion de 

U v 0 n V jo...,q dans V,o... j q .  

Bien entendu, un résultat analogue à la Proposition 2 vaut pour HNq(U, '23; 5 ) ,  
et l'on a un isomorphisme L':C(U, 5) -t Cr(U, 23;5). 

29. Applications. Les notations étant celles du no précédent, on a: 
PROPOSITION3. Supposons que HP(U8, , 3)  = O pour tout s' c t  tout p > 0. 

Alors l'homomorphisme Hn(%, 5)  -t Hn(U, % ; 5), défini par 1"' est bijectif pour 
tout n 2 0. 

C'est une conséquence immédiate des Propositions 1 et 2. 
Avant d'énoncer la Proposition 4, démontrons un lemme: 
LEMME 1. Soit < = (W, ]i t l  un recouvrement d'un espace Y, et soit 5 un fais- 

ceau sur Y. S'il existe i e I tel que W, = Y, alors HP(<, 5 )  = O pour tout p > 0. 
Soit <' le recouvrement de Y formé de l'unique ouvert Y; on a évidemment 

< < <',et l'hypothèse faite sur < sigi~ifie que 23' < TG. Il en résulte (no 22) 
que Hp(ZQ, 5)  = HP(<', 5 )  = O si p > 0. 

PROPOSITION4. Supposons que le recouvrement 23 sozt plus jin que le recouvre- 
ment U. Alors &":Hn(%, 5 )  +Hn(U,%; 5)  est bijectlf pour tout n 2 O. De plus, 
l'homomorphisme r' O c"-' :Hn(U, 5)  +Hn(%, 5)  coincide avec l'homomorphisme 
a(%, U) du no 21. 

En appliquant le Lemme 1 à < = Us! et Y = V,, , on voit que HP(U,, , 5)  = O 
pour tout p > O, et la Proposition 3 montre alors que 

est bijectif pour tout n 2 0. 
Soit T : J -+ I une application telle que Vj c U,, ; pour démontrer la seconde 

partie dela Proposition, il nous faut faire voir que, si f est un n-cocycle de C(U, 5) ,  
les cocycles ~ ' ( f )et ~" ( r f )  sont cohomologues dans C(11, 93;5 ) .  
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Pour tout entier pl O 5 p 5 n - 1, définissons g p  e Cp,n-p-' (U, 8;5 )  par la 
formule suivante: 

p ,  désignant l'homomorphisme de restriction défini par l'inclusion de 

On vérifie par un calcul direct (en tenant compte de ce que f est un cocycle) 
que l'on a :  

d'où d(go - g' + . . . + (-1)"-'~"-') = r"(rf) - ~ ' ( f ) ,ce qui montre bien que 
~"( r f )  et ~ ' ( f )  sont cohomologues. 

PROPOSITION5 .  Supposons que % soit plus fin que U, et que Hg(%, , 5 )  = O pour 
tout s et tout q > O. Alors l'homomorphisme a(%, U):Hn(U, 5 )  -+ Hn(%, 5)  est 
bijectif pour tout n 2 0. 

Si l'on applique la Proposition 3 en permutant les rôles de U et de %, on voit 
que 1':Hn(%, 5) -+ Hn(U, %; 5)  est bijectif. La Proposition résulte alors directe- 
ment de la Proposition 4. 

THÉOREME1. Soient X un espace topologique, U = ( U i J i r run recouvrement 
de X,  5 un faisceau sur X. Supposons qu'il existe une famille a " ,  a! E A, de re- 
couvrements de X vérifiant les deux conditions suivantes: 

(a) Pour tout recouvrement de X,  il existe a! e A tel que 23" < B. 
(b) Hg(%: , 5 )  = O pour tout a e A, tout simplexe s de S ( I ) ,et tout q > 0. 

Alors a(U):Hn(U, 5)  -+ Hn(X, 5)  est bijectif pour tout n 2 0. 

Puisque les 8" sont arbitrairement fins, nous pouvons supposer qu'ils sont 


plus fins que U. En ce cas l'homomorphisme 

est bijectif pour tout n 2 0, d'après la Proposition 5 .  Comme les %" sont ar- 
bitrairement fins, Hn(X, 5)  est limite inductive des Hn(%", 5) ,  et le théorème 
résulte immédiatement de là. 

REMARQUES.(1) Il  est probable que le Théorème 1 reste valable lorsqu'on 
remplace la condition (b) par la condition plus faible suivante: 

(b') limaHq(%: , 5) = O pour tout simplexes de S(I3 et tout q > 0. 
(2) Le Théorème 1est analogue à un théorème de Leray sur les recouvrements 

acycliques. Cf. [IO], ainsi que [4], exposé XVII-7. 

CHAPITREII. VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES-FAISCEAUX ALGÉBRIQUES 

COHÉRENTS SUR LES VARIÉTÉS AFFINES 

Dans toute la suite de cet article K désigne un corps commutatif algébrique- 
ment clos, de caractéristique quelconque. 



$1. Variétés algébriques 

30. Espaces vérifiant la condition (A). Soit X un espace topologique. La 
condition (A) est la suivante: 

(A)-Toute suite décroissante de parties fermées de X est stationnaire. 
Autrement dit, si l'on a Fi 3 F2 3 F3 3 . . . , les Fi étant fermés dans X ,  il 

existe un entier n tel que Fm= F,  pour m 1 n. Ou encore: 
(A')-L'ensemble des parties fermées de X ,  ordonné par inclusion, vérijie la 

condition minimale. 
EXEMPLES.Munissons un ensemble X de la topologie où les sous-ensembles 

fermés sont les parties finies de X et X lui-même; la condition (A) est alors 
vérifiée. Plus généralement, toute variété algébrique, muni de la topologie de 
Zariski, vérifie (A) (cf. no 34). 

PROPOSITION1. (a) Si X vérifie la condition (A), X est quasi-compact. 
(b) Si X vérifie la condition (A), tout sous-espace de X la vérifie aussi. 
(c) Si X est réunion d'une famille finie Yi de sous-espaces vérifiant la conditim 

(A), alors X vérifie aussi la condition (A). 
Si Fi est un ensemble filtrant décroissant de parties fermées de X, et si X 

vérifie (A'), il existe un F; contenu dans tous les autres; si nFi = 0 il y a donc un 
i tel que Fi = $, ce qui démontre (a). 

Soit Gl 3 Gz 3 Ga 2 . . . une suite décroissante de parties fermées d'un 
sous-espace Y de X; si X vérifie (A), il existe un n tel que Gm= ë, pour m 2 n, 
d'où G, = Y n Gm = Y n G ,  = G ,  , ce qui démontre (b). 

Soit Fi 3 Fq 3 F3 3 . . . une suite décroissante de parties fermées d'un 
espace X vérifiant (c); puisque les Yi vérifient (A) il existe pour chaque i un ni 
tel que Fmn Yi = Fni n Yipour m _2 ni ; si n = Sup(ni), on a alors F m  = F ,  
si m 2 n, ce qui démontre (c). 

Un espace X est dit irréductible s'il n'est pas réunion de deux sous-ensembles 
fermés, distincts de lui-même; il revient au même de dire que deux ouverts non 
vides de X ont une intersection non vide. Toute famille finie d'ouverts non vides 
de X a alors une intersection non vide, et tout ouvert de X est également ir- 
réductible. 

PROPOSITION2. Tout espace X vérifiant la condition (A) est réunion d'un nombre 
fini de sous-espaces fermés irréductibles Yi . Si l'on suppose que Yi n'est contenu 
dans Yi pour aucun couple (il j), i # j, l'ensemble des Yi est déterminé de façon 
unique par X ;  les Y; sont alors appelés les composantes irréductibles de X.  

L'existence d'une décomposition X = U Y ~résulte évidemment de (A). Si 
Z k  est une autre décomposition de X ,  on a Yi = U Y; n Z k  , et, comme Y; est 
irréductible, cela implique l'existence d'un indice k tel que Zk 3 Y; ;échangeant 
les rôles de Yi et de Z k  , on conclut de même à l'existence d'un indice i' tel que 
Yi, 3 Z k  ;d'où Yi c Zk c Yi, , ce qui, vu l'hypothèse faite sur les Yi entraîne 
i = i' et Yi = Z k  , d'où aussitôt l'unicité de la décomposition. 

PROPOSITION espace topologique, réunion d'une famille finie de 3. Soit X un 
sous-ensembles ouverts non vides Vi . Pour que X soit irréductible, il faut et il sufit 
que les Vi soient irréductibles et que Vi n Vj # 0 pour tout couple (il j ) .  
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La nécessité de ces conditions a été signalée plus haut; montrons qu'elles sont 
suffisantes. Si X = Y u Z, où Y et Z sont fermés, ona Vi = (Vi n Y) u (Vi n Z), 
ce qui montre que chaque Vi est contenu soit dans Y, soit dans Z. Supposons Y 
et Z distincts de X ;  on peut alors trouver deux indices i, j tels que Vi ne soit 
pas contenu dans Y et Vj ne soit pas contenu dans Z ;  d'après ce qui précède, on 
a donc Vi c Z et Vj C Y. Soit T = Vj - Vin V j ;  T est ferme dans V j ,  
et l'on a Vj = T u (Z n Vj); comme Vj est irréductible, ceci entraîne soit 
T = Vj , c'est-à-dire Vi n Vj = $, soit Z n Vj = Vj , c'est-à-dire V, c Z, 
et dans les deux cas on aboutit à une contradiction, cqfd. 

31. Sous-ensembles localement fermés de l'espace afiine. Soit r un entier 
2 O, et soit X = Kr l'espace afine de dimension r sur le corps K.  Nous munirons 
X de la topologie de Zariski; rappelons qu'un sous-ensemble de X est fermé pour 
cette topologie s'il est l'ensemble des zéros communs à une famille de polynômes 
PuE K[Xl, . . . , X,]. Puisque l'anneau des polynômes est noethérien, X vérifie 
la condition (A) du no précédent; de plus, on montre facilement que X est un 
espace irréductible. 

Si x = (xi, . . . , x,) est un point de X ,  nous noterons 0, l'anneau local de 
x; rappelons que c'est le sous-anneau du corps K(Xl , . . . , X,) formé des frac- 
tions rationnelles R qui peuvent être mises sous la forme: 

R = P/Q, où P et  Q sont des polynômes, et Q(x) # 0. 
Une telle fraction rationnelle est dite régulière en x; en tout point x é X où 

Q(x) # O, la fonction x -+ P(x)/Q(x) est une fonction continue à valeurs dans 
K (K étant muni de la topologie de Zariski) que l'on peut identifier avec R, le 
corps K étant infini. Les O, ,  x e X,  forment donc un sous-faisceau O du fais- 
ceau 5(X) des germes de fonctions sur X à valeurs dans K (cf. no 3);  le faisceau 
B est un faisceau d'anneaux. 

Nous allons étendre ce qui précède aux sous-espaces localement fermés de 
X (nous dirons qu'un sous-ensemble d'un espace X est localement fermé dans X 
s'il est l'intersection d'un sous-ensemble ouvert et d'un sous-ensemble fermé 
de X).  Soit Y un tel sous-espace, et soit S(Y) le faisceau des germes de fonctions 
sur Y à valeurs dans K ;  si x est un point de Y, l'opération de restriction d'une 
fonction définit un homomorphisme canonique 

E, : S(X), 4 $(Y), . 
L'image de 0, pare, est un sous-anneau de %(Y), , que nous désignerons par 
o , , ~; les forment un sous-faisceau O y  de 5(Y), que nous appellerons le 

faisceau des anneaux locaux de Y. Une section de O u  sur un ouvert V de Y est 
donc, par définition, une application f:  V -+ K qui est égale, au voisinage de 
chaque point x r V, à la restriction à V d'une fonction rationnelle régulière en x; 
une telle fonction f sera dite régulière sur V; c'est une fonction continue lorsque 
l'on munit V de la topologie induite par celle de X, et K de la topologie de Zar- 
iski. L'ensemble des fonctions régulières en tout point de V est un' anneau, 
l'anneau r ( V ,  Or); observoris également que, si f r r (V,  O,) et si f(x) # O 
pour tout x r V, alors l/f appartient aussi à r (V,  Ou). 



On peut caractériser autrement le faisceau O Y : 
PROPOSITION4. SOit U (resp. F )  un sous-espace ouvert (resp. fermé) de X,  et 

soit Y = U n  F. Soit I(F)  l'idéal de KIX1 , . . . , X,] formé des polynomes nuls 
sur F .  Si x est un point de Y, le noyau de la surjection E,: O, -t O,,Y est égal à 
l'idéal I (F) .  O, de 8, . 

Il  est clair que tout élément de I (F) .  O, appartient au noyau de E, . Inverse-
ment, soit R = P/Q un élément de ce noyau, P et Q étant deux polynômes, et  
Q(x) # O. Par hypothèse, il existe un voisinage ouvert W de x tel que P(y) = O 
pour tout y é W n F ;  soit Fr le complémentaire de W, qui est fermé dans X ;  
puisque x 4 Fr, il existe, par définition même de la topologie de Zariski, un poly- 
nôme P l ,  nul sur Fret non nul en x; le polynôme P .  Pl appartient alors à I (F) ,  
et l'on peut écrire R = P . P l / & .Pl , ce qui montre bien que R é I ( F ) .  0, . 

COROLLAIRE.L'anneau O,.Y est isomorphe à l'anneau des fractions de 
K[Xl , . - . , X,]/I(F) relatif à l'idéal maximal défini par le point x. 

Cela résulte immédiatement de la construction de l'anneau des fractions d'un 
anneau quotient (cf. par exemple [8], Chap. XV, $ 5 ,  th.XI). 

32. Applications régulières. Soit U (resp. V) un sous-espace localement 
fermé de Kr (resp. Ky).  Une application cp: U -+ V est dite régulidre sur U (ou 
simplement régulière) si : 

(a) cp est continue, 
(b) Si x é U, et si f r O,(,,,v, alors f o c p  E 

Désignons les coordonnées du point cp(x) par cp,(x), 1 5 i $ S. On a alors: 
PROPOSITION5 .  Pour que cp: U -t V soit régul2re sur U, il faut et il su@t que 

les cpi: U -+ K soient régulières sur I;pour tout i, 1 $ i 5 S. 
Comme les fonctions coordonnées sont régulières sur V, la condition est 

nécessaire. Inversement, supposons que l'on ait cp, E r ( U ,  Ou) pous touti; 
si P(Xl  , . . . , X,) est un polynôme, la fonction P(cpl , . . , cp,) appartient à 
r (U ,  Ou) puisque r (U ,  Ou) est un anneau; il s'ensuit que c'est une fonction 
continue sur U, donc que le lieu de ses zéros est fermé, ce qui prouve la continuité 
de cp. Si l'on a x E U et f e O,(,,,v, on peut écrire localement f sous la forme 
f = P/Q, où P et Q sont des polynômes et Q(cp(x)) # O. La fonction f 0 cp est 
alors égale à P 0 cp/Q 0 cp au voisinage de x; d'après ce que nous venons de voir, 
P 0 cp et Q 0 cp sont régulières au voisinage de x ;  comme Q 0 cp(x) # O, il en résulte 
que f o cp est régulière au voisinage de x, cqfd. 

La composée de deux applications régulières est régulière. Une bijection 
cp: U -+ V est appelée un isomorphisme birégulier (ou simplement un isomor- 
phisme) si cp et cp-' sont des applications régulières; il revient au même de dire 
que cp est un homéomorphisme de U sur V qui transforme le faisceau O u  en le 
faisceau O . 

33. Produits. Si r et r' sont deux entiers 2 O, nous identifierons l'espace 
affine Kr+' au produit Kr X K". La topologie de Zariski de K"" est plus fine 
que la topologie produit des t,opologies de Zariski de K r  et de Kr ' ;  elle est même 
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strictement plus fine si r et r' sont >O. I l  en résulte que, si U et U' sont des sous- 
espaces localement fermés de Kr et de K" , U X U' est un sous-espace localement 
fermé de Kr+" et le faisceau Ovxv,est bien défini. 

Soit d'autre part W un sous-espace localement fermé de Kt,  t 2 O, et soient 
9:W -+ U et 9': W -+ U' deux applications. Il résulte immédiatement de la 
Proposition 5 que l'on a: 

PROPOSITION x + (9(x), 9'(x)) soit une application 6. Pour que l'application 
régulière de W dans U X U', il jaut et il sufit que 9 et 9' soient régulières. 

Comme toute application constante est régulière, la Proposition précédente 
montre que toute section x + (x, xo), xo a U', est une application régulière de 
U dans U X U'; d'autre part, les projections U X U' -+ U et U X U' -,U' 
sont évidemment régulières. 

Soient V et  V' des sous-espaces localement fermés de K h t  K", et  soient 
J.: U -, V et J.': U' -+ V' deux applications. Les remarques qui précèdent, 
jointes $ la Proposition 6, montrent que l'on a alors (cf. [l], Chap. IV): 

PROPOSITION U' V' soit régulière, il jaut 7. Pour que J. X +' : U X + V X 
et il sufit que J. et +' soient régulières. 

D'où : 
COROLLAIRE.Pour que J. X J.' soit un isomorphisme birégulier, il jaut et il 

sufit que J, et J.' soient des isomorphismes biréguliers. 

34. Définition de la structure de variété algébrique. 
DÉFINITION. On appelle variété algébrique sur K (ou simplement variété algé- 

brique) un ensemble X muni: 
l0d'une topologie, 
2" d'un sous-faisceau OX du faisceau F(X) des germes de fonctz'ons sur X à 

valeurs dans K ,  
ces données étant assujetties à vérifier les axiomes (VAr) et (VAIr) énoncés ci-

dessous. 
Remarquons d'abord que, si X et Y sont munis de deux structures du type 

précédent, on a la notion d'isomorphisme de X sur Y: c'est un homéomorphisme 
de X sur Y qui transforme Ox en O r .D'autre part, si X' est un ouvert de X ,  
on peut munir X' de la topologie induite et  du faisceau induit: on a une notion 
de structure induite sur un ouvert. Ceci précisé, nous pouvons énoncer l'axiome 
(VAI): 

(VAI)-Il existe un recouvrement ouvert $ni 23 = ( VifitI de l'espace X tel que 
chaque V i l  muni de la structure induite par celle de X ,  soit isomolphe à un sous- 
espace localement fermé Ui d'un espace afine, muni du faisceau O", déjîni au 
no 31. 

Pour simplifier le langage, nous appellerons variété préalgébrique tout espace 
topologique X muni d'un faisceau ( 3 ~vérifiant l'axiome (VAI). Un isomorphisme 
9;: Vi -+ Ui sera appelé une carte de l'ouvert Vi ; la condition (VA,) signifie 
donc qu'il est possible de recouvrir X au moyen d'un nombre fini d'ouverts 
possédant des cartes. La Proposition 1 du no 30 montre que X vérifie alors la 
condition (A), donc est quasi-compact, ainsi que tous ses sous-espaces. 



La topologie de X sera appelée "topologie de Zariski" de X, et le faisceau Ox 
sera appelé le faisceau des anneaux locaux de X. 

PROPOSITION8. Soit X un ensemble, réunion d'une famille finie de sous-ensembles 
X i ,  j e J. Supposons que chaque Xi soit mun i  d'une structure de variété préalgé- 
brique, et que les wnddions suivantes soient vérifiées: 

(a) Xi  n X j  est ouvert dans Xi quels que soient ilj e J, 
(b) les structures induites par Xi et par Xi sur Xi n X j  coincident quels que 

soient i, j e J. 
I l  existe alors une structure de variété préalgébrique et une seule sur X telle que 

les X j  soient ouverts dans X et que la structure induite sur chaque Xi soit la struc- 
ture donnée. 

L'existence et l'unicité de la topologie de X et du faisceau ( 3 ~sont immé- 
diates; il reste à vérifier que cette topologie et ce faisceau satisfont à (VAr), 
ce qui résulte du fait que les X j  sont en nombre fini e t  vérifient chacun (VAr). 

COROLLAIRE.Soient X et X' deux variétés préalgébriques. I l  existe sur X X X' 
une structure de variété préalgébrique et une seule vérifiant la condition suivante: 
S i  <p: V + U et (p':V' + U' sont des cartes (V étant ouvert dans X et V' ouvert 
dans X'), alors V X V' est ouvert dans X X X' et <p X <p': V X V' -t U X U' 
est une carte. 

Recouvrons X par un nombre fini d'ouverts Vi ayant des cartes <pi: Vi + Ui , 
et soit (VI,  U: , < p i )  un système analogue pour X'. L'ensemble X X X' est 
réunion des Vi X VI ; munissons chaque Vi X VI de la structure de variété 
préalgébrique image de celle de Ui X U: par (PT' X <pi-'; les hypothèses (a) et 
(b) de la Proposition 8 sont applicables à ce recouvrement de X X X', d'après 
le corollaire à la Proposition 7. On obtient ainsi une structure de variété préalgé- 
brique sur X X X' qui vérifie les conditions voulues. 

On peut appliquer le corollaire précédent au cas particulier X' = X ;  ainsi 
X X X se trouve muni d'une structure de variété préalgébrique, et en particu- 
lier d'une topologie. Nous pouvons maintenant énoncer l'axiome (VAIr) : 

(VArr)-La diagonale A de X X X est fermée dans X X X. 
Supposons que X soit une variété préalgébrique, obtenue par le procédé de 

"recollement" de la Proposition 8; pour que la condition (VArr) soit satisfaite, 
il faut et il suffit que Xi j  = A n Xi X X j  soit fermé dans Xi  X X j  . Or Xi j  
est l'ensemble des ( x ,  x )  avec x e Xi n X j  . Supposons alors qu'il existe des cartes 
<pi:Xi + U i ,  et soit Tii = <pi X <pj(Xij); Tij est l'ensemble des (<pi(x), <pj(x)) 
pour x parcourant Xi n X . L'axiome (VAzr) prend donc la forme suivante: 

(VA:~)-POU~tout couple (i,j), Tij est fermé dans U ;  X Uj . 
Sous cette forme, on reconnait l'axiome (A) de Weil (cf. [16], p. 167)' à cela 

prks que Weil ne considère que des variétés irréductibles. 
EXEMPLESde variétés algébriques: Tout sous-espace localement fermé U 

d'un espace affine, muni de la topologie induite et du faisceau Ou défini au 
no 31, est une variété algébrique. Toute variété projective est une variéte algé- 
brique (cf. no 51). Tout espace fibré algébrique (cf. 1171) dont la base et la fibre 
sont des variétés algébriques est une variété algébrique. 
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REMARQUES. (1) On notera l'analogie de la condition (VAII) e t  de la condition 
de séparation imposée aux variétés topologiques, différentiables, analytiques. 

(2) Des exemples simples montrent que la condition (VAII) n'est pas une 
conséquence de la condition (VAI). 

36. Applications régulières, structures induites, produits. Soient X et Y deux 
variétés algébriques, cp une application de X dans Y. On dit que cp est régulière si: 

(a) cp est continue, 
(b) Si x E X ,  et si f E O V ( , ) , ~, alors f 0 cp e OZrx . 
De même qu'au no 32, la composée de deux applications régulières est régu- 

liére, et, pour qu'une bijection cp:X -+ Y soit un isomorphisme, il faut et il 
suffit que cp et  q~-' soient des applications régulières. Les applications régulières 
forment donc une famille de morphismes pour la structure de variété algébrique, 
au sens de [l], Chap. IV. 

Soit X une variété algébrique, et X' un sous-ensemble localement fermé de X.  
Munissons X' de la topologie induite par celle de X et du faisceau Ox induit 
par Ox (de façon plus précise, pour tout z E XI, on définit O,,= , comme l'image 
de O,,X par l'homomorphisme canonique: S(X), -+ 5(Xt),). L'axiome (VL41) est 
vérifié: si cp,:Vi -t LTiest un système de cartes tel que X = UVi,  on pose 
V: = X' n Vi , U: = cp,(V:), et <pi:V :  -+ U: est un systéme de cartes tel que 
X' = U VI. L'axiome (VAII) est vérifié du fait que la topologie de X' X X' est in- 
duite par celle de X X X (on pourrait aussi bien utiliser VA:^)). On définit ainsi 
une structure de variété algébrique sur X', qui est dite induite par celle de X ;  on dit 
aussi que X' est une sous-variété de X (chez Weil [16], le terme de "sous-variété" 
est réservé à ce que nous appelons ici une sous-variété irréductible fermée). 
Si L désigne l'injection de X' dans X, L est une application régulière; de plus, 
si cp est une application d'une variété algébrique Y dans X', pour que cp: Y -+ X' 
soit régulière, il faut et il suffit que L 0 cp: Y + X soit régulière (ce qui justifie 
le terme de "structure induite", cf. [l],loc. cit.). 

Si X et X' sont deux variétés algébriques, X X X' est une variété algébrique, 
appelée variété produit; il suffit en effet de montrer que l'axiome (VA:,) est vérifié 
autrement dit que, si pi: Vi + Ui et :v:,+ u:!sont des systèmes de cartes 
tels que X = UVi et X' = UV:!, l'ensemble Tij X T:!, est alors fermé dans 
Ui X Uj X u:, X U:! (les notations étant celles du no 34); or cela résulte im- 
médiatement du fait que Ti, et T : ! ~ !sont fermés dans UiX Uj et u:,X ~ i . 1 

respectivement. 
Les Propositions 6 et 7 sont valables sans changement pour des variétés 

algébriques quelconques. 
Si cp:X -+ Y est une application régulière, le graphe de cp est fermé dans 

X x Y, car c'est l'image réciproque de la diagonale de Y X Y par l'application 
cp X 1 : X X Y + Y X Y; de plus, l?application $:X -t définie par 
+(x) = (2, 4 2 ) )  est un isomorphisme: en effet, + est une application régulière, 
ainsi que +-' (puisque c'est la restriction de la projection X X Y +X). 

36. Corps des fonctions rationnelles sur une variété irréductible. Nous 
démontrerons d'abord deux lemmes de nature purement topologique: 



LEMME1. Soient X un espace connexe, G un groupe abélien, et Ç le faisceau 
constant sur X,  isomorphe à G. L'application canonique G + I'(X, Ç) est bijective. 

Un élément de r (X ,  Ç) n'est pas autre chose qu'une application continue de 
X dans G muni de la topologie discrète. Puisque X est connexe, une telle appli- 
cation est constante, ce qui démontre le lemme. 

Nous dirons qu'un faisceau 5 sur un espace X est localement constant si tout 
point de x possède un voisinage U tel que S(U) soit constant sur U. 

LEMME2. Tout faisceau localement constant sur un espace irréductible est con- 
stant. 

Soient 5 le faisceau, X l'espace, et posons F = I'(X, 5);  il nous suffira de 
montrer que l'homomorphisme canonique pz: F --+ Szest bijectif pour tout x e X, 
car nous obtiendrons ainsi un isomorphisme du faisceau constant isomorphe à 
F sur le faisceau 5 donné. 

Si f e F, le Iieu des points x e X tels que f(x) = O est ouvert (d'après les pro- 
priétés générales des faisceaux), et fermé (parce que 5 est localement constant); 
vu qu'un espace irréductible est connexe, ce lieu est donc, soit $, soit X,  ce qui 
démontre déjà que pz est injectif. 

Soit maintenant m e 5, , et soit s une section de 5 au-dessus d'un voisinage U 
de x telle que s(x) = m; recouvrons X par des ouverts non vides Ui tels que 
S(U,) soit constant sur Ui;puisque X est irréductible, on a U n  Ui # $; choisis-
sons un point xi e U n  Ui ; il existe éxridemment une section s; de 5 sur U; telle 
que si(xi) = s(x;), et comme les sections s et si coincident en xi , elles coincident 
dans tout U n  Ui , puisque U n  Ui est irréductible, donc connexe; de même si 
et s j  coincident sur U; n Uj , puisqu'elles coincident sur U n Ui n Uj  # $; donc 
les sections si définissent une section unique s de 5 au-dessus de X,  et l'on a 
p,(s) = m, ce qui achève la démonstration. 

Soit maintenant X une variété algébrique irréductible. Si U est un ouvert non 
vide de X,  posons a, = r ( U ,  Ox) ; auest un anneau d'intégrité: en effet, sup- 
posons que l'on ait f .g  = O, f et g étant des applications régulières de U dans 
K;  si F (resp. G) est le lieu des points x e U tels que f(x) = O (resp. g(x) = O), 
on a U = F u  G, et F et G sont fermés dans U, puisque f et g sont continues; 
comme U est irréductible, cela entraîne F = U ou G = U, ce qui signifie bien 
que f ou g est nul sur U. On peut donc parler du corps des quotients de a , ,  
que nous noterons X,; si U c V, l'homomorphisme $:av -+ auest injectif 
puisque U est dense dans V, et l'on a un isomorphisme bien déterminé <pzde 
Xv dans X, ; le systéme des { X U  , <p;) définit un faisceau de corps X; d'ailleurs 
Xz est canoniquement isomorphe au corps des quotients de Oz,x . 

PROPOSITION9. Pour toute variété algébrique irréductible X ,  le faisceau X dé$ni 
ci-dessus est un faisceau constant. 

Vu le Lemme 2, il suffit de démontrer la Proposition lorsque X est une sous- 
variété localement fermée de l'espace affine Kr;  soit F l'adhérence de X dans 
Kr, et soit I ( F )  l'idéal de K[Xl , . . . , X,] formé des polynômes nuls sur F (ou 
sur X, cela revient au même). Si l'on pose A = KIXl , . . . , X,]/I(F), l'anneau 
A est un anneau d'intégrité puisque X est irréductible; soit K(A) le corps des 
quotients de A. D'après le corollaire à la Proposition 4, on peut identifier Oz,x 



230 JEAN-PIERRE SERRE 

h l'anneau des fractions de A relativement à l'idéal maximal défini par x; on 
obtient ainsi un isomorphisme du corps K(A) sur le corps des fractions de 
Oz,= ,et il est facile de vérifier que l'on définit ainsi un isomorphisme du faisceau 
constant Bgal à K(A) sur le faisceau X, ce qui démontre la proposition. 

D'après le Lemme 1, les sections du faisceau X forment un corps, isomorphe 
à X, pour tout x e X, et que nous noterons K(X). On l'appelle le corps des fonc- 
tions rationnelles sur X ;  c'est une extension de type fini du corps K, dont le 
degré de transcendance sur K est la dimension de X (on étend cette définition 
aux variétés algébriques réductibles en posant dirn X = Sup dirn Yi, si X est 
réunion des sous-variétés fermées irréductibles Yi). On identifiera en gén6ral 
le corps K(X) avec les corps X, ; comme l'on a O,,X c X, , on voit que l'on 
identifie ainsi O,.= à un sous-anneau de K(X) (c'est l'anneau de spécialisation 
du point x dans K(X), au sens de Weil, 1161, p. 77). Si U est ouvert dans X, 
r (U ,  Ox) est donc l'intersection dans K(X) des anneaux O , Xpour x parcourant U. 

Si Y est une sous-variété de X,  on a dirn Y S dirn X ;  si en outre Y est fermée, 
et ne contient aucune composante irréductible de X,  on a dirn Y < dirn X, 
comme on le voit en se ramenant au cas de sous-variétés de Kr (cf. par exemple 
[8], Chap. X, $5, th. II). 

$2. Faisceaux algébriques cohérents 
37. Le faisceau des anneaux locaux d'une variété algébrique. Revenons aux 

notations du no 31: soit X = KT, et soit O le faisceau des anneaux locaux de X. 
On a :  

LEMME1. Le faisceau 0 est un faisceau cohérent d'anneaux, au sens du no 15. 
Soient x e X,  U un voisinage de x, et fi , - . . , fp des sections de O sur U, 

c'est-à-dire des fonctions rationnelles régulières en tout point de U ;il nous 
faut montrer que le faisceau des relations entre f i ,  . . . , fp est un faisceau de 
type fini sur 0. Quitte à remplacer U par un voisinage plus petit, on peut sup- 
poser que les f i  s'écrivent f i  = Pi/&, où les Pi et Q sont des polynômes, Q ne 
s'annulant pas sur U. Soient maintenant y e U, et gi e O, tels que gij; 
soit nulle au voisinage de y; on peut encore écrire les gi sous la forme gi = Ri/S, 
où les R; et S sont des polynômes, S ne s'annulant pas en y. La relation xi11gifi = O au voisinage de y" équivaut à la relation "xi=? O auRiPi = 
voisinage de y", elle-même équivalente B xft? = O.Comme le module des RiPi 
relations entre les polynômes Pi est un module de type fini (puisque l'anneau 
des polynômes est noethérien), il s'ensuit bien que le faisceau des relations entre 
les f i  est de type fini. 

Soit maintenant V une sous-variété fermée de X = K T ;pour tout x ex, 
soit $,(V) l'idéal de 0, formé des éléments f e O, dont la restriction à V est nulle 
au voisinage de x (on a donc $,(V) = 0, si x 4 V). Les $,(V) forment un sous- 
faisceau $(V) du faisceau 0. 

LEMME2. Le faisceau $(V) est un faisceau cohérent de 0-modules. 
Soit I(V) l'idéal de KIXl, . . . ,X,] formé des polynômes P s'annulant sur V. 

D'après la Proposition 4 du no 31, g,(V) est égal à I(V). O, pour tout x e V, et  



cette formule subsiste pour x 4 V comme on le voit aussitôt. L'idéal I(V) Btant 
engendré par un nombre fini d'éléments, il en résulte que le faisceau g(V) est 
de type fini, donc cohérent d'après le Lemme 1 et la Proposition 8 du no 15. 

Nous allons maintenant étendre le Lemme 1 à une variéth algébrique arbi- 
traire : 

PROPOSITION1. S i  V est une variété algébrique, le faisceau O, est un faisceau 
cohérent d'anneaux sur V. 

La question étant locale, nous pouvons supposer que V est une sous-variété 
fermée de l'espace affine Kr. D'après le Lemme 2, le faisceau S(V) est un faisceau 
cohBrent d'idéaux, donc le faisceau O/g(V) est un faisceau cohérent d'anneaux 
sur X, d'après le Théorème 3 du no 16. Ce faisceau d'anneaux est nul en dehors 
de V, et sa restriction à V n'est autre que O, (no 31); donc le faisceau (7, est 
un faisceau cohérent d'anneaux sur V (no 17, corollaire à la Proposition 11). 

REMARQUE.Il est clair que la Proposition 1 vaut, plus génhralement, pour 
toute variéth préalgébrique. 

38. Faisceaux algébriques cohérents. Si V est une variété algébrique dont le 
faisceau des anneaux locaux est O, , nous appellerons faisceau algébrique sur V 
tout faisceau de (7,-modules, au sens du no 6; si 5 et Ç sont deux faisceaux algé- 
briques, nous dirons que <p:S + Ç est un homomorphisme algébrique (ou simple- 
ment un homomorphisme) si c'est un 0,-homomorphisme; rappelons que cela 
Bquivaut à dire que chacun des 9,: 5, -+ Ç, est O,, v-linéaire et que transforme 
toute section locale de 5 en une section locale de S. 

Si 5 est un faisceau algébrique sur V, les groupes de cohomologie Hq(V, 5) 
sont des modules sur r(V, O,), cf. no 23; en particulier, ce sont des espaces 
vectoriels sur K .  

Un faisceau algébrique 5 sur V sera dit cohérent si c'est un faisceau cohBrent 
de 0,-modules, au sens du no 12; vu la Proposition 7 du no 15 et la Proposition 1 
ci-dessus, un tel faisceau est caractérise par le fait qu'il est localement iso- 
morphe au conoyau d'un homomorphisme algébrique <p: O; -+ (7;. 

Nous allons donner quelques exemples de faisceaux algébriques cohérents 
(on en verra d'autres plus tard, cf. no" 48, 57 notamment). 

39. Faisceau d'idéaux défini par une sous-variété fermée. Soit W une sous- 
variBté fermée d'une variéth algBbrique V. Pour tout x E V, soit g,(W) l'idéal 
de O,,, formé des Bléments f dont la restriction à W est nulle au voisinage de x; 
soit g(W) le sous-faisceau de ov formé par les g,(W). On a la Proposition sui- 
vante, qui généralise le Lemme 2 : 

PROPOSITION2. Le faisceau g(W) est un faisceau algébrique cohérent. 
La question Btant locale, nous pouvons supposer que V (donc aussi W) est 

une sous-variBt6 fermée de l'espace affine Kr. Il résulte alors du Lemme 2, ap- 
pliqué à W, que le faisceau d'idBaux défini par W dans Kr est de type fini; il 
s'ensuit que g(W), qui en est l'image par l'homomorphisme canonique O -+ (7, , 
est également de type fini, donc est cohBrent d'après la Proposition 8 du no 15 
et la Proposition 1 du no 37. 
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Soit o w  le faisceau des anneaux locaux de W, et soit O; le faisceau sur V 
obtenu en prolongeant 0 par O en dehors de W (cf. no 5);  ce faisceau est Cano- 
niquement isomorphe à OV/g(W), autrement dit, on a une suite exacte: 

Soit alors 5 un faisceau algébrique sur W, et soit 5' le faisceau obtenu en pro- 
longeant 5 par O en dehors de W; on peut considérer 5' comme un faisceau de 
0;-modules, donc aussi comme un faisceau de Ov-modules dont l'annulateur 
contient 4(W). On a: 

PROPOSITION est un faisceau 3. Si 5 est un faisceau algébrique cohérent sur W, 5' 
algébrique cohérent sur V. Inversement, si Ç est un faisceau algébrique cohérent sur 
V dont l'annulateur contient g(W), la restriction de Ç à W est un faisceau algé- 
brique cohérent sur W. 

Si 5 est un faisceau algébrique coh6rent sur W, 5' est un faisceau cohérent 
de 0;-modules (no 17, Proposition I l ) ,  donc un faisceau cohérent de Ormodules 
(no 16, Théorème 3). Inversement, si Ç est un faisceau algébrique cohérent sur 
V, dont l'annulateur contient g(W), Ç peut être considéré comme un faisceau de 
Ov/g(W)-modules, et c'est un faisceau cohérent (no 16, Théorème 3);  la restric- 
tion de Ç à W est alors un faisceau cohérent de Ow-modules (no 17, Proposition 
11). 

Ainsi, tout faisceau algébrique cohérent sur W peut être identifié à un faisceau 
algébrique cohérent sur V (et cette identification ne change pas les groupes de 
cohomologie, d'après la Proposition 8 du no 26). En particulier, tout faisceau 
algébrique cohérent sur une variété affine (resp. projective) peut être consid6ré 
comme un faisceau algébrique cohérent sur l'espace affine (resp. projectif); 
nous ferons fréquemment usage de cette possibilité par la suite. 

REMARQUE.Soit Ç un faisceau algébrique coh6rent sur V, qui soit nul en de- 
hors de W; l'annulateur de Ç ne contient pas nécessairement g(W) (autrement 
dit, s ne peut pas toujours être consid6ré comme un faisceau alg6brique cohérent 
sur W); tout ce que l'on peut affirmer, c'est qu'il contient une puissance de 
S(W). 

40. Faisceaux d'idéaux fractionnaires. Soit V une variété algébrique irré- 
ductible, et soit K(V) le faisceau constant des fonctions rationnelles sur V (cf. 
no 36); K(V) est un faisceau algébrique, qui n'est pas cohérent si dim V > 0. 
Un sous-faisceau algébrique 5 de K(V) peut être appelé un "faisceau d'idéaux 
fractionnaires", puisque chaque 5, est un idéal fractionnaire de O,,, . 

PROPOSITION4. Pour qu'un sous-faisceau algébrique 5 de K(V) soit cohérent, 
il faut et il sufit qu'il soit de type fini. 

La n6cessité est triviale. Pour démontrer la suffisance, il suffit de prouver que 
K(V) vérifie la condition (b) de la définition 2 du no 12, autrement dit que, si 
f i ,  . . . ,fp sont des fractions rationnelles, le faisceau &(fi,  . . . , fp) est de type 
fini. Si x est un point de V, on peut trouver des fonctions gi et h, telles que 
fi = gi/h, gi et h étant régulières sur un voisinage U de x, et h étant non nulle 



sur U ;  le faisceau &(fi , . . . , fp) est alors égal au faisceau &(gl , . . . , g,) qui 
est de type fini, puisque O v  est un faisceau cohérent d'anneaux. 

41. Faisceau associé à un espace fibré à fibre vectorielle. Soit E un espace 
fibré algébrique, à fibre vectorielle de dimension r, et de base une variété algé- 
brique V; par dbfinition, la fibre type de E est l'espace vectoriel Kr, et le groupe 
structural est le groupe linéaire GL(r, K) opérant sur KT à la façon usuelle 
(pour la définition d'un espace fibré algébrique, cf. 1171; voir aussi 1151, no 4 
pour les espaces fibrés analytiques à fibres vectorielles). 

Si U est un ouvert de V, soit S(E). l'ensemble des sections de E régulières sur 
U; si V I> U, on a un homomorphisme de restriction & : S ( E ) ~-, s(E)" ; 
d'oh un faisceau S(E), appelé le faisceau des germes de sections de E. Du fait que 
E est un espace fibré à fibre vectorielle, chaque S(E) . est un r ( U ,  Ov)-module, 
et il s'ensuit que S(E) est un faisceau algébrique sur V. Si l'on identifie locale- 
ment E à V X KT, on voit que: 

PROPOSITION O;; en particulier, 5 .  Le faisceau S(E) est localement isomorphe à 
c'est un faisceau algébrique cohérent. 

Inversement, il est facile de voir que tout faisceau algébrique 5 sur V, locale- 
ment isomorphe à O;, est isomorphe à un faisceau S(E), où E est déterminé à 
un isomorphisme près (cf. [15], pour le cas analytique). 

Si V est une variété sans singularités, on peut prendre pour E l'espace fibré 
des p-covecteurs tangents à V ( p  étant un entier 2 O);  soit OP le faisceau S(E) 
correspondant; un élément de O:, x e V, n'est pas autre chose qu'une forme dif- 
férentielle de degré p sur V, régulière en x. Si l'on pose hpeq = dimK Hq(V, Op), 
on sait que, dans le cas classique (et si V est projective), hpqq est égal la dimen- 
sion de l'espace des formes harmoniques de type (p, q) (théorème de Dolbeault3), 
et, si B, désigne le n-ème nombre de Betti de V, on a B, = hpsq.Dansxp+,=,
le cas général, on pourrait prendre la formule précédente pour définition des 
nombres de Betti d'une variété projective sans singularités (nous verrons en 
effet au no 66 que les hp" sont finis). Il conviendrait d'étudier leurs propriétés 
et notamment de voir s'ils coïncident avec ceux qui interviennent dans les con- 
jectures de Weil relatives aux variétés sur les corps finis.4 Signalons seulement 
ici qu'ils vérifient la "dualité de Poincaré" B, = Bz,-, lorsque V est irréductible 
et de dimension m. 

Les groupes de cohomologie Hq(V, s(E)) interviennent aussi dans d'autres 
questions, notamment dans le théorème de Riemann-Roch, ainsi que dans la 
classification des espaces fibrés algébriques de base V, et de groupe structural 
le groupe affine x -t ax + b (cf. 1171, $4, où est traité le cas où dim V = 1). 

$3. Faisceaux algébriques cohérents sur les variétés affines 

42. Variétés affines. Une variété algébrique V est dite afine si elle est iso- 
morphe à une sous-variété fermée d'un espace affine. Le produit de deux variétés 

3 P .  Dolbeault. Sur la cohomologie des variétés analytiques complexes. C .  R. Paris, 236, 
1953, p. 175-177. 

4 Bulletin Amer. Math. Soc., 55, 1949, p.  507. 
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affines est une variét6 affine; toute sous-vari6t6 fermée d'une variété affine est 
une variété affine. 

Un sous-ensemble ouvert U d'une variété algébrique X est dit afine si, muni 
de la structure de variété algébrique induite par celle de X, c'est une variété 
affine. 

PROPOSITION1. Soient U et V deux sous-ensembles ouverts d'une variété algé- 
brique X. Si U et V sont afines, U n V est afine. 

Soit A la diagonale de X X X ;  d'après le no 35, l'application x + (x, x) est 
un isomorphisme birégulier de X sur A ;  donc la restriction de cette application 
à U n V est un isomorphisme birégulier de U n V sur A n U X V. Comme 
U et V sont des variétés affines, U X V est aussi une variet6 affine; d'autre 
part, A est fermée dans X X X d'après l'axiome (VArr), donc A n U X V est 
fermée dans U X V, et c'est bien une variét6 affine, cqfd. 

(Il est facile de voir que cette Proposition est en défaut pour les variét6s 
préalg6briques: l'axiome (VA,,) y joue un rôle essentiel). 

Introduisons maintenant une notation qui sera utilisée dans toute la suite de 
ce paragraphq: si V est une variet6 alghbrique, et f une fonction r6gulière sur V, 
nous noterons VI le sous-ensemble ouvert de V formé des points x r V tels que 
f(x) 	# o. 

PROPOSITION2. Si V est une variété algébrique afine, et f une fonction régulière 
sur V, l'ouvert Vf est un ouvert afine. 

Soit W le sous-ensemble de V X K forme des couples (x, A) tels que A.f (x) = 1; 
il est clair que W est ferme dans V X K, donc est une variété affine. Pour tout 
(x, A) r W, posons r(x, A) = x; l'application T est une application régulière 
de W dans Vf . Inversement, pour tout x r Vf , posons w(x) = (x, l/f(x)); 
l'application w:Vf +W est régulière, et l'on a a 0 w = 1, w 0 a = 1, donc Vf 
et W sont isomorphes, cqfd. 

PROPOSITION 	 sous-ensemble3. Soient V une sous-variété fermée de KT, F un 
fermé de V, et U = V - F. Les ouverts Vp forment une base pour la topologie de 
U lorsque P parcourt l'ensemble des polynômes nuls sur F. 

Soit U t  = V - F' un ouvert de U ,  et soit x E U';  il nous faut montrer qu'il 
existe P tel que Vp c U t  et x r V, ; autrement dit, P doit etre nul sur F' et  
non nul en x; l'existence d'un tel polynôme résulte simplement de la définition 
de la topologie de Kr. 

T H É O ~ M E1. Les ouverts aflnes d'une variété algébrique X forment une base 
d'ouverts pour la topologie de X. 

La question étant locale, on peut supposer que X est une sous-variété locale- 
ment fermée d'un espace affine Kr;  dans ce cas, le théorème résulte immédiate- 
ment des Propositions 2 et 3. 

COROLLAIRE.Les recouvrements de X formés d'ouverts afines sont arbitrairement 
jïns. 

On notera que, si U = i,r est un tel recouvrement, les U,,.. .i,{ Ui) sont tous 
des oiiverts affines, d'après la proposition 1. 

43. Quelques propriétés préliminaires des variétés irréductibles. Soit V Urie 



sous-variété fermée de KT, et soit I(V) l'idhal de K[Xi,  . . . , X,] formé des 
polynômes nuls sur V; soit A l'anneau quotient K[Xl,  . . . , X,]/I(V); on a un 
homomorphisme canonique 

qui est injectif par definition même de I(V). 
PROPOSITION :A -+ F(V, Ov) est bijectif. 4. S i  V est irréductible, r 

(En fait, ceci vaut pour toute sous-variété fermée de KT, comme nous le mon- 
trerons au no suivant). 

Soit K(V) le corps des fractions de A; d'après le no 36, on peut identifier 
O,.v à l'anneau des fractions de A relativement à l'idéal maxima1 m, forme par 
les polynômes nuls en x, et l'on a I'(V, Ov) = A = n,,v O,,V (tous les O,,V étant 
considérés comme des sous-anneaux de K(V)). Mais tout ideal maximal de A 
est Bgal à l'un des m, , puisque K est algebriquement clos (théorème des zeros 
de Hilbert); il en résulte immédiatement (cf. [8], Chap. XV, $5,  th. X) que 
A = n, ,v~ , ,v= r ( v ,  oV),cqfd. 

PROPOSITION5. Soient X une  variété algébrique irréductible, Q une fonction 
régulière sur X, et P une fonction régulière sur XQ. Alors, pour tout n assez grand, 
la  fonction rationnelle Q n Pest régulière sur X tout entier. 

Vu la quasi-compacité de X,  la question est locale; d'après le Théorème 1, 
on peut donc supposer que X est une sous-variété fermée de KT. La Proposition 
préc6dente montre alors que Q est un élément de A = K[Xl,  . . - , XT]/I(X). 
L'hypothèse faite sur P signifie que, pour tout point x r X Q, on peut écrire 
P = Pz/&,, avec Pzet Q, dans A, et Q,(x) # O; si a désigne l'idéal de A engendré 
par les Q, , la varieté des zéros de a est contenue dans la variét6 des zéros de Q; en 
vertu du théorème des zéros de Hilbert, ceci entraîne Qn r a pour n assez grand, 
d'où Qn = xR,.Q, et QnP = xR,.P, avec R, r A, ce qui montre bien que 
QnP est régulière sur X.  

(On aurait pu également utiliser le fait que X i  est affine si X l'est, et  appliquer 
la Proposition 4 à Xq). 

PROPOSITION6. Soient X une variété algébrique irréductible, Q une fonction 
régulière sur X, 5 un faisceau algébrique cohérent sur X, et s une section de 5 au-
dessus de X dont la restriction à X Qsoit nulle. Alors, pour tout n assez grand, la  
section Qns est nulle sur X tout entier. 

La question étant encore locale, nous pouvons supposer: 
(a) que X est une sous-variété fermée de Kr,  
(b) que 5 est isomorphe au conoyau d'un homomorphisme (p: O: -t O$ , 
(c) que s est image d'une section u de OX . 

(En effet, toutes ces conditions sont vérifiées localement). 

Posons A = r ( X  ,Ox) = KIXl, . . . , X,]/I(X). La section a peut être iden- 


tifiée à un système de q éléments de A. Soient, d'autre part, 

les t ,  , 1 5 i 5 p, sont des sections de O$ au-dessus de X, donc peuvent aussi 
être identifiés à des systèmes de q éléments de A. L'hypothèse faite sur s signifie 
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que, pour tout x E Xq, on a u ( x )  E V ( ( ~ Z , ~ ) ,c'est-à-dire que cr peut s'écrire sous 
la forme u = XiZlp f i .  ti , avec f i  E ( 3 z , X  ; OU, en chassant les dénominateurs, 
qu'il existe Q, E A, Q,(x) # O, tel que &,.a = C iZlpRi.t;, avec fii E A. Le 
raisonnement fait plus haut montre alors que, pour tout n assez grand, Qn 
appartient à l'idéal engendré par les Q, , d'où Qna(x) E p((3:x)  pour tout x E X, 
ce qui signifie bien que Qns est nulle sur X tout entier. 

44. Nullité de certains groupes de cohomologie. 
PROPOSITION7. Soient X une variété af ine irréductible, Qi une famille $nie de 

fonctions régulières sur X, ne s'annulant pas simultanément, et U le recouvrement 
ouvert de X formé par les Xoi = U ;  . S i  5 est u n  sous-faisceau algébrique cohérent 
de (3; , on a Hq(U,5)  = O pour tout q > 0. 

Quitte à remplacer U par un recouvrement équivalent, on peut supposer qu'au- 
cune des fonctions Qi n'est identiquement nulle, autrement dit que l'on a U i  # $ 
pour tout i. 

Soit f = (fi,...iq) un q-cocycle de U à valeurs dans 5. Chaque f i ,  ...i, est une 
section de 5 sur U;,  ...i, , donc peut être identifié à un système de p fonctions 
régulières sur Uc,.. .,,; appliquant la Proposition 5 à Q = Qi, . . . Qi, , on voit 
que, pour tout n assez grand, g,,... i ,  = (Qzo. . . Qiq)nfio...iqest un système 
de p fonctions régulières sur X tout entier, autrement dit est une section de 
op au-dessus de X .  Choisissons un entier n tel que ceci soit valable pour tous 
les systèmes i o  , . . . , i, , ce qui est possible puisque ces systèmes sont en nombre 
fini. Considérons l'image de g,,. ..i, dans le faisceau cohérent O: /%;  c'est une 
section nulle sur Ui,...i,; appliquant alors la Proposition 6, on voit que, pour 
tout m assez grand, le produit de cette section par (Qi, . . . Qi,)" est nul sur X 
tout entier, ce qui signifie que (Qi, . . . Qiq)mgi,...iqest une section de 5 sur X 
tout entier. En  posant N = m + n, on voit donc que l'on a construit des sections 
hi,... iq de 5 au-dessus de X, qui coincident avec (Qi, . . . Qi,)N .fi,... i, sur Ilio.. .zp. 

Comme les Qr ne s'annulent pas simultanément, il existe des fonctions 

Ri  E r(X, ( 3 ~ )  

telles que C R ~ . Q I= 1. Posons alors, pour tout système i o  , . . . , i,-~: 

k.io...iq-l= Xi  R i ~ h i i o ~ . . i q - ~ / ( Q i o .. . &i,-I)", 

ce qui a un sens, puisque Qi, . . . Qi,-, est différent de O sur U ;  ,... i,-, . 
On définit ainsi une cochaine k E ~ ~ - ' ( l l ,  = dk ,  ce qui démon- 5) .Je dis que f 

trera la Proposition. 
Il faut vérifier que (dk)i, ...6 ,  = fi,.. .;, ; il suffira de montrer que ces deux sec- 

tions coïncident sur U = rIUi , car elles coincideront alors partout, puisque ce 
sont des systèmes de p fonctions rationnelles sur X et que U # fl. Or, ail-dessus 
de U ,  on peut écrire 

kia...iq-l = CiRi.&: .fiio...iq-l , 
d'où 

( d k ),,... iq = ( - I ) ~ C ,  ,,... ; j . . . i O )C ~ I O  R ~ . Q ? . ~ ~  



et, en tenant compte de ce que f est un cocycle, 

(di~);,,...i~= CiR ~ . & Y  .fio...iq = f io...i, , cqfd. 

COROLLAIRE1.H q ( X ,5) = O pour q > 0. 
En effet la Proposition 3 montre que les recouvrements du type utilisé dans 

la Proposition 7 sont arbitrairement fins. 
COROLLAIRE2. L ' h m m o r p h i m e  T'(X, 8;) -,T'(X, B;/S) est surjectif. 
Cela résulte du Corollaire 1 ci-dessus et du Corollaire 2 à la Proposition 6 du 

no 24. 
COROLLAIRE3. Soit V une sous-variété fermée de Kr, et soit 

L'homomorphime L : A -t r(V, O v )  est bijectif. 
On applique le Corollaire 2 ci-dessus avec X = Kr, p = 1, 5 = g(V), faisceau 

d'idéaux défini par V; on obtient que tout élément de r(V, O v )  est restriction 
d'une section de O sur X, c'est-à-dire d'un polynôme, d'après la Proposition 4 
appliquée à X. 

45. Sections d'un faisceau algébrique cohérent sur une variété affine. 
T ~ I ~ O R ~ M E  algébrique cohérent sur une variété afine X.2. Soit 5 un faisceau 

Pour tout x E X, le 8,,x-module 5, est engendré par les éléments de r (X,  5). 
Puisque X est affine, on peut la plonger comme sous-variété fermée dans un 

espace affine KT; en prolongeant le faisceau 5 par O en dehors de X,  on obtient 
un faisceau algébrique cohérent sur KT (cf. no 39), et on est ramene à prouver le 
théorbme pour ce nouveau faisceau. Autrement dit, nous pouvons supposer 
que X = KT. 

Vu la définition des faisceaux cohérents, il existe un recouvrement de X formé 
d'ouverts au-dessus desquels 5 est isomorphe à un quotient d'un faisceau 8'. 
Utilisant la Proposition 3, on voit qu'il existe un nombre fini de polynômes 
Qi , ne s'annulant pas simultanément, et tels qu'il existe au-dessus de chaque 
U i  = XQi un homomorphisme surjectif <pi :O*' -,5 ;  on peut en outre supposer 
qu'aucun de ces polynômes n'est identiquement nul. 

Le point x appartient à l'un des U i  , disons Uo ;il est clair que 5, est engendré 
par les sections de 5 sur U O; comme QOest inversible dans O, , il nous suffira donc 
de démontrer le lemme suivant: 

LEMME1. S i  so est une section de 5 au-dessus de Uo , il existe un entier N et 
une section s de 5 au-dessus de X tels que s = Q:.so au-dessus de Uo . 

D'après la Proposition 2, U i  n U Oest une variété affine, évidemment irré- 
ductible; en appliquant le Corollaire 2 de la Proposition 7 à cette variété et 
à < p i :  oPi + 5, on voit qu'il existe une section roi de ~ * h u r  U i  n UOtelle que 
<pi(uOi)= so sur U i  n U O; comme Ui  n U Oest le lieu des points de U i  où &O ne 
s'annule pas, on peut appliquer la Proposition 5 à X = U i  , Q = Qo , et l'on 
voit ainsi qu'il exist,e, pour n assez grand, une section ui de (3*hu-dessus de 
U i  qui coïncide avec QO.uoi au-dessus de Ui  n U O; en posant si = <pi(ui),on 
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obtient une section de 5 au-dessus de U; qui coïncide avec Q;.so au-dessus de 
Ui n UO. Les sections si et si coïncident sur Uin Uj  n UO; en appliquant la 
Proposition 6 à si - si' on voit que, pour m assez grand, on a &O. (sl - si) = O 
sur Ui n Uj tout entier. Les &O.si définissent alors une section unique s de 
5 sur X, et l'on a s = Q8"f"so sur UO, ce qui démontre le lemme, et achève la 
démonstration du Théorème 2. 

COROLLAIRE1. Le faisceau 5 est isomorphe d un faisceau quotient d'un faisceau 
0; . 

Puisque 5, est un O,,x-module de type fini, il résulte du théorème ci-dessus 
qu'il existe un nombre fini de sections d e 5  engendrant 5, ;d'après la Proposition 1 
du no 12, ces sections engendrent aussi 5, pour y assez voisin de x. L'espace 
X Btnnt quasi-compact, on en conclut qu'il existe un nombre fini de sections 
S I ,  , s, de 5 engendrant 5, pour tout x e X, ce qui signifie bien que 5 esta - .  

isomorphe à un faisceau quotient du faisceau O; . 
COROLLAIRE2. Soit 3 63 -+P e une suite exacte de faisceaux algébriques co- 

Phérents sur une variété afine X. La suite r (X,  a )  -% r (X ,  63) -+ r(X, e)est alors 
exacte. 

On peut supposer, comme dans la démonstration du Théorème 2, que X est 
l'espace affine Kr, donc est irréductible. Posons g = Im(a) = Ker(p); tout re- 
vient à voir que a :  r (X ,  a )  -+ r ( X ,  g) est surjectif. Or, d'après le Corollaire 1, 
on peut trouver un homomorphisme surjectif (p: 8; -+ a, et, d'après le Corol- 
laire 2 à la Proposition 7, a 0 (p: r (X,  0;) -+ r (X ,  g )  est surjectif; il en est a for- 
tiori de même de a: r ( X ,  a )  -+r ( X ,  8)'  cqfd. 

46. Groupes de cohomologie d'une variété affine à valeurs dans un faisceau 
algébrique cohérent. Kous allons généraliser la Proposition 7: 

THÉORÈME3. Soient X une variété afine, Qi une famille finie de fonctions régu- 
lières sur X ,  ne s'annulant pas simultanément, et U le recouvrement ouvert de X 
formé par les XQ, = Ui . Si 5 est un faisceau algébrique cohérent sur X,  on a 
Hq(U, 5) = O pour tout q > 0. 

Supposons d'abord X irréductible. D'après le Corollaire 1 au Théorème 2, 
on peut trouver une suite exacte 

La suite de complexes: O -+ C(U, a )  -+ C(U, O;) -+ C(U, 5)  -+ O est exacte; 
en effet, cela revient à dire que toute section de 5 sur un Ui,... i, est image d'une 
section de 0; sur Uio...i,, ce qui résulte du Corollaire 2 à la Proposition 7, appli- 
qué à la variété irréductible Ui, ...i, . Cette suite exacte de complexes donne nais- 
sance à une suite exacte de cohomologie: 

et comme Hq(U, 8;) = H~+'(U, a )  = O pour q > O d'après la Proposition 7, 
on en conclut que Hq(U, 5 )  = 0. 



Passons maintenant au cas général. On peut plonger X comme sous-variété 
fermée dans un espace affine Kr;  d'après le Corollaire 3 à la Proposition 7, les 
fonctions Qi sont induites par des polynômes Pi ; soit d'autre part Ri un sys- 
thme fini de générateurs de l'idéal I(X). Les fonctions Pi , R j  ne s'annulent pas 
simultanément sur KT, donc définissent un recouvrement ouvert U' de Kr;  soit 
5' le faisceau obtenu en prolongeant 5 par O en dehors de X ;  en appliquant ce 
que nous venons de démontrer à l'espace KT, aux fonctions Pi ,R j  , et au faisceau 
5', on voit que Hq(U', 5') = O pour q > O. Comme on vérifie immédiatement que 
le complexe C(U1, 5') est isomorphe au complexe C(l1, 5), il s'ensuit bien que 
~ q ( 1 1 , 5 )= O, cqfd. 

COROLLAIRE1. Si X est une variété af ine,  et 5 un faisceau algébrique cohérent 
sur X, on a Hq(X, 5) = O pour tout q > 0. 

En effet les recouvrements du type utilisé dans le théorème précédent sont 
arbitrairement fins. 

COROLLAIRE2. Soit O 4 Q. -t a3 -+ e -+O une suite exacte de faisceaux sur 
une variété af ine X .  S i  le faisceau Q. est algébrique cohérent, l'homomorphisme 
r (X ,  a)-+ r ( X ,  e )  est surjectif . 

Cela résulte du Corollaire 1, où l'on fait q = 1. 

47. Recouvrements des variétés algébriques par des ouverts &es. 
PROPOSITION = U i )Gr un recouvrement8. Soit X une variété af ine,  et soit U f 

fini de X par des ouverts afines. Si 5 est un faisceau algébrique cohérent sur X, 
on a Hq(U, 5) = O pour tout q > 0. 

D'après la Proposition 3, il existe des fonctions régulières P j  sur X telles que 
le recouvrement 23 = (XPiJ  soit plus fin que U. Pour tout ( 2 0 ,  . . . , i,), 

sur Ui,...,, est défini par les restrictions 
des P j  à Ui,...ip ; comme Uio... ip  est une variété affine d'après la Proposition 1, 
on peut lui appliquer le Théorème 3, et on en conclut que Hq(%i,...ip, 5) = O 
pour tout q > O. Appliquant alors la Proposition 5 du no 29, on voit que 

et, comme Hq(%, 5)  = O pour q > O d'après le Théorème 3, la Proposition est 
démontrée. 

TIIÉORÈME4. Soient X une variété algébrique, 5 un faisceau algébrique cohérent 
sur X, et 11 = ( U i )i , r  un recouvrement fini de X par des ouverts afines. L'homo- 
morphisme u(U) : Hn(U, 5)  -+Hn(X, 5)  est bijectif pour tout n 2 0. 

Considérons la famille 23" des recouvrements finis de X par des ouverts affines. 
D'après le corollaire au Théorème 1, ces recouvrements sont arbitrairement fins. 
D'autre part, pour tout système ( i o  , . . . , i,), le recouvrement ai*,..., induit 
par %" sur U,,...i, est un recouvrement par des ouverts affines, d'après la Pro- 
position 1; d'après la Proposit,ion 8, on a donc HP( Bi",...ip , 5) = O pour q > 0. 
Les conditions (a) et (b) du Théorème 1,no 29, étant vérifiées, le théorème en 
résulte. 

THÉORÈME5 .  Soient X une variété algébrique, et U = ( U i )ie1 un recouvrement 

2.3 induit par ip,...23;le recouvrement 
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fini de X par des ouverts afines. Soit O + @ -+ 63 -+ e + O une suite exacte de 
faisceaux sur X, le faisceau a étant algébrique cohérent. L'homomorphisme cano-
nique HI(U, e )  -+ Hq(U, e )  (cf. no 24) est bijectif pour tout q 2 0. 

I l  suffit évidemment de montrer que Co(U, e )  = C(U, e) ,  c'est-à-dire que 
toute section de e au-dessus de Ui,. . . iqest image d'une section de au-dessus 
de Ui,...iq , ce qui résulte du Corollaire 2 au Théorème 3. 

COROLLAIRE -+ + e + O1. Soit X une variété algébrique, et soit O -+ 

une suite exacte de faisceaux sur X ,  le faisceau étant algébrique cohérent. L'homo- 
morphisme canonique Hlf(X, (3) -+ Hq(X, (9) est bijectif pour tout q 2 0. 

C'est une conséquence immédiate des Théorèmes 1et 5 .  

COROLLAIRE
2. On a une suite exacte: 

$4. Correspondance entre modules de type fhi et faisceaux algébriques cohérents 

48. Faisceau associé à un module. Soient V une variété affine, O le faisceau 
des anneaux locaux de V; l'anneau A = F(V, O) sera appelé l'anneau de coor- 
données de V, c'est une algèbre sur K qui n'a pas d'autre élément nilpotent 
que 0. Si V est plongée comme sous-variété fermée dans un espace affine r,on 
sait (cf. no 44) que A s'identifie à l'algèbre quotient de K[Xl,  . . . , X,] par 
l'idéal des polynômes nuls sur V; il s'ensuit que l'algèbre A est engendrée par 
un nombre fini d'éléments. 

Inversement, on vérifie aisément que, si A est une K-algèbre commutative 
sans élément nilpotent (autre que 0) et engendrée par un nombre fini d'éléments, 
il existe une variété affine V telle que A soit isomorphe à r (V,  O); de plus V est 
déterminée à un isomorphisme près par cette propriété (on peut identifier V à 
l'ensemble des caractères de A, muni de la topologie usuelle). 

Soit M un A-module; M définit sur V un faisceau constant, que nous noterons 
encore M ;  de même A définit un faisceau constant, et le faisceau M peut être 
considéré comme un faisceau de A-modules. Posons a ( M )  = O B A  M, le fais- 
ceau O étant aussi considéré comme un faisceau de A-modules; il est clair que 
a(M) est un faisceau algébrique sur V. De plus, si p:M -+ M' est un A-homo- 
morphisme, on a un homomorphisme a(p) = 1 @ p: a (M) -+ @(Mt); en d'autres 
termes, @(M) est un foncteur covariant du module M.  

PROPOSITION1. Le foncteur a ( M )  est exact. 
Soit M + M' -+ M" une suite exacte de A-modules. Il  nous faut voir que la 

suite a (M) -t a(M') + a (Mn)  est exacte, autrement dit que, pour tout x e V, 
la suite: 

O ,@AM-,O,@AM'-+O,@AM" 

est exacte. 
Or 0, n'est pas autre chose que l'anneau de fractions AS de A, S étant l'en- 

semble des f e A tels que f ( x )  # O (pour la définition d'un anneau de fractions, 
cf. [SI, [12] ou [13]). La Propo~it~ion 1 est donc un cas particulier du résultat 
suivant : 



LEMME1. Soient A un anneau, S une partie multiplicativement stable de A ne 
contenant pas 0, As l'anneau de fractions de A relativement à S.  Si M + M' -,M" 
est une suite exacte de A-modules, la suite As @ A M +As @ A M' + As @ A M" est 
exacte. 

Désignons par MS l'ensemble des fractions m/s, avec m e M, s E S, deux frac- 
tions m/s et m'/s' étant identifiées s'il existe s" e Stel que sU(s'.m - s.m') = 0; 
on voit facilement que Ms est un As-module, et que l'application 

est un isomorphisme de As @ A  M sur Ms ; on est donc ramené à montrer que la 
suite 

M~-PM:+M: 

est exacte, ce qui est immédiat. 
PROPOSITION2. a ( M )  = O entraine M = 0. 
Soit m un élément de M ;  si a (M)  = O, on a 1 @ m = O dans O, B AM pour 

tout x e V. D'après ce qui précède, 1 @ m = O équivaut à l'existence d'un élé- 
ment s E A, S(X) Z O, tel que s .m = 0; l'annulateur de m dans M n'est donc 
contenu dans aucun idéal maximal de A, ce qui entraîne qu'il est égal à A, 
d'où m = 0. 

PROPOSITION3. Si M est un A-module de type fini, a ( M )  est un faisceau algé- 
brique cohérent sur V. 

Puisque M est de type fini et que A est noethérien, M est isomorphe au cono- 
yau d'un homomorphisme p:Aq + Ap, et a (M) est isomorphe au conoyau de 
a(p):  a(Aq) + a(AP).  Comme @(Ap) = OP et @(Aq) = Oq, il en résulte bien 
que a ( M )  est cohérent. 

49. Module associé à un faisceau algébrique. Soit 5 un faisceau algébrique sur 
V, et soit r ( 5 )  = r (V ,  5);  puisque 5 est un faisceau de O-modules, r (5 )  est 
muni d'une structure naturelle de A-module. Tout homomorphisme algébrique 
p:5 -+ ç définit un A-homomorphisme r(p): r(5)  + r(Ç). Si l'on a une suite 
exacte de faisceaux algébriques cohérents 5 + ç + X, la suite 

est exacte (no 45) ; en appliquant ceci à une suite exacte OP + 5+ 0, on voit que 
r ( 5 )  est un A-module de type fini si F est cohérent. 

Les foncteurs a ( M ) et r (5 )  sont "réciproques" l'un de l'autre: 
THÉORÈME1. (a) Si M est un A-module de type fini, r ( a (M))  est canonique- 

ment isomorphe à M .  
(b) Si 5 est un faisceau algébrique cohérent sur V, a ( r ( 5 ) )  est canoniquement 

isomorphe à 5. 
Démontrons d'abord (a). Tout élément m e M définit une section a(m) de 

a(M) par la formule: a(m) (x) = 1 @ m E O, @ A  M ;  d'où un homomorphisme 
a : M  + r ( a (M)) .  Lorsque M est un module libre de type fini, a est bijectif 
(il suffit de le voir lorsque M = A, auquel cas c'est évident); si M est un 
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module de type fini quelconque, il existe une suite exacte L' -,L06 M -,O, où 
L0 et L1 sont libres de type fini; la suite a(L1) -, a(LO)-, a(M) -, O est 
exacte, donc aussi la suite r(a(L1)) -,r(a(LO))-,r (a(M))  -r O. Le diagramme 
commutatif: 

montre alors que a : M  -, I'(a(M)) est bijectif, ce qui démontre (a). 
Soit maintenant 5 un faisceau algébrique cohérent sur V. Si l'on associe à tout 

8 r r(5) l'élément s ( x )  r 5, , on obtient un A-homomorphisme: r (5 )  -r 5, qui 
se prolonge en un 0,-homomorphisme P,: O, @, F(5) 6 5, ; on vérifie facilement 
que les p, forment un homomorphisme de faisceaux P: a ( r (5))  -, 5. Lorsque 
5 = op, l~homomorphi~me est bijectif; il en résulte, par le même raisonne- 
ment que ci-dessus, que est bijectif pour tout faisceau algébrique cohérent 
5, ce qui démontre (b). 

REMARQUES.(1) On peut également déduire (b) de (a); cf. no 65, démonstra- 
tion de la Proposition 6. 

(2) Nous verrons au Chapitre III comment il faut modifier la correspondance 
précédente lorsqu'on étudie les faisceaux cohérents sur l'espace projectif. 

50. Modules projectifs et espaces fibrés à fibres vectorielles. Rappelons 
(161, Chap. 1, th. 2.2) qu'un A-module M est dit projectif s'il est facteur direct 
d'un A-module libre. 

PROPOSITION4. Soit M un A-module de type fini. Pour que M soit projectif, 
i l  faut et i l  su@ que le 0,-module 0, @ A  M soit libre pour tout x r V .  

Si M est projectif, 0, @ A  M est 0,-projectif, donc O,-libre puisque 0, est un 
anneau local (cf. [6], Chap. VIII, th. 6.1'). 

Réciproquement, si tous les 0, 8,M sont libres, on a 

dim (M) = Sup dim,," (0, @ A  M) = O (cf. [6], Chap. VII, Exer. I l ) ,  

ce qui entraîne que M est projectif ([6], Chap. VI, $2). 
Remarquons que, si 5 est un faisceau algébrique cohérent sur V, et si 5, est 

isomorphe à O Z ,  5 est isomorphe à OP au-dessus d'un voisinage de x ;  si cette 
propriété est vérifiée en tout point x r V, le faisceau 5 est donc localement iso- 
morphe à un faisceau OP, l'entier p restant constant sur toute composante con- 
nexe de V. En appliquant ceci au faisceau a(M), on obtient: 

COROLLAIRE.Soit 5 un faisceau algébrique cohérent sur une  variété a f ine  connexe 
V .  Les trois propriétés suivantes sont équivalentes: 

(i) r (5)  est un A-module projectif. 
(ii) 5 est localement isomorphe à un faisceau (3'. 

(iii) 5 est isomorphe a u  faisceau des germes de sections d 'un espace jîbré algé- 
brique à fibre vectorielle de base V .  



En outre, l'application E -t I'(S(E)) (E désignant un espace fibré à fibre vec- 
torielle) met en correspondance biunivoque les classes d'espaces fibrés et les 
classes de A-modules projectifs de type fini; dans cette correspondance, un es- 
pace fibré trivial correspond à un module libre, et réciproquement. 

Signalons que, lorsque V = Kr (auquel cas A = K[XI , . , X,]), on ignore 
s'il existe des A-modules projectifs de type fini qui ne soient pas libres, ou, ce 
qui revient au même, s'il existe des espaces fibrés algébriques à fibres vectorielles, 
de base Kr, et non triviaux. 

CHAPITREIII. FAISCEAUX ALGÉBRIQUES COHÉRENTS SUR LES VARIÉTÉS 

PROJECTIVES 

$1. Variétés projectives 

61. Notations. (Les notations introduites ci-dessous seront utilisées sans réfé- 
rence dans toute la suite du chapitre). 

Soit r un entier 2 O, et soit Y = K'+' - { O )  ; le groupe multiplicatif K* des 
éléments # O de K opère sur Y par la formule: 

Deux points y et y' seront dits équivalents s'il existe X e K* tel que y' = Xy; 
l'espace quotient de Y par cette relation d'équivalence sera noté Pr(K), ou sim- 
plement X;  c'est l'espacc projectif de dimension r sur K ;  la projection canonique 
de Y sur X sera notée a.  

Soit I = {O, 1, . . . , r )  ; pour tout i e 1, nous désignerons par ti  la i-ème fonc- 
tion coordonnée sur K'", définie par la formule: 

t i ( ~ o ,. . . , = p i .  

Nous désignerons par V, le sous-ensemble ouvert de K'" formé des points 
où ti est # O, et par U, l'image de Vi par a ;  les ( Ui J forment un recouvrement 
U de X. Si i e I et j e 1, la fonction t i l t i  est régulière sur Vi , et invariante par 
K*, donc définit une fonction sur Ui que nous noterons encore tilti ; pour i 
fixé, les fonctions t,/ti, j # i, définissent une bijection qi:Ui -t KT. 

Nous munirons K'+' de sa structure de variété algébrique, et Y de la structure 
induite. Nous munirons également X de la topologie quotient de celle de Y: 
un sous-ensemble fermé de X est donc l'image par a d'un cône fermé de K'". 
Si U est ouvert dans X, nous poserons Au = r(a-'(u), O=); c'est l'anneau des 
fonctions régulières sur n-'(u). Soit A: le sous-anneau de Au formé des éléments 
invariants par K* (c'est-$-dire des fonctions homogènes de degré 0). Lorsque 
V 2 U, on a un homomorphisme de restriction c o ; : ~ ;  +A: , ,et le système des 
(A: , définit un faisceau O, que l'on peut considérer comme un sous-faisceau 
du faisceau 5(X) des germes de fonctions sur X. Pour qu'une fonction f, définie 
au voisinage de x, appartienne à O,,, , il faut et il suffit qu'elle coincide locale- 
ment avec une fonction de la forme Pl&,où P et Q sont deux polynômes homo- 
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gènes de même degré en to , . . . , t ,  , avec &(y) Z O pour y e a-'(x) (ce que nous 
écrirons plus brièvement Q(x) # 0). 

PROPOSITION1. L'espace projectif X = P,(K), muni de la topologie et d u  fais- 
ceau précédents, est u n e  variété algébrique. 

Les Ui , i e Il sont des ouverts de X,  et on vérifie tout de suite que les bijec- 
tions $i: U; + KT définies ci-dessus sont des isomorphismes biréguliers, ce qui 
montre que l'axiome (VAr) est satisfait. Pour démontrer que (VArr) l'est aussi, 
il faut voir que la partie de KT X KT formée des couples ($i(x), J.j(x)), où 
x e Ui n Uj , est fermée, ce qui ne présente pas de difficultés. 

Dans la suite, X sera toujours muni de la structure de variété algébrique qui 
vient d'être définie; le faisceau Ox sera simplement noté 0. Une variété algé- 
brique V sera dite projective si elle est isomorphe à une sous-variété fermée d'un 
espace projectif. L'étude des faisceaux algébriques cohérents sur les variétés 
projectives peut se ramener à l'étude des faisceaux algébriques cohérents sur 
les P,(K), cf. no 39. 

62. Cohomologie des sous-variétés de l'espace projectif. Appliquons le 
Théorème 4 du no 47 au recouvrement U = { U;)ier ,  défini au no précédent: 
c'est possible puisque chacun des U; est isomorphe à KT.On obtient ainsi: 

PROPOSITION = P,(K), l'homo-2. Si 5 est un faisceau algébrique cohérent sur X 
morphisme a(U):Hn(U, 5)  + Hn(X, %) est bijectif pour tout n 2 0. 

Puisque U est formé de r + 1 ouverts, on a (cf. no 20, corollaire à la Proposi- 
tion 2) : 

COROLLAIRE. = O pour n > r .Hn(X, 5)  
Ce dernier résultat peut être généralisé de la façon suivante: 
PROPOSITION3. Soit  V une  variété algébrique, isomorphe à u n e  sous-variété 

localement fermée d ' u n  espace projectif X. Soit  5 un faisceau algébrique cohérent 
sur V, et soit W une  sous-variété de V telle que 5 soit n u l  e n  dehors de W .  O n  a 
alors Hn(V, 5)  = O pour n > dim W .  

En particulier, prenant W = V, on voit que l'on a :  
COROLLAIRE.Hn(V, 5)  = O pour n > dim V. 
Identifions V à une sous-variété localement fermée de X = P,(K); il existe 

un ouvert U de X tel que V soit fermée dans U. Nous supposerons que W est 
fermée dans V, ce qui est évidemment licite; alors W est fermée dans U .  Posons 
F = X - U. Avant de démontrer la Proposition 3, établissons deux lemmes: 

LEMME1. Soit  k = dim W ;il existe k + 1 polynômes homogènes P,(to , . , t,), 
de degrés >O, n u l s  sur F,  et n e  s'annulant pas simultanément sur W .  

(Par abus de langage, on dit qu'un polynôme homogène P s'annule en un 
point x de P,(K) s'il s'annule sur rW1(x)). 

Raisonnons par récurrence sur k, le cas où k = -1 étant trivial. Choisissons 
un point sur chaque composante irréductible de W, et soit Pl un polynôme 
homogène nul sur F, de degré > O, et ne s'annulant en aucun de ces points (l'exis- 
tence de Pl résulte de ce que F est fermé, compte tenu de la définition de la 
topologie de P,(K)). Soit TB' la sous-variété de TV formée des points x e Tt' tels 



que Pl($) = O; vu la construction de P l ,  aucune composante irréductible de 
W n'est contenue dans W', et il s'ensuit (cf. no 36) que dirn W' < k. En  appli- 
quant l'hypothèse de récurrence à W', on voit qu'il existe k polynômes homo- 
gènes P Z ,  . . . , P k + l ,  nuls sur F,  et ne s'annulant pas simultanément sur W'; 
il est clair que les polynômes Pl , . . . , P k + l  vérifient les conditions voulues. 

LEMME2. Soit P(t0 , . - , tr) un polynôme homoghe de degré n > O. L'ensemble 
Xp des points x E X tels que P(x) # O est un ouvert afine de X.  

Si l'on fait correspondre à tout point y = (po , . . , p,) E Y le point d'un espace 
K~ convenable qui a pour coordonnées tous les monômes py" . . c;Tr , m o + . . .  + 
m, = n, on obtient, par passage au quotient, une application <pn:X -+ PN-1(K). 
Il  est classique, et d'ailleurs facile à vérifier, que <pn est un isomorphisme biré- 
gulier de X sur une sous-variété fermée de PN-l(K) ("variété de Veronese"); 
or <pn transforme l'ouvert X p  en le lieu des points de <pn(X) non situés sur un 
certain hyperplan de PN-1(K); comme le complémentaire d'un hyperplan est 
isomorphe à un espace affine, on en conclut que X p  est bien isomorphe à une 
sous-variété fermée d'un espace affine. 

Démontrons maintenant la Proposition 3. Prolongeons le faisceau 5 par O 
sur U - V; nous obtenons un faisceau algébrique cohérent sur U ,  que nous 
noterons encore 5, et l'on sait (cf. no 26) que Hn(U, 5) = Hn(V, 5).  Soient 
d'autre part Pl , . . . , P k + l  des polynômes homogènes vérifiant les conditions 
du Lemme 1;  soient Pk+z,. . . , P h  des polynômes homogènes de degrés > 0, 
nuls sur W u F, et ne s'annulant simultanément en aucun point de U - W 
(pour obtenir de tels polynômes, il suffit de prendre un système de générateurs 
homogènes de l'id6al défini par W u Fdans K[to , . . . , t,]). Pour tout i, 1 5 i 5 h, 
soit V, l'ensemble des points x E X  tels que P,(x) # O; on a V, c U, et les 
hypothèses faites ci-dessus montrent que 8 = {V,} est un recouvrement ouvert 
de U; de plus, le Lemme 2 montre que les V, sont des ouverts affines, d'où 
H n ( 8 ,  5)  = Hn(U, 5)  = Hn(V, 5)  pour tout n 2 O. D'autre part, si n > k ,  
et si les indices io, . . . , insont distincts, l'un de ces indices est > k + 1, et 
V,, ..,, ne rencontre pas W ;on en conclut que le groupe des cochaines alternées 
C'"(a, 5)  est nul si n > k, ce qui entraîne bien H n ( 8 ,  5)  = 0, d'après la Proposi- 
tion 2 du no 20. 

53. Cohomologie des courbes algébriques irréductibles. Si V est une variété 
algébrique irréductible de dimension 1, les sous-ensembles fermés de V, dis- 
tincts de V, sont les sous-ensembles finis. Si F est une partie finie de V, et x un 
point de F, nous poserons V: = (V - F)  u {x ); les v:, x E F, forment un re- 
couvrement ouvert fini B F  de V. 

LEMME3. Les recouvrements aFdu type précédent sont arbitrairement fins. 
Soit U = {U,),,r un recouvrement ouvert de V, que l'on peut supposer fini, 

puisque V est quasi-compact. On peut également supposer U ,  # fi pour tout 
z É I. Si l'on pose F ,  = V - U, , F ,  est donc fini, et il en est de même de 
F = F ,  . Montrons que aF< U, ce qui démontrera le lemme. Soit x e F ;  il 
existe i É I tel que x 4 F, , puisque les r,recouvrent V; on a alors F - (x}3 F ,  , 
puisque F r> F ,  , ce qui signifie que TIc U, , et démontre bien que aF< U. 
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LEMME4. Soient 5 un faisceau sur V, et F une partie finie de V. On a 

pour n 2 2. 
Posons W = V - F ;  il est clair que VL n . - n v:" = W si les xo, . . . ,xn 

sont distincts, et si n 2 1.Si l'on pose G = F(W,s ) ,  il en résulte que le complexe 
alterné c ' (aF ,  5) est isomorphe, en dimensions 2 1, à C'(S(F), G), S(F) désign- 
ant le simplexe ayant F pour ensemble de sommets. 11 s'ensuit que 

H"(%*, 5) = Hn(S(F), G) = O pour n 5 2, 

la cohomologie d'un simplexe étant triviale. 
Les Lemmes 3 et 4 entraînent évidemment: 
PROPOSITION4. Si V est une courbe algébrique irréductible, et 5 un faisceau 

quelconque sur V, on a Hn(V, 5) = O pour n 2 2. 
REMARQUE.J'ignore si un résultat analogue au précédent est valable pour les 

variétés de dimension quelconque. 

52. Modules gradués et faisceaux algébriques cohérents sur l'espace projectif 

64. L'opération 5(n). Soit 5 un faisceau algébrique sur X = P,(K). Soit 
5; = 5(Ui) la restriction de 5 à Ui (cf. no 51); n désignant un entier quelconque, 
soit 8ij(n) l'isomorphisme de Sj(Ui n Uj) sur Si(Ui n Uj) défini par la multi- 
plication par la fonction tjn/tn; cela a un sens, puisque tj/ti est une fonction ré- 
gulière sur Ui n Uj et à valeurs dans K*. On a eij(n) 0 Ojk(n) = 8ik(n) en tout 
point de U; n Uj n Uk ; on peut donc appliquer la Proposition 4 du no 4, et 
l'on obtient ainsi un faisceau algébrique, noté ~ ( n ) ,  défini par recollement des 
faisceaux 5; = 5(Ui) au moyen des isomorphismes Oij(n). 

On a des isomorphismes canoniques: 5(0) N 5,  S(n)(m) N 5(n + m). De 
plus, 5(n) est localement isomorphe à 5, donc cohérent si 5 l'est; il en résulte 
également que toute suite exacte 5 4 5' --+ 5" de faisceaux algébriques donne 
naissance à une suite exacte 5(n) --+ S'(n) --+ ~ " ( n )pour tout n E Z. 

On peut appliquer ce qui précède au faisceau 5 = O, et l'on obtient ainsi les 
faisceaux ~ ( n ) ,  n E Z. YOUSallons donner une autre description de ces faisceaux: 
si U est ouvert dans X ,  soit AG la partie de A. = r(r-'(U), o ~ )formée des fonc- 
tions homogènes de degré n (c'est-à-dire vérifiant l'identité f(Ay) = A n  f(y) 
pour E K*, et y E r-'(u)); les AG sont des AL-modules, donc donnent naissance 
à un faisceau algébrique, que nous désignerons par Of(n). Un élement de Of(n), , 
x E X, peut donc être identifié à une fraction rationnelle P/Q, P et Q étant des 
polynômes homogènes tels que Q(x) # O et que deg P - deg Q = n. 

PROPOSITION et ~ ' ( n )  sont canoniquement isomorphes. 1. Les faisceaux ~ ( n )  
Par définition, une section de ~ ( n )  sur un ouvert U C X est un système (fi) 

de sections de O sur les U n Ui ,  avec fi  = (ty/tY).fj sur U n Ui n Uj ; les f j  
peuvent être identifiées à des fonctions régulières et homogènes de degré O sur 
les T-'(u) n a-'(?Ji); posons gi = tn.fi ; on a alors gi = gj en tout point de 
T-'(u) n T-'(U~)n a-'(Uj), donc les g; sont restrictions d'une fonction unique 



g, régulière sur ?r-'(u), et homogène de degré n. Inversement, une telle fonc- 
tion g définit un système (fi) en posant fi = g/t; . L'application (fi) -+ g est 
donc un isomorphisme de O(n) sur O1(n). 

Dans la suite, nous identifierons le plus souvent 0(n) et (3'(n) au moyen de 
l'isomorphisme précédent. On observera qu'une section de O'(n) au-dessus de 
X n'est pas autre chose qu'une fonction régulière sur Y et homogène de degré 
n. Si l'on suppose r 2 1, une telle fonction est identiquement nulle pour n < 0, 
et c'est un polynôme homogène de degré n pour n 	2 O. 

PROPOSITION O(n)2. Pour tout faisceau algébrique 5, les faisceaux 5(n) et 5 
sont canoniquement isomorphes. 

Puisque ~ ( n )  est obtenu à partir des O i  par recollement au moyen des ûi,(n), 
5 @ ~ ( n )est obtenu à partir des Si @ Oi par recollement au moyen des iso- 
morphismes 1 @ ûij(n) ; en identifiant Ti @ (3; à 5; , on retrouve bien la définition 
de 5(n). 

Dans la suite, nous ferons également l'identification de ~ ( n )  et de 5 @ ~ ( n ) .  

55. Sections de 5(n). Démontrons d'abord un lemme sur les variétés affines, 
qui est tout à fait analogue au Lemme 1 du no 45: 

LEMME 1. Soient V une variété afine, Q une fonction régulière sur V, et Va 
l'ensemble des points x E V tels que Q(x) # O. Soit 5 un faisceau algébrique cohérent 
sur V, et soit s une section de 5 au-dessus de Vo . Alors, pour tout n assez grand, il 
existe une section s' de 5 au-dessus de V tout entier, telle que s' = Q"s au-dessus 
de V a .  

En  plongeant V dans un espace affine, et prolongeant 5 par O en dehors de V, 
on se ramene au cas où V est un espace affine, donc est irréductible. D'après le 
Corollaire 1 au Théorème 2 du no 45, il existe un homomorphisme surjectif 
(o: 0; -,5 ;  d'après la Proposition 2 du no 42, Vo est un ouvert affine, et  il existe 
donc (no 44, Corollaire 2 à la Proposition 7) une section a de 021 au-dessus de 
Vo telle que ~ ( a )  = S. On peut identifier u à un système de p fonctions régulières 
sur V, ; appliquant à chacune de ces fonctions la Proposition 5 du no 43, on voit 
qu'il existe une section a' de 08 sur V telle que u' = Qnu sur Va , pourvu que n 
soit assez grand. En posant s' = (o(al), on obtient bien une section de 5 sur V 
telle que s' = Qns sur V ,  . 

THÉORÈME1. Soit 5 un faisceau algébrique cohérent sur X = P,(K). I l  existe 
un entier n(5) tel que, pour tout n 2 n(5), et tout x E X,  le 0,-module 5(n), soit 
engendré par les éléments de r ( X ,  5(n)). 

Par définition de S(n), une section s de ~ ( n )  sur X est un système (si) de 
sections de 5 sur les Ui , vérifiant les conditions de cohérence: 

si = (t;/t").sj sur U; n U j  ; 

nous dirons que si est la i-ème composante de S. 

D'autre part, puisque Uiest isomorphe à Kr, il existe un nombre fini de sec- 
tions s? de 5 sur Ui qui engendrent 5, pour tout x E Ui (no 45, Corollaire 1 au 
Théorème 2); si, pour un certain entier n, on peut trouver des sections sa de 
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5(n) dont les i-èmes composantes soient les sq , il est évident que r ( X ,  5(n)) 
engendre 5(n), pour tout x E Ui.  Le Théorème 1 sera donc démontré si nous 
prouvons le Lemme suivant: 

LEMME2. Soit si une section de 3 au-dessus de Ui . Pour tout n assez grand, il 
existe une section s de S(n) dont la i-ème composante est égale à si . 

Appliquons le Lemme 1 à la variété affine V = Uj , à la fonction Q = tiltj , 
et à la section si restreinte à Ui n Uj ;c'est licite, puisque tiltj est une fonction 
régulière sur Uj dont le lieu des zéros est Uj - Ui n Uj . On en conclut qu'il 
existe un entier p et une section si de 5sur Uj tels que s: = (tP/t,P).si sur Ui n Uj ; 
pour j = i ,  ceci entraîne si = s i ,  ce qui permet d'écrire la formule précédente 
sj = (t'/t,").s: . 

Les si étant définies pour tout indice j (avec le même exposant p), considérons 
S] - (tkP/t;).sk ; c'est une section de 5 sur Uj n Uk dont la restriction à 
U; n Uj n Uk est nulle; en lui appliquant la Proposition 6 du no 43, on voit que, 
pour tout entier q assez grand, on a (t:/tg)(s] - (tkP/tjP).sk) = O sur Uj  n U, ; 
si on pose alors si = (t:/t;).si , et n = p + q, la formule précédente s'écrit 
s j  = (t;/t;).sk, et le système s = (sj) est bien une section de S(n) dont la 
i-&me composante est égale à si , cqfd. 

COROLLAIRE.Tout faisceau algébrique cohérent 5 sur X = P,(K) est isomorphe 
à un faisceau quotient d'un faisceau ~ (n ) ' ,  n et p étant des entiers convenables. 

D'après le théorème qui précède, il existe un entier n tel que S(-n), soit 
engendré par r (X ,  s(-n)) pour tout x e X;  vu la quasi-compacité de X,  cela 
équivaut à dire que s(-n) est isomorphe à un faisceau quotient du faisceau 
OP, p étant un entier 2 0  convenable. Il en résulte alors que 5 N S(-n)(n) est 
isomorphe à un faisceau quotient de ~ ( n ) '  N OP(n). 

66. Modules gradués. Soit S = K [ b , . . . , t,] l'algèbre des polynômes en 
t0 , . . . , t, ; pour tout entier n >= O, soit Snle sous-espace vectoriel de S formé 
par les polynômes homogènes de degré n; pour n < O, on posera Sn= O. L'algè-
bre S est somme directe des S n ,  n E Z, et l'on a Sp.S, c S,+, ; autrement dit, 
S est une algèbre graduée. 

Rappelons qu'un S-module M est dit gradué lorsqu'on s'est donné une dé- 
composition de M comme = CneZsomme directe: M M n ,  les Mn étant des 
sous-groupes de M tels que Sp.M, c Mp+, , pour tout couple d'entiers (p, q). 
Un élément de M n  est dit homogène de degré n ;  un sous-module N de M est dit 
homogène s'il est somme directe des N n M n ,  auquel cas c'est un S-module 
gradué. Si M et M' sont deux S-modules gradués, un S-homomorphisme 

( P :  M + M f  

est dit homogène de degré s si (P(M,) c ML+, pour tout n e Z. Un S-homomor- 
phisrne homogène de degré O sera appelé simplement un homomorphisme. 

Si M est un S-module gradué, et n un entier, nous noterons M(n) le S-module 
gradué: 

M(n) = M(n)P, avec M ( ~ ) z I= Mn+, -

http:(t;/t;).sk


On a donc M(n) = M en tant que S-module, mais un élément homogène de 
degré p dans M(n) est homogène de degré n + p dans M ;  autrement dit, M(n) 
se déduit de M en abaissant les degrés de n unités. 

Nous désignerons par (9 la classe des S-modules gradués M tels que Mn = O 
pour n assez grand. Si A -t B + C est une suite exacte d'homomorphismes de 
S-modules gradués, les relations A e C et C e C entraînent évidemment B e e;  
autrement dit, C est bien une classe, au sens de [14], Chap. 1. De façon générale, 
nous utiliserons la terminologie introduite dans l'article précité; en particulier, 
un homomorphisme (p: A 3 B sera dit &injectif (resp. C-surjectif) si Ker((p) r C 
(resp. si Coke&) E e),et C-bijectif s'il est à la fois (3-injectif et (?-surjectif. 

Un S-module gradué M est dit de type Jini s'il est engendré par un nombre 
fini d'éléments; nous dirons que M vérijîe la condition (TF) s'il existe un entier 
p tel que le sous-module En,.Mn de M soit de type fini; il revient au même de 
dire que M est C-isomorphe à un module de type fini. Les modules vérifiant 
(TF) forment une classe contenant C. 

Un S-module gradué L est dit libre (resp. libre de type Jini) s'il admet une base 
(resp. une base finie) formée d'éléments homogènes, autrement dit s'il est iso- 
morphe à une somme directe (resp. une somme directe finie) de modules S(ni). 

57. Faisceau algébrique associé à un S-module gradué. Si U est une partie 
non vide de X, nous noterons S(U) le sous-ensemble de S = K[to, . . . , t,] 
formé des polynômes homogènes Q tels que Q(x) # O pour tout x E U ;  S(U) 
est un sous-ensemble multiplicativement stable de S, ne contenant pas 0. Pour 
U = X, on écrira S(x) au lieu de S( (x ) ) .  

Soit M un S-module gradué. Nous désignerons par M u  l'ensemble des frac- 
tions m/Q, avec m E M, Q E S(U), m et Q étant homogènes de même degré; on 
identifie deux fractions m/Q et mf/Q' s'il existe Q" e S(U) tel que 

QM(Q'.m - Q.mf) = O ;  

il est clair que l'on définit bien ainsi une relation d'équivalence entre couples 
(ml Q). Pour U = x, on écrira M, au lieu de M,,, . 

Appliquant ceci à M = S, on trouve pour S u  l'anneau des fractions ration- 
nelles P/Q, où P et Q sont des polynômes homogènes de même degré et Q e S(U); 
si M est un S-module gradué quelconque, on peut munir M u  d'une structure de 
S.-module en posant : 

m/Q + mf/Qf = (Qfm + Qmf>/QQf 

(p/Q).(m/Qt) = Pm/QQt. 

Si U c V, on a S(V) c S(U), d'où des homomorphismes canoniques 

le système (Mu , (p;), où U et V parcourent les ouverts non vides de X, définit 
donc un faisceau que nous noterons a(M); on vérifie tout de suite que 

lim,,, M u  = M,, 
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c'est-à-dire que a(M), = M, . On a en particulier a(S)  = 0,et comme les 
M U  sont des Su-modules, il s'ensuit que a(M) est un faisceau de a(S)-modules, 
c'est-à-dire un faisceau algébrique sur X. Tout homomorphisme p:M -+ M' 
définit de façon naturelle des homomorphismes Su-linéaires pu:M -+ ML , 
d'où un homomorphisme de faisceaux a((p): a (M)  -t a(M1), que nous noterons 
souvent p. On a évidemment 

+ $1 = + a(+), = 1, a(cp O*) = a(+). 

L'opération a(M) est donc un foncteur additif covariant, défini sur la catégorie 
des S-modules gradués, et à valeurs dans la catégorie des faisceaux algébriques 
sur X. 

(Les définitions ci-dessus sont tout à fait analogues à celles du $4 du Chap. I I ;  
on observera toutefois que Sun'est pas l'anneau de fractions de S relativement à 
S(U), mais seulement sa composante homogène de degré 0.) 

68. Premières propriétés du foncteur a(M). 

PROPOSITION
3. Le foncteur a (M)  est un foncteur exact. 

BSoit M 3M' -+M" une suite exacte de S-modules gradués, et montrons 
Bque la suite M, -> MS. -+MZ est aussi exacte. Soit mt/Q e MS. un élément du 

noyau de p; vu la définition de MZ , il existe R r S(x) tel que RB(mt) = O; mais 
alors il existe m E M tel que a(m) = Rm', et l'on a a(m/RQ) = mf/Q, cqfd. 
(Comparer avec le no 48, Lemme 1.) 

PROPOSITION4. Si M est un S-module gradué, et si n est un entier, a(M(n)) est 
canoniquement isomorphe à a(M) (n) . 

Soient i e 1,x e Ui , et m/Q E M(n), , avec m E M(n), , Q E S(x), deg Q = p. 
Posons: 

qi,z(m/Q) = m/t;Q E M, , 
ce qui est licite puisque m r Mn+, et tnQ r S(x). On voit immédiatement que 
qi,,:M(n), -+ M, est bijectif pour tout x r Ui , et définit un isomorphisme 
qi  de a(M(n)) sur a(M) au-dessus de Ui . En outre, on a q i  0 q?' = Bij(n) au- 
dessus de Ui n Uj . Vu la définition de l'opération S(n), et la Proposition 4 du 
no 4, cela montre bien que a(M(n)) est isomorphe à a(M)(n). 

COROLLAIRE.a(S(n)) est canoniquement isomorphe à O(n). 
En effet, on a déjà dit que a (# )  était isomorphe à 0. 
(Il est d'ailleurs évident directement que a(S(n)) est isomorphe à Of(n), 

puisque O1(n), est justement formé des fractions rationnelles Pl&,telles que deg 
P - deg Q = n, et Q E S(x).) 

PROPOSITION5 .  Soit M un S-module gradué v6riJiant la condition (TF). Le 
faisceau algébrique a (M)  est alors un faisceau cohhent, et, pour que a(M) = 0, 
il faut et il sufit que M r (3. 

Si M E e, pour tout m E M et tout x E X, il existe Q e S(x) tel que Qm = 0: 
il suffit de prendre Q de degré assez grand; on a donc M, = O, d'où a(M) = 0. 
Soit maintenant M un S-module gradué vérifiant la condition (TF); il existe un 



sous-module homogène N de M, de type fini, tel que M I N  E (3; en appliquant ce 
qui précède, ainsi que la Proposition 3, on voit que a(N) -t a(M) est bijectif, et 
il suffit donc de prouver que a(N) est cohérent. Puisque N est de type fini, il 
existe une suite exacte L' -+ L0-+ N -+ O, où L0 et L' sont des modules libres 
de type fini. D'après la Proposition 3, la suite a(L1) -+ a(LO)-t a(N)  -t O est 
exacte. Mais, d'après le corollaire à la Proposition 4, ~(LO) et a(L1) sont iso- 
morphes à des sommes directes finies de faisceaux €)(ni), donc sont cohérents. 
Il s'ensuit bien que a(N)  est cohérent. 

Soit enfin M un S-module gradué vérifiant (TF), et tel que a ( M )  = O; vu 
ce qui précède, on peut supposer M de type fini. Si m est un élément homogène 
de M, soit a, l'annulateur de m, c'est-à-dire l'ensemble des polynômes Q E S 
tels que Q.m = O; il est clair que a, est un idéal homogène. De plus, l'hypothèse 
M, = O pour tout x E X entraîne que la variété des z6ros de a, dans K"' est 
vide où réduite à { O ]  ; le théorème des zéros de Hilbert montre alors que tout 
polynôme homogène de degré assez grand appartient à a,. Appliquant ceci à 
un système fini de générateurs de M, on en conclut aussitôt que M, = O pour 
p assez grand, ce qui achève la démonstration. 

En combinant les Propositions 3 et 5 on obtient: 
PROPOSITION6. Soient M et Mt  deux S-modules gradués vérijiant la condition 

(TF), et soit (p: M -+ Mt un homomorphisme de M dans M'. Pour que 

soit injectif (resp. surjectif, bijectif), il faut et il sufit que (p soit (3-injectif (resp. 
e-surjectif, &bijectif). 

69. S-module gradué associé à un faisceau algébrique. Soit 5 un faisceau 
algébrique sur X, et posons: 

r(5) = r(5In, avec = r (X,  5(n)). 

Le groupe r (5)  est un groupe gradué; nous allons le munir d'une structure de 
S-module. Soit s E r (X,  S(q)) et soit P E S, ; on peut identifier P à une section 
de ~ ( p )  (cf. no 54), donc P @ s est une section de O ( p )  @ 5(q) = 5(q)(p) = 
5(p + q), en utilisant les isomorphismes du no 54; nous avons ainsi défini une 
section de 5(p + q) que nous noterons P.s au lieu de P @ S. L'application 
(P, s) -+ P.s munit r(5) d'une structure de S-module compatible avec sa 
graduation. 

On peut aussi définir P.s au moyen de ses composantes sur les Ui : si les 
composantes de s sont si E r ( U i ,  5), avec si = (tjP/tP).sj sur Ui n Uj , on a 
(P.s){ = (P/t?).si , ce qui a bien un sens, puisque P/t; est une fonction régulière 
sur Ui . 

Pour pouvoir comparer les foncteurs a(M) et r(S) nous allons définir deux 
homomorphismes canoniques : 
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DÉF~NITION a. Soit M S-module gradué, et soit m E MO un élémentDE un 
homogène de degré O de M. L'élément ml1 est un élément bien défini de M, , 
et varie continûment avec x e X ;  donc m définit une section a(m) de a(M).  
Si maintenant m est homogène de degré n, m est homogène de degré O dans 
M(n), donc définit une section a(m) de a(M(n)) = a(M)(n) (cf. Proposition 
4). D'où la définition de a : M  + r (a(M)) ,  et il est immédiat que c'est un homo- 
morphisme. 

DÉFINITIOXDE p. Soit 5 un faisceau algébrique sur X,  et soit s/Q un élément 
de r(5), , avec s e r (X ,  5(n)), Q E S n ,  et Q(x) # O. La fonction 1/Q est homo- 
gène de degré -n, et régulière en x, c'est donc une section de @(-n) au voisi- 
nage de x; il s'ensuit que 1/Q 8 s est une section de O(-n) 8 5(n) = 5 au voi- 
sinage de x, donc définit un élément de 5 , ,  que nous noterons p,(s/Q), car il 
ne dépend que de s/Q. On peut également définir p, en utilisant les composantes 
si de s :  si x e Ui , p,(s/Q) = (tS/Q).s,(x). La collection des homomorphismes P, 
definit l'homomorphisme p: a ( r ( 5 ) )  -t 5.  

Les homomorphismes et 0 sont reliés par les Propositions suivantes, qui se 
démontrent par un calcul direct: 

PROPOSITION7. Soit M un S-module gradué. Le composé des homomorphismes 
a ( M )  + a ( r ( a ( M ) ) )-+ a ( M )  est l'identité. 

(Le premier homomorphisme est défini par a:M + r ( a ( M ) ) ,  et le second est 
p, appliqué à 5 = a(M).)  

PROPOSITION8. Soit 5 un faiscea~r algébrique sur X .  Le composé des homo- 
morphismes r ( 5 )  -+ r(a(I'(5))) -+ I'(5) est l'identité. 

(Le premier homomorphisme est a ,  appliqué à M = I'(5), tandis que le 
second est défini par 0: a ( r ( 5 ) )  +5.) 

Nous montrerons au no 65 que p: a ( r ( 5 ) )  -+ 5 est bijectif si 5 est cohérent, 
et que a : M  -+ r ( a ( M ) )  est &bijectif si M vérifie la condition (TF). 

60. Cas des faisceaux algébriques cohérents. Démontrons d'abord un résultat 
préliminaire : 

PROPOSITION9. Soit 6: un faisceau algébrique sur X, somme directe d'un nombre 
$ni de faisceaux @(ni). Alors I'(6:) vérifie (TF), et p: a ( r  ( 6 : ) )+ 6: est bijectif. 

On se ramène tout de suite à 6: = O(n), puis à 6: = O. Dans ce cas, on sait 
que r ( ~ ( p ) )  = S, pour p 1 O, donc on a S c r ( @ ) ,  le quotient appartenant 
à e. Il s'ensuit d'abord que r ( 0 )  vérifie (TF), puis que a ( r ( 0 ) )  = a ( S )  = O, 
cqfd. 

(On observera que l'on a r ( @ )  = S si r 2 1 ;  par contre, si r = 0, r ( 0 )  n'est 
même pas un S-module de type fini.) 

THÉORÈME2. Pour tout faisceau algébrique cohérent 5 sur X, il existe un 
S-module gradué M ,  vérifiant (TF), tel que a ( M )  soit isomorphe à 5 .  

D'après le corollaire au Théorème 1, il existe une suite exacte de faisceaux 
algkbriques : ' 



où C' et 2' vérifient les hypothèses de la Proposition précédente. Soit M le 
conoyau de l'homomorphisme r(cp): r ( c l )  + r ( c O ) ;  d'après la Proposition 9, 
M vérifie la condition (TF).En appliquant le foncteur à la suite exacte: 

on obtient la suite exacte: 

a ( r ( c l ) )  + a ( r ( c O ) )+ a ( ~ )+o. 
Considérons le diagramme commutatif suivant: 

a(r(L1))  + a( r (LO))+ a ( M )  + O 

D'après la Proposition 9, les deux homomorphismes verticaux sont bijectifs. 
Il en résulte que a ( M )  est isomorphe à 5, cqfd. 

$3. Cohomologie de l'espace projectif à valeurs dans un faisceau algébrique 
cohérent 

61. Les complexes Ck(M) et C(M). Nous conservons les notations des no" 
51 et 56. En particulier, I désignera l'intervalle (0, 1, . . . , T ) ,  et S désignera 
l'algèbre graduée K[to , . . . , t,]. 

Soient M un S-module gradué, k et q deux entiers 2 0 ;  nous allons définir un 
groupe C:(M): un élément de Ci(M) est une application 

(io , . , - , i,) +m(i0 . . . i,) 
qui fait correspondre à toute suite (io , . . . , i,) de q + 1 éléments de I un 
élément homogène de degré k(q + 1) de M, dépendant de façon alternée de 
io, . . . , i, .En particulier, on a m(i0 . . . i,) = O si deux des indices io, . . . ,i, sont 
égaux. On définit de façon évidente l'addition dans C;(M), ainsi que la multi- 
plication par un élément X e K, et Ck(M) est un espace vectoriel sur K. 

Si m est un élément de Cz(M), définissons dm e C;+'(M) par la formule: 

On vérifie par un calcul direct que d O d = 0;  donc, la somme directe 
Ck(M) = X:I: Ck(M), munie de l'opérateur cobord d, est un complexe, dont 
le q-ème groupe de cohomologie sera noté H:(M). 

(Signalons, d'après [Il],  une autre interprétation des éléments de C':(ICI): 
introduisons r + 1 symboles différentiels dxo , . . . , dxr , et faisons correspondre 
à tout m E C:(M) la "forme différentielle" de degré q + 1: 

w,, = m(i0 . . . ii) dxio A . . . A dxi, .~ i 0 < . . . < , ,  

Si l'on pose ak = t l  dxi , on voit que l'on a :  E:I: 
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autrement dit, l'opération de cobord se transforme en la multiplication extérieure 
par la forme ak). 

Si h est un entier 2 k, soit p:: c~(M)-+ C:(M) .l'homomorphisme défini par 
la formule : 

On a pk 0 d = d 0 pk , et ph 0 pk = pi si k 5 h 5 1. On peut donc définir le 
complexe C(M), limite inductive du système (Ck(M), p:) pour k + + m .  Les 
groupes de cohomologie de ce complexe seront notés Hq(M). Puisque la cohomo- 
logie commute avec les limites inductives (cf. [6], Chap. V, Prop. 9.3*), on a:  

Tout homomorphisme 9:M -+ M' définit un homomorphisme 

cp:Ck(M) +Ck(M1) 

par la formule: cp(m)(io . . . i,) = co(m(io. . . i,)), d'où, par passage à la limite, 
cp:C(M) + C(M1); de plus ces homomorphismes commutent avec le cobord, et 
définissent donc des homomorphismes 

cp :Hk(M) -t H: (M') et cp :Hq(M)+Hq(M'). 

Si l'on a une suite exacte O -t M -t M' -t M" +O, on a une suite exacte de 
complexes O -+ Ck(M) -t Ck(Mt) + Ck(M") -+ O, d'où une suite exacte de 
cohomologie: 

Memes résultats pour C(M) et les Hq(M). 
REMARQUE. NOUSverrons plus loin (cf. no 69) que l'on peut exprimer les Hk(M) 

au moyen des Exti . 
62. Calcul des HL(M) pour certains modules M. Soient M un S-module gradué, 

et m E M un élément homogène de degré 0. Le système des (t(.m) est un O-cocycle 
de Ck(M), que nous noterons ak(m), et que nous identifierons à sa classe de 
cohomologie. On obtient ainsi un homomorphisme K-linéaire ak:Mo+H ~ ( M ) ;  
comme a 

h = pk
h 

O aksi h 2 k, les akdéfinissent par passage à la limite un homo- 
morphisme a:Mo +H'(M). 

Introduisons encore deux notations: 
Si (Po, . . . , Ph) sont des éléments de S ,  nous noterons (Po, . . . ,Ph)M le 

sous-module de M formé des éléments Cf=:Pi.mi , avec mi E M ;  si les P ,  sont 
homogènes, ce sous-module est homogène. 

Si P est un élément de S, et N un sous-module de M, nous noterons N : P  le 
sous-module de M formé des éléments m e M tels que P.m E N; on a évidemment 
N: P 2 N; si N et P sont homogènes, N: P est homogène. 

Ces notations étant précisées, on a:  



PROPOSITION1. Soient M un S-module gradud et k un entier 5 0 .  Supposons 
que, pour tout i e 1,on ait: 

A lors: 
(a) ak:MO +H;(M) est bijectif (si r 2 1). 
(b) H%(M)= O pour O < q < r. 

(Pour i = 0, l'hypothèse signifie que tt.m = O entraîne m = 0.) 

Cette Proposition est un cas particulier d'un résultat dû à de Rham [ I l ]  (le 


résultat de de Rham étant d'ailleurs valable même si l'on ne suppose pas les 
m(io . i,) homogènes). Voir aussi [6], Chap. VIII, 54, où est traité un cas 
particulier, suffisant pour les applications que nous allons faire. 

Nous allons appliquer la Proposition 1 au S-module gradué S(n) : 
PROPOSITION2. Soient k un entier 2O, n un entier quelconque. Alors: 
(a) ak:Sn+H!(s(~)) est bijectif (si r >= 1). 
(b) H:(S(n)) = O pour O < q < r. 
(c) Hk(S(n)) admet pour base (sur K) les classes de cohomologie des monômes 
. .  . tT r  , avec O 5 ai < k et E~I;ai = k(r + 1) + n. 

Il est clair que le S-module S(n) vérifie les hypothèses de la Proposition 1, ce 
qui démontre (a) et (b). D'autre part, pour tout S-module gradué M l  on a 
Hk(M) = , . . , t t ) ~ ~ ~~ k ( , + ~ ) / ( t t  ; or les monômes 

forment une base de S(n)k(,+l) , et ceux de ces monômes pour lesquels l'un au 
moins des cri est 2 k forment une base de ($ , . . - d70ù (c). , t f ) ~ ( n ) ~ , ;  

Il est commode d'écrire les exposants cri sous la forme ai = k - pi . Les condi- 
tions énoncées dans (c) s'écrivent alors : 

La deuxième condition, jointe à pi > O, entraîne p, 5 -n - r ;  si donc 
k 2 -n - r, la condition Bi 5 k est conséquence des deux précédentes. D'où: 

COROLLAIRE1. Pour k 2 -n - r, Hk(S(n)) admet pour base les classes de 
cohomologie des monômes (to . . . t,)k/$o . . . ts' , avec P,  > O et Pi = -n. 

On a également : 
COROLLAIRE2. Si h 2 k 2 -n - r, llhomomorphisme 

pk: ~ k ( s ( n ) )-t Hh(S(n)) 

est bijectif pour tout q 2 0. 
Pour q # r, cela résulte des assertions (a) et (b) de la Proposition 2. Pour 

q = r, cela résulte du Corollaire 1, compte tenu de ce que transforme 

COROLLAIRE3. L'homomorphisme a:Sn-t HO(s(n))  est bijectif si r 2 1, 
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ou si n 2 O. On a Hq(S(n)) = O pour O < q < r, et Hr(S(n)) est un espace vec- 

toriel de dimension (-nr- l) sur K. 

L'assertion relative à a résulte de la Proposition 2, (a), dans le cas où r 2 1; 
elle est immédiate si r = O et n 2 O. Le reste du Corollaire est une conséquence 

évidente des Corollaires 1 et 2 (en convenant que le coefficient binômial (r > est 

nul si a < r). 
63. Propriétés générales des Hq(M). 

PROPOSITION la condition (TF).Alors:
3. Soit M un S-module gradué véri$ant 
(a) I l  existe un entier k(M) tel que p:: H:(M) -+ Hh(M) soit bijectif pour 

h 2 k 2 k(M) et q quelconque. 
(b) Hq(M) est un espace vectoriel de dimension $nie sur K pour tout q 2 0. 
(c) I l  existe un entier n(M) tel que, pour n 2 n(M), a :Mn -+ @(M (n)) soit 

bijectif, et que Hq(M(n)) soit nul pour tout q > 0. 
On se ramene tout de suite au cas où M est de type fini. Nous dirons alors que 

M est de dimension 5 s (s étant un entier 2O) s'il existe une suite exacte: 

où les Lhoient des S-modules gradués libres de type fini. D'après le théoreme 
des syzygies de Hilbert (cf. [6], Chap. VIII, th. 6.5), cette dimension est toujours 
S r  + 1. 

Nous démontrerons la Proposition par récurrence sur la dimension de M. Si 
elle est 0, M est libre de type fini, i.e. somme directe de modules &'(ni), et la 
Proposition résulte des Corollaires 2 et 3 à la Proposition 2. Supposons que M 
soit de dimension 5 s )  et soit N le noyau de L0 +M. Le S-module gradué N est 
de dimension 5 s  - 1, et l'on a une suite exacte: 

O - + N - + L ~ - + M - + O .  

Vu l'hypothèse de récurrence, la Proposition est vraie pour N et L0. En appli- 
quant le lemme des cinq ([7], Chap. 1, Lemme 4.3) au diagramme commutatif: 

où h 2 k 2 Sup(k(N), k(LO)), on démontre (a), d'où évidemment (b), puisque 
les H:(M) sont de dimension finie sur K. D'autre part, la suite exacte 

Hq(LO(n))-+ Hq(M(n))-+ Hqfl(N(n)) 

montre que Hq(M(n)) = O pour n 2 sup(n(LO), n(N)). Considérons enfin le dia- 
gramme commutatif: 

O - +  N, -+ Ln -+ Mn + O 



pour n 2 n(N), on a H 1 ( ~ ( n ) )= O; on en déduit que a:Mn -+ H0(M(n)) est 
bijectif pour n 2 Sup(n(LO),n(N)), ce qui achève la démonstration de la Pro-
position. 

64. Comparaison des groupes Hq(M) et Hq(X, a(M)).  Soit M un S-module 
gradué, et soit a(M) le faisceau algébrique sur X = P,(K)  défini à partir de M 
par le procédé du no 57. Nous allous comparer C(M) avec Ct(U, a(M)), com-
plexe des cochaines alternées du recouvrement U = ( Ui)ieI à valeurs dans le 
faisceau a(M).  

Soit m E Ck(M), et soit (io , . . . , i,) une suite de q + 1 éléments de I. Le 
polynôme (ti, . . . appartient visiblement à S(Ui,...i,), avec les notations 
du no 57. 11 en résulte que m(io . . . iq)/(tio.. . appartient à M u ,  où 
U = Ui,...i, , donc définit une section de a(M) au-dessus de Uio...,,. Lorsque 
(io , . . . , i,) varie, le système formé par ces sections est une q-cochaîne alternée 

de U, à valeurs dans a(M), que nous noterons lk(m). On voit tout de suite 
que lk commute avec d, et que lk = L,,O P: si h )= k. Par passage à la limite 
inductive, les lk définissent donc un homomorphisme i:C(M) -+ C1(U, a(M)), 
commutant avec d. 

PROPOSITION4. Si M vérifie la condition (TF), L: C(M) -+ Cf(U, &(M)) est 
bijectif. 

SiM E e,on a Mn = O pour n 2 no ,d'où Ck(M) = O pour k 2 no ,et C(M) = 0. 
Comme tout S-module vérifiant (TF) est e-isomorphe à un module de type 
fini, ceci montre que l'on peut se borner au cas où M est de type fini. On peut 
alors trouver une suite exacte L1 -+ L0 -+ M -+ O, où L' et LO sont libres de 
type fini. D'après les Propositions 3 et 5 du no 58, la suite 

est une suite exacte de faisceaux algébriques cohérents; comme les Uio...iq 
sont des ouverts affines, la suite 

est une suite exacte (cf. no 45, Corollaire 2 au Théorème 2) .  Le diagramme com-
mutatif 

montre alors que, si la Proposition est vraie pour les modules L' et L0,elle l'est 
pour M. Nous sommes donc ramenés au cas particulier d'un module libre de 
type fini, puis, par décomposition en somme directe, au cas où M = S(n). 

Dans ce cas, on a @(S(n)) = (3(n); une section de O(n) sur Ui0...;, 
est, par définition même de ce faisceau, une fonction régulière sur V;,n . . . n Vi, 
et homogène de degré n. Comme Vion . n Vi, est l'ensemble des points de 
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K'" où la fonction t;,. . ti, est #O, il existe un entier k tel que 

fi o...i, = P(io . . .  i,)/(ti,... ti,)k , 
P(i0 . i,) étant un polynôme homogène de degré n + k(q + l),c'est-à-dire 
de degré k(q + 1) dans S(n). Ainsi, toute cochaîne alternée f e C1(U, ~ ( n ) )  
définit un système P(io . . . i,) qui est un élément de Ck(S(n)); d'où un homo- 
morphisme 

v : Ct(U, O(n)) -+ C(S(n)). 

Comme on vérifie tout de suite que c 0 v = 1 et v 0 c = 1, il en résulte que c 
est bijectif, ce qui achève la démonstration. 

COROLLAIRE.c définit un isomorphisme de Hq(M) sur Hq(X, a(M)) pour tout 
q 2 o. 

En effet, on sait que Htq(U, a(M)) = Hq(U, a(M)) (no 20, Proposition 2), 
et que Hq(U, a(M)) = Hq(X, a(M)) (no 52, Proposition 2, qui est applicable 
puisque a(M) est cohérent). 

REMARQUE. Ct(U, a(M))  est injectif, même Il est facile de voir que c:  C(M) + 

si M ne vérifie pas la condition (TF). 

65. Applications. 
PROPOSITION est S-module gradué vérifiant la condition (TF), 5. Si  M un 

l'homornorphisme a :  M -t r(a(M)),  défini au no 59, est e-bijectif. 
Il faut voir que a:M, -+ r (X,  a(M(n))) est bijectif pour n assez grand. Or, 

d'après la Proposition 4, r (X,  a(M(n))) s'identifie à P ( M ( n ) ) ;  la Proposition 
rbsulte donc de la Proposition 3, (c), compte tenu du fait que l'homomorphisme 
a est transformé par l'identification précédente en l'homomorphisme défini au 
début du no 62, et également noté a. 

PROPOSITION faisceau algébrique cohérent sur X. Le S-module 6. Soit 5 un 
gradué r (5)  vérifie la condition (TF), et l'homomorphisme 8:a(I'(5)) +5, défini 
au no 59, est bijectif. 

D'après le Théorème 2 du no 60, on peut supposer que 5 = a(M), où M est 
un module vérifiant (TF). D7apr&s la Proposition précédente, a :M -t r (a(M))  
est e-bijectif; comme M vérifie (TF), il s'ensuit que r(a(M)) la vérifie aussi. 
Appliquant la Proposition 6 du no 58, on voit que a: &(M) -t a(r (a(M)))  est 

bijectif. Puisque le composé: a(M) 5 a(r (a(M)))  -t P a(M)  est l'identité 
(no 59, Proposition 7), il s'ensuit que f i  est bijectif, cqfd. 

PROPO~ITION7. Soit 5 un faisceau algébrique cohérent sur X. Les groupes 
Hq(X, 5) sont des espaces vectoriels de dimension $nie sur K pour tout q 2 0, 
et l'on a Hq(X, 5(n)) = O pour q > O et n assez grand. 

On peut supposer, comme ci-dessus, que 5 = a(M), où M est un module 
vérifiant (TF). La Proposition résulte alors de la Proposition 3 et du corollaire 
A la Proposition 4. 

PROPOSITION = < q < r, et Hr(X, O(n)) est 8. On a Hq(X, O(n)) O pour O 

un espace vectoriel de dimension (-n; l) sur K, admettant pour base les classes 



de cohomologie des cocycles alternés de U 

foi. . . ,  = l/to. . tr, avec pi > O et bi = -n. 

On a ~ ( n )= a(S(n)), d'où Hq(X, ~ ( n ) )  = Hq(S(n)), d'après le corollaire A 
la Proposition 4;la Proposition résulte immédiatement de là et des corollaires 
à la Proposition 2. 

On notera en particulier que HT(X, O(-r - 1)) est un espace vectoriel de 
dimension 1 sur K, admettant pour base la classe de cohomologie du cocycle 
fol..., = l/to . . t, . 

66. Faisceaux algébriques cohérents sur les variétés projectives. Soit V une 
sous-variété fermée de l'espace projectif X = P,(K), et soit 5 un faisceau algé- 
brique cohérent sur V. En prolongeant 5 par O en dehors de V, on obtient un 
faisceau algébrique cohérent sur X (cf. no 39), noté 5X; on sait que Hq(X, 5X) = 

Hg(V, 5). Les résultats du no précédent s'appliquent donc aux groupes Hq(V, 5). 
On obtient tout d'abord (compte tenu du no 52): 

THÉOR~ME1. Les groupes Hq(V, 5) sont des espaces vectoriels de dimension 
$nie 	sur K, nuls pour q > dim V. 

En particulier, pour q = O, on a : 
COROLLAIRE.I'(V, 5) est un espace vectoriel de dimension $nie sur K. 
(II est naturel de conjecturer que le théorème ci-dessus est valable pour toute 

variété complète, au sens de Weil [16].) 

Soit U: = Ui n V; les U: forment un recouvrement ouvert U' de V. Si 5 
est un faisceau algébrique sur V, soit Si = s(u:), et soit Oij(n) l'isomorphisme 
de sj(U: n u;) sur $ 4 ~ :n Ui) défini par la multiplication par (tilti)". On 
notera ~ ( n )le faisceau obtenu à partir des 3; par recollement au moyen 
des Oij(n). L'opération S(n) jouit des mêmes propriétés que celle définie au 
no 54 et qu'elle généralise; en particulier S(n) est canoniquement isomorphe à 
5 C3 Odn). 

On a SX(n) = ~ ( n ) ~ .Appliquant alors le Théorème 1 du no 55, ainsi que la 
Proposition 7 du no 65, on obtient: 

THÉOR~ME2. Soit 5 un faisceau algébrique cohérent sur V. I l  existe un 
entier m(S) tel que l'on ait, pour tout n 2 m(5): 

(a) Pour tout x e V, le O,, y-module S(n), est engendré par les éléments de 
r ( v ,  s(n>), 

(b) Hq(V, S(n)) = O pour tout q > 0. 

REMARQUE.Il est essentiel d'observer que le faisceau 5(n) ne dépend pas 
seulement de 5 et de n, mais aussi du plongement de V dans l'espace projectif X. 
Plus précisément, soit P l'espace fibré principal ?r-'(v), de groupe structural le 
groupe K*; n étant un entier, faisons opérer K* sur K par la formule: 
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Soit E n  = P X ,. K l'espace fibré associé à P et de fibre type K, muni des opéra- 
teurs précédents; soit s(En) le faisceau des germes de sections de E n  (cf. no 41). 
En tenant compte du fait que les tiltj forment un système de changement de 
cartes pour P ,  on vérifie tout de suite que s(En) est canoniquement isomorphe 
à Ov(n). La formule 5(n) = 5 @ Ov(n) = 5 @ s(En) montre alors que l'opéra- 
tion 5 + ~ ( n )ne dépend que de la classe de l'espace jibré P déjini par le plonge- 
ment V + X. En particulier, si V est normale, 5(n) ne dépend que de la classe 
d'équivalence linéaire des sections hyperplanes de V dans le plongement con- 
sidéré (cf. [17]). 

67. Un complément.Si M est un S-module gradué vérifiant (TF),nous noterons 
Mh le S-module gradué r ( a (M)) .  Nous avons vu au no 65 que a : M  -+ Mh est 
&bijectif. Nous allons donner des conditions permettant d'affirmer que a est 
bijectif. 

PROPOSITION que a : M  9. POUT -+ M' soit bijectif, il faut et il sufit que les 
conditions suivantes soient vérifiées : 

(i) Si m E M est tel que ti  . m = O pour tout i e 1, alors m = 0. 
(ii) Si des éléments mi e M, homogènes et de même degré, vérijtent la relation 

tj.mi - ti .mj = O pour tout couple (i, j), il existe m e M tel que mi = ti.m. 
Montrons que les conditions (i) et (ii) sont vérifiées par Mh, ce qui prouvera 

leur nécessité. Pour (i), on peut supposer que m est homogène, c'est-à-dire est 
une section de a(M(n));  dans ce cas, la condition ti.m = O entraîne que m est 
nulle sur Ui ,  et, ceci ayant lieu pour tout i E 1,  on a bien m = O. Pour (ii), 
soit n le degré des mi ; on a donc mi E I'(@(M(n))); comme l/ti est une section 
de O(- 1) sur Ui , mi/& est une section de @(M(n - 1)) sur Ui , et la condition 

Et . .m.I - ti.mj = O montre que ces diverses sections sont les restrictions d'une 
section unique m de a(M(n - 1)) sur X ;  il reste à comparer les sections ti.m et 
mi ; pour montrer qu'elles coïncident sur Uj, il suffit de voir que tj(ti.m -mi) = O 
sur U j , ce qui résulte de la formule tj.mi = ti.mj et de la définition de m. 

Montrons maintenant que (i) entraîne que a soit injectif. Pour n assez grand, 
on sait que a : M n  -+ M! est bijectif, et l'on peut donc raisonner par récurrence 
descendante sur n ;  si a(m) = O, avec m e M n ,  on aura ti  a(m) = a(ti.m) = 0, 
et l'hypothèse de récurrence, applicable puisque ti.m e Mn+l, montre que 
m = O. Montrons enfin que (i) et (ii) entraînent que a soit surjectif. On peut, 
comme précédemment, raisonner par récurrence descendante sur n. Si m' E M?, , 
l'hypothèse de récurrence montre qu'il existe mi e tels que a(mi) = ti.m'; 
on a a(tj.mi - ti.mj) = O, d'où t,.mi - ti .mj = O, puisque a est injectif. La 
condition (ii) entraîne alors l'existence de m E M n  tel que ti.m = mi ; on a 
ti(ml - a(m)) = O, ce qui montre que m' = a(m), et achève la démonstration. 

REMARQUES.(1) La démonstration montre que la condition (i) est nécessaire 
et suffisante pour que a soit injectif. 

(2) On peut exprimer (i) et (ii) ainsi: l~homomorphisme a': M n  -+ H!(M (n)) 
est bijectif pour tout n E Z. D'ailleurs, la Proposition 4 montre que l'on peut 
identifier M' au S-module ,,, HO(M(n)), et il serait facile de tirer de là 



une démonstration purement algébrique de la Proposition 9 (sans utiliser le 
faisceau a(M)). 

$4. Relations avec les foncteurs Extl 

68. Les foncteurs Extl . Nous conservons les notations du no 56. Si M et N 
sont deux S-modules gradués, nous désignerons par Hom8(M, N), le groupe des 
S-homomorphismes homogènes de degré n de M dans N, et par Hom,(M, N) 
le groupe gradué C ,,, Homs(M, N), ; c'est un S-module gradué; lorsque M est 
de type fini il coïncide avec le S-module de tous les S-homomorphismes de M 
dans N. 

Les foncteurs dérivés (cf. [6], Chap. V) du foncteur Hom,(M, N) sont les 
foncteurs Exti(M, N), q = 0, 1, . . . . Rappelons brièvement leur définition? 

On choisit une "résolution" de M ,  c'est-à-dire une suite exacte: 

où les Lq sont des S-modules gradués libres, et les applications des homomor- 
phismes (c'est-à-dire, comme d'ordinaire, des S-homomorphismes homogènes 
de degré 0). Si l'on pose Cq = Homs(Lq, N), l~homomorphisme L'+' -+ La ddfinit 
par transposition un homomorphisme d:Cq -t Cg+', vérifiant d 0 d = O ;  ainsi 
C = ,,O Cq se trouve muni d'une structure de complexe, et le q-ème groupe 
de cohomologie de C n'est autre, par définition, que Extg(M, N) ;  on montre 
qu'il ne dépend pas de la résolution choisie. Comme les Cq sont des S-modules 
gradués, et que d: Cq -t cg+'est homogène de degré 0, les Extl(M, N)  sont des 
S-modules graduds par des sous-espaces Extl(M, N), ; les Extl(M, N), sont les 
groupes de cohomologie du complexe formé par les Homs(Lq, N), , c'est-à-
dire sont les foncteurs ddrivés du foncteur Hom,(M, N), . 

Rappelons les principales propriétds des Extl : 
EX~:(M, N) = Hom,(M, N) ;  Extl(M, N)  = O pour q > r + 1 si M est de 

type fini (à cause du théorème des syzygies de Hilbert, cf. [6], Chap. VIII, 
th. 6.5); Extl(M, N)  est un S-module de type fini si M et N sont de type fini (car 
on peut choisir une résolution où les Lq soient de type fini); pour tout n E Z, on 
a des isomorphismes canoniques : 

Les suites exactes: 

Lorsque M n'est pas un module de type fini, les E x t i  (M,N )  définis ci-dessus peuvent 
différer des E x t l  (M,N )  définis dans [6]: cela tient $ ce que Homs (M,N )  n'a pas le même 
sens dans les deux cas. Cependant, toutes les d6monstrations de [6] sont valables sans 
changement dans le cas envisagé ici: cela se voit, soit directement, soit en appliquant 
l'Appendice de [6]. 



262 SERREJEAN-PIERRE 

donnent naissance à des suites exactes: 

69. interprétation des H%(M) au moyen des Ext; . Soit M un S-module gradué, 
et soit k un entier 2 0 .  Posons: 

Bk(M) = C nez Hk(M(n)), 

avec les notations du no 61. 
On obtient ainsi un groupe gradué, isomorphe au q-ème groupe de cohomologie 

du complexe C nez Ck(M(n)); ce complexe peut être muni d'une structure de 
S-module compatible avec sa graduation en posant 

(P.m)(io . . . i,) = P.m(io . . i,), si P e S, , et m(i0 . . . i,) c Ck(M(n)); 

comme l'opdrateur cobord est un S-homomorphisme homogène de degré 0, il 
s'ensuit que les Bk(M) sont eux-mêmes des S-modules gradués. 

Nous poserons 

Les Bq(M) sont des S-modules gradués. Pour q = O, on a 

B'(M) = C HO(M(n)), 

et l'on retrouve le module noté Mh au no 67 (lorsque M vérifie la condition 
(TF)). Pour chaque n e Z, on a défini au no 62 une application linéaire 
a :Mn +H'(M(~));on vérifie immédiatement que la somme de ces applications 
définit un homomorphisme, que nous noterons encore a, de M dans B'(M). 

PROPOSITION de S. Pour 1. Soit k un entier 1 0 ,  et soit Jkl'idéal (tt , . . . , t:) 
tout S-module gradué M, les S-modules gradués Bk(M) et Ext;(Jk, M)  sont 
isomorphes. 

Soit L i ,  q = 0, . . . , r ,  le S-modula gradud libre admettant pour base des 
éléments e(io . . . i,), O $ i o  < il < . . . < i, $ r,  de degré k(q + 1); on ddfinit 
un opérateur d: Li+' -+ Lk et un opdrateur E : L: -+ J k  par les formules: 

d(e(i0 . . . i,+l)) = ;z:+' (- 1)' tTi .e(io . . î j  . . . iq+l). 

~(e(i))= tt . 
LEMME1. La suite d'homomorphismes: 

est une suite exacte. 
Pour k = 1, ce résultat est bien connu (cf. [6],Chap. VIII, $4);le cas général 

se ddmontre de la même manière (ou s'y ramène); on peut dgalement utiliser le 
thdorème démontré dans [Il].  



La Proposition 1se déduit immédiatement du Lemme, si l'on remarque que le 
complexe formé par les Hom8(Li, M)  et le transposé de d n'est autre que le 
complexe C .,,Ck(M(n)). 

COROLLAIRE1. Hk(M) est isomorphe à Exti(Jk , M)o . 
En effet ces deux groupes sont les composantes de degré O des groupes gradués 

Bk(M) et Exti(Jk, M). 
COROLLAIRE Exti(Jk , M)o.2. Hq(M) est isomorphe à limk,, 
On voit facilement que l'homomorphisme $:H~(M) -+ HA(M) du no 61 est 

transformé par l'isomorphisme du Corollaire 1en l'homomorphisme de 

~ x t i ( J ~, M)o dans Exti(Jh , M)o 

défini par l'inclusion Jh-+ J k  ; d'où le Corollaire 2. 
REMARQUE.Soit M un S-module gradud de type fini; M définit (cf. no 48) un 

faisceau algébrique cohérent 5' sur K'", donc sur Y = K'" - ( O ) ,  et l'on peut 
vdrifier que Hq(Y, 5') est isomorphe à Bq(M). 

70. Définition des foncteurs Tq(M). Définissons d'abord la notion de module 
dual d'un S-module gradué. Soit M un S-module gradué; pour tout n E Z, Mn 
est un espace vectoriel sur K, dont nous ddsignerons l'espace vectoriel dual par 
(Mn)'. Posons: 

M* = C,,, ME , avec M E  = (M-,)'. 

Nous allons munir M* d'une structure de S-module compatible avec sa gradua- 
tion; pour tout P e S, , l'application m +P.m est une application K-lindaire 
de M-,-, dans M-, , donc définit par transposition une application K-linéaire 
de (M-,)' = ME dans (M-,-,)' = ME+, ; ceci définit la structure de S-module 
de M*. On aurait également pu définir M* comme Homs(M, K) ,  en désignant 
par K le S-module gradud S/(to , . . . , t,). 

Le S-module gradué M* est appelé le dual de M ;  on a M** = M si chacun 
des Mn est de dimension finie sur K,  ce qui est le cas si M = r ( ~ ) ,5 étant un 
faisceau algdbrique cohérent sur X, ou bien si M est de type fini. Tout homo- 
morphisme 9:M +N ddfinit par transposition un homomorphisme de N* 
dans M*. Si la suite M -+N +P est exacte, la suite P* -+ N* + M* l'est 
aussi; autrement dit, M* est un foncteur contravariant, et exact, du module 
M. Lorsque I est un iddal homogène de S, le dual de S/I n'est autre que 1' "in- 
verse system" de Ilau sens de Macaulay (cf. [9], no 25). 

Soient maintenant M un S-module gradué, et q un entier 2 0 .  Nous avons 
ddfini au no précédent le S-module gradué Bq(M); le module dual de Bq(M) sera 
not6 Tq(M). On a donc, par définition: 

Tq(M) = Zn,,Tq(M), , avec Tq(M), = (Hq(M(-n)))'. 

Tout homomorphisme co: M -+ N définit un homomorphisme de Bq(M) dans 
Bq(N), d'où un homomorphisme de Tq(N) dans Tq(M); ainsi les Tq(M) sont des 
foncteurs contravariants de M (nous verrons d'ailleurs au no 72 qu'ils peuvent 
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s'exprimer très simplement en fonction des Exts). Toute suite exacte: 

O + M + N - + P + O  

donne naissance à une suite exacte: 

d'où, par transposition, une suite exacte: 

. . .  + T~+'(M)--+ Tq(P)+ Tq(N)-+ Tq(M)+ . . . . 
L'homomorphisme a:M -+ B'(M) définit par transposition un homomor-

phisme a*:T'(M) +M*. 
Puisque Bq(M) = O pour q > r, on a Tq(M) = O pour q > r. 

71. Détermination de TT(M). (Dans ce no, ainsi que dans le suivant, nous sup- 
poserons que l'on a r 2 1; le cas r = O conduit à des énoncés quelque peu dif- 
férents, et d'ailleurs triviaux). 

Nous désignerons par O le S-module gradué S(-r - 1);  c'est un module 
libre, admettant pour base un élément de degré r + 1. On a vu au no 62 que 
Hr(0) = Hi(O) pour k assez grand, et que Hi(O) admet une base sur K formé 
de l'unique élément (to . . . tT)k/t~. . . t, ; l'image dans Hr(0) de cet élément sera 
notée 5; 5 constitue donc une base de HT(0). 

Nous allons maintenant définir un produit scalaire (h, 9) entre éléments 
h e Br(M)-, et 9 e Hom,(M, O), , M étant un S-module gradué quelconque. 
L'élément 9 peut être identifié à un élément de Homs(M(-n), O)' , c'est-à-dire 
à un homomorphisme de M(-n) dans O; il définit donc, par passage aux groupes 
de cohomologie, un homomorphisme de Hr(M(-n)) = Br(M)-, dans HT(0), 
que nous noterons encore 9. L'image de h par cet homomorphisme est donc un 
multiple scalaire de 5, et nous définirons (h, 9) par la formule: 

Pour tout 9 e Homs(M, O), , la fonction h -+ (h, 9) est une forme linéaire 
sur Br(M)-, , donc peut être identifiée à un élément ~ ( 9 )  du dual de BT(M)-, , 
qui n'est autre que TT(M), . Nous avons ainsi défini une application homogène 
de degré O 

v : Homs(M, O) -+ Tr(M), 

et la formule (P.h, 9) = (h, P.9) montre que v est un S-homomorphisme. 
PROPOSITION2. L'homornorphi~me v:Homs(M, O) -+ Tr(M) est bijectif. 
Xous démontrerons d'abord la Proposition lorsque M est un module libre. 

Si M est somme directe de sous-modules homogènes Ma, on a :  

Homs(M, O), = naHoms(Ma, O), et TT(M),= IIaT'(Ma), 

Ainsi, si la proposition est vraie pour les Ma, elle l'est pour M, et cela ramène 
le cas des modules libres au cas particulier d'un module libre à un seul générateur, 



c'est-à-dire au cas où M = S(m). On peut alors identifier HomS(M, O), à 
Homs(& S(n - m - r - l ) ) ~, c'est-à-dire à l'espace vectoriel des polynômes 
homogènes de degré n - m - r - 1. Donc Homs(M, O), admet pour base la 
famille des monômes tzO . . . t;' , avec yi 2 O et Ct18yi = n - m - r - 1. 
D'autre part, nous avons vu au no 62 que HL(S(m - n)) admet pour base (si 
k est assez grand) la famille des monômes (to . . . t,)k/t!o . . . $' , avec Pi > O 
et C:I~P i  = n - m. Ep posant p; = y: + 1, on peut écrire ces monômes sous 

+la forme (to . . .  tr)k-'/tzO . + t;: , avec y: 2 O et Ci:;;= n - m - r - 1. 
En remontant à la définition de (h,p), on constate alors que le produit scalaire: 

est toujours nul, sauf si ri = y: pour tout i, auquel cas il est dgal à 1. Cela sig- 
+ .nifie que v transforme la base des tOO . t;' en la base duale de la base des 

(to . . . t,)k-l/tzO + . . t:r , donc est bijectif, ce qui achève de prouver la Proposition 
dans le cas où M est libre. 

Passons maintenant au cas général. Choisissons une suite exacte 

où L0 et L' soient libres. Considérons le diagramme commutatif suivant: 

O --+ Homs(M, O) + O) H O ~ ~ ( L ' ,~orn~(LO,  + O) 

v 1 v I VI v I 
O --+ Tr(M) --+ T'(LO) + T'(L'). 

La première ligne de ce diagramme est une suite exacte, d'après les propriétés 
g6nbales du foncteur Homs; la seconde est aussi une suite exacte, car c'est la 
suite duale de la suite 

B'(L') +B'(L') +BT(M)+0, 

suite qui est elle-même exacte, à cause de la suite exacte de cohomologie des 
Bq, et du fait que B'"(M) = O quel que soit le S-module gradud M. D'autre part, 
les deux homomorphismes verticaux 

v:~om~(LO,  TT(LO) O) -t Tr(L')O) + et v : ~ o m ~ ( L ' ,  

sont bijectifs, on vient de le voir. Il s'ensuit que 

v:Homs(M, O) --+ Tr(M) 

est dgalement bijectif, ce qui achève la ddmonstration. 

72. Détermination des Tq(M). Nous allons ddmontrer le théorème suivant, 
qui généralise la Proposition 2 : 

THÉORÈME1. Soit M un S-module gradué. Pour q # r, les S-modules gradués 
Tr-q(M) et Exti(M, Q) sont isomorphes. De plus, on a une suite exacte: 
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Nous allons utiliser la caractérisation axiomatique des fonct,eurs ddrivés 
donnée dans [6], Chap. III ,  $5. Pour cela, ddfinissons d'abord de nouveaux fonc- 
teurs Eq(M) de la façon suivante: 

Pourq # r, r + 1, Eq(M) = Tr-q(M) 

Pour q = r, Er(M) = Ker(a*) 

Pour q = r + 1, E+'(M) = Coker(a*). 

Les Eq(M) sont des foncteurs additifs contravariants de M l  jouissant des 
propridtés suivantes : 

(i) E'(M) est isomorphe à Hom,(M, 8). 

C'est ce qu'affirme la Proposition 2. 

(ii) Si L est libre, Eq(L) = O pour tout q > 0. 

Il suffit de le vdrifier pour L = S(n), auquel cas cela résulte du no 62. 

(iii) A toute suite exacte O -+ M -+ N -+ P -+ O est associée une suite d'opéra- 

teurs wbords dq:Eq(M) -+ E~+'(P), et la suite: 

est exacte. 
La définition de dq est évidente si q # r - 1, r :  c'est l'homomorphisme de 

TT-q(M) dans T'-~-'(P) défini au no 70. Pour q = r - 1 ou r, on utilise le 
diagramme commutatif suivant : 

Ce diagramme montre tout d'abord que l'image de T1(M) est contenue dans 
le noyau de a*: T'(P) +P*, qui n'est autre que B(P) .  D'où la définition de 
dr-':B--'(M) +B(P) .  

Pour définir -+ M*) -+ coker(TO(p) on utilise ledT:~er(TO(M) -+ P*), 
procédé de [6], Chap. III ,  Lemme 3.3: si x t K ~ ~ ( T ' ( M )-+ M*), il existe y t P* 
et z E T'(N) tels que z soit image de z et que y et z aient même image dans N*; 
on pose alors dr(x) = y. 

L'exactitude de la suite 

résulte de l'exactitude de la suite 

et de [6], loc. cit. 
(iv) L'isomorphisme de (i) et les opérateurs dq de (iii) sont "naturels". 
Cela résulte immédiatement de leurs définitions. 



Comme les propriétés (i) à (iv) caractérisent les foncteurs dérivés du foncteur 
Homs(M, O), on a Eq(M) N Exti(M, O), ce qui démontre le Théorème. 

COROLLAIRE1. Si M vérifie (TF), Hq(M) est isomorphe à l'espace vectoriel 
dual de ExtBPq(M, O)O pour tout q 2 1. 

En effet, nous savons que Hq(M) est un espace vectoriel de dimension finie 
dont le dual est isomorphe A ExtB-'(M, O),, . 

COROLLAIRE (TF), les TQ(M) sont des S-modules gradués de 2. Si M véri$e 
type fini pour q 2 1, et T'(M) vérifie (TF). 

On peut remplacer M par un module de type fini sans changer les Bq(M), donc 
les Tq(M). Les ExtL-'(M, O) sont alors des S-modules de type fini, et l'on a 
M* e e, d'où le Corollaire. 

$5. Applications aux faisceaux algébriques cohérents 

73. Relations entre les foncteurs Ext; et Extg, . Soient M et N deux S-modules 
gradués. Si x est un point de X = P,(K), nous avons défini au no 57 les O,-
modules M, et N, ; nous allons mettre en relation les Ext$,(M,, N,) avec le 
S-module gradué Exti(M, N) : 

PROPOSITION1. Supposons que M soit de typefini. Alors: 
(a) Le faisceau a(Homs(M, N))  est isomorphe au faisceau Homo (a(M),  a (N) )  . 
(b) Pour tout x e X,  le O,-module Exti(M, N), est isomorphe au O,-module 

Exti,(Nz , Nz). 
Définissons d'abord un homomorphisme c,:Homs(M, N), + Homo,(MZ, N,). 

Un élément du premier module est une fraction cp/P, avec cp e Homs(M, N), , 
P E S(x), P homogène de degré n;  si m/P1 est un élément de M, , cp(m)/PP1 est 
un élément de N, qui ne dépend que de cp/P et  de m/P1, et l'application m/P1 + 

cp(m)/PP1 est un homomorphisme i,(cp/P):M, +N, ; ceci définit 1,. D'après 
la Proposition 5 du no 14, Homo,(M,, N,) peut être identifié à 

cette identification transforme 1, en 

et l'on vérifie facilement que la collection des L, est un homomorphisme 

1 : a(Homs(M, N)) -+ Homo(a(izf), a(N)). 

Lorsque ;Tl est un module libre de type fini, 1, est bijectif: en effet, il suffit de le 
voir lorsque N = S(n), auquel cas c'est immédiat. 

Si maintenant N est lin S-module gradué de type fini quelconque, choisissons 
une résolution de N :  

où les Lq soient libres de type fini, et considérons le complexe C formé par les 
Homs(Lq,N ) . Les groupes de cohomologie de C sont les Extg(iTf, N ) ;  autrement 
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dit, si l'on désigne par Bq et Zq les sous-modules de Cq formés respectivement 
des cobords et des cocycles, on a des suites exactes: 

O -+ Zq+Cq --+ B'+' --+ O, 

et  
O --+ Bq+Zq+Exta(M, N) -+ O. 

Comme le foncteur @(Al) est exact, les suites 

O --+ z: -+ c: -+ BI+' +O, 
et  

O +B: +Z: -+ Exta(M, N), +O 
sont aussi exactes. 

Mais, d'après ce qui précède, CI est isomorphe à Homo,(LZ, N,) ; les 
Exta(M, N), sont isomorphes aux groupes de cohomologie du complexe formé 
par les Hom8,(LZ, N,), et, comme les LE sont évidemment &libres, on retrouve 
bien la définition des Ext$,(M,, N,), ce qui démontre (b); pour q = O, ce qui 
précède montre que L, est bijectif, donc L est un isomorphisme, d'où (a). 

74. Nullité des groupes de cohomologie Hq(X, S(-n)) pour n --+ + m .  

T H É O R ~ M E1. Soit 5 un faisceau algébrique cohérent sur X,  et soit q un entier 
2 0 .  Les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) Hq(X, S( -n)) = O pour n assez grand. 
(b) E x ~ & ~ ( s ,, 0,) = O pour tout x E X. 

D'après le Théorème 2 du no 60, on peut supposer que 5 = @(Al), où M 
est un S-module gradué de type fini, et, d'après le no 64, Hq(X, $(-n)) est 
isomorphe A Hq(M(-n)) = Bq(Al)-, ; donc la condition (a) équivaut à 

Tq(N), = O 

pour n assez grand, c'est-à-dire à Tq(M) E e. D'après le Théorème 1 du no 72 et  
le fait que N* E e puisque M est de type fini, cette dernière condition équivaut à 
Ext;-'(iZl, fi) E e ;puisque Ext;-'(M, fi) est un S-module de type fini, 

E~t;-~(iTf, fi) E e 
équivaut à E x ~ ; - ~ ( A ~ ,  = O pour tout s E X, d'après la Proposition 5 dufi), 
no 58; enfin, la Proposition 1 montre que Ext;-'(iTf, fi), = Ext&iq(N,, fi,), e t  
comme N ,  est isomorphe à 5, ,  et fi, isomorphe à O(-r - 1), , donc à O,, ceci 
achève la démonstration. 

Pour énoncer le Théorème 2, nous aurons besoin de la notion de dimension 
d'un O,-module. Rappelons ([6], Chap. VI, $2) qu'un O,-module de type fini P 
est dit de dimension 5 p  s'il existe une suite exacte de 0,-modules: 

0+Lp--+Lp-1-+ . . .  +Lo- -+P+O,  

où chaque L, soit libre (cette définition équivaut à celle de [6], loc. cit., du fait 
que tout O,-module projectif de type fini est libre-cf. [6], Chap. VIII, Th. 6.1'). 



Tout O,-module de type fini est de dimension S r ,  d'après le théorème des 
syzygies (cf. [6], Chap. VIII, Th. 6.2'). 

LEMME 1. Soient P un O,-module de type $ni, et soit p un entier 20. Les deux 
conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) P est de dimension Sp. 
(ii) Ext;,(P, O,) = O pour tout m > p. 
Il  est clair que (i) entraîne (ii). Démontrons que (ii) entraîne (i) par récurrence 

descendante sur p ;  pour p 2 r, le Lemme est trivial, puisque (i) est toujours 
vérifié; passons maintenant de p + 1 à p; soit N un 8,-module de type fini 
quelconque. On peut trouver une suite exacte O +R -+ L +N + O, où L est 
libre de type fini (parce que 0, est noethérien). La suite exacte 

montre que Ext;T1(P, N)  = O: en effet, on a Ext;,"(P, L)  = O d'après la 
condition (ii), et EX~&+~(P, R) = O puisque dim P S p + 1 d'après l'hypothèse 
de récurrence. Comme cette propriété caractérise les modules de dimension 
I p ,  le Lemme est démontré. -

En combinant le Lemme et le Théorème 1, on obtient: 

THÉORÈME2. Soit 5 un faisceau algébrique cohérent sur X, et soit p un entier 


2 0 .  Les deus conditions suivantes sont équivalentes: 
(a) Hq(X, s(-n)) = O pour n assez grand et O 5 q < p. 
(b) Pour tout x E X, le 0,-module 5, est de dimension S r  - p. 

75. Variétés sans singularités. Le résultat suivant joue un rôle essentiel dans 
l'extension au cas abstrait du "théorème de dualité" de [15]: 

THÉORÈME3. Soit V une sous-variété sans singularités de l'espace projectif 
Pr (K) ;  supposons que toutes les composantes irréductibles de V aient la même 
dimension p. Soit 5 un faisceau algébrique cohérent sur V tel que, pour tout x e V, 
5, soit un module libre sur O,,, . On a alors Hq(V, s(-n)) = O pour n assez grand 
et O S q < p. 

D'après le Théorème 2, tout revient à montrer que O,,,, considéré comme 
0,-module, est de dimension 5 r - p. Désignoris par g,(V) le noyau de l'homo- 
morphisme canonique E,:  O, + O,,v ;puisque le point x est simple sur V, on sait 
(cf. [18], th. 1) que cet idéal est engendré par r - p éléments f i ,  . . . ,fr-, , 
et le théorème de Cohen-Macaulay (cf. [13], p. 53, prop. 2) montre que l'on a 

(fi,. . .  ,fi-1):f; = ( f i ,  . . .  ,fi-1) pour 1 5  i 5 r -p. 

Désignons alors par L, le O,-module libre admettant pour base des éléments 
e(il . . . i,) correspondant aux suites (il , . . . , i,) telles que 

pour q = O, prenons Lo = O, , et posons: 
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D'après [6], Chap. VIII, prop. 4.3, la suite 

est exacte, ce qui démontre bien que dim8, (O,,.) 5 r - p, cqfd. 

COROLLAIRE.On a Hq(V, O.(-n)) = O pour n assez grand et O 5 q < p. 

REMARQUE.La démonstration ci-dessus s'applique, plus généralement, chaque 
fois que l'idéal g,(V) admet un système de r - p générateurs, autrement dit 
lorsque la variété V est localement une iniersection complète, en tout point. 

76. Variétés normales. Nous aurons besoin du Lemme suivant: 
LEMME2. Soit M un O,-module de type $ni, et soit f un élément non inversible 

de O,, tel que la relation f.m = O entratne m = O si m r M. La dimension du 
O,-module M/fM est alors égale à la dimension de M augmentée d'une unité. 

Par hypothèse, on a une suite exacte O +M 2M +M/fM -+ O, où a est 
la multiplication par f .  Si N est un O,-module de type fini, on a donc une suite 
exacte: 

Notons p la dimension de M. En faisant q = p + 1 dans la suite exacte 
précédente, on voit que E X ~ ; + ~ ( M / ~ M ,  = O, ce qui entraîne ([6], Chap. VI, N) 
$2) que dim (M/fM) 5 p + 1. D'autre part, puisque dim M = p, on peut 
choisir un N tel que Ext&(M, N) # O; en faisant alors q = p dans la suite 
exacte ci-dessus, on voit que Extg,+'(M/fM, N) s'identifie au conoyau de 

Ext&(M, N) -a+ Ext&(M, N);  

comme ce dernier homomorphisme n'est autre que la multiplication par f ,  et 
que f n'est pas inversible dans l'anneau local O,, il résulte de [6], Chap. VIII, 
prop. 5.1' que ce conoyau est #O, ce qui montre que dim M/fM 2 p + 1 et 
achève la démonstration. 

Nous allons maintenant démontrer un résultat qui est en rapport étroit avec 
le "lemme d'Enriques-Severi", dQ à Zariski [19]: 

THÉORÈME 4. Soit V une sous-variété irréductible, normale, de dimension 2 2, 
de l'espace projectif P,(K). Soit 5 un faisceau algébrique cohérent sur V tel que, pour 
tout x E V, 3, soit un module libre sur O,,.. On a alors H'(v, s(-n)) = O pour 
n assez grand. 

D'après le Théorème 2, tout revient à montrer que O,, ., considéré comme 
O,-module, est de dimension 5 r - 2. Choisissons d'abord un élément f r O, ,  
tel que f(x) = O et que l'image de f dans O,,. ne soit pas nulle; c'est possible du 
fait que dim V > O. Puisque V est irréductible, O,,. est un anneau d'intégrité, 



et l'on peut appliquer le Lemme 2 au couple ( o , . ~ ,  f ) ;  on a donc: 

dirn O,,V = dirn ~ , , ~ / ( j )  - 1, avec (f) = f .OZlv .  
Puisque est un anneau intégralement clos, tous les idéaux premiers p u  

de l'idéal principal (j) sont minimaux (cf. [12], p. 136, ou [9], no 37), et aucun 
d'eux n'est donc égal à l'idéal maximal m de O,, v (sinon, on aurait dirn V 5 1). 
On peut donc trouver un élément g E m n'appartenant à aucun des p u ;  cet 
élément g n'est pas diviseur de O dans l'anneau quotient O,,v/(f); en appelant g 
un représentant de g dans O,, on voit que l'on peut appliquer le Lemme 2 au 
couple ( ~ , , ~ / ( f ) ,  g);on a donc: 

dirn ~ , , ~ / ( j )  = dim %,v/df, g) - 1. 

Mais, d'après le théorème des syzygies déjà cité, on a dirn OzSv/( j ,  g) 5 r ;  
d'où dirn Oz,Y/(j) j r - 1 et  dirn j r - 2, cqfd. 

COROLLAIRE. = O pour n assez grand. On a H'(V, Ov(-n)) 

REMARQUES.
(1) Le raisonnement fait ci-dessus est classique en théorie des 

syzygies. Cf. par exemple W. Grobner, Moderne Algebraische Geometrie, 152.6 et 
153.1. 

(2) Même si la dimension de V est >2,  on peut avoir dirn O,, = r - 2. 
C'est notamment le cas lorsque V est un cône dont la section hyperplane TV 
est une variété projectivement normale et irrégulière (Le. H1(W, Ow) # 0). 

77. Caractérisation homologique des variétés k-fois de première espèce. 
Soit A l  un S-module gradué de type fini. On démontre, par un raisonnement 
identique à celui du Lemme 1 : 

LEMME3. Pour que dirn M 5 k, il faut et il sufit que Exti(Al, S)  = O pour 
q > k. 

Puisque N est gradué, on a Exti(iTf, 9 )  = Exti(Al, S)(-r  - l ) ,  donc la 
condition ci-dessus équivaut à Exti(M, fi) = O pour q > k. Compte tenu du 
Théorème 1 du no 72, on en conclut: 

PROPOSITION2. (a) Pour que dirn M r, il faut et il sufit que a:M, + 

~ ' ( i ~ l ( n ) )soit injectif pour tout n E 2.  
(h) Si k est un entier >= 1, pour que dirn M j r  - k, il faut et il sufit que 

a:M, +H'(N(~))  soit bijectif pour tout n E 2, et que Hq(M(n)) = O pour 
O < q < ket toutn  E Z .  

Soit V une sous-variété fermée de P,(K), et soit I (V) l'idéal des polynômes 
homogènes nuls sur V. Posons S(V) = S/I(V), c'est un S-module gradué dont 
le faisceau associé n'est autre que O v  . Kous dirons6 que V est une sous-variété 
"k-fois de première espèce" de P,(K) si la dimension du S-module S(V) est 
j r  - k. Il est immédiat que a:S(V), +H'(v, Ov(n)) est injectif pour tout 
n E 2, donc toute variété est O-fois de première espèce. En appliquant la Proposi- 
tion précédente à M = S(V), on obtient: 

6 Cf. P. Dubreil, Sur la d i n ~ e n s i o n  des iddaux de polynômes, J .  Math. Pures App., 15, 
1936, p.  271-283. Voir aussi W .  Grobner, hloderne Algebraische Geometrie, $5. 
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PROPOSITION3. Soit k un entier 2 1.  Pour que la sous-variété V soit k-fois de 
première espèce, il faut et il sufit que les conditions suivantes soient vérifiées pour 
tout n e 2 :  

(i) a :S(V), +H'(v, Ov(n)) est bijectif. 

(ii) Hq(V, Ov(n)) = O pour O < q < k. 

(La condition (i) peut aussi s'exprimer en disant que la série linéaire découpée 
sur V par les formes de degré n est complète, ce qui est bien connu.) 

En comparant avec le Théorème 2 (ou en raisonnant directement), on obtient: 
COROLLAIRE.Si V est k-fois de première espèce, on a Hq(V, ov) = O pour 

O < q < k et, pour tout z E V, la dimension du @,-module Oz.v est j r  - k. 
Si m est un entier 2 1, notons cp, le plongement de P,(K) dans un espace 

projectif de dimension convenable donné par les monômes de degré m (cf. [8], 
Chap. XVI, $6, ou bien no 52, démonstration du Lemme 2). Le corollaire ci- 
dessus admet alors la réciproque suivante: 

PROPOSITION4. Soit k un entier 2 1, et soit V une sous-variété connexe et fermée 
de P,(K). Supposons que Hq(V, Ov) = O pour O < q < k, et que, pour tout 
x e V, la dimension du 8,-module O,, soit $r - k. 

Alors, pour tout m assez grand, cpm(V) est une sous-variété k-fois de première 
espèce. 

Du fait que V est connexe, on a @(TT, Ov) = K. En effet, si V est irréductible, 
c'est évident (sinon H'(v, Ov) contiendrait une algèbre de polynômes, et ne 
serait pas de dimension finie sur K )  ;si V est réductible, tout élément f e H'(v, Or) 
induit une constante sur chacune des composantes irréductibles de V, et  ces 
constantes sont les mêmes, à cause de la connexion de V. 

Du fait que dim O..V 5 r - 1, la dimension algébrique de chacune des 
composantes irréductibles de V est au moins égale à 1. I l  en résulte que 

H'(v, ov(-n)) = O 

pour n > O (car si j e H'(v,Ov(-n)) et f # O, les jk.g, avec g e S(V),k forme- 
raient un sous-espace vectoriel de H'(v, 8") de dimension > l ) .  

Ceci étant précisé, notons V, la sous-variété cpm(V); on a évidemment 

O,(n) = Ov(nm). 

Pour m assez grand, les conditions suivantes sont satisfaites: 

(a) (Y :S(V),, +H'(v, O v(nm)) est bijectif pour tout n 1 1. 

Cela résulte de la Proposition 5 du no 65. 

(b) Hq(V, Ov(nm)) = O pour O < q < k et pour tout n 2 1. 

Cela résulte de la Proposition 7 du no 65. 

(c) Hq(V, Ov(nm)) = O pour O < q < k et pour tout n j -1. 

Cela résulte du Théorème 2 du no 74, et de l'hypothèse faite sur les O Z t v  . 



D'autre part, on a H'(v, O,) = K, H'(v, Ov(nm)) = O pour tout n 5 -1, 
et Hq(V, O,) = O pour O < q < k, en vertu de l'hypothèse. Il s'ensuit que V, 
vérifie toutes les hypothèses de la Proposition 3, cqfd. 

COROLLAIRE.Soit k un entier 2 1, et soit V une variété projective sans singula- 
rités, de dimension 2 k. Pour que V soit birégulièrement isomorphe à une sous-
variété k-fois de première espèce d'un espace projectif convenable, il faut et il sufit 
que V soit connexe et que H9(V, Ov) = O pour O < q < k. 

La nécessité est évidente, d'après la Proposition 3. Pour démontrer la suf- 
fisance, il suffit de remarquer que O,,V est alors de dimension 5 r - k (cf. 
no 75) et d'appliquer la Proposition précédente. 

78. Intersections complètes. Une sous-variété V de dimension p de l'espace 
projectif P,(K) est une intersection complète si l'idéal I(V) des polynômes nuls 
sur V admet un système de r - p générateurs Pl , . . . , PFp; dans ce cas, 
toutes les composantes irréductibles de V ont la dimension pl d'après le théorème 
de Macaulay (cf. [9], no 17). Il est bien connu qu'une telle variété est p-fois de 
première espèce, ce qui entraîne déjà que H9(V, ~ , ( n ) )  = O pour O < q < p, 
comme nous venons de le voir. Nous allons déterminer HP(V, Ov(n)) en fonction 
des degrés ml , . . . , mT-, des polynômes homogènes Pl , . . . , PT-p. 

Soit S(V) = S/I(V) l'anneau de coordonnées projectives de V. D'après le 
théorème 1 du no 72, tout revient à déterminer le S-module EX~;-~(S(V),  Q). 
Or, on a une résolution analogue à celle du no 75: on prend pour Lq le S-module 
gradué libre admettant pour base des éléments e(i1 . . . i,) correspondant aux 
suites (il , . . . , i,) telles que 1 =( il < i z  < . . . < i, 5 r - pl et de degrés 

mj ; pour LO, on prend S. On pose: 

d(e(i1 . . . i,)) = xzl (- l ) fPi,.e(il . . . . î j  . . . i,) 
d (e(i)) = P, . 

La suite O -t LrPp-$ . . . 5 LO+ S(V) -+ O est exacte ([6], Chap. VIII, Prop. 
4.3). Il en résulte que les Exta(S(V), Q) sont les groupes de cohomologie du 
complexe formé par les Hom,(Lg, Q); mais on peut identifier un élément de 
HomS(L9, O), à un système f(il . . . i,), où les f(i1 . . . i,) sont des polynômes 
homogènes de degrés mi, + . . . + mi, + n - r - 1; une fois cette identification 
faite, l'opérateur cobord est donné par la formule usuelle: 

(df)(il . . . i,+l) = Z~Z;+' . . . i,+l).(- 1)' Pij.f(il . . . â j  

Le théorème de Macaulay déjà cité montre que l'on est dans les conditions 
de [ l l] ,  et l'on retrouve bien le fait que ExtY(S(V), Q) = O pour q # r - p. 
D'autre part, EX~;-~(S(V),  Q), est isomorphe au sous-espace de S(V) formé 
des éléments homogènes de degré N + n, avec N = mi r - 1. Compte x2:11-P-

tenu du Théorème 1 du no 72, on obtient: 


PROPOSITION
5 .  Soit V une intersection complète, déjnie par des polynômes 
homogènes Pl , . . . , , de degrés ml ,  . . . , m,-, . 
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(a) L'application a:S(V), + @(v, Ov(n)) est &jective pour tout n a Z. 
(b) H9(V, ev(n)) = O pour O < q < p et tout n E 2. 
(c) Hp(V, , ~ , ( n ) )  est isomorphe à l'espace vectoriel dual de H'(v, Ov(N - n)), 

avec N mi - T - 1.= x:'_;-P 
On notera, en particulier, que Hp(V, Ov) n'est nul que si N < 0. 

$6. Fonction caractéristique et genre arithmétique 

79. Caractéristique d'Euler-Poincaré. Soit V une variété projective, et soit 5 
un faisceau algébrique cohérent sur V. Posons: 

Nous avons vu (no 66, Théorème 1) que les hg(V, 5) sont jînis pour tout entier 
q, et nuls pour q > dirn V. On peut donc définir un entier x(V, 5) en posant: 

x(V, 5) = C;-o (- l)"g(V, 5). 

C'est la caractéristique d'Euler-Poincaré de V, à valeurs dans 5. 
LEMME1. Soit O +Li + . . . -t L, -+ O une suite exacte, les Li étant des espaces 

vectoriels de dimension jînie sur K, et les hmomorphisntes Li -+ Li+l étant K- 
linéaires. On a alors: 

~ P z ; (- i )q  dimR L, = 0. 

On raisonne par récurrence sur p, le lemme étant évident si p 5 3; si L:-1 

désigne le noyau de L,-1 -+ L, , on a les deux suites exactes: 

En appliquant l'hypothèse de récurrence à chacune de ces suites, on voit que x:z~-~(- 1)' dirn Lg + (- I ) ~ - '  dirn L;-1 = O, et 

dirn L;-~ - dirn L,l + dirn L, = 0, 

d'où aussitôt le Lemme. 
PROPOSITION1. Soit O + Q. -+ 63 + e + O une suite exacte de faisceaux algé- 

briques cohérents sur une variété projective V, les homomorphismes Q. -,@ et 63 -+ e 
étant K-linéaires. On a alors: 

D'après le Corollaire 2 au Théorème 5 du no 47, on a une suite exacte de co- 
homologie : 

En appliquant le Lemme 1à cette suite exacte d'espaces vectoriels, on obtient 
la Proposition. 

PROPOSITION2. Soit O +51+ . . . -,5 , 4  O une suite exacte de faisceaux algé- 



briques cohérents sur une variété projective V, les homomorphismes Si 5i+i 

dtant algébriques. On a alors: 

On raisonne par récurrence sur pl la Proposition étant un cas particulier de la 
Proposition 1si p =< 3. Si l'on désigne par 58-1 le noyau de 5,-1-t 5, ,le faisceau 
5;-1 est algébrique cohérent puisque 5,-1 -+ 5, est un homomorphisme algé- 
brique. On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence aux deux suites exactes 

O -+ 5;-i-+ 5,1-+ 5, -,O, 

et la Proposition en résulte aussitôt. 

80. Relation avec la fonction caractéristique d'un S-module gradué. 

Soit 5 un faisceau algébrique cohérent sur l'espace P,(K); nous écrirons ~ ( 5 )  


au lieu de x(P,(K), 5). On a: 
PROPOSITION est un polynôme en n de degré S r.3. x ( ~ ( n ) )  
D'après le Théorème 2 du no 60, il existe un S-module gradué M, de type fini, 

tel que a(M) soit isomorphe à 5. En appliquant à M le théorème des syzygies 
de Hilbert, on obtient une suite exacte de S-modules gradués: 

où les Lqsoilt libres de type fini. En appliquant le foncteur à cette suite, ob- 
tient une suite exacte de faisceaux: 

où chaque çqest isomorphe à une somme directe finie de faisceaux @(ni). La 
Proposition 2 montre que x(F(n)) est égal à la somme alternée des X(Cg(n)), 
ce qui nous ramène au cas du faisceau O(%). Or il résulte du no 62 que l'on a 

X(@(n))= (n r), ce qui est bien un polynôme en n, de degré 5 1; d'où la 

Pr~posit~ion. 
PROPOSITION4. Soit M un S-module gradué vérifiant la condition (TF), et soit 

5 = a(M).  Pour tout n assez grand, on a x(5(n)) = dim, M n . 
En effet, on sait (no 65) que, pour n assez grand, l'homomorphisme a : M ,  + 

H'(x, ~ ( n ) )est bijectif, et Hg(X, S!n)) = O pour tout q > O; on a alors 

On retrouve ainsi le fait bien connu que dim, M, est un polynôme en n pour 
n assez grand; ce polynôme, que nous noterons PM, est appelé la fonction carac- 
téristique de M ;  pour tout n E Z, on a Pu(n) = x(S(n)), et, en particulier, pour 
n = O, on voit que le terme constant de PMest égal à ~ ( 5 ) .  

Appliquons ceci à M = S/I(V), I(V) étant l'idéal homogène de S formé 
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des polynômes nuls sur une sous-variété fermée V de P,(K). Le terme constant 
de PM est appelé, dans ce cas, le genre arithmétique de V (cf. [19]); comme d'autre 
part on a a (M)  = O,, on obtient: 

PROPOSITION5 .  Le genre arithmétique d'une variété projective V est égal à 

x(V, OV) = C:=O( - 1lq dimK H9(V, 8"). 

REMARQÇES.(1) La Proposition précédente met en évidence le fait que le 
genre arithmétique est indépendant du plongement de V dans un espace projec- 
tif, puisqu'il en est de même des H9(V, Ov). 

(2) Le genre arithmétique virtuel (défini par Zariski dans [19]) peut également 
être ramené à une caractéristique d'Euler-Poincaré. Nous reviendrons ultérieure- 
ment sur cette question, étroitement liée au théorème de Riemann-Roch. 

(3) Pour des raisons de commodité, nous avons adopté une définition du 
genre arithmétique légèrement différente de la définition classique (cf. [19]). 
Si toutes les composantes irréductibles de V ont la même dimension p, les deux 
définitions sont reliées par la formule suivante: x(V, Ov) = 1 + (- 1)' p,(V). 

81. Degré de la fonction caractéristique. Si 5est un faisceau algébrique cohérent 
sur une variété algébrique V, nous appellerons support de 5, et nous noterons 
S u p p ( ~ ) ,l'ensemble des points x E V tels que 5, # O. Du fait que 5 est un 
faisceau de type fini, cet ensemble est fermé: en effet, si l'on a 5, = O, la section 
nulle engendre 5, , donc aussi 5, pour y assez voisin de x (no 12, Proposition l ) ,  
ce qui signifie que le complémentaire de Supp(5) est ouvert. 

Soit M un S-module gradué de type fini, et soit 5 = a (M)  le faisceau défini 
par M sur P,(K) = X .  On peut déterminer Supp(5) à partir de M de la manière 
suivante : 

Soit O = naM a  une décomposition de O comme intersection de sous-modules 
primaires homogènes M a  de M,  les M a  correspondant aux idéaux premiers 
homogènes p u  (cf. [12], Chap. IV); on supposera que cette décomposition est 
"la plus courte possible", i.e. qu'aucun des M a  n'est contenu dans l'intersection 
des autres. Pour tout x e X,  chaque pa  définit un idéal premier pL de l'anneau 
local O, , et l'on a pz = O, si et seulement si x n'appartient pas à la variété Va 
définie par l'idéal pu. On a de même O = naM9 dans M, , et l'on vérifie sans 
difficulté que l'on obtient ainsi une décomposition primaire de O dans M,, 
les M I  correspondant aux idéaux premiers pz; si x B Va, on a ML = M, , et, si 
l'on se borne à considérer les ML tels que x e Va, on obtient une décomposition 
"la plus courte possible" (cf. [12], Chap. IV, th. 4, où sont établis des résultats 
analogues). On en conclut aussitôt que M, # O si et seulement si x appartient 
à l'une des variétés Va, autrement dit Supp(5) = Ua Va. 

PROPOSITION6. Si 5 est un faisceau algébrique coh.érent sur P,(K), le degré du 
polynôme X(F(n)) est égal à la dimension de Supp(5). 

KOUS raisonnerons par récurrence sur r, le cas r = O étant trivial. On peut 
supposer que 5 = a ( M ) , où M est un S-module gradué de type fini; utilisant 
les notations introduites ci-dessus, nous devons montrer que X(5(n)) est un 
polynôme de degré q = Sup dim Va. 



Soit t une forme linéaire homogène n'appartenant à auciin des idéaux premiers 
pu, sauf éventuellement à l'idéal premier "impropre" p0 = ( to,  . . , t,); une 
telle forme existe du fait que le corps K est infini. Soit E l'hyperplan de X d'équa-
tion t = O. Considérons la suite exacte: 

où O + O R  est l'homomorphisme de restriction, tandis que CI(- 1) -+ O est 
l'homomorphisme f -+ t.f. Par produit tensoriel avec 5, on obtient la suite 
exacte : 

$(- 1) -+ 5 + S~+O, avec SE = 5 Bo OB 

Au-dessus de U ,  , on peut identifier 5(- 1) à 5,  et cette identification trans- 
forme l'homomorphisme 3(- 1) -+ 5 défini ci-dessus en la multiplication par 
t/ti ; du fait que t a été choisie en dehors des p u ,  t / t i  n'appartient à aucun des 
idéaux premiers de M ,  = 5, si x E U i  , et l'homomorphisme précédent est in- 
jectif (cf. 1121, p. 122, th. 7, b"'). On a donc la suite exacte: 

d'où, pour tout n E 2, la suite exacte: 

En appliquant la  Proposition 1, on voit que: 

Mais le faisceau S~ est un faisceau cohérent de OE-modules, autrement dit 
est un faisceau algébrique cohérent sur E,  qui est un espace projectif de dimen- 
sion r - 1. De plus, = O signifie que l'endomorphisme de 5, défini par la 
multiplication par t/t, est surjectif, ce qui entraîne 5, = O (cf. 161, Chap. VIII, 
prop. 5.1'). Il  s'ensuit que Supp(SE) = E Supp(S), et, comme E ne contient 
aucune des variétés V a ,il s'ensuit par un résultat connu que la dimension de 
S u p p ( ~ ~ )est égale à q - 1. L'hypothèse de récurrence montre alors que x(FE(n)) 
est un polynôme de degré q - 1 ;  comme c'est la différence premikre de la fonc- 
tion x(T(n)), cette dernière est donc bien un polynôme de degré q.  

REMARQUES. O/g, il étant(1) La Proposition 6 était bien connue lorsque 5 = 

un faisceau cohérent d'idéaux. Cf. 191, no 24, par exemple. 
(2) La démonstration précédente n'utilise pas la Proposition 3, et la démontre 

donc à nouveau. 

[ l ]  ?; BOCRBAKI.Théorie des Ensembles. Paris (Hermann). 
[2] H. CARTAN.SPn~inazre E.,V.S., 19%-1951. 
[3] H .  CARTAN.Séminaire E.S.S. ,  1951-1952. 
[4] H .  CARTAN.Séminaire E.S.S. ,  1953-1951. 
[5] H .  CARTAN.Variétés analytiques complexes et cohomologie. Colloque de Bruxelles, 

(1953), p. 41-55. 




