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SUR LES REPRESENTATIONS MODULAIRES DE
DEGRE 2 DE Gal(Q/Q)

JEAN-PIERRE SERRE

a Yuri Ivanovich Manin, pour son 50¢ anniversaire

Le présent travail reprend, en la précisant, une conjecture faite en 1973, dont
on trouvera un cas particulier dans [44], §3.

Il s’agit de représentations “modulaires” (au sens de Brauer), de degré 2, du
groupe de Galois G = Gal(Q/Q).

Si p: Gg — GLZ(FP) est une telle représentation, supposée irréductible et de
déterminant impair, la conjecture en question affirme que p est vraiment “modu-
laire”, i.e. provient d’'une forme modulaire parabolique mod p qui est fonction
propre des opérateurs de Hecke.

Pour que cet énoncé soit a la fois utilisable et vérifiable numériquement, il est
nécessaire de préciser le type de la forme modulaire correspondant & p: niveau
N, poids k, caractére e. En ce qui concerne N, les exemples connus suggérent une
réponse simple: N devrait étre le conducteur d’ Artin de p (n° 1.2); en particulier,
il ne dépendrait que de la ramification de p en dehors de p. Une fois N connu, la
classe de k mod( p — 1), et le caractére ¢, s’obtiennent sans difficultés a partir du
déterminant de p (n° 1.3). Il reste & déterminer la valeur exacte du poids k (ou
plutdt sa valeur minimale). C’est 1a une question délicate, qui n’avait pas été
abordée dans [44]. Il semble que k ne dépende que de la ramification de p en p
(exposants des caractéres de l'inertie modérée, inertie sauvage, etc); la recette
précise que je propose est décrite aux n® 2.2, 2.3 et 2.4.

Les définitions de N, k et ¢ esquissées ci-dessus font 'objet des §1 et §2. Le §3
contient I’énoncé principal, avec divers compléments. Le §4 explore les consé-
quences agréables qu’aurait cet énoncé, s’il était vrai: théoréme de Fermat,
conjecture de Taniyama-Weil, etc. Enfin, le § donne un certain nombre d’exem-
ples numériques, pour p =2, 3 et 7.

Ce texte doit beaucoup aux mathématiciens suivants, que j’ai plaisir & re-
mercier:

—John Tate, pour ses nombreuses lettres (notamment en 1973 et 1974)
relatives a la conjecture, ainsi qu’aux relations entre poids et inertie en p;

—Jean-Marc Fontaine, dont les résultats sur les représentations locales
attachées a la cohomologie ont confirmé les idées de Tate, et ont permis de
préciser la valeur du poids k attaché a une représentation;
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—Gerhard Frey, qui a eu I'idée fondamentale (cf. [17]) que la conjecture de
Taniyama-Weil, convenablement complétée, entraine le théoréme de Fermat: i.e.,
“Weil + epsilon' = Fermat”;

enfin, et tout spécialement:

—Jean-Francois Mestre, qui a réussi a programmer et vérifier un nombre
d’exemples suffisant pour me convaincre que la conjecture méritait d’étre prise au
sérieux.
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§1. Définitions de N, de ¢, et de k mod (p — 1)

1.1. Notations. La lettre p désigne un nombre premier. On note l-Tp une
cloture algébrique du corps F,, et Q une cloture algébrique du corps Q. On pose

Go = Gal(Q/Q).

On se donne un homomorphisme continu
p: Gy — GL(V),

ou V est un espace vectoriel de dimension 2 sur I_Tp. L’image de p est un groupe
fini, noté G; par définition, ce groupe est isomorphe a un sous-groupe de
GL,(F,), ol g est une puissance convenable de p. (Si p # 2, ou si p est
irréductible, on peut prendre pour F, le corps engendré par les fraces des
éléments de G.)

On se propose d’attacher a p des entiers positifs N et k, ainsi qu'un caractére

de Dirichlet &: (Z/NZ)* - F*.

1.2. Définition de N. L’entier N est simplement le conducteur d’Artin de p,
défini comme en caractéristique 0 (cf. [1], [38]), & cela prés que I’on se restreint
aux places premiéres & p.

De fagon plus précise, soit / un nombre premier # p. Choisissons une
extension a Q de la valuation /-adique de Q, et soient

G,2G,D -+ DG;D -+

1
la suite des groupes de ramification de G correspondant a cette valuation ([38],

11 semble que Ribet soit récemment parvenu 2 éliminer entiérement “epsilon”; d’ou “Weil =
Fermat”.
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chap. IV). Notons V; le sous-espace de V' formé des €éléments fixés par G,, et
posons

o0

(1.2.1) n(l,p) =Y ———dimV/V,.
20 (Go: G))

On peut récrire (1.2.1) sous la forme:

(1.2.2) n(l,p) =dimV/Vy+ b(V),

ou b(V) est “Iinvariant sauvage” du G,-module V, cf. [39], §19.3.

Ces formules entrainent:

(a) n(l, p) est un entier > 0;

(b) n(l, p) = 0 si et seulement si G, = {1}, i.e, si et seulement si p est non
ramifiée en /;

(c) n(l, p) = dimV/V} si et seulement si G, = {1}, i.e,, si et seulement si p est
modérément ramifiée en /.

I1 résulte de (a) et (b) que Pon peut définir un entier N par la formule

(1.2.3) N=T]i¢e,
I#p

Nous appellerons N le conducteur de p; par construction, N est premier a p.

1.3. Définition du caractére ¢ et de la classe de k mod(p — 1). Le déterminant
de la représentation p est un homomorphisme

det p: Gg — l_?p*.

Son image est un sous-groupe cyclique fini de l—Tp*, d’ordre premier a p. On peut
donc regarder det p comme un caractére de G,. Le conducteur de ce caractere
divise pN: cela se voit, par exemple, en comparant les formules donnant les
conducteurs de p et de det p. On peut ainsi identifier det p 4 un homomorphisme
de (Z/pNZ)* dans E*, ou, ce qui revient au méme, a un couple d’homomor-
phismes

(1.3.1) ¢: (Z/pZ)* - FY¥
et
(1.3.2) e: (Z/NZ)* > F*.

Comme (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1, ’homomorphisme ¢ est de la
forme

(1.3.3) x- x" avecheZ/(p—1)Z.
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Ceci peut se récrire:

(1.3.4) ¢ =x"

ou x: Go = F;* désigne le p-iéme caractére cyclotomique de G (celui qui donne
I'action de G, sur les racines p-iémes de I'unité).

On peut résumer ces formules en disant que, si / est un nombre premier ne
divisant pas pN, et si Frob, , est I'élément de Frobenius correspondant dans G
(défini a conjugaison prés), on a

(1.3.5) det(Frob, ,) = I"e(I) dansF}.

Au §2, nous définirons un certain entier k attaché a p et nous verrons (n° 2.5)
que & est simplement la classe de k — 1 mod( p — 1), de sorte que (1.3.5) peut se
récrire:

(1.3.6) det(Frob, ) = I*"'e(l) dans F*.
l,p P

Remarque. Soit ¢ I'élément d’ordre 2 de G, donné par la conjugaison
complexe (relativement & un plongement de Q dans C). L’image de ¢ dans
(Z/pNZ)* est —1. On en conclut que:

(1.3.7) detp(c) = (=1)*'e(=1).

Dans la suite, on s’intéressera uniquement au cas ou det p est impair, i.e.

(1.3.8) detp(c) = -1,
ou encore:
(1.3.9) e(-1) = (-1)* dansF}.

Si p = 2, cette condition est automatiquement satisfaite, puisque —1 = 1. Si

p # 2, elle signifie que p(c) est conjuguée de la matrice ((1) —(1) .

§2. L’entier k. Le but de ce § est de définir I'entier k& (le “poids™) associé a
une représentation p. Les n® 2.1 4 2.4 contiennent la définition générale; les n*
2.5 4 2.9 en donnent divers exemples.

2.1. Préliminaires. L’entier k ne dépend que de la restriction de la représenta-
tion p au groupe de décomposition en p (et méme, en fait, au groupe d’inertie).
Aussi, pour le définir, allons-nous partir d’une représentation “locale en p”:

p,: G, = GL(V) = GL,(F,),
ou G, = Gal(Q,/Q,).
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Nous noterons I le groupe d’inertie de G,,, et I, le plus grand pro-p-sous-groupe
de I (groupe d’inertie sauvage). Le quotient I, = I/I, est le groupe d’inertie
modérée de G,; il s'identifie & liin. E}t, cf. [41], prop. 2. Un caractére de I, sera
dit de niveau n il se factorise par F¥, et ne se factorise par aucun F,%, ou m est
un diviseur strict de n.

Si V** désigne le semi-simplifi€é de V' vis-a-vis de l'action de G, le groupe I,
agit trivialement sur V** ([41], prop. 4), de sorte que I, opére sur V*, Cette action
de I, est diagonalisable; elle est donnée par deux caractéres

¢, 9:1,—> Fp*.

PROPOSITION 1. Les caractéres ¢ et @’ donnant I’ action de I, sur V*° sont de
niveau 1 ou 2. S’ils sont de niveau 2, ils sont conjugués: on a ¢’ = @7 et ¢ = ¢’P.

Soit s un élément de G, dont 'image dans G,/I = Gal(f‘p/ F,) soit 'automor-
phisme de Frobenius x — x?. On vérifie facilement que, si u € I, on a sus~! = u?
(mod I,): la conjugaison par s opére sur I, = I/I, par u = u”. Il en résulte que
’ensemble { ¢, ¢’} est stable par 'opération de puissance p-iéme. D’ou deux cas:

(a) on a @ = @, ¢’? = ¢’ et les deux caractéres ¢ et ¢’ sont de niveau 1;

(b) on a p? =¢’, ¢? =@, ¢ # ¢, et les deux caractéres ¢ et ¢’ sont de
niveau 2.

Cela démontre la prop. 1.

Nous allons maintenant nous occuper séparément de ces deux cas.

2.2 Définition de k lorsque ¢ et ¢’ sont de niveau 2. Supposons que ¢ et ¢’
soient de niveau 2. La représentation V est alors irréductible, car si elle contenait
un sous-espace stable de dimension 1, I'action de I, sur ce sous-espace se ferait
par un caractére prolongeable a G,, donc de niveau 1. Appelons ¢ et ¢/ = {7 les
deux caractéres fondamentaux de niveau 2 de I, ([41], n® 1.7), autrement dit les
deux caractéres [, - Fp"i — F* correspondant aux deux plongements du corps
F,. dans le corps F,. On peut écrire ¢ de manicre unique sous la forme

(2.2.1) @ =yotPb=yut avec 0<a,b<sp-—1.

On a b+ a, car sinon ¢ serait égal a (Yy’)? = x% ou x est le caractére
cyclotomique (ou plutdt sa restriction a I), et cela contredirait 'hypothése que ¢
est de niveau 2. De plus, comme ¢’ est conjugué de ¢, on a

(2.2.2) @ = yhye.
Quitte a permuter ¢ et ¢’, on peut donc supposer que:

(2.2.3) 0<a<bgp-1.
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Ceci fait, I'entier k attaché a p, est défini par:

(2.2.4) k=1+pa+b.

Remarques

(1) La plus petite valeur possible de k est k = 2, qui est obtenue lorsque
a =0, b =1, c’est-a-dire lorsque @ et ¢’ sont égaux aux caractéres fondamentaux
Y et Y’ de niveau 2.

(2) Dans le cas particulier a = 0, on a (¢, ¢’) = (¥4, ¥’?),avec1 < b <p — 1,
et la définition de k se réduit a:

k=1+b (dou2<k<p).

Le cas général se ramene a celui-1a par “torsion”. En effet, on peut écrire p,
sous la forme

P, =X ® pp,

ou x est le caractére cyclotomique (vu comme caractére de G, et pas seulement
de I). Le couple (a, b) attaché a p;, est alors (0, b — a), et l'entier k correspon-
dant est k&’ = 1 + b — a. On peut donc récrire (2.2.4) sous la forme

(2.2.5) k=k'+a(p+1).

(Comparer avec la formule donnant la filtration de la forme modulaire “ tordue”
d’une forme donnée, cf. [24], [42].)

2.3. Définition de k lorsque ¢ et @’ sont de niveau 1, et que I, opére trivialement.
On suppose que I’action de I sur V est semi-simple, et qu’elle est donnée par deux
caractéres (¢, ¢’) qui sont des puissances x“ et x® du caractére cyclotomique x:

x‘ 0
Les entiers a et b sont déterminés mod( p — 1). On les normalise de telle sorte

que 0 < a, b < p — 2. De plus, quitte a permuter ¢ et ¢’, on peut supposer que
a < b. On a donc

(2.3.1) 0O<a<bgsp-2

L’entier k est alors défini par:

(2.3.2) k= {1+Pa+b si (a, b) # (0,0)

p si (a,b) = (0,0).
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Remarques

(1) Ici encore, la plus petite valeur possible de k est k = 2, qui correspond a
=1 9¢ =x.

(2) Le cas (a, b) = (0,0) est celui ot I opére trivialement sur V, autrement dit
ou p, est non ramifiée. La formule générale k =1 + pa + b donnerait alors
k = 1. Comme les formes modulaires de poids 1 ont un comportement quelque
peu exceptionnel, j’ai préféré les éviter, et “décaler” k par p — 1; d’ou la valeur
k = p adoptée.

(3) Lorsqu’on tord p, par les puissances successives x, x2, ... du caractére Y,
les entiers k correspondants forment un cycle de Tate, cf. [21], [22].

2.4. Définition de k lorsque I, n’opére pas trivialement. On suppose que I,
n’opére pas trivialement, i.e., que Paction de I n’est pas modérée. Les éléments de
V fixés par I, forment alors une droite D, qui est stable par G,. L’action de G,
sur V/D (resp. sur D) se fait par un caractére 6, (resp. 6,) de G,:

0, =
(2.4.2) P, = ( 0 01).
On peut écrire 6, et 6, de fagon unique sous la forme

(2-4-2) 0, = x%,, 0, = Xﬁsz, (0‘, B e Z/(P - l)Z),

ou & et & sont des caractéres non ramifiés de G, & valeurs dans i‘p*. La
restriction de p, & I est donc:
B
=X *
P PlI - ( 0 xa)'

On normalise les exposants a et B par:

(2.4.3) O0<asp—-2 e 1<B<gsp-—-1.

(Noter qu’ici x* et x? ne jouent pas des roles symétriques.) On pose:
(2.4.4) a=Inf(a,B) et b= Sup(a,pB).

Pour définir k, on distingue deux cas:

(i) Le cas B # a + 1 (i.e., x? # x - x*). On pose alors, comme au n° 2.3:

(2.4.5) k=1+pa+b.
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(Noter le cas ou x*=xf =1, p > 3, oui (2.4.3) impose a =0, B =p — 1, de
sorte que (2.4.5) donne k = p, comme dans (2.3.2).)

(i) Lecas B= a + 1 (i.e, xP = x - x*.

La définition de k dépend alors du type de la ramification sauvage. Il y a deux
types possibles, que j’appellerai respectivement peu ramifié et trés ramifié. On les
définit de la maniére suivante:

Soit K, =Q, , lextension non ramifiée maximale de Q,; on a I=
Gal(Q,/K,). Le groupe p,(I) est le groupe de Galois d’une certaine extension
totalement ramifiée K de K, et le groupe d’inertie sauvage p,(I,) est le groupe
de Galois de K/K,, ou K, est la plus grande extension modérément ramifiée de
K, contenue dans X.

Du fait que 8 =a+ 1, on déduit que Gal(K,/K,) = (Z/pZ)*, donc que
K, = Ky(z), ou z est une racine primitive p-iéme de l'unité. D’autre part, le
groupe Gal(K/K,) = p,(1,) est un groupe abélien élémentaire de type ( p, ..., p),
représentable matriciellement par (1) I . De plus, ’hypothése 8 = a + 1 entraine
que laction par conjugaison de Gal(K,/K,) = (Z/pZ)* sur Gal(K/K,) est
Paction évidente. Utilisant la théorie de Kummer, on en déduit que K peut
s’écrire sous la forme

(2.4.6) K=K,/(x¥?,...,x}?), ou pm=[K:K,],

les x, étant des éléments de K*/K?. Si v, désigne la valuation de K,
normalisée par v,(p) = 1, nous dirons que I'extension K (ou la représentation
p,) est peu ramifiée si

(2.4.7) v,(x;) =0 (mod p) pouri=1,...,m,
i.e., si les x; peuvent étre choisis parmi les unités de K,. Dans le cas contraire,
nous dirons que K et p, sont trés ramifiées.

Remargues

(1) Le cas trés ramifié n’est possible que si les caractéres e, et e, définis par
(2.4.2) sont égaux, et I'on a alors m =1 ou m = 2: cela se voit en utilisant
Paction par conjugaison de G, sur p,(1,).

(2) Soit 7 une uniformisante de K,, par exemple 7 = 1 — z ou 7 = p/(»~D_§j
K /K, est peu ramifiée, les p™ — 1 caractéres d’ordre p associés a cette extension
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sont tous de conducteur (72); dans le cas trés ramifié, p™ — p™~! de ces
caractéres sont de conducteur (7?*1) = (p7?) et les p™~! — 1 autres sont de
conducteur (72).

Nous pouvons maintenant définir 'entier k:
(ii,) Le cas B = a + 1, peu ramifié
La formule est la méme que dans le cas 8 # a + 1:

(2.4.8) k=1+pa+b=2+a(p+1).
(ii,) Le cas B = a + 1, trés ramifié

On ajoute p — 1 (resp. 2 si p = 2) a ce que donnerait (2.4.8):

l+pa+b+p—-1=(a+1)(p+1) sip+2

(2.49) k= {4 iy

Les formules (2.2.4), (2.3.2), (2.4.5), (2.4.8), et (2.4.9) fournissent une définition
compléte de Pentier k attaché a la représentation p, considérée. Voici quelques
propriétés qui résultent de cette définition:

2.5. Classe de k mod (p — 1).

PROPOSITION 2. On a.
(2.5.1) detp,|I = x*° 1.

(Comme x est d’ordre p — 1, cette formule montre que la classe de k&
mod(p — 1) est déterminée par det p,, et méme seulement par la restriction de
det p, au groupe d’inertie 1.)

Vérifions (2.5.1) dans le cas de hauteur 2 (cf. n® 2.2). On a alors

detp,|T =" = (YY) ($9) = ($9) " = x***

= k-1
....x ,

puisque k — 1 =pa+ b =a+ bmod(p — 1).
Les autres cas sont analogues.

On peut récrire (2.5.2) sous la forme
(2.5.2) detp,=¢,- x* 1,

ou €, est un caractére non ramifié de G, a valeurs dans Fp* Dans le cas ou p,
provient d’une représentation globale p de Gal(Q,/Q), le caractére g, n'est autre
que la p-composante du caractére ¢ défini au n° 1.3; on a

(2.5.3) e,(Frob,) = e( p),

ou Frobp est un élément de Frobenius de Gp.
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2.6. Valeurs de k. Pour p # 2, les valeurs possibles de k sont les nombres de
Iintervalle [2, p? — 1] qui peuvent s’écrire sous la forme
k=1+ay+ pay, 0<agy,a,<p—-1,

avec a; < ay + 1. Ainsi, pour p=3,0ona k=2,3,4,5,6 ou 8.
Pour p = 2, 0n a k = 2 sil’action de » est triviale, ou peu ramifiée, et k = 4 si
I’action de I  est trés ramifiée.

Exemple. Prenons p = 2. Soit u: G, = Z/2Z un homomorphisme surjectif,
et soit p,: G, = GL,(F,) la représentation définie par

(2 )

Soit K/Q, I'extension quadratique correspondant au noyau de u. On a alors:
k=2si K/Q,estnon ramifiée, i.e., K = Q,(V5);
k=2si discr(K/Q,) = (4),ie., K=Q,(Y=1) ouQ,(V=5);
k=4si discr(K/Q,) = (8),ie, K=Q,(v2), Q,(Y=2),Q,(/10)
ou Q,(V—10).

2.7. Conditions pour que k < p + 1, lorsque p # 2. Supposons p # 2. On a
k < p + 1 si et seulement si 'une des deux conditions suivantes est satisfaite:

(2.7.1) 1l existe un quotient V/D de V, de dimension 1, sur lequel I opére
trivialement (i.e., V a un quotient étale de dimension 1); c’est le cas a = 0 des n**
23 et24.

(2.7.2) L’action de I sur V se fait par deux caractéres modérés de la forme
(Y2, ¢’?), avec 1 < b < p — 1, 0u ¢ et Y’ sont les deux caractéres fondamentaux
de niveau 2 de I,; c’est le cas a = 0 du n°® 2.2.

Remarques

(1) On a k = p + 1 si et seulement si la restriction de p, au groupe d’inertie /
est de la forme ()X I) et est trés ramifiée.

(2) Quelle que soit la représentation p,, il existe une “tordue” x™ ® p, de p,
dont l'invariant k est < p + 1 (comparer a [44], th.3).

2.8. Conditions pour que k = 2.
L’énoncé suivant résulte immédiatement des définitions:

PROPOSITION 3. Pour que I’invariant k de p, soit égal a 2, il faut et il suffit que
p,|1 soit de I’un des deux types suivants:

(2.8.1) oI = (‘V 0),

0 ¥
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ou Y, Y. I -1, - FP"S sont les deux caractéres fondamentaux de I de niveau 2;

~(x 0 X *
(2.8.2) ppll—(o 1) ou (O 1),

I’action du groupe d’inertie sauvage I, étant, soit triviale, soit peu ramifiée.

On peut donner une autre caractérisation de ce cas, en termes de schémas en
groupes de type (p, p). Pour I'énoncer, je me bornerai au cas ou p, prend ses
valeurs dan GL,(F,), donc définit un schéma en groupes (étale) de type (p, p)
sur le corps Q,, (dans le cas général, il faudrait parler de “schémas en F-vectoriels”
au sens de Raynaud [35]). On peut se demander si ce schéma en groupes se
prolonge en un schéma en groupes fini et plat sur Z ,, cf. [35]; s’il en est ainsi, je
dirai (cf. [48]) que la représentation p, est finie en p.

PROPOSITION 4. On a k = 2 si et seulement si les deux conditions suivantes sont
satisfaites:

(2.8.3) det p,|I = x;

(2.8.4) p, est finie en p.

D’aprés le n° 2.5, la condition (2.8.3) équivaut a:
(2.8.5) k=2 mod(p-—1).

Elle est donc nécessaire pour que k soit égal & 2. Montrons qu’elle est
suffisante lorsque p, est finie en p. D’aprés [35], cor. 3.4.4, chacun des caractéres
@ et @’ de [, associés & p, peut alors s’écrire sous la forme

YW, avec0<n,n <1,

ou ¥ et Y’ sont comme ci-dessus les deux caractéres fondamentaux de niveau 2.
Cela fait quatre possibilités

Ly, et ¢y’ =x

(qui se réduisent d’ailleurs a trois pour p = 2 puisque x est alors égal a 1).
Comme @@’ = x d’aprés (2.8.1), deux cas seulement sont possibles:

(@) {e.0'} = {¥,¥'}
et

(ii) {o. 9} ={1,x}.
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Le cas (i) donne (2.8.1), d’oi k = 2, comme annoncé. Occupons-nous du cas
(ii), en nous bornant, pour simplifier, au cas p # 2 (le cas p = 2 est un peu
différent, mais se traite de fagon analogue). Soit J le schéma en groupes fini et
plat sur Z, prolongeant le schéma sur Q,, défini par p, (d’apres [35], prop. 3.3.2,
ce schéma est unique). Il résulte de (i) que p, est réductible, et il en est de méme
de J. D’ou lexistence d’une suite exacte de schémas en groupes finis et plats sur
Z,

(2.8.6) 0>d4-J-B-0,

ou A et B sont des schémas en groupes finis et plats d’ordre p. De plus, (ii)
impose que 1'un de ces schémas soit étale, et que I'autre soit de type multiplicatif.
Il existe donc une extension finie étale R de Z, sur laquelle 4 ou B devient
isomorphe au schéma étale constant Z/pZ, et B ou A au schéma p, des racines
p-émes de I'unité. Sur R, la suite exacte (2.8.6) devient:

0->2/pZ—->J—->p,—>0
ou

0-p,»>J->Z/pZ - 0.

Dans le premier cas, on voit facilement que ’extension J est scindée (utiliser la
composante connexe de I'élément neutre), i.e., isomorphe sur R a Z/pZ & p,;
d’oli (2.8.2), avec action triviale de I, ce qui entraine bien k = 2. Dans le second
cas, on constate (suite exacte de Kummer) que la classe de I’extension J est
donnée par un élément u € R*/R*? d’ou

X %*
ool (0 1),

et le corps K du n°® 2.4 est égal & K,(u'/?); comme u est une unité, 'extension
K/K, est, soit non ramifiée, soit peu ramifiée, d’ol encore k = 2 d’aprés (2.8.2).
(Le fait que K/K, ne soit pas trés ramifiée peut aussi se déduire d’un résultat
général de Fontaine, cf. [15], th. 1.)

Reste & prouver que k = 2 entraine que p, est finie en p. D’aprés la prop. 3, il
y a deux cas a considérer:

(2) Celui ou p,|I est donné par les deux caractéres fondamentaux ¢ et y’. Ce
cas est traité dans Raynaud [35], th. 2.4.3.

(b) Celui ou p,|7 est de la forme (:)‘ I), avec action de I, triviale ou peu

ramifiée. On fait alors une construction directe, basée sur la classification des
extensions de Z/pZ par p,, cf. ci-dessus (de fagon un peu plus précise, on
commence par remplacer Z, par une extension finie étale R convenable, on
construit 'extension en question sur R, et 'on descend ensuite a Z ).
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2.9. Exemple de calcul de k: points de p-division d’une courbe elliptique
semi-stable. Soit E une courbe elliptique sur Q,, d’invariant modulaire jg, et
soit E, le groupe des points de p-division de E. L’action de G, sur E, définit une
représentation

p,: G, = Aut(E,) = GL,(F,).
Comme det p, = x, l'invariant k associé & p, satisfait a:
(2.9.1) k=2mod(p - 1).

Nous allons déterminer la valeur de k, en nous bornant au cas ou E est
semi-stable, i.e. a, soit bonne réduction, soit mauvaise réduction de type multi-
plicatif (cf. [41], n® 1.11 et 1.12):

PROPOSITION 5. (i) Si E a bonne réduction, on a k = 2.
(ii) Si E a mauvaise réduction de type multiplicatif, on a
_[2 siv,( jg) est divisible par p
p+1 sinon.

(Ici, et dans toute la suite, on note v, la valuation p-adique, normalisée par la
condition v,(p) = 1.)

Lorsque E a bonne réduction, p, est évidemment finie en p, et I'assertion (i)
résulte de la prop. 4.

Lorsque E a mauvaise réduction de type multiplicatif, on utilise le modéle de
Tate ([41], n°® 1.12). Celui-ci montre que, aprés extension quadratique non
ramifiée de Q > ON a une suite exacte de modules galoisiens

O->p,»E, ->Z/pZ >0

d’ou

~ (X *

Pl = (0 1 )

Soit de plus g I'élément de Q défini par I'identité
Jg=qp' + 744 + 196884q, + ...

On constate que Pextension K/K, du n® 2.4 est K = K,(g/”?). Cette extension
est donc tres ramifiée si et seulement si v,(gy) n’est pas divisible par p; comme
v,(q9g) = —U,(Jjg), on en déduit bien (ii).

Remarques

(1) Supposons que l’on soit dans le cas (ii) avec k = 2, i.e. que E ait mauvaise
réduction de type multiplicatif et que v,(jg) soit divisible par p. Posons m =
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—v,(jg)/petu= pP'"JE, de sorte que u est une unité p-adique et que g est égal
au prodult de u~! par la puissance p-¢éme d’un élément de K, On a alors
K = K,(u}P) et 'on voit que:

(a) si u?~! =1 (mod p*),ona K =K, et p,|I = (73 (1));

(b) si u?~! # 1 (mod p?), on a [K: K,] = p et p,|I = (’5 1‘).
Le cas (b) peut effectivement se présenter, contrairement a ce qui est affirmé

dans [6], prop. 5.1.(3)(d).

(2) Des calculs analogues & ceux de la prop. 5 (mais plus compliqués) sont
possibles lorsque E a mauvaise réduction de type additif. Je me borne & donner
le résultat dans un cas particulier typique, celui o p =1 (mod 3), et ou
I’équation minimale de E est de la forme

y?=x*+ Ax + B,

avec v,(A4) > 1 et v,(B) =1 (type ¢, de Néron).

On trouve alors
B B
o ll=(X O] ou|X" * |
i4 0 Xa 0 ch

aveca = (p—1)/6et B=(5p+1)/6.

Sip>7,celaentrainek=1+pa+ B8=2+ (p— 1)(p + 5)/6. Par contre,
pour p = 7, on peut avoir, soit k =2 + (p — 1)(p + 5)/6 = 14, soit k = 2, ce
dernier cas survenant si v,(4) > 2

§3. Enoncé de la conjecture

3.1. Rappels sur les formes paraboliques en caractéristique p. Soient:
N un entier > 1, premier a p;
k un entier > 2; _
& un caractére (Z/NZ)* - F}*.
Supposons que:

k_ .
(31.1) {( D¥=e(-1) sip#2
k est pair sip=2.

Nous aurons a utiliser la notion de forme parabolique de type (N, k,¢) a
coefficients dans F,. Comme plusieurs définitions sont possibles (cf. [23] et [24]
par exemple), il conv1ent de préciser ce que nous entendons par 1a:

Identifions Q 2 un sous-corps de C, et choisissons une place de Q au-dessus de
p. Si Z désigne 'anneau des entiers de Q, le choix de la place en question définit
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un homomorphisme Z — fp que nous noterons z — Z. Notons enfin
& (Z/NZ)* —> Z*

le relévement multiplicatif de e, i.e., I'unique caractére a valeurs dans les racines
de l'unité d’ordre premier a p tel que

go(x)” =e(x) pourtout x € (Z/NZ)*.

D’aprés (3.1.1), on a gy(—1) = (—1)*. On peut donc parler des formes parabo-
liques de type (k, €y) sur T'\y(N), au sens usuel. Rappelons (cf. par exemple [11])
qu’une telle forme est une série

(3.1.2) F=Y A4,4q" (q=e*7),

n>1

convergeant dans le demi-plan Im(z) > 0 et satisfaisant aux deux conditions
suivantes:

(a) F((az + b)/(cz + d)) = eo(d)(cz + d)*F(z) pour tout ( Z)e Ty(N) et
tout z € C tel que Im(z) > 0;
(b) F s’annule aux pointes, i.e., pour tout (‘c‘ Z) € SL,(Z), 1a fonction

2o (cz+d) “F((az + b)/(cz + d))

a un développement en série du type (3.1.2), avec ¢ remplacé par ¢g*/V.
Pour abréger, nous dirons qu’une telle forme F est de type (N, k, g;).
Nous pouvons maintenant définir la notion analogue en caractéristique p:
DEFINITION.  Une forme parabolique de type (N, k, €) a coefficients dans Fp est
une série formelle

f= E a,q”", a, € Fp’

n>1
telle qu’il existe une forme parabolique
F= Z A4,9", A, €1,
n>1

de type (N, k,e,) au sens rappelé ci-dessus, qui est telle que F={, ie., que
A, = a, pour tout n.

(Au lieu de supposer que les 4, appartiennent 4 Z, on pourrait se borner a
demander qu’ils appartiennent a I’anneau local de la place de Q choisie au début.
Cela ne changerait rien.)
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Notons S(N, k, €) 'espace des f du type ci-dessus. Cet espace jouit des
propriétés suivantes:

(3.1.3) S(N, k, ¢) ne dépend pas du choix de la place p-adique de Q utilisée
pour le définir. De plus, sa dimension sur F, est égale 4 la dimension de I'espace
analogue S(N, k, g;) sur C.

Cela résulte de Shimura [51], th. 3.52 (voir aussi [11], prop. 2.7).

(3.1.4) S(N, k, €) est stable sous 1’action des opérateurs de Hecke:
T Yaq" = Yayq" +e)I* ' Ya,q"  (1+pN),
U Xag" = Layg" (l|pN).

Pour les T, et les U, (! premier # p), cela résulte des propriétés analogues en
caractéristique zéro. Pour U, il faut noter que Cest la réduction (mod p) de
I’opérateur de Hecke

]}7: Zanqn — Zapnqn + eO(l’)pk—l Zanqpn’

grice a ’hypothése k > 2.

(3.1.5) Les opérateurs de Hecke commutent entre eux. Si
f=2aq", [#0,

est une fonction propre de ces opérateurs, on peut multiplier f par un scalaire
non nul de telle sorte que a; = 1. Une fois f ainsi normalisée, on a T;,(f) = a,f
pour I + pN et U(f) = a,f pour /|pN: les a, sont les valeurs propres des T et U,.
De plus, la série formelle de Dirichlet

L(s)= Ya,n’ (é. coefficients dans Fp)

est donnée par le produit eulérien usuel:

L(s)=TT(M=a0*) " TT(1—aid™ +e(1)i- )",
l|pN ItpN

En particulier, f est déterminée par les a,.

(3.16) Si f=X a,q" est une fonction propre des opérateurs de Hecke
normalisée comme ci-dessus, il existe une forme parabolique F = X 4,q" de type
(N, k, €y) a coefficients dans Z, qui est fonction propre des T,(/+ N) et des
U,(/|N) et vérifie:
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En effet, du fait que les opérateurs 7, et U, commutent entre eux, tout systéme
commun de valeurs propres de ces opérateurs dans Fp se reléve en caractéristique
0 (cf. par exemple [11], lemme 6.11). On déduit de 1a qu’il existe une forme
parabolique F =Y A,q", de type (N, k, ¢,), fonction propre des T, et des U,
normalisée, et telle que 4 ; = a, pour tout nombre premier /. Il est alors immédiat
que F = f.

(Bien entendu, il n’y a pas unicité de F: deux fonctions propres différentes en
caractéristique O peuvent avoir la méme réduction en caractéristique p.)

(3.1.7) Soit f=% a,q" comme ci-dessus. D’aprés un théoréme de Deligne
([11], th. 6.7), il existe une représentation continue semi-simple

p: Go = GL,(F,)

caractérisée (a conjugaison prés) par la propriété suivante:

(D). Pour tout nombre premier / ne divisant pas pN, la représentation p; est
non ramifiée en /, et, si I'on note p,(Frob,) I'élément de Frobenius correspondant
(défini a conjugaison prés), on a

(3.1.8) Trp;(Frob,) = a,
et
(3.1.9) det p;(Frob,) = e(1)/*71.

La formule (3.1.9) peut étre récrite avec les notations du n° 1.3 sous la forme
(3.1.10) detp,=e- x*7 1.

Compte tenu de (3.1.1) elle entraine que det p;(c) = —1, autrement dit que
detp, est un caractére impair.

Remarque. Jai supposé au début que le niveau est premier a p. En fait, ce
n’est pas nécessaire: tous les résultats énoncés restent vrais dans le cas général.
Toutefois, cette généralité accrue ne procure pas de “formes mod p” vraiment
nouvelles; on sait en effet que toute forme parabolique & coefficients dans F, qui
est de niveau p™N est aussi de niveau N, a condition de remplacer le poids par
un poids plus grand. Un exemple typique est celui des formes de poids 2 et de
niveau p, qui sont aussi de poids p + 1 et de niveau 1, cf. [43], th. 11.

3.2. Les diverses variantes de la conjecture. Revenons aux notations du §1, et
soit

p: Gg = GL(V) = GL,(F,)

un homomorphisme continu, ¥ étant un F,-espace vectoriel de dimension 2. On
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suppose que:

(3.2.1) p est irréductible,
et
(3.2.2) det p est impair, cf. (1.3.8).

La conjecture affirme que p est alors du type p, de (3.1.7). Autrement dit:

(3.2.3,) I existe une forme parabolique f (de type convenable) a coefficients
dans F, qui est fonction propre des opérateurs de Hecke, et dont la représentation p,
associée est isomorphe a la représentation p donnée.

11 convient de préciser (3.2.3,) en donnant le type (N, k, €) de f:

(3.2.4,) La forme parabolique f de (3.2.3,) peut étre choisie de type (N, k, €), ou
N, k et € sont les invariants de p définis au §1 et au §2.

Si f=2X a,q" est normalisée (a, = 1), le fait que p, soit isomorphe a p se
traduit par les égalités

(3.2.5) Tr(Frob, ,) = a, et det(Frob, ,) = e(1)I/*7!,

égalités qui doivent étre valables pour tout nombre premier / ne divisant pas pN.
(11 suffit d’ailleurs que la premiére égalité de (3.2.5) ait lieu pour un ensemble de /
de densité 1.)

En ce qui concerne les a,, pour / divisant pN, on peut conjecturer ceci:

(3.2.6,) Supposons que f=YX a,q" satisfasse a (3.2.3,) et (3.2.4,) et soit
normalisée. Soit | un diviseur premier de pN. Alors:

(a) Sia, # 0, il existe une droite D de V stable par le groupe de décomposition en
I (relativement a une place l-adique donnée de Q) et telle que le groupe d ’inertie en
I opeére trivialement sur V/D. (En d’autres termes, la restriction de p au groupe
de décomposition en | a un quotient étale de dimension 1.)

De plus, a, est égal a la valeur propre de la substitution de Frobenius en I,
opérant sur V/D.

(b) Sia, =0, il n’existe aucune droite de V ayant les propriétés énoncées en (a).

Remarques sur (3.2.6,)

(1) Si I divise N, il existe au plus une droite D de V satisfaisant a (a). En effet,
s’il en existait deux, p serait étale en /, et [ ne diviserait pas le conducteur N.

On voit donc que, dans ce cas, a, est déterminé sans ambiguité par p.

[Il n’est pas difficile de prouver que D existe si et seulement si:

ou bien v,(N) = 1, v, désignant la valuation /-adique;

ou bien v,(N) = v,(cond. €) > 2, ou cond.¢ désigne le conducteur du carac-
tére e.

De plus, dans le cas ou v,(N) =1 et v,(cond.e) = 0, on peut montrer que la
valeur propre A de la substitution de Frobenius en / opérant sur V/D est telle



SUR LES REPRESENTATIONS MODULAIRES DE DEGRE 2 DE Gal(Q/Q) 197

que N = e, (1)I*7%, ol e,y est le caractére primitif défini par e. D’aprés
(3.2.6,) on aurait alors

alz = eprim(l)lk_zﬁ

en parfait accord avec [27], th. 3 (iii).]

(2) Si I = p et si p est ramifiée en p, la situation est la méme que si / divise N:
la droite D, si elle existe, est unique; la valeur propre a, est déterminée sans
ambiguité. D’ou /’unicité de la forme f dans ce cas; ses coefficients appartien-
nent au corps de rationalité de p, et engendrent ce corps sur F,.

(3) Si I = p et si p est non ramifiée en p (ce qui entraine k = p d’aprés nos
conventions, cf. n° 2.3), la situation est différente. Il y a alors deux valeurs
possibles pour a,, a savoir les deux valeurs propres A et p de la substitution de
Frobenius en p; on a d’ailleurs Ap = ¢( p). Bien entendu, on peut avoir A = p,
auquel cas a, est déterminé sans ambiguité. Lorsque A # p, dans tous les cas que
je connais, il y a deux formes paraboliques f distinctes telles que p, ~ p, 'une
avec a, = A et l'autre avec a, = p. On notera que A et p n’appartiennent pas
nécessairement au corps de définition de p (qui est engendré par les a,, pour
1 # p): ils peuvent étre quadratiques sur ce corps; on en verra des exemples au
n°® 5.1.

(4) 11 devrait étre possible de préciser (3.2.6,) en déterminant I'action sur f des
opérateurs de symétrie W, (I|N) d’Atkin-Lehner-Li [3]. Les pseudo-valeurs
propres correspondantes (au sens de [3]) peuvent sans doute s’écrire en termes
des constantes locales de p (Deligne [9], §6).

Remarques sur (3.2.4,)

(5) 11 est probable que N et k sont minimaux pour p, autrement dit que, si p
est isomorphe & p,, avec f’ de type (N’, k’, &), N’ premier a p, k' > 2, alors
N’ est multiple de N et k’ est > k. En particulier, si ’on écrit f sous la forme F
comme dans (3.1.6), F doit étre une forme primitive (“newform” cf. [11], [27]) de
type (N, k, g;).

(6) Au lieu de définir les formes paraboliques a coefficients dans i‘p par
réduction a partir de la caractéristique 0, comme nous ’avons fait, nous aurions
pu utiliser la définition de Katz [23], qui conduit 4 un espace a priori plus grand,?
donc donne peut-étre davantage de représentations p,. Il serait intéressant de voir
si les représentations supplémentaires ainsi obtenues peuvent €tre irréductibles; je
n’en connais aucun exemple (pour k > 2), mais, si cela se produisait, il y aurait
lieu de modifier (3.2.4,) et (3.2.6,). Il serait également intéressant d’étudier de ce

2La définition de Katz jouit de la propriété agréable suivante: toute forme de poids k est aussi de
poids k + p — 1. Avec la définiton adoptée ici, cet énoncé est vrai pour p > 5, mais est faux pour
p=2o0u3l.
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point de vue le cas k = 1, que nous avons exclu jusqu’ici; peut-&tre la définition
de Katz donne-t-elle alors beaucoup plus de représentations p,?

3.3 Exemple k =2. Nous allons appliquer les conjectures du numéro
précédent a une représentation

p: Gy = GL,(F,)
telle que:
(a) detp = x; 3
(b) p est absolument irréductible (i.e., irréductible sur F,);
(c) p est finie en p, au sens du n° 2.8.

[Lorsque p # 2, on peut remplacer (b) par la condition suivante, en apparence
plus faible:

(b") p est irréductible (sur F,).

En effet, (a) entraine que det p est impair, donc que les valeurs propres de p(c)
sont +1 et —1; du fait que p # 2, ces valeurs propres sont distinctes. Si alors p
se décomposait sur F, en somme directe de deux représentations de dimension 1,
cette décomposition ne pourrait étre que celle donnée par les vecteurs propres de
p(c), donc serait rationnelle sur F,, ce qui contredirait (b’).]

Soient N, k et ¢ les invariants de p. D’aprés le n°1.3, on a ¢ = 1, et d’aprés la
prop. 4 du n° 2.8, on a k = 2. La conjecture (3.2.4,) donne alors:

(3.3.1,) 1l existe une forme parabolique f de poids 2 et de niveau N, a coefficients
dans F,, qui est fonction propre des opérateurs de Hecke et dont la représentation p;
associée est isomorphe a p.

D’aprés (3.2.6,), cette forme parabolique est a coefficients dans F,, sauf
peut-étre si p est non ramifiée en p (ce qui ne peut se produire que si p = 2).

On peut reformuler (3.3.1,) en termes de la jacobienne Jy(N) de la courbe
modulaire X,(N) associée au groupe I'y(N):

(3.3.2,) La représentation p intervient comme quotient de Jordan-Holder dans la
représentation de Gq sur les points de p-division de Jy(N ).

3.4. Questions. En voici deux, I'une pour pessimistes, 'autre pour optimistes:

(1) Comment construire des contre-exemples aux conjectures du n° 3.27 Jai
fait de nombreux essais dans cette direction. Tous ces essais ont échoué, comme
on le verra au §5.

(2) Peut-on reformuler ces conjectures dans le cadre d’une théorie des représen-
tations (mod p) des groupes adéliques? Autrement dit, existe-t-il une “philoso-
phie de Langlands modulo p”, comme le demandent Ash et Stevens dans [2]? Si
oui, cela permettrait peut-étre:

de donner une définition plus naturelle du poids k attaché a p;

de remplacer GL, par GL,, ou méme par un groupe réductif;

de remplacer Q par d’autres corps globaux.
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§4. Applications. Ces applications concernent:

Péquation de Fermat et ses variantes (n* 4.1 a 4.3);

les discriminants des courbes elliptiques semi-stables (n° 4.4);

la structure des schémas en groupes de type ( p, p) sur Z (n° 4.5);

la conjecture de Taniyama-Weil, et son extension aux variétés abéliennes a
multiplications réelles (n* 4.6 et 4.7);

la cohomologie des variétés projectives lisses sur Q ayant un nombre de Betti
égal 4 2 en dimension impaire (n° 4.8).

Excepté la derniére, ces applications n’utilisent la conjecture (3.2.4,) que dans
lecasou e =1, k =2, cf. n° 3.3.

4.1. Rappels sur certaines courbes elliptiques sur Q. Soient A, B,C trois
entiers non nuls, premiers entre eux deux a deux, et tels que

A+ B+ C=0.
Choisissons des nombres entiers x;, x,, x; tels que
X, —X,=A,x, — x3=B,x3—x,=C.

La courbe elliptique d’équation

yi=(x—x)(x = x;)(x - X3)

est indépendante du choix des x;, & isomorphisme prés. Pour fixer les idées, nous
prendrons x; = 4, x, = 0, x, = — B, de sorte que I"équation ci-dessus s’écrit

(4.1.1) y*=x(x - 4)(x + B).

Nous noterons E, p ., ou simplement E, la courbe ainsi définie.

Remarque. Une permutation de 4, B, C de signature 1 (resp. —1) ne change
pas E (resp. change E en sa “tordue” par ’extension quadratique Q(v—1)/Q).

Donnons maintenant quelques propriétés de mauvaise réduction de E (cf. Frey
[17D).

(4.1.2) Mauvaise réduction en | # 2. Soit | un nombre premier # 2. La
courbe E a mauvaise réduction en / si et seulement si / divise ABC, et cette
mauvaise réduction est alors de type multiplicatif.

C’est immédiat sur (4.1.1). On notera également que cette équation fournit un
modéle minimal de E en [, cf. Tate [4], p. 47.

(4.1.3) Mauvaise réduction en 2. Nous nous bornerons au cas ou:

(4.1.4) = —1(mod4) et B =0 (mod 32).
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En faisant le changement de variables
x =4X, y = 8Y +4X,
on transforme (4.1.1) en I’équation
(4.1.5)
Y24+ XY =X+ cX*+dX, avecc=(B—1—A4)/4,d= —AB/16,
dont la réduction (mod 2) est:

X3 si A =7 (mod 8)

Y2+ XY =
{X3+X2 si 4 =3 (mod 8).

On obtient ainsi une cubique sur F, qui a un point double en (0,0) & tangentes
distinctes (ces tangentes étant rationnelles sur F, si et seulement si 4 = 7 (mod
8)). Il en résulte que E a mauvaise réduction de type multiplicatif en 2 (Tate, loc.
cit.) et que (4.1.5) est une équation minimale en 2, donc aussi sur Spec(Z) d’aprés
ce qu’on vient de voir. Le discriminant A correspondant est:

(4.1.6) A = 2734?B2C2,

Ainsi, E a partout, soit bonne réduction, soit mauvaise réduction de type
multiplicatif: c’est une courbe semi-stable. Son conducteur est donné par:

(4.1.7) cond(E) = rad(ABC),
ou rad( X) désigne le produit des nombres premiers qui divisent X (i.e., le plus

grand diviseur sans facteur carré de X).
L’invariant modulaire j, de E est:

(4.1.8) jg=28(C*— AB)’/A*BC2.
Si / divise ABC, on a:

(4.1.9) 0,(jg) = —v,(8) = {8 —20,(ABC) sil=2.

Points de p-division de E. Soit p un nombre premier > 5. Nous nous
intéresserons a la représentation

pE: Go = GL,(F,)

fournie par les points de p-division de E.
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On a tout d’abord:
PROPOSITION 6.  La représentation p est irréductible.

(Comme son déterminant est égal au caractére cyclotomique x, cette représen-
tation est méme absolument irréductible, cf. n° 3.3.)

Supposons que pf soit réductible, i.e. que E contienne un sous-groupe X
d’ordre p qui soit rationnel sur Q. Du fait que E est semi-stable, I'action de Gy
sur X se fait, soit par le caractére unité, soit par le caractére x ([41], p. 307).
Dans le premier cas, E a un point d’ordre p rationnel sur Q; comme les points
d’ordre 2 de E sont également rationnels sur Q, 'ordre du groupe de torsion de
E(Q)est > 4p > 20, ce qui contredit un théoréme de Mazur ([28], th. 8). Dans le
second cas, la courbe E’ = E/X a un point d’ordre p rationnel sur Q, et on lui
applique le méme argument que ci-dessus.

Remarque. Au lieu d’utiliser le th. 8 de [28], on aurait pu se servir des
résultats plus généraux de Mazur [29].

On va maintenant déterminer les invariants (N, k, €) attachés a pf:

(4.1.10) Comme det p; = x,ona ¢ = 1.

(4.1.11) On a k = 2 si v,(A) est divisible par p (i.e., si v,(ABC) est divisible
par p), et k = p + 1 dans le cas contraire. Cela résulte de la prop. 5 du n° 2.9,
compte tenu du fait que E est semi-stable.

(4.1.12) Le conducteur N de pf est égal au produit des nombres premiers | # p
tels que v,(A) ne soit pas divisible par p.

C’est 12 une propriété générale des courbes semi-stables, qui se vérifie immédi-
atement sur les modéles de Tate “G,,/q%”.

Remarque. Vu (4.1.6), la condition “v,(A) n’est pas divisible par p” est
équivalente a:

0 (mod p) sil#2

(4.1.13) v,(ABC) # {4 (mod p) sil=2.

4.2. Le théoréme de Fermat. Soit p un nombre premier > 5.

THEOREME 1. Admettons (3.3.1,). L’équation
a?+b?+c?=0

n’a alors aucune solution avec a, b, c € Z, abc + 0.

Soit (a, b, c¢) une telle solution. Quitte a faire une homothétie, ainsi qu’une
permutation, on peut supposer que a, b et ¢ sont premiers entre eux, et que
b =0 (mod 2), a = —1 (mod 4). Si 'on pose
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les conditions (4.1.4) du n° 4.1 sont satisfaites. Soit E = E, 5 ~ la courbe
elliptique correspondante, et soit p; la représentation de G fournie par ses
points de p-division. Par construction, on a

v,(ABC) = 0 (mod p) pour tout / premier.

Il en résulte, d’apres (4.1. 11) et (4.1.13), que les invariants k et N attachés a p
sont égaux a 2. De plus pp est irréductible (prop. 6). La conjecture 3.3.1,) aﬁirme
alors que pp est isomorphe a la représentation Py associée 4 une forme parabo-
lique normalisée f, de poids 2 et de niveau 2, a coefficients dans Fp Mais une
telle forme n’existe pas: la courbe modulaire X,(2) est de genre 0. D’ou le
théoréme.

Remarque. La relation existant entre “solutions de ’équation de Fermat” et
“points de p-division de certaines courbes elliptiques” figure déja dans un travail
de Hurwitz ([20]) datant de 1886.

Elle a été utilisée depuis par différents auteurs, notamment Hellegouarch [19],
Vélu [54] et Frey [16], [17]. La méthode suivie ici est tirée de Frey [17].

4.3. Variantes du théoréme de Fermat. Soit p un nombre premier > 11.

THEOREME 2. Admettons (3.3.1,). Soit L un nombre premier # p appartenant
a l’ensemble

S ={3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 53,59},
et soit a un entier > 0. L’équation
(4.3.1) a?+ b? 4+ L%? =0

n’a alors aucune solution avec a, b, c € Z et abc # 0.

On procéde comme pour le th. 1. Tout d’abord, on peut évidemment supposer
que 0 < a < p. Soit alors (a, b, ¢) une solution de I'équation (4.3.1), avec a, b, ¢
premiers entre eux. On prend pour 4, B, C les trois entiers a”, b?, L°? (qui sont
premiers entre eux, comme on le vérifie tout de suite), & une permutation pres
choisie de telle sorte que B soit pair (donc divisible par 27 et a fortiori par 32) et
A= —1 (mod 4). On considére la représentation pf attachée a la courbe
elliptique E = E, 5 .. D’aprés (4.1.11) et (4.1.13) les invariants k et N de cette
représentation sont k = 2 et N = 2L (noter que L a été supposé distinct de p).
D’apres (3.3.1,), il existe alors une forme parabolique

f=a+a)(f)g*+ - +a,(f)g"+ -

a coefficients dans F de poids 2 et de niveau 2 L, fonction propre des operateurs
de Hecke, et telle que la représentation p, associée soit isomorphe 4 p’. Nous
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allons voir que ceci est impossible. C’est clair pour L = 3,5 puisqu’aucune f
n’existe dans ce cas: les courbes modulaires X,(6) et X,(10) sont de genre 0. On
peut donc supposer L > 7.

LeMME 1. (a) La forme f est la réduction en caractéristique p d’une forme
primitive F de niveau 2L en caractéristique 0.

(b) Onaas(f) =0 ou + 4.

(c)Onaas(f)= +2o0u 6.

D’aprés (3.1.6), on a f = F, ou F est une forme parabolique de poids 2 et de
niveau 2L,  coefficients dans Z, qui est fonction propre normalisée des opérateurs
de Hecke. Si F n’était pas primitive, elle proviendrait du niveau L et la
représentation p, ne serait pas ramifiée en 2. Or pf est ramifiée en 2, puisque son
conducteur est 2L. D’ou (a).

Pour prouver (b) on distingue deux cas:

(b,) La courbe E a bonne réduction en 3, i.e., ABC # 0 (mod 3).

Soit E la réduction de E en 3. C’est une courbe elliptique sur F; dont les points
d’ordre 2 sont rationnels. Le nombre de points rationnels de £ est donc divisible
par 4. Comme ce nombre est compris entre 1 + 3 — 2y/3 et 1 + 3 + 2¢/3, il est
égal a 4. Cela signifie que la trace de I'endomorphisme de Frobenius de E est
égale & 0. D’out a;(f) = 0 (dansF,), d’aprés (3.1.8).

(b,) La courbe E a mauvaise réduction en 3.

On a vu que cette mauvaise réduction est de type multiplicatif. Si elle est
déployée (i.e., si E est isomorphe sur Q; a une courbe de Tate), le Go -module
galoisien E, est extension de Z/pZ par p,; les valeurs propres de I'endomor-
phisme de Frobenius en 3 sont donc 1 et 3; leur somme est 4. D’ou a,(f) = 4
dans ce cas. Lorsque la réduction est non déployée, il y a une “torsion”
quadratique, et 'on obtient a,(f) = —4.

La démonstration de (c) est analogue a celle de (b): on trouve que as(f) = +2
lorsque E a bonne réduction en 5, et as(f) = +6 sinon.

LEMME 2. Soit L € S, avec L > 7, et soit
F=q+A,q*+ - +4,49"+ -+, A, €,
une forme primitive normalisée de poids 2 et de niveau 2L. On a alors:

Ay=+1,4+20u +3si L+ 23
et
As=4siL =23
Cela se vérifie cas par cas:
L | 7] B |17] 19 29 | 53 ‘ 59
valeursde A, | -2 1,-3| -2[1,-1| -1,-3[1,-1,2,-2] -1, -1,2,2.
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(L = 11 ne figure pas dans ce tableau, car il n’y a pas de forme primitive de
poids 2 pour le niveau 22.)

On peut maintenant achever la démonstration du th. 2. Tout d’abord, pour
L = 23, la comparaison des lemmes 1 et 2 montre que I'on a

+20u+6=4  (mod p),
ce qui est impossible pour p > 7. De méme, si L # 23, L€ Set L > 7,0n a

Oou+4=+1,4+20u+3 (mod p),

ce qui est impossible pour p > 11.
Remarques

(1) L’hypothése p # L n’est pas essentielle; elle a seulement servi a assurer que
le poids k est égal & 2, ce qui a permis d’appliquer (3.3.1,). Si p=L, on a
k=p+ 1, N =2, etles arguments utilisés ci-dessus restent valables, a condition
d’admettre (3.2.4,) pour kK = p + 1 et non plus pour k = 2.

(2) 11 est possible que le th. 2 reste vrai pour p =5 et p = 7. La question
devrait pouvoir se traiter, sans utiliser aucune conjecture, par les méthodes
traditionnelles de factorisation et de descente (cf. par exemple Dénes [12]).

(3) La plus petite valeur de L ne figurant pas dans I'’ensemble S du th. 2 est
L = 31 (qui est un nombre de Mersenne—cf. ci-dessous). Pour cette valeur, la
méthode suivie conduit 4 une représentation pf qui pourrait, par exemple, étre
isomorphe & celle fournie par la forme primitive F de niveau 62 suivante:

F=q+q¢*+q*—-2¢°+q%+ ...

Je ne vois pas comment tirer de 12 une contradiction, d’autant plus que ’équation
a’ + b> + 31c¢® = 0 a effectivement une solution, a savoir (1, —2,1) [cette solu-
tion conduit 4 la courbe E d’équation y2 = x(x + 1)(x — 32), qui est une courbe
de Weil de niveau 62 correspondant & F.]

Je ne vois pas non plus comment attaquer les équations

a?+b?+15¢?=0 et a?+ 3b? + 5¢7 =0,

pour lesquelles le conducteur N est égal a 30.

(4) Si T'on fixe L, on peut se demander ce qui se passe pour p assez grand.
Dans cette direction, Mazur m’a signalé le résultat suivant:

Admettons (3.3.1,). Soit L un nombre premier + 2 qui ne soit ni un nombre de
Fermat ni un nombre de Mersenne (i.e. L ne peut pas s’écrire sous la forme
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2" + 1). 1l existe alors une constante C; telle que, si p > C, et o > 0, I’équation
a? + b? + L%P =0
n’a aucune solution avec a, b, c € L et abc # 0.

La démonstration est analogue a celle du th. 2; ’hypothése faite sur L est
utilisée pour montrer qu’il n’existe aucune courbe elliptique de conducteur 2L
dont les trois points d’ordre 2 soient rationnels sur Q.

4.4 Discriminants des courbes elliptiques semi-stables. La conjecture (3.3.1,)
permettrait de répondre affirmativement & des questions de Brumer-Kramer ([6],

§9):

PROPOSITION 7. Admettons (3.3.1,). Soit E une courbe elliptique semi-stable
sur Q, et soit A le discriminant de son modéle minimal. Supposons que |A| soit une
puissance p-éme. Alors E posséde un sous-groupe d’ordre p rationnel sur Q, et I’on
ap<T.

Pour p = 2, on remarque que ’extension de Q engendrée par les points d’ordre
2 de E est non ramifiée en dehors de 2; son groupe de Galois ne peut donc étre ni
&, ni UA,, et cela montre que 'un de ces points est rationnel sur Q. Pour p = 3,
5 ou 7, on applique un argument analogue (cf. [6], prop. 9.2). Il reste & prouver
que le cas p > 7 est impossible. Or, si p > 7, la représentation pf est irréductible
(Mazur [29], th. 4). D’autre part, les hypothéses faites sur E entrainent que les
invariants (N, k, &) de p sont égaux a (1,2,1). D’aprés (3.3.1,), p, provient
donc d’une forme parabolique normalisée de poids 2 et de niveau 1. Il y a
contradiction: une telle forme n’existe pas.

PROPOSITION 8. Admettons (3.3.1,). Soit E une courbe elliptique sur Q dont le
conducteur est un nombre premier P. Soit A = +P™ le discriminant du modéle

minimal de E. On a alors m = 1, sauf si E est une courbe de Setzer-Neumann, ou si
P=11,17,19 ou 37.

Supposons m > 1. Il existe alors un nombre premier p qui divise m, et I'on
peut appliquer la prop. 7. On en conclut d’abord que p < 7.S8i p=2, E aun
point rationnel d’ordre 2, et c’est une courbe de Setzer-Neumann ([33], [50]), &
moins que P ne soit égal 4 17. Si p = 3, 5 ou 7, il existe une courbe isogéne & E
sur Q qui posséde un point rationnel d’ordre p ([41], p. 307); d’aprés Miyawaki
[32], cela est impossible pour p = 7 et cela entraine P =11 pour p =5, et
P =19 ou 37 pour p = 3.

4.5. Schémas en groupes de type (p, p) sur Z. Soit p un nombre premier
> 3.

THEOREME 3.  Admettons (3.3.1,). Tout schéma en groupes fini et plat sur Z, de
type (p, p), est alors isomorphe a I’un des trois suivants:

Z/pZ & Z/pl, L/pL&p,, p,®p,
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Soit J un schéma en groupes fini et plat sur Z, de type ( p, p). On sait que J
est étale sur Spec(Z) — { p}, donc définit une représentation

p: Gg > GL,(F,)

qui est non ramifiée en dehors de p. Comme p # 2, la connaissance de p
détermine celle de J (Raynaud [35], prop. 3.3.2).

LEMME 3. Si p est réductible, J est isomorphe a Z/pZ & Z/pZ,7Z/pL & p,
oup,dp,

La réductibilité de p équivaut a P'existence d’une suite exacte
0->4->J->B-0,

ou A et B sont des schémas en groupes finis et plats sur Z, d’ordre p. D’aprés
Oort-Tate [34], A et B sont isomorphes, soit & Z/pZ, soit a p,. Le lemme résulte
alors de ce que toute extension de B par A est scindée (Fontaine [15], n° 3.4.3).

LEMME 4. Si p est irréductible, on a det p = x.

ALe caractére det p: G — F* est non ramifié en dehors de p, donc de la forme
x', avec 0 < i < p — 2. Les résultats locaux de Raynaud [35] (cf. n° 2.8, démon-
stration de la prop. 4) montrent que les seules possibilités pour i sont i = 0, 1 et
2. De plus (loc. cit.) le cas i = 0 n’est possible que si J est étale en p, auquel cas
p est non ramifiée partout, d’oi p =1 d’aprés Minkowski, ce qui contredit
I’hypothése que p est irréductible. De méme, le cas i = 2 n’est possible que si le
dual de J est étale en p, ce qui conduit & une contradiction par le méme
argument. On a donc i = 1, d’ou le lemme.

Le th. 3 est maintenant immédiat. En effet, si p est réductible, on applique le
lemme 3. Et, si p est irréductible, le lemme 4, joint 4 la prop. 4 du n° 2.8, montre
que les invariants (N, k, €) attachés a p sont (1,2, 1); d’oli une contradiction avec
(3.3.1,) par le méme argument que celui utilisé dans la démonstration de la
prop. 7.

Remarques

(1) Pour p =3, 5, 7, 11, 13 ou 17, Fontaine [15] a démontré (sans utiliser
aucune conjecture) un résultat plus général que le th. 3: tout schéma en groupes
fini et plat sur Z, de type (p,..., p), est somme directe de copies de Z /pZ et de
By

(2) Le th. 3 ne s’étend pas au cas p = 2: outre Z/2Z & Z /27, Z/2Z & p, et
Wk, ® 1y, il y a une quatriéme possibilité, & savoir une certaine extension non
scindée de Z /2Z par p,. La représentation p correspondante s’écrit

St
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ou u: Gy = Z/2Z est 'homomorphisme de noyau Gal(Q/Q(i)). Ce schéma en
groupes de type (2,2) peut se réaliser comme celui des points de 2-division de la
courbe elliptique

y2+xy+y=x>-x*—x—14,
de conducteur 17 et de discriminant — 174,

4.6. La conjecture de Taniyama-Weil. Soit E une courbe elliptique sur Q, soit
Jg son invariant modulaire, et soit N son conducteur.

THEOREME 4. Admettons (3.3.1,). Alors E est une courbe de Weil de niveau N.

(En particulier, E est isomorphe 4 un quotient de la jacobienne Jy(N) de la
courbe modulaire X,(N).)

Pour tout nombre premier p, notons pf: Gg — GL,(F,) la représentation de
G, fournie par les points de p-division de E. On a

(4.6.1) det p? = x.
De plus:

LEMME 5. Il existe une constante Cy, telle que, pour tout p > Cg, on ait:
(4.6.2) py est irréductible;
(4.6.3) le conducteur de p] est égal a N.

Cest 14 un résultat connu. En effet, d’aprés Mazur [29], (4.6.2) est vrai dés que
p > 163. D’autre part la définition du conducteur de E en termes de représenta-
tions l-adiques (cf. [18], [40], [49]) montre que le conducteur N, de pf divise N (ce
qui d’ailleurs suffirait pour la suite). De plus, si p > 5, on vérifie que N, = N si et
seulement si p satisfait aux deux conditions suivantes:

(a) p ne divise pas N;

(b) pour tout / tel que v,(N) =1, p ne divise pas v,(jz).

(Noter, a propos de b), que ’hypothése v,(N) = 1 signifie que E a mauvaise
réduction de type multiplicatif en /, et ’on a donc v,(j;) < 0.)

Bornons-nous maintenant aux nombres premiers p > Cz. D’aprés (3.3.1,), pf
est isomorphe 2 la représentation p, associée a une forme parabolique de poids 2
et de niveau N

fp = Ean,pqn’

a coefficients dans Fp, qui est fonction propre normalisée des opérateurs de
Hecke.

D’apreés (3.1.6), f, se reléve en caractéristique 0: il existe une forme parabo-
lique de poids 2 et de niveau N

F=3A4,4"

a coefficients dans Z, qui est fonction propre normalisée des opérateurs de Hecke,
et telle que F = f,. A priori, F dépend de p. Mais il n’y a qu'un nombre fini de F
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possibles, puisque le poids et le niveau sont fixés. On en conclut qu’il existe un
choix de F tel que I'on ait

F=f,

pour tout p € P, ou P est un ensemble infini de nombres premiers. Soit alors /
un nombre premier ne divisant pas N. La courbe E a bonne réduction en /. Soit
a, la trace de I’endomorphisme de Frobenius correspondant. On a

a;=a, ,(mod p) pourtout p # I.

Il en résulte que Pentier algébrique A, — a, a une image dans ¥, qui est égale a 0
q georq / l g ' q
pour tout p € P, p # |. Comme P est infini, cela entraine

(4.6.4) A,=a, pourtout/+N.

En particulier, les 4, appartiennent a Z. Ils définissent une courbe de Weil E de
niveau un diviseur de N; d’aprés (4.6.4), les représentations /-adiques attachées a
E et E sont isomorphes, et I'on sait (Faltings [13], [14]) que cela entraine que E
et Ey sont isogénes sur Q. D’ou le th. 4.

Remarques

(1) Le th. 4 m’a été suggéré par P. Colmez au Colloque de Luminy, en juin
1986. Jusque 13, je ne m’étais pas rendu compte de I’étendue (2 la fois intéressante
et inquiétante) des conséquences des conjectures du §3.

(2) La forme F construite dans la démonstration ci-dessus est primitive; cela
résulte d’un théoréme de Carayol [8].

(3) La méthode suivie ici s’applique & d’autres questions du méme genre. En
voici un exemple, tiré de [52]:

Soit K = Q(/D) un corps quadratique réel; notons ¢ I'involution de K. Soit E
une courbe elliptique sur K, soit E® sa conjuguée, et soit A: E — E° une
isogénie telle que A’e A = —¢, ou ¢ est un entier > 0. Shimura pose alors la
question suivante ([52], p. 184): est-il vrai que E provienne (par la construction
donnée dans [52]) d’une forme primitive de type (N, 2, ¢), ou N est un entier
convenable, et ¢ est le caractére quadratique associé¢ a K? On peut montrer que
la réponse est “oui” si 'on admet la conjecture (3.2.4,). La démonstration est
analogue a celle du th. 4 (on travaille avec un systéme de représentations
l-adiques qui est rationnel sur Q(Y —c), et dont le déterminant est le produit de &
et du caractére cyclotomique).

Pour d’autres exemples, voir les n® 4.7 et 4.8 ci-aprés.

4.7. Variétés abéliennes & multiplications réelles. Soit X une variété abélienne
sur Q de dimension n > 1. On dit que X est a multiplication réelles (cf. Ribet
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[36]) si la Q-algébre Ky = Q ® End(X) est un corps de nombres algébriques
totalement réel de degré n. On sait que de telles variétés apparaissent lorsqu’on
décompose les jacobiennes Jy(N) sous 'action des opérateurs de Hecke, cf.
Shimura [51], §7.5. Réciproquement:

THEOREME 5. Admettons (3.3.1,). Alors toute variété abélienne X sur Q, a
multiplications réelles, de dimension n, est isomorphe a un quotient de Jy(N), o N
est la racine n-éme du conducteur de X.

La démonstration est analogue a celle du th. 4 (que ’'on retrouve pour n = 1).
Je me bornerai a en indiquer les grandes lignes. Tout d’abord:

(4.7.1) La variété abélienne X définit un “systéme de représentations \-adiques”
de Gg, de degré 2, rationnel sur K y; le déterminant de ce systéme est le caractére
cyclotomique.

Cela est expliqué dans Ribet [36].
Si X a bonne réduction en /, on notera g, la trace de 'endomorphisme
correspondant (dans le systéme A-adique ci-dessus); c’est un entier du corps K.

(4.7.2) Le conducteur de X est de la forme N", avec N entier > 1.

La définition du conducteur donnée dans [18], exposé IX, §4 (voir aussi [40],
n° 2.1) fait intervenir certains caractéres locaux de degré 2n, & valeurs dans Q. Or
on constate (comme pour (4.7.1) ci-dessus) que ces caractéres peuvent s’écrire
comme sommes des n conjugués de caractéres de degré 2 a valeurs dans K.
L’assertion (4.7.2) résulte facilement de 1a.

Fixons maintenant un plongement de K, dans Q. Pour tout nombre premier
P, on a choisi au n° 3.1 une place p-adique de Q, d’ou une place A, de K . Si 'on
suppose p complétement décomposé dans Ky, le corps résiduel de A, est F,; par
réduction (mod A,), la représentation A,-adique correspondante définit une
représentation

pX: Gy = GL,(F,).
Les p;" jouissent des propriétés suivantes:
(4.7.3) det p) = x.

Cela résulte de (4.7.1).
(4.7.4) Si p est assez grand, pl’,{ est irréductible.

Cela résulte d’'un théoréme de Faltings ([14], p. 204), et cela peut aussi se voir
par un argument élémentaire, analogue a celui que nous utiliserons au n° suivant
pour démontrer le th. 6.

(4.7.5) Si p est assez grand, le conducteur de p;( est N.
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Cela se vérifie au moyen des propriétés des modéles de Néron décrites dans
[18], loc. cit. (Le fait que le conducteur de p;( soit un diviseur de N est nettement
plus facile 2 démontrer, et serait suffisant pour la suite.)

(4.7.6) Si p est assez grand, I’invariant k de p:," est égal a 2.
Cela résulte de la prop. 4 du n° 2.8.

Une fois (4.7.3),...,(4.7.6) établis, on peut appliquer (3.3.1,). D’ou, pour tout
p assez grand et complétement décomposé dans K ,, une forme parabolique de
poids 2 et de niveau N:

f=2a, 4"

a coefficients dans Fp, fonction propre normalisée des opérateurs de Hecke, telle
que p) = py; on a en particulier

a,,=4d, pourtout/+N, [+ p.

En relevant f, en caractéristique zéro grice a (3.1.6) on en déduit une forme
parabolique de poids 2 et de niveau N:

F=Y 44"

A coefficients dans Z, fonction propre normalisée des opérateurs de Hecke, et telle
que F = f, pour tout p € P, ou P est un ensemble infini de nombres premiers
complétement décomposés dans K. Si /+ N, on a donc

A,=a,,p=d, pourtout p€ P, p # I,

d’ol 4, = a, puisque P est infini. Les systemes de représentations A-adiques
définis par X et par F sont donc isomorphes. Le théoréme en résulte d’aprés
Faltings [13].

Remarque. Ici encore, F est primitive, cf. Carayol [8].

4.8. Variétés projectives ayant un nombre de Betti égal a 2 en dimension impaire.
Soient:

X une variété projective lisse sur Q;

Xc = X(C) la variété complexe définie par X;

m un entier impair > 1;

H"™(X¢,C) le m-éme groupe de cohomologie de X, & coefficients complexes.

Faisons les deux hypothéses suivantes:

(4.8.1) dim H"( X, C) = 2 (i.e., le m-éme nombre de Betti de X est égal a 2);
(4.8.2) La décomposition de Hodge de H"”'( X, C) est de type (m,0) + (0, m).

Choisissons un ensemble fini S de nombres premiers assez grand pour que X
ait bonne réduction en dehors de S. Si / ¢ S, on peut définir une réduction
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modulo / de X, qui est une variété X, lisse sur F,. Soient m, et m/ les valeurs
propres de ’'endomorphisme de Frobenius de X,, opérant sur la cohomologie de
dimension m. D’aprés Deligne, m, et @/ sont des entiers d’un corps quadratique
imaginaire, et ’on a

(4.8.3) 77[' = 7'71 et ‘ﬂ'["_rl = lm.
On posera

On a a,(X)eZet la,(X)| < 21m/2,

(Noter qu’il n’y a pas en général unicité de X,, contrairement a ce qui se passe
pour les variétés abéliennes. Toutefois, deux choix différents de X, conduisent au
méme a,(X), cf. [40], n°1.2.)

THEOREME 6. Admettons (3.2.4,). 1l existe alors:
(a) un entier N > 1 dont tous les facteurs premiers appartiennent a S,
(b) une forme parabolique de type (N, m + 1,1):

F=q+---+4,49"+...,

fonction propre normalisée des opérateurs de Hecke,
tels que:

(4.8.5) A, =a,(X) pourtoutl & S.

(En d’autres termes, les a,(X) sont les valeurs propres associées a une forme
de poids m + 1 dont le niveau ne fait intervenir que les nombres premiers de S.)

Il y a intérét a reformuler le th. 6 en termes de représentations galoisiennes:
Son X la Q-variété déduite de X par extension des scalaires de Q a Q, et soit
H™(X, Q,) le m-éme groupe de cohomologie étale de X A coefficients dans Q,.

Notons H le Q,-dual de Hi(X,Q,). Le groupe G opére sur H,. On obtlent
ainsi une représentation p-adlque de G de dimension 2; son determmant est la
puissance m-éme du caractére cyclotomique Gg — Z;. Lorsque p varie, ces
représentations forment un systéme rationnel de représentations p-adiques com-
patibles entre elles, les traces des substitutions de Frobenius étant les a,. (Noter
qu’il s’agit ici de substitutions de Frobenius “arithmétiques”, et non “géométri-
ques”; c’est ce qui explique le passage au dual.) Le th. 6 équivaut a dire que ce
systéme de représentations est isomorphe a celui fourni par une forme parabolique de
poids k = m + 1.

Démonstration du th. 6. On reprend la méthode utilisée pour le th. 4. Notons
T Tensemble des p tels que, soit HZ(X,Z,), soit HJ*'(X,Z,), ait une
composante de torsion non nulle; c’est un ensemble fini. Si p & T, on a
dim HJ(X,F,) = 2; laction de Gg sur le dual de HZ( X, F,) définit alors une
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représentation

p,: Go =~ GLZ(FP),

qui est non ramifiée en dehors de S et de p (c’est une réduction modulo p de la
représentation de Gq sur H, considérée plus haut; en particulier, on a det p, =
x™). 11 est essentiel pour la suite de connaitre le comportement de p, en p, et,
plus précisément, son invariant k au sens du §2. D’aprés un théoréme de
J-M. Fontaine (démontré en utilisant certains de ses résultats récents obtenus en
collaboration avec W. Messing), on a:

(4.8.6) (Fontaine—non publié). Si p est assez grand, |’invariant k de la représen-
tation p, est égal am + 1.

(Ceest ici que sert 'hypothése faite sur la décomposition de Hodge de
H"(Xc, C).)

On va maintenant s’intéresser au conducteur N, de p,. Il est clair que N, est de
la forme

N,= []1""»,  avecn(l, p) > 0.
leS

Il nous faut majorer les exposants n(/, p), pour / fixé et p variable. Si 'on
admettait la conjecture C; de [40], on saurait que les n(/, p) sont bornés quand [
varie (en fait, il est vraisemblable que n(/, p), pour p assez grand, est égal a
Iexposant du conducteur défini dans [40], formule (11)). Comme C; n’est pas
démontrée, nous allons nous restreindre aux nombres premiers p satisfaisant aux
congruences suivantes:

p# +1(mod2®) si2es,
(4.8.7) p# +1(mod3?) si3es,
p# +1(modl) pourtoutl€ S,1> 5.

On peut alors majorer les n(/, p):

(4.8.8) Si p satisfait a (4.8.7), etsil € S, I # p, on a:
n(l,p) <9 pourl=2,
n(l,p) <5 pourl=3,
n(l,p) <2 pourl>5.

En effet, soit I, , le sous-groupe d’inertie en / de p,(Gg). Comme det p, n’est
pas ramifiée en /, I, , est contenu dans SL,(F,), et son ordre est un diviseur de
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p(p* = 1). Si I > 5, 'hypothése (4.8.7) entraine que I, p est d’ordre premier a /;
la représentation p, est donc modérée en /, et d’aprés le n°1.2, on a n(/, p) < 2.
Lorsque / = 3 (resp. / = 2), les I-sous-groupes de Sylow de SL,(F,) sont cycliques
d’ordre 3 (resp. quaternioniens d’ordre 8); en appliquant une majoration de
conducteurs que I'on trouvera au n° 4.9 ci-aprés, on en déduit n(3, p) < 5 (resp.
n2, p) <9).

Notons P l'ensemble des nombres premiers p satisfaisant aux conditions de
(4.8.6) et (4.8.7). C’est un ensemble infini.

(4.8.9) Sip € P, et si p est assez grand, la représentation p, est irréductible.

Soit P’ T’ensemble des p € P tels que p, soit réductible. Si p € P/, la
semi-simplification de p, est donnée par deux caractéres

a,B: Go » EF, avecaff = x™.

11 résulte de (4.8.6) que I'un de ces caractéres, disons «, est non ramifié en p. Le
conducteur de a est alors un diviseur de N,, etlon a

(4.8.10) a;(X) =a(l) + (1) "1™ (mod p)

pour tout [ & S, [ # p.

Soit ay: (Z/N,Z)* - Z* le relévement multiplicatif de a, cf. n° 3.1. D’aprés
(4.8.8), N, ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Il n’y a donc qu’un nombre
fini de possibilités pour a,. Si P’ était infini, il y aurait alors un «, qui
interviendrait pour un sous-ensemble infini P’ de P’. Si / & S, posons:

b= ay(l) + ag(1) 1™

D’aprés (4.8.10), a,(X) et b, ont méme image dans Fp pour tout p € P”, p # 1.
Comme P est infini, cela entraine

a,(X)=>b, pourtout/ &S,

donc aussi

{m,m} = {ao(l)’ ao(l)—llm},
ce qui est absurde. D’ou (4.8.9).

En combinant (4.8.6), (4.8.8) et (4.8.9), on voit que I'on peut trouver un
ensemble infini P, de nombres premiers, et un entier N de la forme IT, . /",
tels que, pour tout p € Py, la représentation p, jouisse des propriétés suivantes:

(2) p, est irréductible, de déterminant x"™;

(b) le conducteur de p, est égal & N;

(¢) I'invariant k de p, est égal a m + 1.
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Comme m est impair, (a) entraine que p, est absolument irréductible si p € Py,
p # 2. On peut alors appliquer (3.2.4,). D’ou, pour tout p € P;, p+ 2,
Pexistence d’une forme parabolique de poids kK = m + 1 et de niveau N:

f,=XYa, 4"

a coefficients dans F, ,» qui est fonction propre normalisée des opérateurs de
Hecke, et telle que pp = py. On conclut alors comme dans la démonstration du
th. 4, en relevant f, en caractérlsthue 0, et en remarquant qu’il n’y a qu'un
nombre fini de possibilités.

Remarques

(1) On trouvera dans Schoen [37] un exemple ou les conditions (4.8.1) et (4.8.2)
sont satisfaites, avec m = dim X =3, k =4, S = {5}, N = 52 1l s’agit d’une
variété X qui est une désingularisation de ’hypersurface de I’espace projectif P,
d’équation

XS+ X5+ X3+ X3+ X — 5X,X,X,X, X, = 0.

On peut alors expliciter la forme parabolique F et démontrer la relation (4.8.5)
sans utiliser aucune conjecture: il suffit d’appliquer la méthode de Faltings ([13],
p. 362-363—voir aussi [47]) aux représentations 2-adiques définies par X et
par F.

(2) Comme I’a remarqué S. Bloch [5], la conclusion du th. 6 peut aussi se
déduire des conjectures “archimédiennes” (et non plus modulo p) sur les
fonctions L attachées aux motifs (Deligne [10]), combinées avec la caractérisation
des formes modulaires due a Weil [55]. De ce point de vue, ’hypothése (4.8.2)
sert & assurer que le facteur a I'infini de la fonction L est bien 27) *T'(s).

(3) Si l’on supprime ’hypothése (4.8.2) en question, la décomposition de Hodge
de H"(Xc,C) est de type (m —r,r) + (r,m —r), avec 0 < r < m/2. En ad-
mettant (3.2.4,), on peut alors démontrer 1’existence d’une forme parabolique
normalisée

F=Y 44"

de poids m — 2r, telle que a,(X) = I'"4, pour tout / & S: la représentation de
Gq sur H, se déduit de celle associée & F par une “torsion de Tate” d’amplitude
r. La démonstration est essentiellement la méme.

4.9. Une majoration de conducteurs. La question étant locale, nous utiliserons
les notations standard suivantes:

K est un corps complet pour une valuation discréte;

Ug: K* — Z est la valuation normalisée de K;

K est une cloture algébrique de K;
Gy = Gal(K/K) est le groupe de Galois de K sur K.
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On suppose que K est de caractéristique 0, et que son corps résiduel est parfait de
caractéristique p > 0. On note

ex = Uk ( P)
I'indice de ramification absolu de XK.

(Attention au changement de notation: au n° précédent, la caractéristique
résiduelle était notée 1.)

Soit maintenant ¥ un espace vectoriel de dimension finie sur un corps £ de
caractéristique # p, et soit p: Gx— GL(V) un homomorphisme continu.
L’exposant du conducteur de p est un entier n(p) > 0, que 'on définit comme au
n°1.2:

si (G,); o est la suite des groupes de ramification du groupe fini G = p(Gg),
on a

(4.9.1) n(p)= Y, 8 dim v/V,
i>0 60
ou g; est ordre de G,, et V; est le sous-espace de V' fixé par G,.
Il y a intérét a récrire cette définition sous la forme

(4.9.2) n(p) = d&im V¥, + b(p),

A

ou
8i ..
b(p) = L =dimV/V,
i>1 80
est [’invariant sauvage de p ([39], §19.3).
La majoration que nous avons en vue est la suivante:

PROPOSITION 9. Soit p¢ [’ordre du groupe d’inertie sauvage G,, et soit N la
dimension de V sur Q. On a

(4.9.3) b(p) < Neg

1
+ —|.
¢ P
De plus, si G, n’est pas cyclique, cette inégalité est stricte.
Vu (4.9.2), ceci entraine:

COROLLAIRE. On a

(4.9.4) n(p) < N(l +exc+ex/(p— 1)),

avec inégalité stricte si G, n’est pas cyclique.
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Démonstration de la prop. 9. Soit I le plus grand indice i > 1 tel que G, # {1}.
On majore dim V/V, par N si i < I, et par 0 si i > I. D’ou:

499 b(e) < ps+ o ra) < o0+ T (- 1)

D’aprés un résultat élémentaire sur les groupes de ramification ([38], p. 79, exerc. 3),
on a:

(4.9.6) 1< gex/(p—1),

avec inégalité stricte si G, n’est pas cyclique.
D’autre part, ’entier

d= 3 (g-1)

i>0

est égal a la valuation de la différente de 'extension L/K de groupe de Galois G
([38], p. 72). D’aprés une majoration due a Hensel (reproduite dans [38], p. 67),
on a

d<go— 1+ geke,
d’ou:

(4.9.7) 2 (8~ 1) < goee.

i>1

En combinant (4.9.5), (4.9.6) et (4.9.7), on obtient I'inégalité & démontrer
(4.9.3), et 'on voit aussi que cette inégalité est stricte si G; n’est pas cyclique.

Remarque. Lorsque G, est abélien d’exposant p”, on peut montrer que

b(p) < Neg

B —
p—-1/

Comme % < c, cela améliore (4.9.3).

Application a (4.8.8). Dans la situation de (4.8.8), il y a deux cas a considérer:

(a) Caractéristique résiduelle 3. Avec les notations de la prop. 9 (qui différent de
celles du n° 4.8, comme on I’a signalé plus haut), ona p =3, N =2, e, =1 et
c <1, dou n(p) <5 dapres (4.9.4). Cette borne est optimale: il existe des
courbes elliptiques de conducteur 3°.

(b) Caractéristique résiduelle 2. On a alors p =2, N =2, e, = l et ¢ < 3, avec
G non cyclique si ¢ = 3; d’oi n(p) < 9 d’apres (4.9.4). En fait, une analyse plus
détaillée montre que I'on a méme n(p) < 8, ce qui est une majoration optimale:
il existe des courbes elliptiques de conducteur 2.
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§5. Exemples. Ce § rassemble un certain nombre d’exemples sur lesquels on
peut vérifier, au moins en partie, les conjectures du §3. La plupart des vérifica-
tions ont nécessité 'emploi d’un ordinateur; elles ont été programmées et
réalisées par J-F. Mestre.

Les valeurs de p considérées sont:

p=2(@m*51et52),

p=3(m>53et54),

p=T(@°5.5).

5.1. Exemples provenant de GL,(F,) = ©,. Soit K un corps cubique non
abélien, et soit K& sa cloture galoisienne. Le groupe Gal( K & /Q) est isomorphe
au groupe symétrique &, lui-méme isomorphe & GL,(F,). On obtient ainsi une
représentation

o%: Go = GL,(F,),

qui est absolument irréductible, et a laquelle on peut appliquer les conjectures
du §3.

Les invariants (N, k, ) de pX sont faciles & déterminer. Si Ion écrit le
discriminant D du corps K sous la forme

D = 4+2™N, avec N impair > 0,et m = 0,2 ou 3,

on constate que:

le conducteur de pX est égal 4 N;

le caractére € est égal 4 1;

le poids k de pX est égal & 2 (resp. 4) si m = 0,2 (resp. si m = 3).

La conjecture (3.2.4,) prédit alors I'existence d’une forme parabolique f a
coefficients dans F, (ou dans F, si m = 0, i.e., si K est non ramifié en 2), de type
(N, k, 1), fonction propre normalisée des opérateurs de Hecke, et telle que pX soit
isomorphe & p,. Le tableau suivant donne une liste de cas ou ceci a été vérifié sur
ordinateur:

D<0 k = poids N = niveau D>0 k = poids N = niveau
-23 2 23 148 2 37
-31 2 31 229 2 229
—44 2 11 257 2 257
-59 2 59 316 2 79
-176 2 19

—104 4 13

(Dans les cas D = —23, D = —31 et D = 257, I'idéal (2) reste premier dans
K, et la valeur propre de U, est une racine cubique primitive de I'unité, i.e., un
¢lément de F, — F,, conformément & (3.2.6,). Pour les autres valeurs de D, la
valeur propre de U, est 0 ou 1, et tous les coefficients de f appartiennent a F,.)
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Dans le cas général, je ne sais démontrer qu’un résultat un peu plus faible que
3.2.4,):

ProOPOSITION 10. 1l existe une forme f de type (N, k’,1), avec k’ convenable,
telle que p* soit isomorphe a p;.

(En particulier, pX satisfait & (3.2.3,).)

Démonstration. On utilise le plongement évident &, — GL,(Z), ce qui four-
nit une représentation

pK: Gy = GL,(C),

qui “reléve” pX en caractéristique 0. Le déterminant de pX est le caractére
quadratique

sgn
ED: GQ - @3'—) {il}

qui correspond au corps Q(vVD ). Distinguons alors deux cas:

(i) D <0, i.e., K est un corps cubique imaginaire.

Le caractére ¢;, = det pX est alors impair. Comme I'image de pf est &, qui est
un groupe diédral, on en conclut (cf. [11], [45]), que p¥ est la représentation
associée 4 une forme parabolique F; de poids 1, de caractére ¢, et de niveau |D|;
on peut d’ailleurs écrire explicitement F en termes de fonctions théta de formes
quadratiques binaires de discriminant D. Soit E;, la série d’Eisenstein de poids 1
et de caractére ¢, (qui est aussi une fonction théta). Le produit F = F, - E, est
une forme parabolique de poids 2, de caractére 1, et de niveau |D|. Si f = F est
la réduction (mod 2) de F, on a f= F,, car E;, = 1. La forme f est la forme
cherchée; en effet, par construction f est de type (2”N, 2, 1), donc aussi de type
(N, k’,1), pour k’ convenable.

(11 devrait étre possible de préciser cette démonstration, et d’obtenir la valeur
exacte de k’. Je ne lai fait que pour m = 0, i.e., D = — N, ou 'on obtient bien
k’ = 2, comme annoncé.)

(ii) D > 0, i.e., K est un corps cubique totalement réel

Le corps Q(VD) est alors un corps quadratique réel, et la représentation pX est
induite par un caractére ¢ d’ordre 3 de Q(YD). Choisissons un caractére
auxiliaire o de Q(YD) ayant les propriétés suivantes:

(ii,) 'ordre de a est une puissance de 2;

(ii,) « a pour signatures + et — en les deux places a Pinfini de Q(/D);

(ii;) « est non ramifié en toute place finie de Q(/D) de caractéristique
résiduelle # 2.

(L’existence d’un tel caractére est facile & démontrer.)

Soit py = Ind(¢y«) la représentation de Gq induite par le caractére ya du
corps Q(VD). Clest une représentation irréductible de degré 2. D’aprés (ii,), sa
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réduction en caractéristique 2 est isomorphe & Ind(y) = pX. D’aprés (ii,), son
déterminant est impair, et d’aprés (ii;) son conducteur est de la forme 2MN, avec
M entier. On peut donc appliquer & pj argument utilisé dans le cas (i) pour pX:
cette représentation est associée a une forme parabolique F’ de poids 1 et de
niveau 2MN; par réduction en caractéristique 2, F’ donne la forme f cherchée.
(Noter qu’ici F’ est combinaison linéaire de fonctions théta de formes binaires
indéfinies.)

Remarque. Le méme genre d’argument s’applique 2 toute représentation
p,: Go = GLZ(FP), p#*2,

4 déterminant impair, et telle que 'image de p,(Gg) dans PGLz(Fp) soit un
groupe diédral; en particulier, la conjecture faible (3.2.3,) est vraie pour une telle
représentation.

5.2. Exemples provenant de SL,(F,) = %5. Soit K un corps de degré 5 sur Q
dont la cloture galoisienne K8 ait pour groupe de Galois le groupe alterné .
Comme U, est isomorphe & SL,(F,), on déduit de 14 un homomorphisme
surjectif G — SL,(F,), d’oli une représentation absolument irréductible

p*: Gy = GL,(F,),

avec det pX = 1.

Ici encore, on désire tester sur pX les conjectures du §3. Comme le conducteur
N de pX est le plus souvent trés grand, les calculs ne sont praticables que si N est
un nombre premier, et si le poids k est égal a 2, car cela permet alors d’appliquer
la “méthode des graphes” ([30], [31]). Le tableau suivant indique les différents cas
étudiés par Mestre; on a noté D la racine carrée du discriminant de K, avec le
signe + si K est réel et le signe — si K est imaginaire.

D<0 | N = niveau || D>0 I N = niveau
— 2083 2083 23887 887
—-2707 2707 8311 8311
—3203 3203 228447 8447
—3547 3547 13613 13613
—4027 4027 2224077 24077

Les exemples avec D <0 sont extraits d’une table de J. Buhler ([7], p.
136-141); ceux avec D > 0 proviennent de [31], n° 4.2.

Remarques

(1) Dans chacun des cas considérés, Mestre obtient une forme parabolique f a
coefficients dans F, (ou, parfois, dans Fj), du type (N,2,1) voulu, fonction
propre des opérateurs de Hecke U,, T, Ts,..., les valeurs propres des trois
premiers opérateurs étant les bonnes. Il est donc vraisemblable que la représenta-
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tion p, associée a f est isomorphe a p¥; toutefois, une démonstration compléte
demanderait un travail considérable, qui n’a pas été entrepris.

(2) Le cas D < 0 n’est pas trés surprenant. En effet, la représentation p*X peut
se relever en caractéristique 0, son image étant alors une certaine extension
centrale de 9 par un groupe cyclique d’ordre une puissance de 2 (utiliser un
plongement de A, dans PGL,(C) et appliquer les résultats de Tate reproduits
dans [45], §6). Si D < 0, cette représentation est de déterminant impair, et
provient donc (si 'on admet la conjecture d’Artin sur les fonctions L) d’une
forme parabolique F de poids 1. En réduisant F en caractéristique 2, on obtient
une forme f telle que p, = pX (cf. démonstration de la prop. 10), ce qui montre
que pX satisfait & la conjecture faible (3.2.3,).

Le cas D > 0 est plus étonnant: on ne voit a priori aucun moyen de rattacher
pX 4 une quelconque forme modulaire.

5.3. Exemples provenant de GL,(F;) = & 4 Le groupe PGL,(F;) agit sur la
droite projective P,(F;), qui a 4 points, et cela définit un isomorphisme PGL, (F;)
= &,. Comme le noyau de GL,(F;) = PGL,(F;) est { +1}, on en conclut que
GL,(F;) est une extension centrale de degré 2 de &,; en fait, c’est ’extension
notée &, dans [46], n° 1.5.

Il est bien connu que &, peut se plonger dans GL,(Z[V-2)), et que ce
plongement donne par réduction (mod 3) 'isomorphisme &, = GL,(F;) ci-dessus.
Ceci permet d’associer a toute représentation

p: Go = GL,(F,),

son relévement
po: G = GL,(Z[V=21]) € GL,(C)

en caractéristique 0. Supposons que p satisfasse aux conditions du n° 3.2, i.e., soit
irréductible et de déterminant impair. Il en est alors de méme de p,, et 'on peut
appliquer les résultats de Langlands [26] et Tunnell [53]. On en déduit que p,
provient d’une forme parabolique de poids 1 et de niveau le conducteur de p,,
conducteur que I'on peut écrire sous la forme 3™N,, avec N, premier a 3. D’ou,
comme au n° 5.1:

PROPOSITION 11. 1] existe une forme f de type (N, k', €), avec k’ convenable,
telle que p soit isomorphe a p;.

(Ici, e est le caractére Go — {+1} défini & partir de det p comme on I'a
expliqué au n°1.3.)
En particulier p satisfait a la conjecture faible (3.2.3,).

Remarque. Le conducteur 3"N, de p, est étroitement lié au conducteur N de
p défini au §1. Si ’'on pose

N=TJ]r® et Ny= []imD,
1#3 1#3
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on constate en effet que:

(5.3.1) Si le groupe d’inertie en / de p(Gg) = py(Gy) est cyclique d’ordre 3, on
an(l)y=1et ny(l)=2.

(5.3.2) Dans tout autre cas, on a n(l) = ny(l).

En particulier, N divise N,, et les facteurs premiers de N et de N, sont les
mémes. La conjecture (3.2.4,) affirme donc (entre autres choses) que le niveau N,
intervenant dans la prop. 11 peut étre abaissé a N. Voici deux exemples ou cet
abaissement a bien lieu:

Exemples tirés de courbes elliptiques. Soit E une courbe elliptique sur Q.
Supposons qu’il y ait un nombre premier / > 3 en lequel E a mauvaise réduction
de type c; ou ¢¢ au sens de Néron (types IV ou IV* de Kodaira). Avec les
notations de [41], n° 5.6, cela équivaut a dire que E a potentiellement bonne
réduction en /, et que le groupe ®, correspondant est cyclique d’ordre 3. Prenons
pour p la représentation

p®: G ~ GL,(F;)

définie par les points de 3-division de E. D’aprés (5.3.1), 'exposant de / dans N
(resp. N;) est 1 (resp. 2). On doit donc constater un abaissement. Effectivement:

Exemple (5.3.3). La courbe 121 (cf. [4], p. 97). L’équation de E est
YVi+xy=xP+x*-2x-1.

Il y a bonne réduction en dehors de / = 11, et mauvaise réduction de type c, en
11, dou N, =112 et N = 11. De plus, la représentation p* est irréductible. La
conjecture (3.2.4,) prédit que p provient d’une forme de poids 2 et de niveau
N = 11. Mais il n’y a qu’une telle forme (2 homothétie prés): celle qui correspond
a la courbe E’ de conducteur 11 et d’équation

yr+y=x3—x%

On en conclut que les représentations pf et p£" doivent étre isomorphes, ou
encore que les traces a, et a; de leurs endomorphismes de Frobenius doivent étre
telles que:

a,= a} (mod 3) pour tout / # 3, 11.

La table suivante (extraite de [4], p. 117-119) montre que c’est bien le cas, au
moins pour / < 50:

Il 215 TI13| 17(19| 23|29| 31| 37| 41| 43|47

a/|f 1|11 -2] 1{-5]| 6 21 9| —-2| -3 -5 0 2
aj(|-2(1|-2| 4| -2 0| -1} O] 7| 3|-8|-6| 8
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Exemple (5.3.4). La courbe 147, (cf. [4], p. 103). L’équation de E est
yr4+y=x3+x* - 114x + 473.

Son conducteur est 147 = 3.7% Il y a mauvaise réduction de type multiplicatif en
3, et mauvaise réduction de type c¢ en 7, dou N, = 72, N = 7. La représentation
pf a pour conducteur 7; comme elle est trés ramifiée en 3, son poids k est égal a
4. La conjecture (3.2.4,) prédit que p* provient d’une forme parabolique de poids
4 et de niveau 7. Or, ici encore, il n’y a qu’une seule telle forme (normalisée):

F=g+ Y 44"

n>2
=q—q*>—2¢>—-Tq*+16¢° + 2q° — 1" + 15¢% + --- .

(Pour le calcul des coefficients de F, voir ci-apreés.)
Si a, désigne la trace de I’endomorphisme de Frobenius de E en /, on doit
donc avoir

a,= A, (mod 3) pour tout / # 3,7.
C’est bien ce qui se passe, au moins pour / < 50:

1 2 5|1 1113|117 1923 29|31 37 41| 43| 47
a, 21 -2 -2 1 0 1] 0 41 9 31 -10 51 -6
A;lj—1] 16| —8|28|54| —110| 48| —110| 12| —246| 182|128 | 324

Calcul de F. Soit L I'anneau des entiers du corps Q(v—7). Les séries

fi= Y qg%=1+2q+4g>+6q*+2q"+ ---

ze€L

1 B
f2=5ZZZqzz=q_3q2+5q4_7q7_3q8+._.
zeL

sont des formes modulaires de poids 1 et 3 respectivement, de niveau 7 et de
caractére le caractére de Legendre mod 7. Leur produit f; - f, est la forme F
considérée plus haut; d’ou le calcul des coefficients de F.

5.4. Exemples provenant de SL,(F,) = §I6. Soit G le sous-groupe de GL,(F,)
formé des éléments de déterminant +1. On a

ou i désigne un élément d’ordre 4 de Fg*. L’image de ce groupe dans PGL,(F,)
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est ¢gale 3 PSL,(F,;), qui est isomorphe au groupe alterné .. D’ou une
projection ¢: G — A,. Le couple (¢, det) définit un homomorphisme surjectif
G - % X {£1}, de noyau { £1}. On a donc une suite exacte:

(+) {1} > {21} > G > A x {£1} = {1}.

Donnons-nous maintenant un corps K de degré 6 sur Q, avec Gal(K&'/Q) =
9, ainsi qu’un corps quadratique Q(vD ). On en déduit des homomorphismes

af: Gy = U et ey Gy — {11},
d’ou
a: Go = g X {£1}.
Cherchons & relever a en un homomorphisme
p: Gg — G.
Vu (*), il y a une obstruction a ce relévement, qui est une classe de cohomologie
obs(a) € H*(Ggy, { £1}) = Br,(Q),

cf. [46], n° 1.1. Le lemme suivant donne un moyen de calculer cette classe:

LEMME 6. Soit w € Br,(Q) [l’invariant de Witt de la forme quadratique
Trg ,o(x?), ¢f. [46]. On a:

(5.4.1) obs(a) =w + (—1)(D).
(Rappelons, loc. cit., que (—1)(D) est I’élément de Br,(Q) qui correspond a
Palgebre de quaternions (—1, D).)
D’aprés le th. 1 de [46], w est 'obstruction & relever
a®: Gy = g = PSL,(F,)
en un homomorphisme
Gy — ¥ = SL,(F,).
D’autre part, (—1)(D) est 'obstruction a relever
ep: G~ {£1})
en un homomorphisme:
Gy~ {1, £i}.

Le lemme résulte de ces deux faits, par un argument facile.
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Fixons maintenant les choix de K et de D. Nous prendrons:
D= -3;
K = corps sextique défini par une équation

XS +aX+b=0, a,beZ,
le couple (a, b) étant choisi de telle sorte que 1’équation soit irréductible et de
groupe de Galois U.
[Voici quelques choix possibles de (a, b), obtenus par Mestre: (a, b) =
(24, —20); (30, 25); (240, 400); (240, —400); (48, —80); (432,720); (480, —400).]
D’apres [46], n° 3.3, le fait que K soit défini par une telle équation entraine

w=(3)(=d) + (=1)(-1),

ol d est le discriminant de K. Comme Gal(K #/Q) est isomorphe & %, d est
un carré, et 'on a

w=(3)(-1) + (-1)(-1) = (-1)(-3),
d’ou
obs(a) =0
en vertu du lemme 6. On peut donc relever a en un homomorphisme
p: Gg = G C GL,(K;).

Bien entendu, la représentation p ainsi obtenue n’est pas unique: elle n’est définie
qu’a torsion quadratique prés. Comme dans la théorie de Tate (exposée dans [45],
§6), on peut utiliser cette torsion pour rendre les invariants k et N de p aussi
petits que possible; en particulier, on peut choisir p de telle sorte que k = 2 ou 4,
et que N ne soit divisible que par les facteurs premiers du discriminant d qui
sont # 3 (ie., /=2 et 5 dans les exemples donnés plus haut). Ceci fait, les
conjectures du §3 affirment I'existence d’une forme parabolique f = Xa,q" de
type (N, k, 1), & coefficients dans F,, fonction propre normalisée des opérateurs
de Hecke, et telle que p = Py Cette derniére relation entraine un lien étroit entre
les a, (pour [+ 3N), et la décomposition de / dans le corps K. De fagon plus
précise, notons ord(/) [’ordre de la substitution de Frobenius attachée i / dans
Gal(K#'/Q) = %. On doit avoir:

I
ord(/)=10u3 a,2=(§-);
ord(/) = 2 e q,=0;

l
5

ord(l) =5 e af= -1

ord(]) = 4 < a}

(Rappelons que les a, sont des éléments du corps K,.)
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En particulier, si / # 3 ne divise pas le discriminant de X® + aX + b, le
nombre de solutions dans F, de la congruence

x4+ ax + b=0(mod )

doit étre égal a 1 (resp. 2) si et seulement si a, est un élément d’ordre § de Fg*
(resp. si a, = 0).

La recherche d’une telle forme f a été effectuée par J.-F. Mestre dans chacun
des cas (a, b) = (24, —20),...,(480, —400) cités plus haut, ainsi que dans
quelques autres. Le conducteur N est alors égal & 25", o m et n dépendent de
(a, b). La détermination de n n’est pas difficile: lorsqu’il y a ramification sauvage
en 5 (ce qui est le cas dans les exemples), 7 est égal A 'exposant de 5 dans d'/2,
Par contre, la détermination de m est un exercice dyadique que je n’ai pas fait;
cela a obligé Mestre & essayer les différents niveaux possibles: 2.5", 225"
2357,..., jusqua ce qu’il en trouve un ayant une forme f du type voulu. Ses
résultats sont résumés dans le tableau suivant:

a b d'7? k = poids niveau
24 -20 233353 2 2353 = 1000
30 25 233354 2 > 20000 ?
240 400 223354 2 2254 = 2500
240 ~ 400 233354 2 235% = 5000
48 -80 233353 2 2353 = 1000
432 720 223553 4 225% = 500
480 - 400 233254 2 2354 = 5000

Noter le cas a = 30, b = 25, o aucun niveau < 10000 ne convient: il semble
que le conducteur N soit alors de la forme 2”54, avec m > 5, dou N > 20000, ce
qui est un peu trop grand pour la méthode employée (basée sur la formule des
traces d’Eichler-Selberg). Dans tous les autres cas, on trouve bien une forme
parabolique ayant les propriétés cherchées, au moins pour / assez petit.

5.5. Un exemple utilisant le groupe simple PSL,(F,) d’ordre 168. L’extension
de Q de degré 7 définie par ’équation
(5.5.1) X"-7X+3=0

a pour groupe de Galois le groupe PSL,(F,) (W. Trinks—cf. [25]). Nous allons
'utiliser pour construire une représentation de Gg en caractéristique 7. La
méthode est analogue & celle du n® précédent:

Soit G le sous-groupe de GL,(F,,) défini par:

G={%1,+i}-SL,(F,) = SL,(F;) Ui - SL,(F;),
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ou i est un élément d’ordre 4 de F%. On a det G = { +1}, et I'image de G dans
PGL,(F,,) est égale a PSL,(F,). D’ou une suite exacte:

(*) {1} = {£1} > G - PSL,(F;) x {1} — {1}.

Soit K le corps de degré 7 défini par (5.5.1), et soit a*: Go — PSL,(F,)
I’homomorphisme correspondant. Soit d’autre part

e: Gy~ {1}

le caractére quadratique associé au corps Q(vV—3). Le couple (a¥, &) définit un
homomorphisme

a: Gy = PSL,(F,) x {+1}.
Soit obs(a) € Br,(Q) 'obstruction a relever a en un homomorphisme
p: Gy = G C GL,(F,).
Un calcul analogue a celui du lemme 6 montre que
obs(a) =w + (—1)(-3),

ou w est I'invariant de Witt de la forme quadratique Trg /Q(xz). D’aprés [46], n°
33, on a w=(—1)(—3), dou obs(a) =0. Cela démontre lexistence de la
représentation

p: G = GL,(Fy)

cherchée. Par construction, on a detp = e.

Ici encore, on choisit p de telle sorte que son conducteur soit le plus petit
possible. Le discriminant du polyndme X7 — 7X + 3 est 3878 et celui du corps K
est 3975, 11 en résulte que le conducteur de p peut étre choisi égal 4 3", et un
calcul de ramification en 3 montre que n = 3. D’autre part, I’étude de la
ramification en 7 montre que I’action de I'inertie en 7 est:

. x * ) x*  x
soit 1) soit Nk
0 x 0 x

ou x est le caractére cyclotomique.
En faisant le produit tensoriel de p par x, ou x* on obtient une nouvelle
représentation p’ ou l'action de Pinertie en 7 est donnée par:

% 3)
0o 1)
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ce qui conduit & un poids k égal a 3, cf. n®* 2.3 et 24.On a
detp’ =¢- x2.
[Noter que p’ prend ses valeurs dans un groupe un peu plus grand que G: on a
Im p’ = GL,(F,;) U i - GL,(F;).]

Les conjectures du §3 affirment que p’ est de la forme p;, ot f = Ya,q" est une
forme parabolique de type (33,3, ¢), 4 coefficients dans F,, et fonction propre
normalisée des opérateurs de Hecke. Le lien entre les a; (I # 3,7) et la décom-
position de / dans K est le suivant:

si 'on note ord(/) I’ordre de la substitution de Frobenius attachée a / dans

Gal(K #' /Q) = PSL,(F,), on doit avoir:

ord(/)=10ou7 e a?=4/%() dansF,

ord(/) = 2 < a,=0 dans F,
ord(/) = 3 e a}=1%() dansF,
ord(/) = 4 e a}=2%(l) dansF,,

avec (/) = (é)

Effectivement, on trouve bien une forme f ayant ces propriétés, au moins pour
I assez petit. C’est la réduction (mod 7) d’une forme parabolique primitive F en
caractéristique 0:

F=q+ Y A4"

n>2
=9 + 3ig*> — 5¢* - 3ig® + 5¢" — 3ig® + - --

Cette forme est a coefficients dans Z[i]. Elle se calcule sans difficulté, cf.
ci-dessous. Le tableau suivant donne les valeurs des ord(/) et des 4, pour / < 37:

/ 2 5 11 13 17 19 23 29 31 37
ord(/) 7 7 7 4 3 3 3 7 7 4
A 3i -3 —15i -10 18i -16 —12i 30i -1 20

(Par exemple, pour /=17, on a a?=A?= -2 (mod7), &(l)= -1,
12 =2 (mod7), d’ott a? = I%¢(]) dans F,, conformément au fait que ord(/) = 3.)
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Calcul de F. Soit 8, la fonction théta associée au corps Q(v —3):

b= Y ¢ =1+6(q+@*+q*+2¢"+¢°+---).
x,yEL

C’est une série d’Eisenstein de poids 1, de niveau 3 et de caractére ¢. Si on pose
0,=0,32)=1+6(¢>+¢°+q*+--+)
0,=0,(92)=1+6(¢°+q¥+¢*+---),

on obtient des formes de niveaux 32 et 33,
D’autre part, la série

g=q1;11(1“13")2(1—q"’”)2=q—2q“—q7+5q13+

est I'unique forme parabolique normalisée de poids 2, de niveau 3> et de caractére
unité (elle correspond & la courbe elliptique y? + y = x* — 3, de conducteur 3°).
Les produits gf;, g0, et g, sont des formes de poids 3, de niveau 3 et de
caractére ¢. Ils forment une base de I’espace des formes paraboliques de type
(3%, 3, ¢). Les fonctions propres normalisées des opérateurs de Hecke
s’obtiennent, par exemple, en diagonalisant 'opérateur 7,. On trouve:

1 1 3
F=Eig()l—E(1+i)g02+5g03=q+3iq2—5q4+.-- ,

— ) 1 ) 3 = .
F=— tg01-5(1—1)g02+5g03=q—31q —5¢%+ -+,

1
2
G=gl,=q+4q*—13q" + ---

La série G est de type (CM): elle correspond a un caractére de Hecke du corps
Q(~—3).

La série F est la forme parabolique cherchée.
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