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PREFACE

Les textes composant le présent volume reproduisent des exposés que j’avais
faits dans les séminaires Bourbaki, Cartan, Chevalley et Delange-Pisot-Poitou
entre 1950 et 1999 (en fait, la plupart datent des années 1950-1960). Aucun
d’eux ne figure dans les volumes de « Collected Papers» publiés par Springer-
Verlag en 1986 et 2000.

Les sujets abordés sont assez divers : Groupes de Lie, Homotopie, Fonctions
de variables complexes, Algebre homologique, Géométrie algébrique, Théorie
des nombres, Formes modulaires.

La transcription en TgX®*) m’a permis de faire un grand nombre de cor-
rections de détail, portant notamment sur les notations : j’ai remplacé le
couple «biunivoque, sur» des années 50 par «injectif, surjectif »; « décemment
ramifié » est devenu « modérément ramifié », et «x — f(z)» s’est transformé
en «x — f(z)». Je n’ai pas hésité non plus a corriger les erreurs de calcul, ou
de raisonnement, et a compléter certaines démonstrations.

Des notes, placées & la fin, apportent des renseignements complémentaires;
elles sont indiquées dans le texte par un chiffre de renvoi placé dans la marge.

Paris, décembre 2000
J.-P. Serre

Dans la présente édition (2008) deux textes plus récents ont été ajoutés, 'un
sur un théoreme de Jordan, 'autre sur la notion de complete réductibilité.

™) La frappe du texte a été effectuée par P. Colmez et ses collaborateurs; je les remercie trés
vivement.






Séminaire Bourbaki mars 1950
1949-50, exposé n° 27

EXTENSIONS DE GROUPES
LOCALEMENT COMPACTS

d’apres IWASAWA et GLEASON

Cet exposé n’étudie que les extensions finies de groupes de Lie, ou plus
généralement, de groupes localement compacts. Les extensions infinies (c’est-
a-dire les limites projectives) feront ’objet d’un exposé ultérieur.

1. Extensions de groupes discrets (cf. BAER et EILENBERG-MACLANE)

Un groupe E est dit extension du groupe F par le groupe B s’il admet F
pour sous-groupe invariant et si E/F = B. Dans toute la suite, B et F seront
considérés comme connus, et 'on cherchera a construire le groupe E.

a) F étant invariant, les automorphismes intérieurs de E définissent des auto-
morphismes de F, d’ol1 une représentation E — Aut(F). Dans cette représenta-
tion, F est envoyé sur Int(F), d’ ou, par passage au quotient, une représentation
6 : B — Aut(F)/Int(F), qui est un premier invariant de extension E.

b) Cette représentation étant connue, considérons la représentation
E — Aut(F) x B,

produit des représentations canoniques de E dans Aut(F) et dans B. Le noyau
de cette représentation est le centre C de F, et I'image est le sous-groupe H
formé des couples (o,b) ou o = 0(b). H et C sont donc connus et 1’on voit que
l’on s’est ainsi ramené a étudier les extensions de noyau abélien.

c¢) Dans ce dernier cas, soit f une section (c’est-a-dire une application B — E
telle que p o f(b) = b pour tout b € B, p désignant la projection de E sur B)
et posons f(z) - f(y) = u(x,y) f(xy). La fonction u est & valeurs dans F; c’est
une 2-cochaine sur B. Si 'on calcule f(x) - f(y) - f(2), on trouve que u vérifie
lidentité O,u(y, z) + u(z,yz) = u(z,y) + u(xy, z). Si 'on convient d’appeler
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cobord de la n-cochaine g(z1,...,zy,) la n 4+ 1-cochaine :
n
dg(mlu s an-i-l) = 9:1819(:627 s ,.’L’n+1) + Z(—l)lg(.’li'l, RN AR IS E a'Tn-i-I)
i=1

+ (—1)"+1g(x1, ey T,

on voit que u est un 2-cocycle. En outre, si 'on remplace f par une section
() =v(z)f(z) ot v(z) € F, f’ définit un cocycle v’ = u + dv. D’ol :

Les extensions de F par B (correspondant a une représentation B — Aut(F)
donnée) correspondent bijectivement aux éléments du groupe de cohomologie
de dimension 2 du groupe B a coefficients dans F.

2. Extensions de groupes topologiques

Définitions évidentes. Les résultats précédents se transposent de la fagon
suivante :

a) Remplacer automorphisme par automorphisme de groupe topologique. Si
F est localement compact, on munit Aut(F) de la topologie de la convergence
compacte et la représentation # est continue.

b) Le seul changement est que l'on peut simplement dire que E admet une
représentation continue de noyau C sur H.

¢) On ne peut appliquer la méthode de la cohomologie que si I’on a une section
continue, ce qui est une exigence extrémement forte.

Remarque. — Toutes les méthodes précédentes s’appliquent de facon locale,
et, en particulier, valent aussi bien pour un noyau de groupe. La méthode c)
n’exige alors que ’existence de sections locales continues.

3. Espaces fibrés principaux

L’existence, sous certaines conditions, de sections locales continues est un
cas particulier d’un résultat valable pour les espaces fibrés principaux.

DEFINITION. — Soient E un espace topologique et F un groupe topologique
opérant sur E. On dit que E est un fibré principal de groupe F si, pour tout
couple (z,z’) d’éléments de E, il existe au plus un s € F avec 2’ = z - s et si
cet s est fonction continue de (z,z’).

Les fibres sont les classes de la relation d’équivalence ' = z - s. La base
est le quotient de E par cette relation. Si E est un groupe topologique et F
un sous-groupe fermé, les fibres sont les classes a droite et la base est I’espace

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1
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homogene associé. Si la base et le groupe structural sont localement compacts,
E D’est aussi.

THEOREME 1 (GLEASON). — Si le groupe structural F est un groupe de Lie et
st E est un espace complétement régulier (en particulier un groupe topologique
séparé), E est localement trivial (localement trivial signifie que par tout point
passe une section locale continue).

D’apres un théoréeme d’ADO, il existe une représentation linéaire locale fidele
de F. Soit M I'algebre de matrices ou F est ainsi plongé. Le groupe F opeére sur
M et, en particulier, sur le groupe G des matrices inversibles. Soit g : O — G
une application continue d’un voisinage O d’un point donné de E, vérifiant la
condition g(xzs) = g(x) - s pour s € F assez petit. L’image réciproque par g
d’une section locale du F-fibré G donne une section locale de E. Tout revient
donc a construire une telle application g.

Pour cela, on prend une fonction réelle positive, continue, égale & 1 en un
point déterminé de la fibre étudiée et nulle en dehors d’un voisinage convenable,
soit f. Posons g(z) = [ 1y f(zs)s™1ds (ds : mesure de Haar & gauche sur F;
1y : unité de M). On a bien g(xt) = g(x)t (pour ¢ assez petit) et g(z) € G
pour z assez preés du point donné, c.q.f.d.

Remarque. — Le caractere local de la démonstration montre que ’on a :

THEOREME 2. — Si E est un noyau de groupe admettant pour noyau de sous-
groupe un noyau de groupe de Lie, E admet une section locale continue.

4. Extensions d’un groupe de Lie par un groupe de Lie

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 3 (IWASAWA-GLEASON). — Toute extension d’un groupe de Lie
par un groupe de Lie est un groupe de Lie.

La démonstration étant purement locale montrera méme que toute extension
d’un noyau de groupe de Lie par un autre est un noyau de groupe de Lie.

Appliquons les méthodes du n° 1. Aut(F) est un noyau de groupe de Lie
ainsi que Aut(F)/ Int(F). Toute représentation continue d’un noyau de groupe
de Lie dans un autre étant analytique, il en résulte que 6 est analytique et que
H est un noyau de groupe de Lie. On est donc ramené au cas abélien.

Pour étudier ce dernier, remarquons que, d’apres le théoreme 2, E admet
une section locale continue, et correspond donc a une classe de cohomologie de
dimension 2. Si l’on choisit une telle section locale (et de ce fait un cocycle), on

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008
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peut identifier I’espace E au produit B x F et le munir de la structure différen-
tiable produit. Mais pour que la loi de groupe soit différentiable, on voit tout
de suite qu’il faut et qu’il suffit que le cocycle en question soit différentiable
sur B x B. Nous avons donc a montrer que toute classe de cohomologie contient
un cocycle indéfiniment différentiable.

Soient donc u un 2-cocycle continu et k(z) une fonction indéfiniment diffé-
rentiable sur B, & support compact, et telle que [ k(z) dz =1 (dz mesure de
Haar & gauche). Posons v(z) = [u(z,t)k(t) dt. Un calcul immédiat montre
que :

(1) (u — dv)(z,y) = /u(x,yt)k:(t) dt — /u(x,t)k(t) dt.

Le cocycle u est donc cohomologue au cocycle du membre de droite. Mais
ce dernier est indéfiniment différentiable par rapport & y (produit de com-
position). Nous allons passer de ce résultat a la différentiabilité par rap-
port au couple (z,y) en utilisant le fait que, pour tout cocycle u, le cocycle
v(2,y) = —Ozyu(y~t, 71) lui est cohomologue [car, si u est relatif & une section
f, v est relatif & la section = — f(z~1)71].

On voit alors, en échangeant x et y, que tout cocycle est cohomologue a
un cocycle différentiable en . Appliquant & ce dernier 'identité (1) on trouve
bien un cocycle indéfiniment différentiable par rapport & (z,y).

5. Extensions d’un R” par un compact

D’apres le théoreme 1, une telle extension est un fibré localement trivial
(puisque le groupe structural est R™). Mais alors elle est topologiquement tri-
viale (prolonger une section partielle en utilisant le fait que R"™ est un rétracte
absolu). On peut donc appliquer les méthodes cohomologiques.

Soit alors u un 2-cocycle, et appliquons-lui I'identité (1) ou l'on a pris pour
k(z) la fonction constante égale & 1. On trouve u — dv = 0, ce qui montre que
le second groupe de cohomologie de B est nul. D’ot :

THEOREME 4 (IWASAWA). — Dans toute extension d’un R™ par un groupe
compact, il y a une section qui est un sous-groupe.

En fait, une extension évidente de la méthode précédente montre que

THEOREME 5. — Tous les groupes de cohomologie d’un groupe compact dans
R" sont nuls.

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1
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Si 'on applique ceci au premier groupe de cohomologie, on voit que cela
donne : dans les hypotheéses du théoreme 4, deur sous-groupes sections sont
conjugués (IWASAWA).

Remarque. — Ces démonstrations étaient employées depuis longtemps dans
le cas des groupes finis (cf. par exemple ZASSENHAUS, [3] Chap. 4, th. 25).

6. Extensions de groupes compacts

THEOREME 6 (IWASAWA). — Si F est un groupe compact, le groupe quotient
Aut(F)/Int(F) est totalement discontinu.

Dans le cas abélien, cela revient a dire que Aut(F) est totalement discontinu,
ce qui est évident puisque Aut(F) = Aut(]?‘) et que F est discret.

Dans le cas général, on remarque que tout automorphisme appartenant a la
composante connexe de I'unité dans Aut(F) laisse les caractéres de F invariants
(cela tient a ce que les caractéres forment un ensemble discret pour la topologie
de la convergence uniforme d’aprés les relations d’orthogonalité de Schur). Si
F; est 'image de F dans une représentation linéaire, cet automorphisme passe
donc au quotient et définit sur F; un automorphisme intérieur (il s’agit, en
somme, de vérifier le théoréme 6 pour les groupes de Lie, ce qui n’est pas
difficile, vu que ’on connait leur structure). On en déduit, par un raisonnement
de compacité, que 'automorphisme de F étudié est intérieur, ce qui acheve la
démonstration.

On en déduit aussitot les résultats suivants :

THEOREME 7 (IWASAWA). — Tout groupe compact a centre nul est facteur
direct dans toute extension conneze.

[Appliquer 1.b), en remarquant que 8 = 0 et que C = 0.]

THEOREME 8 (IWASAWA). — Tout groupe compact abélien est contenu dans
le centre de toute extension connezxe (car § = 0).

THEOREME 9 (IWASAWA). — Tout groupe résoluble compact conneze est abé-
lien.

7. Structure des groupes de Lie résolubles

(Rappelons que résoluble signifie : qui admet une suite de composition &
quotients abéliens.)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008
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THEOREME 10 (CHEVALLEY). — Tout groupe de Lie conneze résoluble est
homéomorphe au produit d’un tore par un R™.

Le groupe étudié, G, admet une suite de composition formée de sous-groupes
fermés connexes tels que les quotients soient abéliens : il suffit de prendre les
commutateurs successifs de G.

On démontre le théoreme 10 en raisonnant par récurrence sur la longueur
de la chaine précédente et en utilisant le lemme suivant :

Lemme 1. — Toute extension de R"™ ou d’un tore TP par R ou T admet une
section continue qui est un sous-groupe.

La démonstration du lemme est immédiate : on sépare les divers cas, et ’on
fait usage des théoremes 4 et 9.

Le théoréme 10 se laisse préciser comme suit :

Soit TP un tore, sous-groupe compact maximum d’un groupe résoluble E. Le
groupe E posséde des sous-groupes a 1 parameétre, Rq,...,Rq isomorphes a R
et tels que tout x € E s’écrive d’une facon et d’une seule sous la forme

r=t-r1---rq, avecte TP etr; €R;.

Bibliographie
[1] A. GLEASON, On the structure of locally compact groups, Proc. Nat. Acad. Sc.
U.S.A. 35 (1949), 384-386.

[2] K. IwAsawA, On some types of topological groups, Ann. of Math. 50 (1949), 507—
558.

[3] H. ZAsSENHAUS, The Theory of Groups, Chelsea, New York, 1949.

Additif [Avril 1957]

Les résultats d’ TwWASAWA et GLEASON donnés dans le présent exposé étaient
destinés a faciliter ’étude de la structure des groupes localement compacts;
depuis, cette structure a été completement élucidée, grace aux travaux de
GLEASON, MONTGOMERY-ZIPPIN, YAMABE.

On trouvera un bon exposé de la question dans :

D. MoNTGOMERY and L. ZIPPIN, Topological Transformation Groups, New York,
Interscience, 1955 (Interscience Tract n® 1).
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Séminaire Cartan 18 décembre 1950
1950-51, exposé n° 5

APPLICATIONS ALGEBRIQUES
DE LA COHOMOLOGIE DES GROUPES I

1. Préliminaires

Dans cet exposé et le suivant, il sera exclusivement question de cohomologie
des groupes, et non d’homologie.

Rappelons qu’étant donné un groupe G (non nécessairement abélien) et
un groupe abélien A sur lequel G opére a gauche, on a défini les groupes
de cohomologie H'(G, A); ces groupes peuvent étre définis, par exemple, au
moyen des cochaines sur G & valeurs dans A, munies du cobord habituel :

@) (1, @ip1) = @1 - f@2,. . i)
+ Z(—l)jf(ml, ce ey LT ,CCH_l) + (—1)i+1f(I1, R ,2131') .
=1

Si A est muni d’un ensemble d’opérateurs S permutant avec les opérateurs
de G, alors on peut faire opérer S sur les groupes H(G,A) : cela résulte
de laxiome (II.) de l’exposé 1, ou bien d’une définition directe & partir des
cochaines. En particulier, si A est un espace vectoriel sur un corps k, et si les
opérations de G sont k-linéaires, H (G, A) est un espace vectoriel sur k.

Enfin, signalons le résultat suivant :
Soit G un groupe fini & n éléments, et soit h € H/(G,A),i > 0; on a nh = 0.
Soit f un cocycle de la classe h, et écrivons que (0 f)(z1,...,2;+1) = 0. On
obtient une certaine identité faisant intervenir les ¢ 4+ 1 variables x1,...,Z;41.

Faisons parcourir a x;4+1 le groupe G, et ajoutons les identités ainsi obtenues.
Si ’on pose :

g(l’l,... ,IBi_l) = Z f(il?l,... ,:L'Z'),

z;,€G
on obtient nf = (—1)%dg.
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Autre démonstration. On écrit A comme sous-groupe stable d’un groupe
G-injectif; on s’apergoit alors, en écrivant la suite exacte de 'axiome (IV.),
qu’il suffit de démontrer le résultat en question pour i = 1, et que, pour i = 1,
il est presque évident.

2. Le premier groupe de cohomologie. Application a 1’étude des
représentations linéaires

Les 1-cochaines sont les applications : f : G — A. Les cocycles sont celles
qui vérifient :
flay) = flx)+z- fy),
on les appelle homomorphismes croisés. Si par hasard G opeére trivialement
sur A, ce sont simplement les homomorphismes de G dans A.
Les cobords sont les cochaines de la forme :

fle)=z-a—a, a€A.

On les appelle homomorphismes croisés principauz. Si G opére trivialement
sur A, tous les cobords sont donc nuls. D’ou : Si G opére trivialement sur A,
on a: HY(G,A) = Hom(G, A).

(Signalons que ’on a aussi, dans ce cas, H;(G,A) = G* ® A, ot1 G*P désigne
le quotient de G par son groupe des commutateurs; ces deux résultats peuvent
s’obtenir par voie topologique, en utilisant le théoreme d’Hurewicz et la formule
des coefficients universels.)

Nous allons maintenant utiliser le groupe H! pour étudier les extensions de
représentations linéaires.
Considérons une suite exacte :

0—V—E—W—00,

ou V,E, W désignent des espaces vectoriels sur un corps commutatif k sur
lesquels opeére le groupe G ; bien entendu, on suppose d’une part que les opé-
rateurs de k et G commutent (on a donc des représentations linéaires de G), et
d’autre part que les applications i : V — E et p : E & W commutent tant avec
k qu’avec G. Nous nous proposons, V et W étant donnés, de chercher tous les
E possibles; on observera que la somme directe V & W convient toujours.

Pour cela nous allons définir une classe caractéristiqgue dont la donnée déter-
minera E sans ambiguité (& isomorphisme pres). Désignons par Hom(A, B)
I’espace vectoriel des applications linéaires de I’espace vectoriel A dans ’espace
vectoriel B. On a la suite exacte :

(A) 0 — Hom(W,V) — Hom(W,E) — Hom(W,W) — 0.

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



APPLICATIONS ALGEBRIQUES DE LA COHOMOLOGIE DES GROUPES I 9

Que cette suite soit exacte résulte du fait que E est isomorphe, en tant qu’es-
pace vectoriel, a la somme directe de V et W.

On peut faire opérer le groupe G dans chacun des termes de la suite
exacte précédente, en faisant correspondre & I’homomorphisme u : A — B,
I’homomorphisme z - u défini par

(z-u)(a) =z -u(z" ! a).

Pour que u soit un G-homomorphisme, il faut et il suffit que z - v = u pour
tout € G. Autrement dit : H°(G, Hom(A, B)) = Homg(A,B) .
Appliquons alors & la suite (A) 'axiome de la suite exacte. On obtient :

(B) 0 — Homg(W,V) — Homg(W, E)
— Homg(W, W) - HY(G, Hom(W, V)).

Soit I € Homg (W, W) Papplication identique de W sur W, et posons J = JI.
On a J € HY(G,Hom(W,V)); c’est la classe caractéristique cherchée.
Pour que E soit somme directe (en tant que représentation) de V et W, il

faut et il suffit que l'on puisse trouver un G-homomorphisme : W X, E, tel
que Kop =T; ceci signifie que I est contenu dans I'image de Homg (W, E), ou
encore que J = 0, puisque (B) est une suite exacte. D’ou :

Pour que E soit somme directe des représentations V et W, il faut et il suffit
que J = 0.

Calcul de la classe fondamentale. — Ecrivons E comme somme directe de V
et d’un supplémentaire W. Si E, désigne ’automorphisme de E défini par x,
on peut écrire E, sous forme d’une matrice

_ (Vs Rg
m= (5 w)
(dans cette formule, V, et W, ne sont autres que les automorphismes définis
par z sur V et W). Considérons la 1-cochaine : j(x) = R, - W, !, & valeurs
dans Hom(W,V); en remontant & la définition de ’homomorphisme ¢ de la
suite exacte on voit que :

La cochaine j(z) = Ry -W, ! est un cocycle qui appartient d la classe J. Ceci
permet donc de calculer explicitement J lorsque E, est donné.

COROLLAIRE (Théoréme de Maschke). — Soit G un groupe fini ¢ n éléments
et supposons que la caractéristique de k ne divise pas n. Alors E est somme
directe de V et W. (D’ou le fait que toute représentation de G est somme
directe de représentations irréductibles.)
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En effet d’apres le n® 1, on anJ =0, d’ou J = 0.

Réciproque. — Soit J une classe de cohomologie de H! (G, Hom(W, V)), et soit
j(z) un cocycle appartenant & J. Montrons qu’il existe une représentation E,
correspondant a J.

Nous n’avons qu’a définir E, par la matrice :

- (T,

Il faut simplement vérifier que E, - E, = E;y. Or on a :

(\(f) J@VW) <v0y j(g})vzvy) _ (onvy ij(y>WVijV@ix>Wny> .

Il faut donc voir que
J(@y)W(zy) = Vaij(y) Wy + j(z) W Wy,
ou
j(zy) = Vai(y) W™t + (@),
ce qui exprime bien que j(z) est un cocycle. On voit donc que :

Les classes de représentations de G, qui sont des extensions de V par W,
correspondent auz éléments de H' (G, Hom(W,V)).

Remarque. — L’ensemble de ces classes se trouve donc muni d’une structure
d’espace vectoriel, celle de H' (G, Hom(W, V)), qui correspond, sous la forme
matricielle ci-dessus, & la structure vectorielle des R,. On peut donner une
définition directe de la somme de deux classes. Cf. Bibliographie.

Généralisations diverses

a) Au lieu d’étudier des représentations linéaires de G, on aurait pu consi-
dérer le cas plus général ol on se donne des opérateurs S commutant avec
les opérateurs de G. Les démonstrations précédentes s’appliquent sans chan-
gement, a condition de supposer que E est somme directe de V et W pour les
opérateurs de S.

b) On peut étudier de fagon analogue les représentations linéaires d’algebres
associatives, ou d’algebres de Lie, moyennant une définition convenable de
leur cohomologie. Par exemple, si L est une algebre de Lie semi-simple, on
démontre en employant le critere de Cartan et les opérateurs de Casimir que
H'(L,A) = 0 pour toute représentation de L, d’ou la complete réductibilité
des représentations (J.H.C. WHITEHEAD, Quat. Jour. 8 (1937), 220-237).
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3. Extensions de groupes a4 noyau abélien

On se propose d’étudier les suites exactes de la forme :
0—A-SE2G—1,

ou A est un groupe abélien, noté additivement, sous-groupe invariant d’un
groupe E, le quotient étant le groupe (non nécessairement abélien) G. Les
groupes E et G seront notés multiplicativement.

Les éléments de E operent sur E au moyen des automorphismes intérieurs ;
ces derniers respectent A, et opérent donc sur A. Comme A est abélien, A opere
trivialement sur lui-méme par la représentation précédente. On obtient alors
par passage au quotient une représentation : G — Aut(A) qui sera notée 6.
On a donc, siy € E :

1

0(p(y)) - a =yay~ pour tout a € A..

A partir de maintenant nous étudierons uniquement les extensions E de G
par A qui correspondent & des opérateurs donnés sur A. On va voir que ces
extensions correspondent aux éléments de H2(G, A).

Nous aurons besoin de ’exercice 11 de ’exposé 2, exercice qui affirme que 'on
ne change rien a la cohomologie de G en se bornant & considérer les cochalnes
nulles lorsque 'une des variables vaut 1 (cochaines normalisées).

Cela étant, soit E une extension, et soit k£ une section, c’est-a-dire une
application de G dans E telle que pok=1.On a :

(1) k(z)k(y) = u(z,y) - k(zy)
(2) u(z,y) € A.

En outre, si ’on suppose que k(1) = 1, ce qui est licite, on a u(1,y) = u(z,1) =
0. On a donc défini une 2-cochaine normalisée sur G & valeurs dans A.

Cette cochaine (ou systéme de facteurs de E) détermine la structure de
groupe de E. De fagon précise, identifions A x G a E par Papplication : (a,z) —
a - k(z). On obtient ainsi une multiplication sur A x G que 'on détermine en
écrivant

®3) a-k(z)-b-k(y) = a-k(z)bk(x) ™" - k(2)k(y)
=a-k(z)bk(z)™! - u(z,y) - k(zy).
D’ou la formule du produit

(4) (a’x)(b’y):(a+xb+u(w’y)7 xy)
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On voit ainsi que deux extensions qui ont méme systéme de facteurs sont
isomorphes. Réciproquement, soit u une 2-cochaine normalisée, et définissons
une structure multiplicative sur A x G au moyen de la formule (4). Cette
multiplication est-elle associative? On a :

®)  ((a,2)(b,y))(c,2) = (a+ 2b+ u(z,y) + zyc + u(zy, 2), zyz),
6) (@, 2)((b,9)(c, 2)) = (a+ 2b+ zyc + zuly, 2) + u(z,yz), 2yz).

En comparant (5) et (6), on voit que ’associativité est équivalente & :

(7) (y,z) - u(xya ) + u(x7yz) - u(:c,y) =0,

ce qui signifie que u est un 2-cocycle.

Cette condition étant supposée satisfaite, on vérifie tout de suite que
lélément (0,1) est élément neutre, et que l'inverse de (z,a) est 1’élément
(—z7'-a—wu(z~t,x), 271); on a bien obtenu une extension de G par A.

Reste maintenant & voir comment le cocycle u dépend de la section k choisie.
Si I’on prend une autre section &/, on peut 1’écrire :

(8) K'(z) = v(z)k(x) avec v(z) € A et v(1) =1.
Calculons le systéme de facteurs v’ relatif a k' :

K (2)K (y) = v(z)k(z)v(y)k(y) = v(@)k(z)v(y)k(z) k(z)k(y)
() - k(@)v(y)k() ™! - u(z,y) - k(zy)
(z) - k(z)o(y)k(z) ™! - u(z,y) - v(z,y) ' K (zy),

(9)

I
S

I
<

ce qui montre que :

(10) K (2)K (y) = o' (z, y)k (zy) ,
(11) u'(x,y) = u(z,y) + - v(y) —v(zy) +v(z),
(12) v =u+dv.

La formule (12) montre que u est un cocycle déterminé a un cobord prés,
autrement dit, définit canoniquement un élément de H2(G, A).

On a bien montré que les classes d’extensions de G par A correspondent
bijectivement aux éléments de H2(G, A) (lorsque les opérateurs définis par G
sur A sont donnés).

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1
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Ezemple. — L’extension de G par A qui correspond & ’élément 0 de H2(G, A)
s’appelle le produit semi-direct de G par A ; elle est caractérisée par 1’existence
d’une section k correspondant a un systéeme de facteurs nul, c’est-a-dire par
I'existence d’une section qui soit un homomorphisme. Le groupe E est alors le
produit de A et du sous-groupe section, image de k. On notera que ce dernier
sous-groupe n’est invariant que si G opére trivialement sur A, auquel cas on a :
E=AXxG.

Deux sections qui sont des homomorphismes different par une 1-cochaine
v qui, d’aprés (12), doit étre un cocycle. En particulier, si l'on sait que
H(G,A) =0, v est un cobord, ce qui se traduit par Iexistence d’'un a € A tel
que :

(13) K (z) = ak(z)a™".

Donc :

Si HY(G,A) = 0, deux sous-groupes sections sont conjugués par un élément de

A. (Dans la théorie des algebres de Lie, le résultat analogue, valable pour les

algebres semi-simples, est connu sous le nom de théoréeme de Malcev.)
D’apres le n® 1, c’est en particulier le cas si G est fini d’ordre n, et si la

division par n est possible d’une seule maniere dans A.

Exemple de produit semi-direct

Le groupe des déplacements de R? est produit semi-direct du groupe SO(3)
des rotations par le sous-groupe normal A = R? des translations. Les différents
groupes sections sont les rotations autour d’un point de R3?; ce sont bien
des groupes conjugués par des translations, conformément au théoreme de
Malcev. Pour montrer qu'’il n’y a pas d’autres sous-groupes sections (sans
utiliser ce dernier théoréme), on peut utiliser le fait que tout groupe compact
de déplacements a un point fixe (évident, au moyen des centres de gravité).

Appendice — Multiplication de Baer

Soient E,E’ deux extensions d’un méme groupe G par un méme groupe
abélien A ; on suppose en outre que G opere de la méme facon sur A dans les
deux cas. On va construire une extension E”, produit de E par E'. Pour cela,
considérons le sous-groupe (E,E’) de E x E’ formé des couples (e, e’) ayant
la méme projection dans G. On définit de fagon évidente un homomorphisme
de (E,E’) sur G, dont le noyau est I’ensemble des (a,a’), avec a et o’ € A.
Soit Q le sous-groupe de ce noyau formé des (a, —a). Posons E” = (E,E')/Q;
on vérifie immédiatement que E” est une extension de G par A correspondant
aux opérateurs donnés sur A.
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Reste a voir que cette multiplication est la méme que celle que 'on définit
par l'addition des cocycles. Soient k,k’ des sections de E,E’. L’application
(k, k") définit une section de E” (par passage au quotient) et si u et u’ sont les
cocycles correspondant & k et k', le cocycle correspondant & (k, k') est u + v’
Ceci acheve la démonstration.

Bibliographie
On la trouvera dans :

S. EILENBERG, Topological methods in abstract algebra. Cohomology theory of
groups, Bull. AM.S. 55 (1949), 3—-27.
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APPLICATIONS ALGEBRIQUES
DE LA COHOMOLOGIE DES GROUPES
IT : THEORIE DES ALGEBRES SIMPLES

Bibliographie

M. DEURING, Algebren (Ergebnisse der Mathematik IV-1), Berlin, Springer, 1935.
E. ARrTIN, C. NESBITT et R.M. THRALL, Rings with minimum condition, Ann Arbor,
Univ. of Michigan Press, 1948.

Notations

Toutes les algebres considérées par la suite ont un élément unité, noté 1.
Le corps de base est identifié aux multiples de cet élément unité. Si E est
un espace de représentation de ’algebre A (sur le corps k), E est supposé de
dimension finie sur k, et I'élément 1 € A définit Pautomorphisme identique
de E. On dit que E est une représentation irréductible de A si E # 0 et si tout
sous-espace stable de E est égal & 0 ou E; E est dit compléetement réductible
s’ll est somme directe de sous-espaces stables par A et irréductibles. Un tel
espace peut étre considéré comme un groupe semi-simple (& opérateurs) et on
peut, par exemple, utiliser les résultats démontrés dans BOURBAKI, Alg. I, §6,
n® 15.

1. Le théoréme de Wedderburn

Rappelons qu’une algebre est dite simple si elle est # 0 et si elle n’a pas
d’autres idéaux bilateres qu’elle-méme et 0.

THEOREME 1. — Soit A une algébre simple de dimension finie sur un corps
commutatif k. Alors A est isomorphe a une algébre de matrices sur un corps
gauche qui contient k dans son centre, et est fini sur k.
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Soit E une représentation irréductible de A ; une telle représentation existe :
il n’y a qu’a prendre un idéal minimal & gauche de A, par exemple. Soit L(E)
I'algebre des endomorphismes du k-espace vectoriel E, et soit K ’ensemble des
éléments de L(E) qui commutent aux opérateurs de A. On a :

Lemme 1 (Schur). — K est un corps gauche.

Soit en effet u # 0, u € K. Posons V=u"1(0);siz € V,on a0 = au-z =
ua-x pour tout a € A, ce qui montre que V est stable par A, et, comme on
a supposé que u # 0, ceci entraine V = 0, d’ou le fait que u est inversible
dans L(E); il est alors évident que son inverse est dans K.

Ceci démontré, remarquons d’abord que la représentation E est fidéle : en
effet, le noyau de cette représentation est un idéal bilatere de A qui ne contient
pas 1, donc qui est réduit a 0.

Soit alors B le commutant de K dans L(E), i.e. ’ensemble des b € L(E) tels
que b-u = u-b pour tout u € K. Il est évident que A C B ; en fait, nous allons
montrer que A = B. Quand ceci sera fait, on pourra dire que A n’est autre que
I’ensemble des K-endomorphismes de E (considéré comme espace vectoriel a
gauche sur le corps K), et il en résultera que A est isomorphe & une algébre
de matrices a coefficients dans le corps K° opposé de K.

Reste donc a voir que A = B. C’est ’'objet du lemme plus général suivant :

Lemme 2. — Soit E une représentation complétement réductible et fidéle
d’une algébre A ; soient K le commutant de A dans L(E) et B le commutant
de K dans L(E). On a A = B.

Soit d’abord = € E et b € B. Nous allons montrer qu’il existe a € A tel que
axr = bzx.

Soit en effet V le sous-espace stable de E défini par V = Ax; il admet
un supplémentaire stable (BOURBAKI, loc. cit.); soit p un projecteur de E
sur V. Le projecteur p, étant A-linéaire, appartient & K. On en conclut :
pbxr = bpx = bx, d’ol1 bx € V, c.q.f.d.

Ce résultat partiel établi, nous allons démontrer le lemme 2. Il résultera

tout de suite du suivant :

Lemme 8. — Dans les conditions du lemme 2, soient x1,...,x, € E et b € B.
Il existe a € A tel que axy = bxy,...,ax, = bxy,.

Soit F I’espace somme directe de n fois la représentation E. On peut consi-
dérer F comme formé des éléments (y1,...,yn) (i € E) sur lesquels A opere
par la formule :

a'(yla"'ayn):(ayla---aayn)-
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La représentation F est completement réductible. Le commutant de A dans
L(F) est formé des matrices (u;j),u;; € K, et il en résulte que, si I'on fait
opérer B sur F par la formule :

b'(yla"'7yn)=(byla"'abyn)7

les éléments de L(F) ainsi définis appartiennent au commutant du commutant
de A (le «bicommutant»). En appliquant alors & z = (x1,...,2,) € F, et
a b € B, le résultat démontré apres 1’énoncé du lemme 2, on obtient bien le
lemme 3, ce qui acheve la démonstration.

Nous noterons K,, 'algebre des matrices a n lignes et n colonnes sur le corps
K. Si K contient k£ dans son centre, on a : K,, = k, ® K, comme on le voit
aisément.

2. Représentations des algeébres simples

Soit A une algebre et faisons opérer A sur elleeméme par multiplication a
gauche. On obtient ainsi une représentation linéaire de A qui est dite représen-
tation réguliere gauche. Si A est une algebre de matrices K,, de base canonique
(€ij), les éléments e;; o j est fixé, engendrent un sous-espace vectoriel N; de
A ; on vérifie aisément que N; est un idéal & gauche minimal, et que les repré-
sentations linéaires de A fournies par les différents N; sont toutes isomorphes.
En d’autres termes : la représentation réguliére gauche de K,, est la somme de
n représentations irréductibles isomorphes. Plus généralement :

THEOREME 2. — Toute représentation d’une algébre simple A est isomorphe
a une somme directe de représentations irréductibles toutes isomorphes.

Soit E une représentation linéaire de A, et soit (e;) un systéme fini de
générateurs de E (1 < i < p). Considérons l'application de AP sur E définie
par :

(@1,...,ap) — arer +agea + -+ + apep .
Cette application permet d’identifier E & un quotient de AP (AP étant considéré
comme la somme directe de p fois la représentation réguliere gauche de A).
Comme le théoréme 2 a été vérifié pour AP, il est donc démontré pour E
(BOURBAKI, loc. cit.).

COROLLAIRE 1. — Toute représentation de A est complétement réductible.

COROLLAIRE 2. — Deux représentations de A qui ont méme dimension sur k
sont isomorphes.
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3. Produits tensoriels d’algebres simples

Donnons d’abord un lemme :

Lemme 4. — Soient A et A’ deux algébres sur k, ayant un élément unité.
Soient B et B’ des sous-algébres de A et A’ respectivement, C et C' leur com-
mutant dans A et A’. Alors le commutant de B ®@ B’ dans A @ A’ est égal a
CaC.

Cherchons d’abord le commutant de B ® 1. Pour cela, soit a) une base de
A’. Tout z € A ® A’ s’écrit d’une seule facon sous la forme :

li
ac:g a; ® a;, avec a; € A.
i

Si l'on écrit que x commute avec b ® 1, on obtient : a;b = ba;, c’est-a-dire
a; € C pour tout 7. On voit ainsi que le commutant de B ® 1 n’est autre que
C®A’. De méme, celui de 1@ B’ est A® C’. 1l en résulte que le commutant de
B ® B’ est égal & I'intersection des commutants de B® 1 et 1 ® B/, c’est-a-dire
a(CeA ) NAC)=CaC, c.q.f.d.

De ce lemme résulte par exemple que le centre d’un produit tensoriel est le
produit tensoriel des centres. En appliquant ceci & une algebre simple (de rang
fini) : A = k, ® K, on voit que le centre de A est k ® C, C désignant le centre
de K. D’oui :

COROLLAIRE. — Le centre d’une algebre simple, finie sur k, est un corps
(commutatif).

On s’intéressera particulierement par la suite aux algebres de centre k. Une
telle algebre sera dite centrale.

THEOREME 3. — Soient A et A’ deuz algébres simples, finies sur k, dont l'une
est centrale. Alors le produit tensoriel A ® A’ est une algébre simple.

Supposons que A’ = k, ® K’ soit centrale, autrement dit que le centre du
corps gauche K’ soit réduit & k. Il suffira de voir que A ® K’ est une algebre
simple. En effet, si ceci est démontré, on aura A @ K’ = k,,, ® K” ot K” est
un corps, et AR A’ = k;,, ® ky @ K = kppyy @ K” = K. L’algébre A @ A’
sera donc isomorphe a une algebre de matrices pour laquelle la simplicité se
vérifie immédiatement. Reste donc & voir A ® K’ est simple. Cela résulte du
théoreme :

THEOREME 4. — Soient A une algébre sur k et K’ un corps gauche de centre
k. Tout idéal bilatére N de A ® K’ est engendré (en tant qu’espace vectoriel a
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gauche sur K'), par son intersection avec A® 1. (Ni A ni K’ ne sont supposés
finis sur k.)

Notons d’abord que ’on peut faire opérer K’ & gauche sur A ® K’ par :
Kla®k)=ax KE".

Si N est un idéal bilatere de I'algebre A ® K’, c’est en particulier un K’'-sous-
espace vectoriel a gauche de A @ K'.

Soit a; une base de A sur k ; les éléments a; ® 1 forment également une base
du K’-espace vectoriel A ® K. Soit z un élément primordial de N par rapport
a cette base (BOURBAKI, Alg. II, §5) :

.’EZZGZ'@/C;.
i

Considérons ’élément z-m (m € K'); on a z-m € N (N est un idéal bilatere),
et d’autre part :
m-mzZai@)k;m.
i
11 résulte alors des propriétés des éléments primordiaux qu’il existe n € K’ tel
que
kim = nk} pour tout i.

Comme l'un des k] est égal & 1, on a m = n, et ’égalité précédente signifie que
k! commute avec tout m € K’, i.e. que k] € k. On peut alors écrire z = a ® 1,
en posant a = y_. kja;. On a donc montré que tout élément primordial = est
dans A ® 1; le théoréme en résulte aussitot puisque tout sous-espace vectoriel
est engendré par ses éléments primordiaux.

COROLLAIRE 1. — Le produit tensoriel de deuzx algébres simples centrales et
finies sur k est du méme type.

COROLLAIRE 2. — Soit A une algébre centrale simple, de centre k, et telle
que [A : k] =n. Si A° désigne l’algébre opposée, on a :
ARQA° = an

(algebre des matrices & n? lignes et n? colonnes, sur le corps k).

Désignons par E D’algebre A considérée comme espace vectoriel sur k. On
peut faire opérer A sur E par multiplication & gauche ou par multiplication &
droite. Cela revient & identifier A et A° & des sous-algebres de l’algebre L(E)
des k-endomorphismes de E. Comme les algébres A et A° commutent dans
L(E), on peut définir un homomorphisme canonique de A ® A° dans L(E) qui
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prolonge les injections : A — L(E) et A° — L(E). L’algebre A ® A° étant
simple (th. 3), cet homomorphisme est injectif; comme en outre :

[AQA°: k] =[A:k*>=n?=[L(E): k],
c’est un isomorphisme de A ® A° sur L(E) = k2, c.q.f.d.

Remarque. — Si aucune des deux algeébres A et A’ du théoréme 3 n’est cen-
trale, ’algebre A ® A’ n’est pas simple en général. Toutefois, si le centre de A,
par exemple, est une extension galoisienne de k, on montre que A ® A’ est un
produit direct d’algebres simples.

4. Groupe de Brauer. Définition

Soit A une algébre simple sur k, centrale et finie sur k. D’apres le théoreme
de Wedderburn, on a : A = k, ® K, ot K est un corps gauche de centre k fini
sur k. Le corps gauche K est bien déterminé par A, & k-isomorphisme pres.
En effet, on peut le caractériser comme 'opposé du commutant de A dans
une représentation irréductible quelconque de A (et on sait que deux telles
représentations sont isomorphes). Nous pouvons donc parler du corps gauche
associé a une algebre A.

Nous dirons que deux algebres centrales sur k, A et A’ sont semblables
lorsque les corps gauches associés & A et A’ sont les mémes (& k-isomorphisme
pres). Cette relation de similitude partage les algebres centrales sur k en
classes, qui correspondent biunivoquement aux corps gauches de centre k et
finis sur k.

Nous allons munir cet ensemble de classes d’une loi de groupe : si B et B
sont deux classes, et A et A’ des éléments de ces classes, on voit tout de suite
que les algébres A ® A’ sont toutes contenues dans une méme classe, que nous
appellerons le produit des classes B et B'.

La classe qui contient ’algebre A = k est évidemment ’élément neutre de
cette loi de produit; c’est la classe formée de toutes les algebres de matrices
sur k.

Le produit des classes est commutatif, puisque A ® A’ est k-isomorphe 2
A’ ® A ; on montre de méme qu’il est associatif.

Si A parcourt une classe de B, les algébres opposées A° parcourent une
classe B° qui n’est autre que l'inverse de B (cor. 2 au th. 4). En résumé :

THEOREME 5. — Les classes d’algébres simples, centrales et finies sur k, mu-
nies de la loi de composition du produit tensoriel, forment un groupe abélien.

Ce groupe est appelé le groupe de Brauer de k, et nous le noterons Bry.

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



APPLICATIONS ALGEBRIQUES DE LA COHOMOLOGIE DES GROUPES II 21

5. Groupe de Brauer. Exemples

a) k est algébriqguement clos. Alors Bry = 0.

Soit en effet K un corps gauche de centre k, fini sur &k ; nous devons montrer
que K = k. Sinon, il existerait x € K,z ¢ k. Soit C le corps engendré par = et
k; c’est un corps commutatif (puisque k et x commutent), extension finie de
k; donc C = k, ce qui est absurde.

b) k =R, corps des réels. Alors Brgr = Z/2Z.
On connalit un corps de centre R, non réduit & R : le corps K des quaternions.
Nous verrons au n° 13 que c’est le seul. Il en résultera bien que Brg = Z/2Z.

c) k est un corps fini. Alors Bry = 0.
Voir n° 13.

d) k est un corps p-adique Q,. Alors Bry = Q/Z («rationnels mod 1»).
Voir DEURING (Algebren, Chap. VII, §2).

e) k = Q, corps des rationnels. Alors Brq est un certain sous-groupe de la
somme directe Z/2Z ® Q/Z S Q/Z & ---.
Voir DEURING, loc. cit. §5, ainsi que S. WANG, Annals 1950.

Les deux derniers exemples montrent que le groupe de Brauer d’un corps k&
peut étre assez compliqué ; mais dans les deux cas, on peut remarquer qu’il est
limite inductive de sous-groupes bien plus simples [par exemple dans le cas d),
de sous-groupes cycliques]. Ce sont ces sous-groupes que nous allons étudier
dans la suite, et ramener a des groupes de cohomologie.

6. Extension du corps de base

THEOREME 6. — Soit A une algébre simple, centrale et finie sur k, L un corps
commutatif, extension de k (finie ou infinie). L’algébre A ® L est simple.

Si A est un corps gauche, on peut appliquer le théoréme 4 : tout idéal
bilatere de A ® L est engendré par son intersection avec L, qui est (0) ou L,
donc A ® L est simple.

Si A est quelconque, on peut écrire A = k, ® K, ot K est un corps, d’ou :

AL=k, @ K®L) =k, K,
K’ étant un autre corps gauche. Il en résulte :

AL=K

mn

d’ou le théoreme.
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COROLLAIRE. — Soit A une algébre simple, centrale et finie sur k. Alors [A :
k] est un carré.

Prenons pour L une extension algébriquement close de k. L’algebre A ® L
peut étre munie d’une structure d’algebre sur L, et 'on a :

A®L:L]=[A: k.

Mais A ® L est une algebre simple, centrale sur L, et finie sur L. Il résulte
alors de 5-a) que c’est une algebre de matrices sur L, et [A ® L : L] est bien
un carré.

A toute algebre centrale, simple et finie sur k, soit A, faisons correspondre
son produit tensoriel avec L, considéré comme algebre centrale, simple et finie
sur L. Autrement dit, étendons le corps de base de A de k a L. Il est clair que
deux algebres semblables restent semblables : on obtient ainsi une application
canonique ¢y 1, du groupe de Brauer Bry, dans le groupe de Brauer Bry,. Je dis
que @1, est un homomorphisme. Cela résulte de la formule :

(A®rL)®nL (A'®rL) = (A®rA) @ L,

oll ® et ®1, désignent les produits tensoriels pris sur k et sur L respectivement.
Nous désignerons le noyau de ¢ 1, par Hy 1. C’est un sous-groupe du groupe
de Brauer Bryg, le sous-groupe formé des classes d’algebres qui deviennent des
algébres de matrices quand on étend le corps de base & L. On dit aussi que ce
sont les algebres qui admettent L comme corps de décomposition (ou qui sont
neutralisées par L).

Toute algebre A admet L pour corps de décomposition si L est algébrique-
ment clos, puisqu’alors Bry, = (0). En fait, des extensions finies suffisent :

THEOREME 7. — Le groupe Bry, est réunion des sous-groupes Hy 1, ot L par-
court l’ensemble des extensions finies de k.

Soit A une algebre de base (e;), de table de multiplication (c;jx); nous
devons montrer qu’il existe une extension finie L de k, telle que A ® L soit
une algebre de matrices sur L. On sait que ceci est réalisé si on prend pour
corps une extension algébriquement close M de k. Ceci signifie qu’il existe des
mi; € M tels que ) m;je; = E; aient pour table de multiplication la table
bien connue des algebres de matrices. Soit L = (k,m; ;) le corps obtenu en
adjoignant a k les m;;; il est clair que L répond a la question.

Remarque. — On peut montrer qu’il suffit de considérer les extensions qui
sont galoisiennes sur k, cf. n° 10.
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7. Le théoréme de Skolem-Noether

THEOREME 8. — Soit A une algébre simple finie et centrale sur k; soient f
et g deux k-homomorphismes d’une algébre simple B dans A. Il existe alors
un élément inversible x € A, tel que f(b) = x - g(b) - % pour tout b € B.

Si A est une algeébre de matrices sur k, le théoréme précédent signifie que
deux représentations matricielles de B de méme degré sont isomorphes, ce qui
a déja été démontré (cor. 2 au th. 2).

Dans le cas général, soit A° 'algeébre opposée de A ; formons B ® A° et
A ® A°, et prolongeons f et g en des homomorphismes f’ et g’ de la premiere
algebre dans la seconde, en posant :

fbea)=fb)®a, ¢gb®a)=gb)Ra (beB, acA°).

Comme A ® A° est une algébre de matrices sur k (cor. 2 au th. 4), il existe,
d’apres la premiére partie de la démonstration, un z € A ® A° tel que :

flfbRa)=2-¢d(b®a)-z7'.

Si 'on prend b = 1, on voit que x commute aux éléments de la forme 1 ® a
(a € A®), donc appartient & A ® 1 (Lemme 4), et on peut ’écrire x ® 1, avec
z € A. On a alors :

fo)y=z-g(b) -z, c.q.f.d.

COROLLAIRE. — Tout k-automorphisme d’une algébre simple finie et centrale
sur k est un automorphisme intérieur.

8. La commutation dans les algébres simples

THEOREME 9. — Soit A une algébre simple, finie et centrale sur k. Soient B
une sous-algébre simple de A, et C le commutant de B dans A. Alors C est

simple, B est le commutant de C, et [B: k]-[C: k] = [A : k].

Désignons par E 'algebre B considérée comme k-espace vectoriel, et soit
L(E) lalgébre des k-endomorphismes de E. On peut faire opérer B sur E par
multiplication & gauche : cela revient a plonger B dans L(E). On sait que
le commutant de B dans L(E) n’est autre que l'algébre des multiplications &
droite de E, isomorphe a B°.

Ceci étant, considérons l’algeébre simple A ® L(E). On peut y plonger B de
deux fagons : par B® 1 et par 1 ® B. Le commutant de B& 1 est CQ L(E), et
celui de 1 ® B est A ® B® (Lemme 4).

Mais d’apres le théoréme 8, il existe un automorphisme intérieur de AQL(E)
qui transforme B® 1 en 1 ® B; cet automorphisme transforme donc aussi les
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commutants de ces deux algebres 'un dans ’autre, et, en particulier, ces deux
algebres sont isomorphes.

Il en résulte d’abord que C ® L(E) est simple puisque A ® B° l’est, donc C
est simple.

D’autre part :

[CRL(E): k] =[C:k]-[B:k]* et [A®B°:k]=[A:k][B:k].

D’ou : [A: k] =[B:k][C:EKl.

Si B’ désigne le commutant de C dans A, on a B’ D B. Mais d’apres ce qui
vient d’étre démontré : [A : k] = [C : k]-[B’ : k], dou [B : k] = [B’ : k] et
B=DB.

COROLLAIRE 1. — Si B est centrale sur k, B et C sont linéairement disjoints
surk, et A=B®C.

Les centres de B et de C sont égaux & BNC, donc sont réduits a k. L’algebre
B®C est donc simple et centrale sur k, et ’homomorphisme canonique de cette
algebre sur le produit de B et de C dans A est un isomorphisme. Comme B® C
et A ont méme dimension, cet isomorphisme applique B ® C sur A.

COROLLAIRE 2. — Soit L un sous-corps commutatif d’une algébre A simple,
finie et centrale sur k. Pour que L soit son propre commutant dans A, il faut
et il suffit que [A : k] = [L : k]? ou que L soit un sous-anneau commutatif

mazimal de A.

Soit L’ le commutant de L dans A ; puisque L est commutatif, on a L’ D L.
D’apres le th. 9, il est clair que L' = L équivaut a :

[L:k?=1[A:k].

D’autre part, si L' = L, tout sous-anneau commutatif de A contenant L est
contenu dans L/, donc égal & L, et L est un sous-anneau commutatif maximal
de A. Réciproquement, s’il en est ainsi, tout élément commutant a L est dans L,
dou L' = L.

COROLLAIRE 3. — Tout sous-corps commutatif mazimal L d’un corps gauche
D est tel que [L : k]> = [D : k].

Résulte du corollaire précédent et du fait que tout sous-anneau de D est un
SOUS-COrps.
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9. Le critéere de décomposition

Soient k£ un corps commutatif, Bry le groupe de Brauer de k et W un élément
de Brg, c’est-a-dire une classe d’algebres simples, finies et centrales sur k. Si
L est une extension de k, rappelons que L est dit corps de décomposition de
W si I'image de W dans Bry, est 0.

THEOREME 10. — Les deuz conditions suivantes sont équivalentes :
a) L est un corps de décomposition de W ;

b) Il existe A € W, avec L C A et [A: k] = [L: k]2

a) = b) — Soit B € W ; puisque L est corps de décomposition de B, il I’est
aussi de B° et B° ® L est une algebre de matrices sur L, ou encore 1’algebre
L(EL) des endomorphismes d’un L-espace vectoriel Er,. Soit E I’algebre des
k-endomorphismes de Er,. L’algébre B° se trouve donc plongée dans L(E), et
son algebre commutante est L (c’est ce qui exprime le fait que B° ® L est
lalgebre des L-endomorphismes de Er,). Soit A l'algebre commutante de B°
dans L(E). Je dis que A répond aux conditions imposées.

Tout d’abord, il est clair que A contient L, et que A est une algebre simple.
En outre [B: k|-[A: k] = [L(E) : k] = [B°® L : k]-[L : k], d’ou

[A: K] =[L:k?2.

Enfin, d’apres le corollaire 1 au th. 9, A est centrale sur k et B°P® A = L(E);
ceci montre que la classe de A est 'opposée de celle de B°, donc est W.

b) = a) — Il suffit de montrer que A est décomposée par L. Pour cela, re-
marquons que, d’apres le corollaire 2 au th. 4, on a A® A° = L(V), algébre des
k-endomorphismes de ’espace vectoriel V. Plongeons L dans A°; son commu-
tant dans L(V) est alors A ® L. Mais ceci signifie que A ® L est Palgébre des
L-endomorphismes de V, et W est bien décomposée par L.

COROLLAIRE 1. — Tout sous-corps commutatif mazimal d’un corps gauche D
est corps de décomposition de D.

Résulte immédiatement du corollaire 3 au th. 9.

COROLLAIRE 2. — Soit D un corps gauche et posons [D : k] = r2. Pour tout
corps de décomposition L de D, [L : k| est un multiple de r.

L’algébre A du théoréme précédent est une algebre de matrices d’ordre n
sur D. On a donc [A : k] = n?r?, d’ou [L : k] = nr.

Remarque. — 11 ne faudrait pas croire cependant que tout corps de décom-
position de D contienne un sous-corps commutatif maximal de D, ni que les
sous-corps commutatifs maximaux de D soient isomorphes.
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10. Existence de corps de décomposition galoisiens

Lemme 5. — Soit D un corps gauche fini sur son centre k, et distinct de k.
1l existe un sous-corps commutatif M de D sur k, séparable sur k, et distinct
de k.

Sinon tout élément de D est radiciel sur k, c’est-a-dire vérifie la condition :
p° ;
2P € k pour au moins un e.

Comme D est fini sur k, on voit tout de suite qu’il existe un entier e tel que
I’équation précédente ait lieu pour tout = € D.

Soit alors e; une base de D sur k, telle que e; = 1. Si ’on écrit un élément
z € D sous la forme z = ), z;e;, I’élément zP° $’écrit sous la forme :

acpe = Z Pj(wi)ej s
J

ou les P; sont des polynémes par rapport aux x; dont les coeflicients s’ex-
priment au moyen des éléments de la table de multiplication de D. Par hypo-
these, on a Pj(x;) = 0 (j # 1) pour tout systeme de valeurs des z;. Comme
on peut supposer que k est infini (puisque toute extension finie d’un corps fini
est séparable), ceci montre que les P; (j # 1) sont tous identiquement nuls.

Mais alors, on a encore la méme condition : zP° € k lorsqu’on étend le corps
de base. En particulier, étendons-le a4 une cloture algébrique de k; on obtient
une algebre de matrices qui contient des idempotents x qui mettent en défaut
le résultat précédent. Ceci acheve la démonstration.

THEOREME 11. — Tout corps gauche D, fini sur son centre k, contient un
sous-corps commutatif mazimal qui est séparable sur k.

Soit L un sous-corps séparable maximal de D. Montrons que L est un sous-
corps commutatif maximal de D ; pour cela, soit D’ le commutant de L dans D;
c’est un corps gauche, de centre L. S’il n’était pas confondu avec L, il y aurait,
d’apres le lemme, un corps L', avec L C L' € D/, L # L/, et L/ séparable sur L.
Mais alors L/ serait séparable sur k, ce qui est contraire au caractére maximal
de L. Il en résulte que D’ = L, et L est bien un sous-corps commutatif maximal
de D.

COROLLAIRE. — Tout W € Brp admet un corps de décomposition qui est
galoisien sur k.

II suffit de le voir pour un corps gauche D. Or, d’apres le th. 11 et le cor. 1
au th. 10, D admet un corps de décomposition L qui est séparable sur k. Si
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L’ désigne une extension galoisienne quelconque de k qui contienne L (et il y
en a), L' est a fortiori corps de décomposition de D.

11. Correspondance entre algebres simples et extensions de
groupes

Soit k£ un corps, L une extension galoisienne et finie de & ; nous allons étudier
le sous-groupe Hy 1, de Bry formé des classes d’algebres simples centrales et
finies sur k£ qui admettent L pour corps de décomposition.

Soit G le groupe de Galois de L/k, L* le groupe multiplicatif des éléments
non nuls de L. Le groupe G opére sur L*, et on peut définir le groupe Q(G, L*)
des extensions de G par L* (voir Exposé 5).

THEOREME 12. — Les groupes Hy 1, et Q(G,L*) sont isomorphes.

Ce théoréme sera démontré dans ce n° et dans le suivant.

Nous allons commencer par définir une application v : Hy1, — Q(G,L*).
Si W € Hy, il existe, d’apres le théoreme 10 une algebre A € W contenant
L et telle que [A : k] = [L : k]?. Cette algébre est donc bien déterminée, &
k-isomorphisme pres. Plongeons L dans A, ce que nous savons étre possible,
et soit E ’ensemble des éléments inversibles de A qui définissent des auto-
morphismes intérieurs laissant stable L. Autrement dit, x € E signifie que
z-L.-z7l=L.

Un tel élément définit un automorphisme de L/k, c’est-a-dire un élément
g € G. Je dis que la suite :

1 —L*—E—G—1

est ezacte (les deux homomorphismes étant, le premier, 'injection de L* dans
E, et le second, celui qui vient d’étre défini). Il y a deux choses & vérifier :

a) que E — G est surjectif. Ceci signifie que tout k-automorphisme peut
étre prolongé en un automorphisme intérieur de A, ce qui résulte du th. 8.

b) que le noyau de E — G n’est autre que L*. Ceci signifie que les seuls
éléments de E qui commutent & L* sont les éléments de L*, ce qui résulte du
corollaire 2 au th. 9.

Le groupe E définit un élément u(W) € Q(G,L*). Il résulte du th. 8 que cet
élément ne dépend pas de la fagcon dont on a plongé L dans A.

Lemme 6. — L’application u : Hy 1, — Q(G,L*) définie ci-dessus est un ho-
momorphisme.
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(Nous utiliserons la définition de la multiplication dans Q(G,L*) donnée
par BAER — Voir Appendice.)

Soient W, W/, W” = W+W’ € Hy 1,, et soient B W,B € W, BB’ € W".

Les algebres B°®L et B’° ® L sont isomorphes aux algebres des L-endomor-
phismes des L-espaces vectoriels, V et V. Il en résulte que B° ® B’° @ L est
isomorphe & ’algébre des L-endomorphismes de V ®, V/ = V",

Cherchons les algebres A, A’, A", telles que A € W,A’ €¢ W/,A”" ¢ W et
que

[A:k]=[A": k] =[A": k] = [L: k]2

D’apres la démonstration du théoréeme 10, on peut les obtenir en prenant
les k-endomorphismes de V,V’ et V” qui commutent avec B°,B’°,B° @ B/°
respectivement.

Désignons par E,E’, E” les éléments inversibles de A, A’, A” qui définissent
des automorphismes intérieurs laissant L stable. Soient u € E,\A € L,x € V,
et notons A9 le transformé de \ par 'image g de u dans G, groupe de Galois
de L/k. Par définition, on a :

udu"t =\

En appliquant ceci & u(x), on obtient u(Ax) = Au(x), ce qui exprime que u est
semi-linéaire relativement a g. On peut donc donner une autre caractérisation
de E : E est formé des automorphismes semi-linéaires de V qui commutent
3 B°. Idem pour E’ et E”.

Soient alors u € E,u € E’, définissant le méme élément g € G. On peut
définir 'opérateur u ® v’ sur V ®1, V' par la formule :

(u@u)(z®a) =u()®u(z).

Soit (E, E’) le sous-groupe de E x E’ formé des éléments ayant méme projection
dans G. L’application (u,u') — u ® v’ définit un homomorphisme de (E,E’)
dans E”, car on voit tout de suite que les automorphismes u ® v’ sont semi-
linéaires relativement au méme g, et commutent & B° @ B’°. Soit E; l'image
de (E,E’) par cette application. E; contient évidemment les homothéties par
les éléments de L*, et, pour tout g € G, contient des éléments g-semi-linéaires.
Il en résulte que E; = E”. D’autre part, le noyau de (E,E’) — E” contient les
couples (A\,A"1), X\ € L*, et rien d’autre comme on le voit immédiatement. II
s’ensuit que E” est obtenu a partir de E et E/ par le procédé de Baer, ce qui
acheve la démonstration.
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12. Construction d’un produit croisé

Nous allons maintenant procéder en sens inverse et définir une application
v:Q(G,L*) — Hp1.
Pour cela, soit donnée une suite exacte :
1—L*—E—G—1.

Nous allons construire & partir de 14 une algebre A, dite produit croisé de L/k
par E.

Construction — Soit Z(E) l’algebre de E sur Panneau Z des entiers; tout
élément z € Z(E) peut s’écrire d’une et d’une seule fagon sous la forme :

zzz:nsz, n. €4, x€kE.
X

En particulier, les éléments X sont définis si A € L*.
Considérons I’idéal bilatére a engendré par :

n {XA—FX#—X,\JFM A gy A+ p € L*,

Xy + X_y Aelr.
THEOREME 13. — L’anneau quotient A = Z(E)/a contient L et a pour centre
k; en outre c’est une algebre simple sur k, telle que [A : k] = [L : k]?.

Remarquons d’abord que a est égal a l'idéal a gauche engendré par les
éléments de la forme (1). En effet, on a :

(X)\ + X—)\) Xy =Xy (mel)\z + X—zfl)\z) )
(X/\ + X,u - X/\-i-u) Xy =Xz - (Xa:—l)\z + Xx_luz + Xw_1(>\+u)x) .

Soit maintenant g € G, et notons I, I’ensemble des = € E se projetant sur g,
M, le sous-groupe de Z(G) engendré par les éléments de I;, Ny I'image de M,
dans A = Z(E)/a.

Z(E) est somme directe des My, g € G. Je dis que a est aussi somme directe
des aNM,. II suffit de voir que a est engendré par les anNM,. Or a est engendré
par les produits des X, et des éléments de la forme (1) ; comme chacun de ces
produits est contenu dans un My, il en résulte que a est bien engendré (en tant
que groupe abélien) par ceux de ses éléments qui sont dans I'un des M. Il en
résulte que A est somme directe des Ny, g € G. Nous allons déterminer ces Ng.
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Tout élément de My est congru modulo a & 0 ou a un X,z € I,. En effet, il
suffit de le voir pour X, +¢X,, avece = 1. Or y = Az, A € L*, et on a donc :

Xz +eXy =Xiqpermod. a sil+el#0,
Xz +eXy =0mod. a sil4+eX=0.

Montrons qu’une telle représentation est unique : soit xo € I, et écrivons
tout y € I; sous la forme : y = Ay - 29, Ay € L*. A tout z € M, faisons
correspondre un élément u(z) € L, en prolongeant par linéarité I’application
y — Ay. Un calcul immédiat montre que u(z) est nul pour tout z € a N M,.
Il en résulte que u(z) prend la méme valeur pour deux éléments z, 2z’ congrus
modulo a. En appliquant cela & X, et X,/, z # 2, on voit que X, et X,/ ne
sont pas congrus mod. a, et ne sont pas non plus congrus a 0. D’ou 'unicité
cherchée. Nous avons donc démontré ceci :

A est somme directe des Ng; chaque Ny peut étre considéré comme la
réunion de I, et d’un élément noté 0. L’addition est définie dans Ny par trans-
port par translation a partir de l’addition de L. La multiplication est celle de
E.

(On aurait pu prendre ce qui précede comme définition de A.)

En particulier, les éléments de Ny forment un sous-anneau de A isomorphe
aLl,etona:[A:k]=][L:k](ordre de G) = [L : k]?.

L est son propre commutant dans A et k est le centre de A.

Reste & voir que A est simple. Pour cela, soit u4(g € G) un élément quel-
conque # 0 de Ny. Les uy forment une base de A considéré comme L-espace
vectoriel a gauche. Si m est un idéal bilatere de A, soit = Zg Aglg un élé-
ment primordial de m par rapport aux ug. Soit u € L, et formons z - u € m.

Ona:
Top= Agrug =Y Ag-plug.
g g

D’apres les propriétés des éléments primordiaux, il en résulte que 9 ne dépend
pas de g, lorsque g est tel que Ay # 0. Ceci exige qu’il n’y ait qu'un seul g
jouissant de cette propriété, et 1’élément u, correspondant est alors dans m.
Comme u, est inversible, ceci entraine m = A, c.q.f.d.
Le théoreme précédent nous permet de définir une application canonique

v:Q(G,L*) — Hg1,.
Ona:uov=1.

Ceci signifie que, lorsqu’on fait la construction précédente, et que ’on prend
A dans I’ensemble des éléments définissant des automorphismes intérieurs sta-
bilisant L, on retrouve la suite exacte dont on était parti. C’est évident.
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Ona:vou=1.

Soit A une algebre simple et centrale sur k, contenant L, et telle que ’on ait
[A : k] = [L : k]?. Elle définit une suite exacte, & partir de laquelle on définit
une algebre A’. Il faut montrer que A’ est isomorphe & A.

En effet, Papplication canonique de E dans A définit un homomorphisme
canonique Z(E) — A. Dans cet homomorphisme, les éléments du type (1)
donnent 0, d’oll par passage au quotient un homomorphisme A’ — A, qui
prolonge E — A. Comme A’ est simple, cet homomorphisme est injectif, et,
comme A et A’ ont méme dimension sur k, I'image de cet homomorphisme
est A.

La démonstration du théoréeme 12 est donc achevée.

13. Exemples
On a montré dans I’exposé précédent que Q(G,L*) = H?(G,L*). On a donc :

THEOREME 14. — Le groupe Hy 1, est isomorphe au second groupe de coho-
mologie H?(G,L*) de G & valeurs dans le groupe multiplicatif de L.

COROLLAIRE. — Tout élément de Bry est d’ordre fini.

En effet, il suffit de montrer que tout élément de Hy 1, est d’ordre fini si L
est une extension galoisienne de L. Or, on a vu que tout élément de H'(G, A),
i > 1, est d’ordre divisant n, nombre d’éléments de G.

Remarque. — En fait, on peut, au moyen des systeémes de facteurs de Brauer,
donner un résultat plus précis : si W € Bry, et si D est le corps gauche contenu
dans W, on a r - W = 0, ol r est 'entier tel que [D : k] = r2.

Examinons plus particulierement le cas ou G est cycligue. On sait que, si A
est un groupe sur lequel opere G, on a :

H?(G,A) = A’/A",
ot A’ désigne le sous-groupe de A formé des a € A tels que g-a = a pour tout
g € G, et ot A” désigne le sous-groupe de A formé des > gec 9 a
Dans le cas qui nous intéresse ici, c’est-a-dire A = L*, on a A’ = k*, et
A" = Ny, ,(L*), groupe multiplicatif des normes des éléments de L*. On a
donc :

THEOREME 15. — Si le groupe de Galois de L/k est cyclique, on a :
Hyp = k" /Ny /(L")
COROLLAIRE 1. — Tout corps fini est commutatif.
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Ceci veut dire que Bry = 0 si k est fini; il suffit de voir que Hy 1, = 0 pour
toute extension finie de k. Mais L est alors cyclique sur k, et tout élément de
k* est norme d’un élément de L* (BOURBAKI, Alg. V, §11). Le corollaire en
résulte.

COROLLAIRE 2. — Brr =Z/2Z .

En effet, la seule extension galoisienne non triviale du corps des nombres
réels est C, et 'on a Ng/g(C) = R4. Comme R*/R = Z/2Z, ceci démontre
le corollaire.

COROLLAIRE 3. — Toute algébre simple centrale sur R est semblable ¢ R ou
au corps des quaternions.

Résulte immédiatement du corollaire 2.
Bibliographie supplémentaire (pour les produits croisés en particulier)

J. DIEUDONNE, La théorie de Galois des anneauz simples et semi-simples, Comm.

Math. Helv. 21 (1948), 154-184.
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Séminaire Cartan 21 décembre 1953 et 11 janvier 1954
1953-54, exposés n°* IV et V

FONCTIONS AUTOMORPHES
D’UNE VARIABLE : APPLICATION
DU THEOREME DE RIEMANN-ROCH

§1. Enoncé du théoréeme de Riemann-Roch

Soit X une variété analytique complexe de dimension 1 (i.e. une «surface
de Riemann») connexe et compacte. Au point de vue topologique X est une
surface orientable, donc son premier nombre de Betti est pair, soit 2g. L’entier
positif g est dit le genre de X.

Conformément aux définitions générales (cf. exposé I, Appendice), un divi-
seur D sur X est un élément du groupe libre admettant comme base I’ensemble
des points de X. Autrement dit, on a :

D=> np-P,

PeX

ol les np sont des éléments de Z nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

Le diviseur D est dit positif si np > 0 pour tout P € X ainsi le groupe des
diviseurs est un groupe ordonné (partiellement).

Le degré du diviseur D est ’entier :

deg(D) = > mp.
PeX

Soit P un point de X et soit tp une uniformisante locale en P, c’est-a-dire
une carte locale en P appliquant P sur 0. Si f est une fonction méromorphe
au voisinage de P, on peut définir 'ordre de f en P : c’est 'unique entier n
tel que f = (tp)™ - g, ou g est holomorphe et non nulle au voisinage de P (si
f =0, on prend n = 400, par convention). L’entier n dépend de P et de f;
nous le noterons op(f). On a op(f1 + f2) > Inf(Op(fl),Op(fQ)) et op(fife) =
op(f1) +op(f2). Si f # 0, les op(f) sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux,
et ’expression

()=D_or(f)-P

PeX
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est un diviseur, appelé le diviseur de f (f étant une fonction méromorphe sur
X tout entier, bien entendu). Cette définition est en accord avec la définition
générale donnée dans 'exposé I, Appendice.

Un diviseur de la forme (f) est dit linéairement équivalent a 0. Les diviseurs
linéairement équivalents & 0 forment un sous-groupe du groupe des diviseurs;
le groupe quotient est appelé groupe des classes de diviseurs; deux diviseurs
D; et Dq sont dits linéairement équivalents (ce que l'on écrit D1 ~ Do) si
D1 — D5 est linéairement équivalent a 0, c’est-a-dire si D1 et Do appartiennent
a la méme classe.

Si D1 ~ Dsg, on a deg(Dy) = deg(D3). Il suffit de voir que deg(f) = 0
pour toute fonction méromorphe f # 0 définie sur X tout entier; or deg(f)
n’est autre que la somme des résidus de la différentielle méromorphe df/f,
et la formule deg(f) = 0 résulte alors du théoréme des résidus (cf. plus bas).
On peut également démontrer que deg(f) = 0 en prouvant tout d’abord (par
un raisonnement local classique) que le nombre de points P tels que f(P) = A
(A € CU{o0}) est localement constant quand \ varie, donc constant (& condi-
tion de compter ces points avec leur ordre de multiplicité) et en appliquant
ceci a A =0 et A = 0o, on trouve bien deg(f) = 0.

On peut donc parler du degré d’une classe de diviseurs.

SiD =3 pcxnp - P est un diviseur, nous noterons L(D) I’espace vectoriel
des fonctions méromorphes f telles que op(f) > —np pour tout P € X; pour
qu’une fonction f # 0 appartienne & L(D), il faut et il suffit que le diviseur de
f vérifie (f) > —D, ou encore (f) + D > 0. Inversement, si D’ est un diviseur
> 0 linéairement équivalent & D, on peut écrire D’ = (f) 4+ D, ot f € L(D) est
déterminé a un facteur scalaire prés. Si’on note ¢(D) la dimension de I’espace
vectoriel L(D), on voit donc que ¢(D) > 1 signifie qu’il existe un diviseur
D’ > 0, D’ ~ D; dans ce cas, on a évidemment deg(D) > 0.

Si Dy ~ D2, L(Dy) est isomorphe & L(D3), d’ou ¢(D;) = £(D3). Si ¢(D) > 1,
il existe D’ ~ D, D’ > 0, et 'on a ¢(D’) = ¢(D); or L(0) est de dimension
1, donc D' # 0, et deg(D) = deg(D’) > 0. Ainsi, pour que £(D) > 1, il est
nécessaire (mais non suffisant en général, si g # 0) que deg(D) > 0.

Sur X, on a la notion de différentielle méromorphe : c’est une forme diffé-
rentielle w de degré 1 qui, au voisinage de chaque point P € X, peut s’écrire
w = f-dtp, ou f est méromorphe, et ou tp désigne une uniformisante locale
en P. L’ordre de w en P, op(w), est égal par définition & op(f). Le diviseur (w)
de w est

(w) =Y op(w)-P.
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Le résidu en P de w est le coefficient de 1/tp dans le développement de f
en série de Laurent; il ne dépend pas du choix de tp; on le note resp(w). Le
théoréme des résidus affirme que

Z resp(w) = 0.

PeX

(Pour démontrer le théoreme des résidus, on peut, par exemple, appliquer la
formule de Stokes & w et au domaine formé en retirant de X des petits disques
contenant les poles de w.)

Si D = ) pexnp - P est un diviseur, nous noterons I(D) Iespace vectoriel
des formes méromorphes w telles que op(w) > np pour tout P € X et i(D) =
dimI(D). Pour que w # 0 appartienne a I(D) il faut et il suffit que (w) > D.
Si D ~ D', I(D) est isomorphe & I(D’) et i(D) = 4(D’).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de Riemann-Roch :

THEOREME DE RIEMANN-ROCH. — Pour tout diviseur D sur X, on a :
(1) ¢(D) —i(D) = deg(D) +1—g

[Pour la démonstration, voir par exemple :

H. WEYL, Die Idee der Riemannschen Fliche, Teubner, Leipzig (1913), p. 122;
L. SCHWARTZ, Sur un mémoire de Kodaira, Sém. Bourbaki, exposé n° 32, Mai
1950.

La théorie des faisceaux analytiques permet de présenter ces démonstrations
sous une forme plus agréable, et surtout mieux adaptée a une généralisation a
n variables. Cf. des notes récentes de Kodaira et Spencer aux Proc. Nat. Acad.
Sc. U.S.A. 1953.

Lorsque 'on sait déja que le corps des fonctions méromorphes sur X a le
degré de transcendance 1 et sépare les points de X (c’est le cas dans applica-
tion que nous ferons au §2), on peut appliquer les démonstrations algébriques
de Riemann-Roch; voir par exemple :

A. WEIL, Zur algebraischen Theorie der algebraischen Funktionen, J. Crelle 179,
1938, 129-133,

C. CHEVALLEY, Introduction to the theory of algebraic functions of one variable,
Math. Surveys VI (Th. 7, p. 33).

Si lon procede ainsi, il faut en outre montrer que le genre de X (défini de
facon purement algébrique) est bien la moitié du premier nombre de Betti —
cela peut se faire en remarquant que le nombre algébrique de zéros d’une diffé-
rentielle holomorphe est égal a ’opposé de la caractéristique d’Euler-Poincaré
de X, d’aprés un théoreme classique de HOPF.]
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Nous nous bornerons ici a donner quelques conséquences immeédiates du
théoréeme de Riemann-Roch :

a) Il existe une fonction méromorphe non constante sur X.

En effet, si deg(D) est assez grand, on a ¢(D) > 1, ce qui serait impossible
si les seules fonctions méromorphes étaient les constantes.

Il s’ensuit, d’apres 'exposé 11, que le corps des fonctions méromorphes sur
X est un corps de fonctions algébriques d’une variable.

b) 1l existe une différentielle méromorphe w non identiquement nulle sur X.

On prend w = df, ou f est méromorphe non constante (on peut aussi
appliquer la formule de Riemann-Roch, avec deg(D) assez petit).

Toute différentielle méromorphe w’ peut alors s’écrire w’ = f-w ou f est
méromorphe; d’ott (') = (f) + (w), ce qui montre que les diviseurs des dif-
férentielles méromorphes # 0 forment une seule classe de diviseurs, appelée
classe canonique.

c) Si K = (w) appartient & la classe canonique, et si D est un diviseur sur X,
lespace I(D) est isomorphe a l’espace L(K — D).

En effet, pour que w’' = f - w appartienne a I(D), il faut et il suffit que
(W) = (f)+ K =D, c’est-a-dire (f) > —(K—D) i.e. f € L(K—D).

On a donc i(D) = ¢{(K — D), et le théoréeme de Riemann-Roch peut s’écrire
sous la forme équivalente :

(2) ¢(D) — {(K — D) = deg(D) + 1 — g.

d) En faisant D = 0 dans (1), on voit que ¢(0) = g; l’espace vectoriel des formes
différentielles holomorphes est de dimension g.
On a ¢(K) =i(0) = g, et i(K) = £(0) = 1. En faisant D = K dans (1), on
trouve donc :
deg(K) =29 — 2.
e) Sideg(D) >29—2, 0n a
(3) (D) =deg(D)+1—g.
En effet, on a alors deg(K — D) < 0, d’ou ¢(K — D) = 0 d’apres ce qui a été
dit plus haut, et on applique la formule (2).

La formule (3) montre donc que, si deg(D) est «assez grand», ¢(D) est
déterminé par deg(D), ce qui est trés commode dans les applications. Par
exemple :

f) Sideg(D) > 2g—1, pour tout P € X il existe D' ~ D, D' > 0 tel que P ¢ D’.

(Autrement dit, la série linéaire compleéte |D|, formée des diviseurs positifs
D’ équivalents & D, n’a pas de points fixes.)
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Si np est le coefficient de P dans D, P’assertion f) revient a dire qu’il existe
f € L(D) avec op(f) = —np; or, si une telle fonction n’existait pas, on aurait
L(D) =L(D — P), d’ou (D) = ¢(D — P), ce qui est en contradiction avec (3).

g) Soit fo,..., fn une base de L(D), D étant un diviseur tel que deg(D) > 2g.
Pour tout x € X, soit F(x) le point de l’espace projectif Pp(C) de coordonnées
homogénes fo(z),..., fn(x). L’application F est un isomorphisme analytique
de X sur une sous-variété sans singularités de Pp(C) et le diviseur D est
équivalent a une section hyperplane de F(X).

Il est évident que F ne change pas lorsque 'on remplace D par un diviseur
équivalent; en particulier on peut supposer [d’apres f)] que D est positif. La
fonction constante 1 appartient & L(D) et peut s’écrire 1 = ) ¢;- f;; appliquant
a nouveau f) on montre alors que la section de F(X) par I’hyperplan »_ ¢;-X; =
0 est F(D).

Soit np le coefficient de P dans D; si P # Q, il y a f € L(D) tel que
op(f) = —np+1et oq(f) = —nq [appliquer f) au diviseur D — P]; cela signifie
qu’il existe un hyperplan de P (C) passant par F(P) mais pas par F(Q) : donc
F est injectif.

Enfin, pour tout P € X, il existe f € L(D) tel que op(f) = —np + 1
[appliquer encore f) & D — PJ; cela signifie qu’il existe un hyperplan de P, (C)
passant par P et ayant une intersection simple avec F(X) en P; donc tout point
de F(X) est simple, et F est bien un isomorphisme analytique.

A cause d’un théoreme de CHow, F(X) est une courbe algébrique (sans
singularités).

§ 2. Application du théoréme de Riemann-Roch aux fonctions
automorphes

Soient Y le disque unité |z| < 1 de C, et G un groupe discret d’automor-
phismes de Y tel que X = Y/G soit compact (nous étudierons un cas plus
général au § suivant). Nous noterons 7 la projection canonique Y — X. Pour
tout ¥y € Y nous noterons Gy le stabilisateur de y dans G, i.e. 'ensemble des
o € G tels que o(y) = y.

Lemme. — Pour tout y € Y, le groupe Gy est cyclique fini d’ordre e, et il
existe une uniformisante locale z, en y telle que les éléments de G, soient les
homothéties zy — -z, ot € parcourt le groupe des racines ey-iemes de l'unité.

Par une transformation homographique, on est ramené au cas particulier ou
y = 0. Or les transformations de G laissant fixe 0 sont de la forme z — e>™¥ 2
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(appliquer le lemme de Schwarz, par exemple) et d’autre part, forment un
sous-groupe fini de G. Le lemme résulte immédiatement de la.

(En fait, le lemme précédent n’est pas spécial au disque unité : H. CARTAN
a démontré que tout groupe compact d’automorphismes analytiques d’une
variété analytique complexe Y admettant un point fixe 0 est localement — au
voisinage de 0 — isomorphe & un groupe linéaire.)

Si z est un point de X, les groupes Gy, y € 7~ 1(z), sont conjugués dans G
et ont donc le méme ordre, que nous noterons e, et appellerons [’indice de
ramification de x. Si e; > 1, nous dirons que = est ramifié : cela signifie que
xz = 7(y) avec Gy # {1}; comme de tels points y sont isolés (a cause du lemme
précédent, par exemple), 'ensemble des points ramifiés de X est fini.

Nous allons maintenant munir X d’une structure de variété analytique com-
plexe de dimension 1; pour cela, il suffit de donner, pour tout point z € X,
une uniformisante locale ¢, en x, et de vérifier certains axiomes. Si z = 7 (y),
y € Y, nous prendrons pour ¢, la fonction (z,)®, ol 2z, et e, ont les propriétés
indiquées dans le lemme ci-dessus; cela a un sens, car la fonction (z,)% est évi-
demment invariante par G,, donc définit par passage au quotient une fonction
sur X, définie au voisinage de z; pour qu’une fonction f, définie au voisinage
de z, soit fonction holomorphe de t,, il faut et il suffit que f = fow, définie au
voisinage de y, soit holomorphe; ainsi l’anneau O, des fonctions holomorphes
en x est isomorphe au sous-anneau de Oy formé des fonctions invariantes par
le groupe G,. Ceci montre en particulier que la structure analytique de X ne
dépend pas du choix de z,; quant & la vérification des axiomes des variétés
analytiques, elle est immédiate.

L’application 7 : Y — X est analytique; c’est méme localement un isomor-
phisme en dehors des points ramifiés; s’il n’existe aucun tel point, Y est le
revétement universel de X, et G est isomorphe au groupe fondamental 7 (X)
de X. Si P est un point de X, nous noterons, comme au § 1, op(f), resp. op(w),
Pordre en P d’une fonction méromorphe f, resp. d’une différentielle méro-
morphe w. D’autre part, soit h une fonction méromorphe sur Y, automorphe
de poids quelconque; si Q' = o - Q, avec 0 € G, on a og(h) = oq (h); donc
oq(h) ne dépend que de la projection 7(Q) de Q dans X, nous pouvons le
noter op(h), si P = 7(Q).

Les ordres op et op ont des relations étroites :

a) Si f est méromorphe sur X, et si fz f om est la fonction automorphe
de poids 0 définie par f surY, on a:

op(f) =ep-op(f), ep = indice de ramification en P.
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b) Siw est une différentielle méromorphe sur X, m*(w) est une différentielle
surY invariante par G, donc (exposé I, n° 3) égale a g-dz, ot g est automorphe
de poids 1, et l’on a:

ap(g) =ep - Op(w) +ep — 1.

Les propriétés a) et b) se démontrent par un calcul local immédiat. Pour a),
on écrit f sous la forme :

f= (tp)OP(f) - f1, ou fi est holomorphe # 0 en P,
d’otr : B _
f=(zq)*rY- i (x(Q)=P),

ce qui montre bien que l'ordre de fen Q est ep-op(f). Démonstration analogue
pour b).

Nous choisirons maintenant, une fois pour toutes, une différentielle w sur X,
méromorphe et non identiquement nulle et nous désignerons par g la fonc-
tion méromorphe de poids 1 sur Y telle que 7*(w) = g - dz, 7*(w) désignant,
comme ci-dessus, 'image réciproque de la forme w par I'application 7. L’exis-
tence d’une telle forme résulte, soit du §1, b) qui est applicable puisque X est
compact, soit plus simplement du théoreme 3 de ’exposé 1.

La fonction méromorphe ¢g”, n entier > 0, est donc de poids n ce qui montre
que toute fonction méromorphe h de poids n est de la forme :

h=f-g" avec f = f omw, f méromorphe sur X.
Pour que h soit holomorphe, il faut et il suffit que op(h) > 0 pour tout P € X,
c’est-a-dire :

Sp(f) =ep-op(f) = —n-0p(9) = —n-ep - op(w) — n(ep — 1),

ou encore

op(f) > —n-op(w) - [n(1 - —)],

ep
le symbole [z] désignant la partie entiére du nombre z.
Soit K = > op(w) - P le diviseur de w, et posons :

B, =n- K+Z[ 1——}-P,
PeX

le 3 ne portant d’ailleurs que sur les points ramifiés de X. L’inégalité ci-dessus
équivaut alors a la suivante :

(f) = —E,, autrement dit f € L(E,).
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En résumé :

ProroOSITION 1. — Soit D, Uespace vectoriel des fonctions holomorphes de
poids n sur Y. L’application f +— f-g™ est un isomorphisme de L(E,) sur Dy,.

COROLLAIRE. — Si d,, = dim D,,, on a d,, = £(E,).

Pour appliquer le théoreme de Riemann-Roch au diviseur E,,, nous avons
besoin de connaitre le degré de E,,. Mais K étant le diviseur d’une différentielle
on a deg(K) = 29 — 2, g étant le genre de X [§1, d)]. Donc :

deg(E,) =2n(g—1) + Z [ (1- i)]
PeX P

Lemme. — Le nombre A =29 —2+4 > (1 —1/ep) est > 0.

En effet, soit n un entier, multiple de tous les ep, et assez grand pour que
dp, > 2 (un tel n existe d’apres le théoreme 2 de 1’exposé I); comme £(E,) =
dp, > 2, on a deg(E,) > 0, et puisque n est multiple des ep, deg(E,) = nA,
d’ou A > 0, c.q.f.d.

(Autre démonstration : 27A est l'aire de X calculée a partir de 1’élément
d’aire «non-euclidien » de Y, normalisé de telle sorte que la courbure soit —1.)

Comme application du lemme précédent, montrons que deg(E,) > 2g dés
quen =2 :omna

deg(En) — (29 —2) = (n — 1)(2g — 2+Z[ 1__]

Or on vérifie aisément que [n(l — 1/61))] > (n—1)(1-1/ep). D’ou:
deg(Ep) —(29—2)>(n—1)A>0 si n>2.
On peut donc appliquer la formule (3) du §1, e), et on l'obtient :
n=4LE,) =deg(E,)+1—g si n>2,
d’ol en résumé :

PROPOSITION 2. — §i X =Y /G est compact et de genre g, on a :

dn=(2n—1)(g-1)+ I [n 1——}

sin>2. (Sin=0,Ey=0,etdy=1;sin=1,E; =K, et d; = g.)
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On peut donner d’autres applications de la proposition 1; par exemple, on
peut chercher dans quel cas on a deg(E,) > 2¢; en appliquant le lemme ci-
dessus, on voit que cette condition est réalisée lorsque :

a)g=0,n>2,

b)g=1,n > 6,

c)g=2,n2=>3,

d)yg>2,n>2.

Quand il en est ainsi, le §1, g) montre que toute base f,..., f; de L(E,)
définit un plongement F : P — (fO(P), oo fi (P)) de X sur une courbe sans
singularités de I’espace projectif P;(C). Or les fonctions fy,. .., f; définissent
des fonctions holomorphes go, ..., g; de poids n; ’application

G:Q— (90(Q),---,95(Q)

de Y dans P;(C) est constante sur les classes suivant G et 'on a G = Fo 7.
En résumé :

Sin est assez grand [les valeurs précises étant indiquées dans a), b), ¢), d)
ci-dessus] toute base go,...,g; de l’espace Dy, des fonctions holomorphes de
poids n définit une application

G:Q— (90(Q);---,9;(Q)) € P;(C)
qui, par passage au quotient, définit un isomorphisme analytique de X =Y /G
sur une courbe sans singularités de l’espace projectif compleze P;(C), ou
j=d,—1.

§ 3. Cas ou X est compact

Conservons les notations du §2, et soit G un groupe discret d’automor-
phismes du disque unité Y. Nous ne supposons plus que X = Y /G soit com-
pact; le groupe G peut alors contenir des transformations paraboliques, dont
les points doubles (situés sur la circonférence C : |z| = 1) sont dits points
paraboliques de G. On sait que I'on peut ajouter ces points & Y de fagon a
obtenir un espace Y sur lequel opere le groupe G, et que l’espace quotient
X=Y /G est une variété analytique complexe de dimension 1 (cf. exposé III);
nous noterons encore 7 : Y — X la projection canonique de Y sur X.

Nous supposerons a partir de maintenant que X est compact : cette hypo-
these est vérifiée dans les cas particuliers les plus importants, par exemple

lorsque G est le groupe modulaire ou un sous-groupe d’indice fini du groupe
modulaire.

SiQe Y est un point parabolique de G, nous noterons Gq le sous-groupe
de G formé des g € G tels que g - Q = Q. On sait (exposé III) que Gq est un
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groupe cyclique infini, engendré par une transformation de la forme :

1 1
= h, heC,
Z-Q z—-Q +
ou h n’est déterminé qu’au signe prés. Soit P = 7(Q) € X, et soit tp la
fonction :

Cette fonction est invariante par Ggq, donc définit une fonction sur )/i; de plus, si
le signe de h est choisi convenablement, on vérifie que tp est une uniformisante
locale en P.

Soit g une fonction automorphe de poids n sur Y : la fonction (z—Q)?"-g(2)
est alors invariante par Gq. (Rappelons brievement la démonstration : du fait
que g est de poids n, on a g(z)dz" = g(2')dz'", et comme dz/(z — Q)? =
dz' /(2 — Q)?, on en tire bien g(2) - (z — Q)?" = g(&') - (¢ — Q)?".) On peut
alors parler de l’ordre au point P de la fonction (z—Q)?"-g(2), si cette fonction
est méromorphe (ce que nous supposerons); cet ordre ne dépend que de g et
de P, et sera noté Oop(g). Si g1 et g2 sont deux fonctions automorphes, on a
op(g1 - g2) =0p(g1) + 0p(g2). Enfin, si n = 1, la forme différentielle g - dz est
invariante par G, donc est de la forme 7*(w), ot w est une forme différentielle
sur X; dire que g est méromorphe en P équivaut a dire que w est méromorphe
en P, et 'on a la formule :

ap(g) = Op(w) + 1.
(En effet, on a w = A(z — Q)%g(z) dtp/tp, A#0.)

Nous dirons qu’une fonction automorphe g de poids n est holomorphe en P si
op(g) = 0, ou, ce qui revient au méme, si pour Q se projetant en P, la fonction
(z — Q)?"g(2) est fonction holomorphe de I'uniformisante locale tp. Une fonc-
tion de poids n sera dite holomorphe sur Y si elle est holomorphe en tout point
de Y et aussi en tout point parabolique. Nous noterons D,, I'’espace vectoriel
formé par ces fonctions, et d,, la dimension de D,. S’il n’y a pas de points
paraboliques, ces définitions se réduisent a celles du § 2.

Etudions maintenant I’espace D,,. Comme au §2, nous choisirons une fois
pour toutes une fonction g, méromorphe et de poids 1 sur Y, non identiquement
nulle, et méromorphe en tous les points paraboliques. Une telle fonction existe :
il suffit de prendre un quotient de séries de Poincaré (cf. exposé III). On a
g-dz =7*(w), ol w est une différentielle méromorphe sur X.

Toute fonction méromorphe h de poids n s’écrit alors :

h=f-g", avec f = f om, f méromorphe sur X.
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Pour que h soit holomorphe en un point P € X, il faut et il suffit (cf. §2)
que :
op(f) = —n-op(w) — [n(1 — 1/ep)], ep indice de ramification en P.
De méme pour que h soit holomorphe en un point parabolique P € X, il
faut et il suffit que :

op(f) = —n-0p(y),
c’est-a-dire :
op(f) = —n-op(w) —n. R
Posons alors ep = 0o si P est un point parabolique de X. On voit que la
formule : R
op(f) = —n-op(w) — [n(1 — 1/ep)] pour tout P € X
est nécessaire et suffisante pour que h soit holomorphe sur Y.
Soit K = (w) le diviseur de w, et posons :

E,=n-K+»_ [n(l——)]
PeX
On a ainsi obtenu une généralisation de la proposition 1 du §2 :

PrOPOSITION 3. — L’application f — f g" est un isomorphisme de L(E)
sur Dy,.

COROLLAIRE. — dy, = {(Ey,).

On peut appliquer le théoréme de Riemann-Roch au calcul de 4(E,,). Il faut
d’abord montrer que le nombre

A:2g—2+z<1—i)

est > 0, ce qui se fait comme au §2 (puisque les séries de Poincaré sont
holomorphes sur Y, d’apres 'exposé III). On en tire que deg(E,) > 2g — 2 si
n > 2, dou :

PROPOSITION 4. — §i X = ?/G est compact et de genre g, on a :
dp = (20 —1)(g — 1 +Z[ 1——] sin>2.
PeX
Sin=0,onakE,=0,doud,=1.
Sin=1,ona E, =K+ ZPef(_x P; donc, s’il y a au moins un point parabo-

lique, on a deg(E1) > 2g — 2 = deg(K), d’ou d; = g — 1+ r, r étant le nombre
de points paraboliques.
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Ezxemple. — On prend pour G le groupe modulaire z +— ‘c‘jig, ad —bc =1,
a, b, ¢, d entiers, qui opere sur le demi-plan supérieur. On a g = 0 et les ep sont
tous nuls, sauf trois d’entre eux, égaux respectivement & (2, 3, 00) («signature »
des ramifications). On en déduit la dimension de I’espace des formes modulaires
de degré 2n; on pourra vérifier la formule obtenue en se reportant & 1’exposé
de GODEMENT au Sém. Bourbaki, n° 74, Février 1953.

Autre exemple : le groupe modulaire arithmétique, sous-groupe d’indice 6

L . b\ . .
du précédent, formé des ) ou b et ¢ sont pairs. On a encore g = 0, et la

d
signature est (0o, 00,00); c’est le groupe qui donne le revétement universel de
la spheére privée de trois points et qui conduit aux théoremes de Picard.

Plus généralement, en imposant des conditions de congruence aux a, b, c,
d, on obtient les « groupes de congruence », qui sont des sous-groupes d’indice
fini du groupe modulaire.
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Séminaire Cartan 26 avril 1954
1953-54, exposé n°® XVI

DEUX THEOREMES SUR LES APPLICATIONS
COMPLETEMENT CONTINUES

Les théoréemes 1 et 2 démontrés ci-dessous sont dus a L. SCHWARTZ
(C.R.A.S. 236 (1953), 2472-2473). Ils seront utilisés dans l’exposé XVII
(H. CARTAN) pour démontrer que HY(X,.#) est de dimension finie, si X est
une variété analytique compacte, et .# un faisceau analytique cohérent. Ce
résultat servira lui-méme de base a ’étude des faisceaux analytiques cohérents
sur l'espace projectif (exposés XVIII et XIX ci-apres).

Dans tout ce qui suit, E et F désignent des espaces vectoriels topologiques,
localement convexes, et séparés. Pour tout ce qui concerne les espaces vectoriels
topologiques, nous renvoyons a N. BOURBAKI, Livre V, cité EVT dans la suite. 1

DEFINITION. — Une application linéaire v de E dans F est dite complétement
continue s’il existe un voisinage V de 0 dans E tel que v(V) soit relativement
compact dans F.

(Cette définition est due a J. LERAY, cf. Acta Sci. Math. Szeged 12 (1950),
117-186.)

Une telle application est continue; en effet, si W est un voisinage de 0 dans
F, il existe un scalaire X tel que v(V) C AW (du fait que v(V) est relativement
compacte, donc précompacte), d’ott v(A~1.V) C W.

THEOREME 1. — Soient u et v deux applications linéaires continues de E dans
F. Supposons :

a) que u soit un isomorphisme de E sur u(E), et que u(E) soit fermé
dans F,

b) que v soit complétement continue.
Alors w = u + v est un homomorphismeY), son noyau N est de dimension 2
finie, et son image w(E) est fermée.
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L’hypothese b) signifie qu’il existe V, voisinage de 0 dans E, tel que v(V) soit
relativement compact ; puisque E est localement convexe, on peut supposer que
V est 'ensemble des x € E tels que p(z) < 1, p étant une semi-norme continue
sur E (cf. EVT, Chap. II, §5). Posons W = VN N; on a u+v = 0 sur
W, donc u(W) = —v(W) est relativement compact dans F, donc précompact
dans F, et aussi dans u(E); puisque u : E — u(E) est un isomorphisme, W
est précompact, et comme c’est un voisinage de 0 dans N, N est de dimension
finie(®).

Soit E' un supplémentaire topologique de N dans E (qui existe d’apres le
théoréme de Hahn-Banach, cf. EVT, Chap. II, §3), et soient v/, v/, w’ les
restrictions & E' de u, v, w. On vérifie tout de suite que les conditions a) et b)
sont satisfaites pour u’ et v’ ; supposons le théoréme démontré pour v’ et v';
on voit alors facilement qu’il I'est pour u et v (par exemple, w(E) est égal a
w'(E"), donc fermé — etc.). Il suffit donc de démontrer le théoréme pour u’ et
v’, ce qui revient simplement & supposer que N = 0, autrement dit que w est
ingectif.

Soit alors % un ultrafiltre sur E, tel que w(% ) converge dans F ; tout revient
A4 montrer que % converge dans E®).

Soit a la limite (finie ou infinie) de p(z) suivant % . Montrons d’abord que
a est finie. Soit H la partie de E formée des z tels que p(xz) # 0. Si 'on
avait a = 400, H appartiendrait a %, et % induirait sur H un ultrafiltre
Py ; puisque w(z) a une limite suivant %, w(x/p(z))zcn aurait pour limite 0,
suivant %1 ; d’autre part, v(z/p(z)) € v(V) a une limite suivant %4, puisque
v(V) est relativement compact. Donc u(z/p(z)) aurait une limite, donc aussi
x/p(z), d’apres 'hypotheése a). Si zo désigne cette limite, on aurait p(zg) =
limp(z)/p(z) = 1, et d’autre part w(zg) = limw(z/p(z)) = 0, ce qui est
contraire & I'injectivité de w.

Ainsi a est finie; si on pose V/ = (a+1)-V, V' est 'ensemble des z € E tels
que p(z) < a+1, donc V' € % ; puisque v(V’) = (a+1)-v(V) est relativement
compact dans F, on en conclut que v(x) converge dans F suivant %/, donc
aussi u(x) = w(z) — v(z), et 'hypothese a) entraine que % converge dans E,
c.q.f.d.

THEOREME 2. — Soient u et v deuz applications linéaires continues de E dans
F. Supposons :

a) que u soit un homomorphisme faible® de E sur F,

b) que v soit complétement continue
et

(K) que tout compact convexe de F soit l'image par u d’un compact
conveze de E.
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Alors w = u + v est un homomorphisme faible de E sur un sous-espace fermé
de codimension finie de F.

Soit E/, (resp. F.) le dual topologique de E (resp. F), muni de la topologie
7, de la convergence uniforme sur toute partie compacte convexe de E (resp.
F). D’aprés un théoreme de MACKEY®, le dual de E/ n’est autre que E, et de
méme pour F/; autrement dit, la topologie affaiblie®) de la topologie 7, sur
E’ est o(E,E).

Soient fu et ' les transposées de u et v, respectivement ; ce sont des applica-
tions linéaires continues de F/, dans E/. Nous allons montrer qu’elles vérifient
les hypotheéses du théoreme 1 :

a) Puisque u applique E sur F, % est injectif; la condition (K) entraine
que c’est un isomorphisme topologique sur son image; enfin, on sait(") que
l'image de % est faiblement fermée (donc aussi fermée pour 7. qui est plus
fine), puisque u est un homomorphisme faible.

b) Soit V un voisinage de 0 dans E, tel que v(V) soit relativement compact
dans F; le polaire® VO de V est une partie équicontinue de E/, et, puisque
(v(V)?) C VO, %(v(V)?) est aussi une partie équicontinue de E, donc re-
lativement compacte, d’apres le théoreme d’Ascoli. D’autre part, v(V) étant
relativement compacte, v(V)? est un voisinage de 0 dans F’. Ceci montre que
% est complétement continue.

Appliquons alors le théoréeme 1 :

i) tw(F’') est fermé dans E., donc aussi fermé pour la topologie affaiblie
correspondante, qui n’est autre que o(E’, E), on I’a vu plus haut. Il en résulte(”)
que w est un homomorphisme faible.

ii) w est aussi un homomorphisme pour les topologies .7, donc aussi pour
les topologies affaiblies correspondantes®), qui sont o(E’,E) et o(F/,F). Il en
résulte(”) que w(E) est faiblement fermé, donc fermé.

iii) Le noyau N de ‘w est de dimension finie ; comme N est isomorphe au dual
de F/w(E) (parce que w(E) est fermé), on voit que w(E) est un sous-espace
de codimension finie de F, c.q.f.d.

COROLLAIRE. — Soient E et F deuz espaces de Fréchet0), et soient u et v
deuz applications linéaires continues de E dans F. Supposons :

a) que u applique E sur F,

b) que v soit complétement continue.
Alors w = u + v est un homomorphisme de E sur un sous-espace fermé de
codimension finie de F.

La condition a) entraine que u est un homomorphisme (th. de Banach, EVT,
Chap. I, §3), donc un homomorphisme faible(¥). D’autre part, la condition (K)
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est vérifiée, du fait que E et F sont des espaces de Fréchet(!!). Le théoreme 2
montre alors que w(E) est un sous-espace fermé de codimension finie de F, et
le théoreme de Banach montre que w est un homomorphisme.

Notes

(1) Autrement dit, w transforme tout voisinage de 0 dans E en un voisinage
de 0 dans w(E). Cf. N. Bourbaki, Top. Gén., Chap. III, §2.

(2) Cf. EVT, Chap. I, §2, n°® 4. Rappelons briévement la démonstration :
puisque W est précompact et que %W est un voisinage de 0 dans N, il existe un
nombre fini de points a; tels que W soit contenu dans la réunion des a; + %W;
soit M le sous-espace vectoriel de N engendré par les a;; puisque M est de
dimension finie, M est fermé dans N (EVT, Chap. I, §2, n° 3), donc N/M est
séparé. Soit W’ I'image de W dans N/M; comme W C M + W, on a W C
%W’, d’ott W D 2W', W' D 2"W' pour tout n, donc W = N/M. D’autre part
W’ étant image de W est précompact. Donc N/M est précompact, donc nul
(car sinon il contiendrait une droite, qui n’est visiblement pas précompacte).
Donc N = M, et N est bien de dimension finie.

(3) Montrons que cette propriété entraine que w(E) est fermé dans F et que
w est un isomorphisme de E sur w(E) :

Soit A une partie fermée de E, et soit y € u(A), adhérence de u(A). 1l existe
un filtre . sur w(A) qui converge vers y; si Z” est un ultrafiltre sur w(A)
plus fin que ., " converge aussi vers y. Puisque w est injectif, il existe
un ultrafiltre %7’ sur A tel que w(%') = %" ; l'ultrafiltre %' engendre un
ultrafiltre % sur E, et w(% ) converge évidemment vers y. Donc % converge
vers x € E; puisque A € %, et que A est fermé, on a x € A. D’autre part, w
étant continue, on a w(z) = y. Ceci montre que y € w(A), autrement dit que
w(A) est fermé dans F.

Appliquant ceci avec A = E, on voit tout d’abord que w(E) est fermé
dans F; en outre 'application w transforme un fermé de E en un fermé de
w(E), donc est un homéomorphisme de E sur w(E) , c.q.f.d.

(4) C’est-a-dire un homomorphisme pour E et F munis des topologies affaiblies
o(E,E) et o(F,F’). Cf. EVT, Chap. IV, §2, n° 1.
(5) Cf. EVT, Chap. IV, §2, n° 3. Rappelons la démonstration :

On sait que le dual de E’, muni de la topologie faible o(E',E), est égal
a E; comme la topologie 7, est plus fine que o(E’,E), il en résulte que E est
contenu dans Eg, dual de E. Soit zyg € Eg; puisque z( est une forme linéaire

continue sur E/, il existe un voisinage V' de 0 dans E., tel que zg soit < 1 en
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valeur absolue sur V', autrement dit tel que zo € (V’)°. Vu la définition de
7., on peut supposer qu’il existe un ensemble compact convexe K dans E tel
que V' D K%; on a donc z¢ € K. Or on sait que K est dense dans K% pour
la topologie o(Eg, E'); d’autre part, K est compact pour la topologie initiale
de E, donc aussi pour o(E,E’) qui est moins fine et séparée, donc aussi pour
o(Eo, E’) qui coincide visiblement avec o(E, E’) sur E. Il s’ensuit que K = K,
d’ou zg € E, et Eg = E, c.q.f.d.
(6) Cf. EVT, Chap. IV, §2, n° 1.

(7) Pour qu’une application linéaire continue soit un homomorphisme faible, il
faut et il suffit que I'image de I'application transposée soit faiblement fermée.
Cf. EVT, Chap. IV, §4, n° 1, ainsi que J. DIEUDONNE, Annales Sci. E.N.S. 59
(1942), 107-139, th. 14.

(8) Le polaire V° de V est 'ensemble des z’ € E’ tels que Re(z’,z) < 1 pour
tout z € V. Cf. EVT, Chap. IV, §1, n° 3.

(9) Tout homomorphisme est aussi un homomorphisme pour les topologies
affaiblies correspondantes, autrement dit, est un homomorphisme faible. Cela
résulte immédiatement des deux propriétés suivantes, faciles & démontrer (cf.
EVT, Chap. IV, §1,n° 4) :

a) La topologie faible d’un sous-espace est induite par la topologie faible de
I’espace ambiant.

b) La topologie faible d’un quotient (par un sous-espace fermé) est identique
a la topologie quotient de la topologie faible de ’espace initial.

(10) Un espace de Fréchet est un espace localement convexe, métrisable et
complet. Cf. EVT, Chap. II, §2, n° 1.

(11) I suffit de montrer que tout compact de F est I'image par v d’un compact
de E, puisque ’enveloppe convexe fermée d’un compact de E est un compact
de E (car E est complet, cf. EVT, Chap. II, §4, n° 1).

D’apres le théoreme de Banach, F est isomorphe a un espace quotient de E
par un sous-espace fermé. Munissons E d’une distance invariante par transla-
tion (cf. EVT, Chap. I, §3, n° 1), notée d(z,z’), et munissons F de la distance
quotient :

d(y,y') = inf d(z,z).
( ) u(z)=y, u(z')=y’ ( )

Soit K un compact de F. Il existe un nombre fini de points y; € K, tels que,
si B; désigne la boule fermée de centre y; et rayon 1/2, les intérieurs des B;
recouvrent K. Choisissons dans E des points z; tels que u(z;) = y;. Puisque
B; NK est compact, il existe un nombre fini de points y; ; € B; NK tels que, si
B;; désigne la boule fermée de centre y;; et de rayon 1/4, les intérieurs des B;
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recouvrent B; N K. Choisissons dans E des points z;; tels que u(z;;) = v45, et
que d(x;, ;) < 3/4, ce qui est possible, vu la définition de la distance sur F.
Puisque B;; N K est compact, il existe un nombre fini de points y;;, € B;; NK
tels que, si B;;, désigne la boule fermée de centre y;;;, et de rayon 1/8, les
intérieurs des B;j; recouvrent B;; N K. Choisissons dans E des points x;;;, tels
que u(Zijk) = Yijk, et que d(zi;, z5k) < 3/8. Etc.

Soit H I’ensemble formé par les x;, x;;, ;jk, ... Tout point de H est distant
de I'un des z; de moins de 3/4 + 3/8 + --- = 3/2; de méme, tout point de
H est distant de 'un des z;; (resp. x;jk...) de moins de 3/4 (resp. 3/8,...).
Donc H est précompact. Comme E est complet, H est compact. De plus u(H) =
{Yi, Yijs Yijk, - - - } est une partie dense de K. Donc u(H) = K, c.q.f.d.

(On notera que la structure vectorielle n’est pas intervenue dans la démons-
tration.)
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Séminaire Cartan 10 et 17 mai 1954
1953-54, exposés n°® XVIII et XIX

FAISCEAUX ANALYTIQUES
SUR L’ESPACE PROJECTIF

§I. La d’-cohomologie

1. Un lemme.

Lemme 1. — Soit f(z) une fonction différentiable dans le disque |z| < R. St
R’ <R, il existe une fonction différentiable g telle que

09/0z = f, dans le disque |z| < R'.

Si f est en outre fonction différentiable, ou analytique, de paramétres \;,
on peut choisir pour g une fonction différentiable, ou analytique, de ces para-
métres.

Soit ¢ une fonction différentiable, égale a 1 pour |z] < R’ + ¢ et & 0 pour
|z| > R — e, ¢ étant assez petit. La fonction fy est & support compact. On
peut donc en faire le produit de composition avec la fonction 1/7z, qui est
localement sommable. Soit

g=—x(f¢),

ce produit de composition, qui est une fonction différentiable sur C. Si ’'on
considére 1/mz comme une distribution, on a :

2()=4
0z ‘1z
mesure de Dirac a lorigine (cf. L. SCHWARTZ, Théorie des Distributions,
(IL, 3; 28)). D’olt Bg/0z = fp, qui est égal & f pour |z| < R'.

En outre, la continuité du produit de composition montre que, si f dépend
différentiablement, ou analytiquement, de parametres, il en est de méme de g.

Note. — Un résultat analogue vaut pour les distributions : on remplace f par
une distribution sur le produit direct de |z| < R par Pespace des parametres,
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et l'on fait un produit de composition avec % X 0y, 0) désignant la mesure de
Dirac de ’espace des parametres.

2. La d”’-cohomologie locale. — On sait (cf. Séminaire 1951-1952, exposé
I) que sur toute variété analytique complexe on a la notion de forme différen-
tielle de type (p, q) : c’est une forme dont ’expression au moyen de coordonnées
locales complexes z; fait intervenir p différentielles dz; et ¢ différentielles dz;.
Si w est de type (p,q), dw est somme d’une forme de type (p + 1,q) et d’une
forme de type (p,q + 1), que l'on note respectivement d'w et d"w.

On observera que d” o d” = 0; autrement dit d” peut étre considéré comme
un opérateur de cobord.

PROPOSITION 1. — Dans ’espace C¥, considérons le polycylindre D (resp. D)
défini par les inégalités |z1] < Ra,...,|zk| < Ry (resp. |z1] < R, ..., |2k <R},
avec |R| < R; pour tout i).

Soit w une forme différentielle, différentiable sur D, de type (p,q) avecq > 1,
et telle que d"w = 0. Il existe alors une forme différentielle o, différentiable
sur D, de type (p,q — 1), telle que w = d"a sur D’.

Nous montrerons, par récurrence sur %, la proposition suivante qui coincide
avec la proposition 1 pour ¢ =k :
(A;) Soit w une forme différentielle de type (p, q),q > 1, vérifiant les condi-
tions suivantes :
a) d"w = 0 pour |z;| <R; (j <) et [25] <R (§ > 1),
b) w ne contient pas dz; i1, ...,dz; (pour les valeurs ci-dessus des z;).
11 existe alors « telle que d”’a = w sur D'.

Pour i = 0, ’hypotheése b) entraine w = 0 puisque ¢ > 1. Donc (Ag) est
vraie.

Montrons que (A;—1) = (A;) :

Ecrivons w sous la forme w = dz; A B + v, ou B et v ne contiennent pas
dzZ;,...,dZ. Si f désigne I'un des coefficients de 3, on peut, d’aprés le lemme 1,
trouver une fonction g telle que dg/0z; = f pour |z;| < R; (j < i — 1),
|zj| <R’ (j >4 —1). En outre, les conditions a) et b) entrainent évidemment
que les coefficients de w, donc de (3 et ~y, sont des fonctions holomorphes de
Zit+1,-- -, 2k; on pourra donc prendre pour g une fonction holomorphe de ces
mémes variables. Au moyen des fonctions g, on construit de maniere évidente
une forme w; telle que :

d"wy =dz; A+, pour |z]| <R; (j >1), || <Rj (j >1),

ou 7' ne contient pas dz;,...,dz; (pour les valeurs ci-dessus des z;).
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On a donc w = d"w; + (7 —v/), et, en appliquant (A;_1) & la forme v — 7/,
on obtient le résultat cherché.

COROLLAIRE. — Toute forme différentielle de type (p,q), qui est d”-fermée,
est localement un d’-cobord si q > 1.

Remarque. — 1) La proposition 1 et son corollaire sont également valables
pour les courants de type (p,q), c’est-a-dire pour les formes différentielles a
coefficients distributions. La démonstration est la méme.

2) Les résultats précédents sont dus & GROTHENDIECK (non publié). On en
trouvera une démonstration un peu différente dans une note de DOLBEAULT
(C.R.A.S. 236 (1953), 175-177)).

3. Un théoréme de DOLBEAULT. — Soit X une variété analytique com-
plexe, de dimension complexe égale a k. Nous désignerons par /P4 le faisceau
des germes de formes de type (p,q) sur X. L’opération d” étant de type local
définit un homomorphisme de 27?9 dans &/P9+1,

Soit d’autre part (2P le faisceau des germes de formes holomorphes de degré
p sur X; QP est un sous-faisceau de 7?0,

PROPOSITION 2. — La suite d’homomorphismes de faisceauz :
O d/l 1 d/l k
0_>Qp_>$2{p7 —>JZ{p’ _},,,_)JZ{pa _>O
est une suite exacte.

Cela résulte du corollaire a la proposition 1 et du fait évident que les formes
de type (p,0) qui sont d”-fermées sont holomorphes.

Soit maintenant AP¢ ’espace vectoriel des formes de type (p, q) définies sur
X tout entier [autrement dit, AP? = H°(X, .o7P9)]; I'opération d” applique AP+
dans AP9t! et d"od” = 0. Si 'on désigne par A la somme directe des A9, on
voit que A est un complexe bigradué, 'opérateur cobord étant homogene et
de bidegré égal & (0,1). Nous désignerons le groupe de cohomologie de bidegré
(p,q) de A par HP4(A).

Puisque les 7?7 sont des faisceaux fins, on peut appliquer & la suite exacte
de la proposition 2 un résultat élémentaire de théorie des faisceaux (cf. exposé
XVII, prop. 1), et on obtient ainsi (DOLBEAULT, loc. cit.) :

PROPOSITION 3. — H%(X, QP) est isomorphe ¢ HPY(A).
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Bien entendu, un résultat analogue vaut pour la cohomologie a supports
dans une «famille ® », et pour les formes différentielles a coefficients distribu-
tions; on peut également considérer des formes a coefficients dans un espace
fibré analytique & fibre vectorielle.

4. Applications. — La proposition 3 a de nombreuses applications. Par
exemple, si X est une variété de Stein, on sait que H?(X, ?) = 0 pour ¢ > 1,
puisque QP est un faisceau analytique cohérent; donc H”7(A) = 0. Autrement
dit :

Sur une variété de Stein, toute forme de type (p,q), ¢ > 1, qui est d”-fermée,
est un d”-cobord.

En particulier, on voit que ’on peut améliorer la proposition 1 en prenant
R, = R, pour tout i. A vrai dire, il serait facile d’obtenir cette amélioration
sans passer par la théorie des variétés de Stein : il suffirait de faire un « passage
a la limite », analogue a celui utilisé dans la démonstration des théoremes du
type Mittag-Leffler.

Mais les applications les plus intéressantes de la proposition 3 concernent
les variétés kdhlériennes compactes. On sait en effet (cf. Séminaire 1951-1952,
exposé I) que, sur une telle variété, H”?(A) est isomorphe & I’espace vectoriel
des formes harmoniques de type (p,q). Il en résulte en particulier que HP4(A)
est symétrique en p et g; par exemple, HY(X, ) = H%9(A) est isomorphe &
H20(A) = H°(X,Q9), espace des formes holomorphes de degré q (nous avons
noté O le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur X, identifié au
faisceau Q0 des germes de formes holomorphes de degré 0). Si X est ’espace
projectif complexe de dimension k, il est immédiat que toute forme différen-
tielle holomorphe sur X, de degré > 1, est identiquement nulle (passer & ’es-
pace vectoriel dont X est un quotient, par exemple). D’ou le résultat suivant,
qui sera utilisé plus loin :

HY(X,0) =0 pour g > 1 si X est un espace projectif.

8§ II. Les théoremes fondamentaux

5. Le faisceau 0 (n). — Soit k un entier > 0, et soit Y le complémentaire de
lorigine dans l’espace C**1. Le quotient X de Y par la relation d’équivalence
définie dans Y par les homothéties est l'espace projectif complexe Py (C).
Nous noterons 7 la projection Y — X; si U est une partie de X, on posera
Dy = 7~ 1(U); par exemple, si z € X, D, est une droite (privée de 'origine).
Sur C**1 les fonctions coordonnées seront notées zo, . . . , z5. Pour 0 < i < k,
I’ensemble V; des points de C*+1 oll z; # 0 est un ouvert contenu dans Y; soit
U; = n(V;) € X. L’ensemble des points de Y ou z; = 1, soit W;, est un espace
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affine analytiquement isomorphe & C¥, et 7 est un isomorphisme de W; sur Us.
En particulier les U; sont des variétés de Stein, et nous avons ainsi défini un
recouvrement %7 = {U;} de X par des variétés de Stein, qui est de dimension
k (puisqu’il est formé de k + 1 ouverts d’intersection non vide). Appliquant
alors un théoréme de LERAY (cf. exposé XVII), on obtient :

PROPOSITION 4. — Pour tout faisceau analytique cohérent % sur X, on a
HY (7, %) = HY(X,.Z) pour tout q.

COROLLAIRE. — HY(X, %) = 0 pour q > k.

Note. — La méme démonstration montre que HY(X,.#) = 0 pour ¢ > dim X,
si X est une variété projective; j’ignore si ce résultat s’étend a toute variété
analytique complexe.

Nous allons maintenant définir un faisceau qui jouera dans la suite un role
important. Soit n un entier (positif ou négatif), et soit U un ouvert de X. Nous
désignerons par ' (n)y l’ensemble des fonctions holomorphes sur Dy qui sont
homogénes de degré n, c’est-a-dire qui vérifient ’identité :

ftzo, ..., tzx) =t"f(z0,...,2r) pourte C* (29,...,2;) € Dy.

L’ensemble &'(n)y est un espace vectoriel complexe. Si V C U, la restriction
a V d’'un élément f de O(n)y est un élément de O(n)y, d’ou un homomor-
phisme O(n)y — O(n)y vérifiant une condition de transitivité évidente. Pour
n fixé, les O (n)y définissent donc un faisceau, que nous noterons &' (n). Pour
z € X, un élément de &'(n)x peut étre identifié & une fonction holomorphe au
voisinage de D,, homogene de degré n. Il est clair que '(n)y est identique a
l’espace des sections de &'(n) sur U.

Lorsque n = 0, un élément de &'(n)y correspond & une fonction holomorphe
sur U; autrement dit, le faisceau &'(0) est isomorphe au faisceau ¢ des germes
de fonctions holomorphes sur X.

Sifedn)yetge O(m)y,ona f-ge O(n+ m)y; en particulier, pour
m = 0, on voit que &(n)y est un module sur &(0)y; autrement dit &'(n) est
un faisceau analytique sur X.

Nous allons préciser ce résultat : notons ‘@ la restriction du faisceau & &
Iouvert U, et §; : 0 — €(n) 'homomorphisme de faisceaux définis par la
multiplication par 2] (multiplication qui transforme bien une fonction homo-
geéne de degré 0 en une fonction homogene de degré n). Il est clair que 6;
est un isomorphisme de 'O sur la restriction de €(n) a U;; d’autre part, sur
U;NnUj, (9]._1 0 6; = p;; est égal a la multiplication par (z;/2;)™ (c’est bien un
automorphisme de €, puisque z;/z; est holomorphe inversible sur U; N Uj).
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Donc :

Le faisceau O(n) peut étre défini a partir des faisceaux ‘G par recollement
au moyen des isomorphismes [i;; : ‘0 — J0. (Pour la notion de recollement de
faisceaux, cf. Séminaire 51-52, exposé XX, n° 13.)

On peut également identifier &'(n) au faisceau des germes de sections holo-
morphes du fibré a fibre vectorielle de dimension 1, défini par les changements
de cartes (2;/z;)" (cf. exposé XVII). Bien entendu, ces diverses définitions
montrent que & (n) est cohérent.

Déterminons enfin les sections de &'(n) sur X tout entier, en nous bornant au
cas k > 1; une telle section est une fonction holomorphe sur Y, et homogene
de degré n; son développement de Laurent montre que c’est un polynéome
homogéne de degré n en zq, ..., 2k.

6. Les faisceaux .7 (n). Soit .# un faisceau analytique cohérent sur X, et
soit 'Z la restriction de .# & U;. La multiplication par (z;/2;)" est évidemment
un isomorphisme p;; : ‘7 — 17 au-dessus de U; N Uj;.

Nous noterons .7 (n) le faisceau obtenu & partir des faisceaus ¥ par recol-
lement au moyen des isomorphismes fi;;.

Le faisceau .# (n) est donc isomorphe a .# au-dessus de chaque U;, et c’est
en particulier un faisceau analytique cohérent. Pour .% = €, on retrouve évi-
demment le faisceau €'(n) défini plus haut. Vu la définition de .#(n), une
section de .7 (n) au-dessus d’un ouvert U de X peut étre identifié & un systéme
de k + 1 sections sg,..., Sk, s; étant une section de .%# au-dessus de U N U;,
qui vérifient les relations : s; = (2;/z;)™s; au-dessus de UNU; N U;.

On peut donner une caractérisation commode de .#(n) au moyen de la
notion de produit tensoriel de deux faisceaux analytiques : soient d’abord .#
et ¢4 deux faisceaux analytiques, et posons, pour tout z € X, 74, = 7, R%,, le
produit tensoriel étant pris sur l’anneau O,. Si 7 désigne la collection des .7,
on montre facilement qu’il existe une structure de faisceau analytique sur .77
et une seule, telle que, si x — s(z) et z — t(x) sont des sections de .7 et de
¢ respectivement sur un ouvert U C X, I'application z — s(z) ® t(z) €
soit une section de 7 sur U. Le faisceau 7 est appelé produit tensoriel des
faisceaux .7 et ¥, et noté .7 Q4 ¥; il jouit de toutes les propriétés du produit
tensoriel usuel. Si .# et ¢ sont cohérents, .7 ®» ¥ est cohérent. (Pour plus de
détails sur cette opération, cf. J-P. SERRE, Un théoreme de dualité, Comm.
Math. Helv. 29 (1955), 9-26.)

PROPOSITION 5. — % (n) est canoniquement isomorphe 4 .# @ O(n).

Sur chaque U;, on a un isomorphisme canonique «; : \¥ — ‘F®4 0, et il
est clair que p;; o a; = a; o u;5, d’ou la proposition.
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Signalons également une propriété de 'opération .#(n) qui résulte immé-
diatement de la définition (ou bien de la prop. 5) :

PROPOSITION 6. — Si &/ — PB — € est une suite exacte de faisceaux ana-
lytiques cohérents (les homomorphismes étant analytiques), la suite </ (n) —
HB(n) — €(n) est exacte pour tout n € Z.

7. Enoncé des théorémes fondamentaux. — Voici les théorémes qui,
dans le cas de l’espace projectif, jouent le méme role que les théorémes A et
B de la théorie des variétés de Stein :

Soit F un faisceau analytique cohérent sur l’espace projectif X. Il existe un
entier ng(F) tel que, pour tout n > no(.%), on ait :

THEOREME A. — HY(X,.#(n)) engendre F(n);, considéré comme O,-modu-
le, pour tout r € X.

THEOREME B. — HY(X,.%(n)) = 0 pour tout ¢ > 1.

La démonstration sera donnée au §III. Nous allons nous borner ici & dé-
montrer un résultat préliminaire :

PrROPOSITION 7. — HY(X,0(n)) =0 pour ¢ > 1 et n > 0.

Nous raisonnerons par récurrence sur k£ = dim X, le théoreme étant trivial
pour k = 0. Supposons-le démontré pour k — 1, et démontrons-le pour k. Nous
raisonnerons alors par récurrence sur n; pour n = 0, on a 0(0) = 0, cas qui a
été traité au n° 4; supposons le démontré pour n — 1, et démontrons-le pour n.

Soit H I'’hyperplan de C**! d’équation 29 = 0, et soit E = «(H — {0})
I'image de HN'Y dans X, qui est un hyperplan projectif de X, donc qui peut
étre considéré comme un espace projectif de dimension k — 1. On peut définir
sur E un faisceau analogue au faisceau &'(n) de X, faisceau que nous noterons
Og(n); si W est un ouvert de E, une section de Og(n) sur W est une fonction
holomorphe de z1, ..., z; sur Dw, qui est homogene de degré n. Nous noterons
Or(n) le faisceau sur X qui coincide avec Og(n) sur E, et est nul sur le
complémentaire Uy de E (cf. Séminaire 50-51, exposé XVII). Soit p : O(n) —
Og(n)’ Phomomorphisme de faisceaux qui fait correspondre & une fonction
holomorphe homogene de degré n sa restriction & HN'Y. Soit d’autre part
o : 0(n—1) — O(n) ’homomorphisme de faisceaux qui fait correspondre & une
fonction holomorphe homogene de degré n — 1 son produit par la fonction z.
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Lemme 2. — La suite d’homomorphismes de faisceaux :
0— O(n—1) -5 0(n) 2 Og(n) — 0,

est une suite exacte.

Il est évident que o est injectif, et que o o p = 0. Si f € Og(n),, on
peut considérer f comme une fonction f’ de zg,..., zx, indépendante de zy, et
p(f") = f, ce qui montre que p est surjectif. Enfin, si p(f) = 0, f € O(n),
cela signifie que f s’annule sur H, donc est divisible par zg, et le quotient est
un élément g € O(n— 1), tel que o(g) = f ce qui achéve de prouver le lemme.

Appliquant la suite exacte de cohomologie, on obtient alors la suite exacte :
HY(X,0(n—1)) — HYX, 0(n)) — HYE, Og(n)),

puisque l'on sait que HY(X, Og(n)’) = HY(E, Og(n)), cf. Séminaire 50-51,
loc. cit.

Or HY(X,0(n — 1)) = 0 d’apres ’hypothése de récurrence sur n,
et HI(E,Og(n)) = 0 d’aprés I'hypothése de récurrence sur k. D’oun
HY(X,0(n)) =0, c.q.f.d.
Remarques. — 1) 11 serait facile de calculer complétement les HZ(X, &'(n))

(n >0 ou < 0) par la méthode précédente. On trouve H4(X, &'(n)) = 0 pour
q#0et #k, dimH(X, 0(n)) = ("I*), et dim H¥(X, O(n)) = (7).

2) On peut obtenir les résultats précédents par une méthode directe, utili-
sant la proposition 4 (FRENKEL, non publié).

La proposition 7 a la conséquence suivante :

COROLLAIRE. — Le théoréme B est vrai pour tout faisceau F isomorphe a
une somme directe d’un nombre fini de faisceauz O(m).

On se rameéne d’abord au cas d’un seul faisceau O (m) en utilisant le fait
que lopération .#(n) commute a la somme directe (et que les groupes de
cohomologie d’une somme directe de faisceaux sont isomorphes a la somme
directe des groupes de cohomologie de chaque facteur). Ensuite, on remarque
que O (m)(n) est isomorphe & &(m + n), donc a des groupes de cohomologie
nuls pour n > —m.

[De fagon générale, .#(m)(n) est isomorphe & .Z(m + n).]

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



FAISCEAUX ANALYTIQUES SUR L’ESPACE PROJECTIF 59

§ ITI. Démonstration des théorémes fondamentaux

Nous allons démontrer les théorémes A et B énoncés au n° 7 du §1II. Nous
désignerons par (A,) et (B;) les propositions suivantes :

(A,) Si X est un espace projectif complexe de dimension r, et si .% est un
faisceau analytique cohérent sur X, H°(X,.%(n)) engendre .% (n), pour tout
z € X si n est assez grand.

(Br) Avec les mémes hypotheses, HY(X,.% (n)) = 0 pour ¢ > 1 si n est assez
grand.

Nous allons démontrer (A;) et (B,) par récurrence sur r (le cas r = 0 étant
trivial). De fagon plus précise, nous verrons que (A,_1) et (B,_1) = (A,) et
que (A,) = (By).

8. Démonstration de (A,_;) et (B,_1) = (A,)

On observe d’abord que, si H(X,.%#(ng)) engendre .% (ng); pour un
z € X, alors H*(X,.% (ng +n)) engendre .% (ng +n), pour tout n > 0. En effet,
supposons que x € Uy, par exemple. L’application :

m+— (20/2)"m de 'F dans ‘7,

commute aux identifications qui définissent respectivement les faisceaux .% (no)
et .Z(no + n), donc définit un homomorphisme de faisceaux

¢ F(no) — F(no +n),

qui est un isomorphisme au-dessus de Uy, donc en particulier en x, ce qui
démontre évidemment notre affirmation.

D’autre part, si HY(X,.%(ng)) engendre .7 (ng),, alors HO(X,.% (ng)) en-
gendre % (ng), pour tout y assez voisin de z, puisque le faisceau .7 (ng) est
cohérent.

Ces deux remarques permettent de montrer, par un raisonnement facile de
compacité, que (A, ) est entrainée par la proposition en apparence plus faible
que voici :

(Al) Pour tout faisceau analytique cohérent .7 sur X, et tout point z € X,
H%(X,.Z(n)) engendre .7 (n), pour n assez grand (i.e., pour n > ng(.%,z)).

Nous allons maintenant démontrer (Al).

Soit donc z € X. Quitte & changer de systéme de coordonnées dans C"*1,
nous pouvons supposer que zg = 0 en z, autrement dit que = € E, E désignant
I’hyperplan d’équation zg = 0.
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Considérons de nouveau '’homomorphisme ¢ : .#(—1) — .# défini plus haut
(sur chaque Uj, c’est la multiplication par zg/z;), et soient 7 et ¢ le noyau
et le conoyau de ¢, respectivement. On a donc la suite exacte :

0— H — F(-1) 5 F — G —0.

D’ol, en tenant compte de la proposition 6, et du fait que #(—1)(n) est
isomorphe & .Z (n — 1), la suite exacte :

0 — H#(n) — F(n—1) - Z(n) — 4(n) — 0.

Dans cette suite exacte, ’homomorphisme ¢ est encore donné, sur chaque
U;, par la multiplication par zy/z;.

Examinons les propriétés des faisceaux 7 et 4. Comme ¢ est évidemment
un isomorphisme de . (—1) sur .# au-dessusde Uy = X—E,ona 4, =9, =0
siy € E. D’autre part, siy € E, et si f est un élément de & qui induit 0 sur E,
on a f-m = 0 pour tout m € J, et tout m € ¥, (en effet, si y € U;, f est
un multiple de zp/z;, et notre affirmation résulte de la définition de /% et ¥,
comme noyau et conoyau de la multiplication par zp/z;). Il en résulte que, si
I'on note 0y (E) ’'anneau des germes de fonctions holomorphes sur E au point y,
et 4, sont des Oy(E)-modules. Notons 7% et ¢* les faisceaux induits par
et 4 sur E; d’apres ce qui précede, ce sont des faisceaux analytiques sur
E, et il est facile de voir qu’ils sont cohérents. D’apres le Séminaire 1950-51,
exposé XVII, on a HY(X, ) = HI(E, #*), et de méme pour ¥.

Tout ceci s’applique également aux faisceaux J(n) et ¥ (n) : les faisceaux
A (n)* et 4(n)* qu'ils induisent sur E sont analytiques cohérents, et d’ailleurs
isomorphes aux faisceaux .7 (n) et 4*(n) (comme d’habitude, I'isomorphisme
est évident sur chaque U;, et commute aux identifications sur U; N Uj).

On a donc, pour g > 1,

HY(X,¥4(n)) = HY(E,¥(n)*) = HY(E,¥9*(n)) = 0 pour n > np, d’apres
(B,—1) appliqué au faisceau ¢* sur E.

Résultat identique pour .7 (n).

Soit alors _#,, I'image de ¢, qui est un sous-faisceau de .# (n). On a les deux
suites exactes de faisceaux :

0— H(n)— Fn-1) — I — 0,
0— Jn— F) — 4 () —0,
d’ol1 les deux suites exactes de cohomologie :
H'(X, Z(n 1)) — H'(X, ) — HX(X, #(n)),
H'(X, #,) — H'(X, #(n)) — H'(X,%(n)).
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D’apres ce qui précede, H! (X, ¥4 (n)) et H?(X, .5 (n)) sont nuls pour n > ng,
d’ol1 les inégalités :

dimH (X, Z(n — 1)) > dimH (X, _#,) > dimH (X, #(n)), n > no.

Ces inégalités entrainent que dim H!(X,.% (n)) est une fonction décroissante
de n pour n > ng. Comme dim H*(X,.% (n)) < 400, d’apres 'exposé XVII, on
en conclut que dim H'(X,.#(n)) est indépendant de n, pour n > ny, d’ot :

dimH (X, Z(n — 1)) = dimH'(X, _7,) = dimH (X, #(n)), n >n;.

Ainsi 'homomorphisme H}(X, #,) — H}(X,.Z(n)) applique un espace de
dimension finie sur un espace de méme dimension, donc est injectif. La suite
exacte de cohomologie montre alors que :

Pour n > ny, 'homomorphisme H°(X,.% (n)) — H°(X,%(n)) est surjectif.

Mais on sait que H*(X, ¥ (n)) = H(E, 9*(n)), et, d’apres (A,_1), H'(E,4*(n))
engendre ¥*(n), = ¥4(n),, pour n > ny. On peut supposer que ny > ni. Nous
allons voir maintenant que pour n > na, HY(X,.% (n)) engendre .7 (n),, ce qui
achévera de montrer que (A,_1) et (B,_1) = (A,).

Nous supposerons que = € U;, ce qui permet d’identifier % (n) & .% au-dessus
de U;, et en particulier .% (n), a %#,. Cette identification transforme, on I’a vu,
I’homomorphisme ¢ en la multiplication par tg = z9/z; : # — .%. Donc 4(n),
se trouve identifié au quotient de %, par ty-%,. Soit alors &, C %, le sous-
module de .%, engendré par les éléments de H(X,.%(n)), n > ny. D’apres ce
que nous venons de voir, 'image de ¥, dans %, /ty-F, est égale & %, [to-F,
tout entier. Autrement dit, .7, = toF, + Z; posons A, = %/ Dy; Végalité
précédente signifie que o, = tg-9; appliquant alors le lemme de I’exposé
VIII-bis-2 (avec A = O,, F = <, I=idéal engendré par ty dans &), on voit
que <7, = 0, d’ou %, = Z,, ce qui achéve la démonstration.

La démonstration précédente est inspirée d’une démonstration analogue de
KODAIRA-SPENCER (Divisor class groups on algebraic varieties, Proc. Nat.
Acad. Sci. USA 39 (1953), 868-877). Le théoreme de finitude de I’exposé
XVII y joue un roéle essentiel.

9. Démonstration de (A,) = (B,)

Pour ¢ > r, on a HY(X,.%(n)) = 0 quel que soit n, d’apreés le corollaire &
la prop. 4. Nous démontrerons alors (B,) par récurrence descendante sur g,
q=1.

D’apres (A,), il existe un entier m tel que I’espace H°(X,.% (m)) engendre
F(m), pour tout z € X. Soit alors s1,...,s, une base de I’espace vectoriel
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HO(X,.#(m)); & tout systeme (f1,...,f,) de p éléments de O, faisons cor-
respondre I’élément > fi-s; € F(m);. On obtient ainsi un homomorphisme
analytique 0 : O — .F#(m), qui est surjectif puisque si,...,s, engendrent
Z(m), pour tout x € X. Si ¥ est le noyau de 0, on a donc une suite exacte :

0—>E¢—>ﬁpi>§(m)—>0.
D’oti, en appliquant la proposition 6, une suite exacte :
0 —¥(n) — OP(n) — F(m+n) —0
D’otu la suite exacte de cohomologie :
HY(X, 07 (n)) — HY(X, . Z(m +n)) — HTYX, 4 (n)).

Or, d’apres la proposition 7, on a H?(X, 0P(n)) = 0 pour n > 0, et d’apres
I’hypothése de récurrence descendante sur g, H71(X, % (n)) = 0 pour n assez
grand.

Donc HY(X,.%(m + n)) = 0 pour n assez grand, ce qui achéve la démons-
tration des théorémes fondamentaux.

Note. — 1l serait tres facile de montrer directement que (B,) = (A,); mal-
heureusement, cela ne permettrait de simplifier aucune des démonstrations
précédentes. La méme situation se retrouve dans la théorie des variétés de
Stein : le théoréme B entraine trivialement le théoréme A.

8§ IV. Faisceaux cohérents d’idéaux

10. Idéaux de polyndémes, et faisceaux d’idéaux. — Soit P un poly-
nome homogene de degré n en les variables zg,...,z,. Soit x € X, et soit ¢
une forme linéaire en zp, . .., 2z, non nulle en z. Puisque P/t" est homogene de
degré 0, c’est une fonction rationnelle, holomorphe en x, donc c’est un élément
de 0. Si 'on remplace t par une autre forme linéaire ¢’ jouissant des mémes
propriétés, P/t'" = P/t"-(t"/t'"), et t"/t'" est un élément inversible de 0.
Ainsi l'application P +— P/t" fait correspondre & tout polynéme homogene
P un élément de &, défini a la multiplication pres par un élément inversible
de 0. En particulier, si .%, est un idéal de 0, la propriété P /t" € .%, est indé-
pendante de t. Nous dirons alors, par abus de langage, que P appartient & %,.

De méme, si Py,...,P; sont des polynémes homogeénes de degrés ni,...,ng,
l'idéal de O, engendré par P1/t",... Py /t™ ne dépend pas de t; on dit que
c’est 'idéal engendré parles P,...,Pr en =x.

Si % C O est un faisceau cohérent d’idéaux sur X, nous dirons qu’'un
polyndéme homogene P appartient & % sur X si P appartient & %, pour tout
z € X.
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PROPOSITION 8. — Pour qu’un polynome homogéne P, de degré n, appar-
tienne au faisceau cohérent d’idéauz F sur X, il faut et il suffit que P soit une
section de F(n).

Tout d’abord, puisque .% C &, on a #(n) C O(n); or 'on sait qu'une
section de & (n) n’est pas autre chose qu'un polynéme homogene de degré n
en zg, ..., zy; de fagon plus précise, un polynéme homogene P de degré n définit
sur chaque U; une fonction holomorphe f; = P/27, avec f; = (z;/2;)"- fi, c’est-
a~dire une section de &'(n), et 'on obtient ainsi toutes les sections de &'(n).

Donc les sections de .#(n) peuvent s’identifier aux sections de &'(n) qui
appartiennent & % (n), pour tout z € X, c’est-a-dire aux polynoémes P, homo-
génes de degré n, tels que P/2! € %, pour tout z € U;, ce qui signifie bien
que P appartient & .%, au sens défini plus haut.

PROPOSITION 9. — Tout faisceau cohérent d’idéauz sur l’espace projectif X
est engendré par les polyndémes homogenes qui lui appartiennent.

Soit .# le faisceau d’idéaux en question; d’apres le théoreme A, il existe
n > 0 tel que H(X,.#(n)) engendre .#(n), pour tout z € X. D’aprés ce
qui précede, on peut identifier tout élément de H°(X,.#(n)) & un polynéme
homogene P, de degré n, appartenant & .# sur X. Soit Py, ..., P une base de
I’espace vectoriel de ces polynomes. Si z € U;, dire que HY(X,.#(n)) engendre
Fy équivaut a dire que P1/20',...,Py/2] engendrent %, donc .# est bien
engendré par les Pq,..., P, au sens défini plus haut, c.q.f.d.

COROLLAIRE (théoreme de CHOW). — Tout sous-ensemble analytique fermé
de X est algébrique.

Soient V ce sous-ensemble et .7 (V) le faisceau d’idéaux qu’il définit (c’est
un faisceau cohérent, d’aprés un théoréme de H. CARTAN — cf. Séminaire
51-52, exposé XVI). D’apres la proposition 9, .7 (V) est engendré par des
polynomes P, ..., P, ce qui entraine évidemment que V est le lieu des zéros
de ces polynomes, c.q.f.d.
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Séminaire Cartan 24 mai et 14 juin 1954
1953-54, exposé n® XX

FONCTIONS AUTOMORPHES

8 I. Faisceaux de fonctions automorphes

1. Le faisceau .2/ (J). — Dans tout ce qui suit, X désigne une variété ana-
lytique complexe de dimension complexe s, et G un groupe d’automorphismes
de X vérifiant les hypotheses (I) et (II) de 'exposé XII. On note Y lespace
quotient X/G, et 7 la projection canonique X — Y. D’aprés ’hypothese (I), Y
est séparé; d’ailleurs, on a vu dans ’exposé XII que Y est un espace analytique
général.

Pour tout z € X, on désigne par G(x) le sous-groupe de G formé des g €
G tel que g - x = x; d’aprés hypothese (II), G(x) est un groupe fini. Plus
précisément, I’hypothese (II) permet de ramener toute question locale sur X
et G & une question portant sur un groupe G(z).

Soit g + Jg un facteur d’automorphie, au sens de I'exposé 1. Nous allons
attacher & ce facteur un faisceau <7 (J) porté par espace Y :

Pour tout ouvert U C Y, soit o/ (J)y 'ensemble des fonctions holomorphes
sur 7~1(U) qui sont J-automorphes, c’est-a-dire qui vérifient I'identité :

(1) flg-z)=J4(2)-f(2) pour tout z € 71 (U).

Si V est un ouvert contenu dans U, on a un homomorphisme évident (la
restriction) : &7 (J)y — /(J)v;si W C V C U, on a la propriété de transitivité
habituelle. Donc, la famille des .7 (J)y définit un faisceau, qui est le faisceau
2/ (J). Un élément de «/(J)y, y € Y, peut étre identifié & une fonction holo-
morphe sur un voisinage saturé de 7~ !(y) qui vérifie la condition (1). I est
clair que 27 (J)y coincide avec HO(U, <7 (J)).

Lorsque J, = 1 quel que soit g € G, le faisceau .7 (J) est le faisceau ¢ des
germes de fonctions holomorphes sur Y (rappelons que, par définition, une
fonction holomorphe sur U C Y est une fonction holomorphe sur 7=1(U) qui
est invariante par G).
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Le produit d’une fonction J-automorphe par une fonction invariante par G
étant encore une fonction J-automorphe, on voit que chaque .7 (J), est muni
d’une structure de &y-module, ce qui définit sur 7 (J) une structure de faisceau
analytique sur Y.

2. Faisceaux analytiques cohérents sur les espaces analytiques. —
Nous venons de définir un faisceau analytique sur I’espace analytique général
Y. Or, la théorie des faisceaux cohérents peut s’étendre a I’espace Y :

Plus généralement, donnons-nous un espace topologique Y, muni d’un sous-
faisceau ¢ du faisceau des fonctions continues et faisons ’hypothése que tout
y € Y possede un voisinage ouvert isomorphe & un sous-ensemble analytique E
d’un ouvert U d’un espace C¥; nous dirons alors que Y est un espace analytique.
Cette définition est plus large que celle de 'exposé VI, qui revient a exiger que,
pour tout y € Y, 0, soit intégralement clos; un espace analytique vérifiant
cette derniére condition sera dit normal; par exemple, 'espace Y = X/G du
n°® 1 est normal.

Soit alors .% un faisceau de ¢-modules sur Y; on dira que % est cohérent
s’il est localement isomorphe au conoyau d’un homomorphisme analytique
p: 07— OP.SiY est plongé, comme sous-ensemble analytique (avec la struc-
ture induite), dans une variété analytique complexe U, soit .7’ le faisceau sur
U qui coincide avec .# sur Y, et est nul en dehors de Y; le faisceau .#’ est un
faisceau analytique sur U, et I'on a :

Lemme 1. — Pour que .F soit cohérent surY, il faut et il suffit que F' soit
cohérent sur U.

On remarque d’abord que le faisceau ¢’ est cohérent, puisque c’est le quo-
tient du faisceau €'(U) par le faisceau d’idéaux défini par Y (faisceau qui est
cohérent d’aprés un théoréeme de CARTAN — cf. Sém. 51-52, exposé XVI). Le
lemme se déduit immédiatement de la.

Le lemme 1 donne un critére commode pour qu’un faisceau .% sur Y soit
cohérent. On en déduit notamment que le noyau, le conoyau et I'image d’un
homomorphisme analytique .# — ¢ sont des faisceaux cohérents si .# et ¥ le
sont. Bref toutes les propriétés usuelles des faisceaux cohérents sont valables.

3. Cohérence du faisceau <7(J). — Revenons au faisceau </ (J) du n° 1.
Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 1. — Le faisceau analytique <7 (J) est cohérent.

La question est évidemment locale; il faut démontrer que <7 (J) est cohérent
au voisinage de tout point donné yy € Y. Soit g € X avec w(xg) = yo, et
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soit V(zo) un voisinage ouvert de zg, stable par G(zy), et vérifiant ’hypothese
(IT) de XII-1 (autrement dit, les relations g € G, = € V(zg), g-x € V(xo)
entrainent g € G(xy)).

Ces propriétés entrainent que V(z¢)/G(zo) est isomorphe a m(V(zp)) C Y;
d’autre part, il est clair que la restriction de <7 (J) & 7(V(zg)) est isomorphe
au faisceau analogue & <7 (J) défini a partir de V(z¢) et de G(z), & la place de
X et de G. On est donc ramené a étudier ce dernier faisceau. Utilisant ensuite
le lemme 1 de I’exposé XII, on voit que ’on est finalement ramené a démontrer
le théoréeme 1 dans le cas particulier suivant :

X est un espace numérique complexe C*, et G est un groupe linéaire fini.

Notons que, si G opére librement sur X, ce qui préceéde montre que o7 (J)
est localement isomorphe a &, donc a fortiori cohérent.

4. Cohérence du faisceau <7 (J); générateurs. — Nous supposons donc
que X = C?, et que G est un groupe linéaire fini, d’ordre n.

Soient S 'algebre des polynémes Clzi, ..., 2], et S¢ la sous-algebre de S
formée des polynémes invariants par G. Soit J,(z) le facteur d’automorphie
donné (qui n’est défini que dans un voisinage ouvert V de 'origine dans C?;
nous pouvons évidemment supposer V stable par G). Le faisceau o/(J) est
défini sur (V) = U C X/G, et nous devons montrer qu’il est cohérent sur U.

Si P est un élément de S, nous désignerons par L(P) la fonction :

L(P)(z) = 32 3y() Pl - 2).
geG
La fonction L(P) est définie et holomorphe dans V. Si Q € S&, on a évidem-
ment L(P-Q) = L(P)-Q.
On sait que S est un module de type fini sur S¢ (cf. XII-4, prop. 1-bis); soit
Pi,...,P; un systeme de générateurs de ce module.

PROPOSITION 1. — Les fonctions L(P;) engendrent le 0yy-module <7 (J), pour
tout y € U.

(Cela a un sens, car il est clair que les L(P) sont des fonctions J-automorphes
sur V= 7"1(U).)

La proposition 1 va résulter de la suivante, ou le facteur d’automorphie J
n’intervient plus :

PROPOSITION 2. — Soit y € Y = X/G, et soit f une fonction holomorphe au
voisinage de 7~ 1(y). On peut écrire f sous la forme :

f= Zha'Pou avec P, €S, et hy € ﬁy.
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Montrons que la prop. 2 entraine la prop. 1. Soit y € U, et soit f € & (J)y;
appliquant la prop. 2 & f, on peut écrire f = ) ho-Py, comme ci-dessus.
Mais chaque P, peut lui-méme s’exprimer comme combinaison linéaire des

P1,..., P, & coefficients dans SG. D’ou :
i=k
f= Zhi-Pi, avec h; € 0.
i=1

Appliquons alors & f lopération L (qui s’étend évidemment & toute fonction
holomorphe définie sur un ouvert de V stable par G). On a L(f) = f (puisque
f est J-automorphe), et L(h;-P;) = h;-L(P;), puisque h; est invariante par G.
D’ou :

i=k
f=>_ hiL(Py), c.q.fd.
=1

5. Cohérence du faisceau </ (J); démonstration de la proposition 2.
— Si z € X, soit 0, 'anneau des germes de fonctions holomorphes en x;
siy € Y =X/G, soit By I'anneau des germes de fonctions holomorphes au
voisinage de 7~ !(y); ’anneau By est un Oy-module puisque &y est le sous-
anneau de B, formé des éléments invariants par G. On a :

By = O,
zem—1(y)

cette décomposition étant compatible avec la structure de &-module de B,,.

Si z € 77 !(y), Oy est isomorphe au sous-anneau de &, formé des éléments
invariants par G(z). Il s’ensuit (cf. XII-6, th. 2) que 0, est un ,-module de
type fini, donc que By est également un Oy-module de type fini.

Soit Cy le sous-0y-module de B, engendré par les polynémes. La proposi-
tion 2 équivaut a dire que C, = B,,.

Puisque 0, est un anneau local noethérien, d’idéal maximal I,, (I, étant 'en-
semble des éléments de 0, nuls en y), on peut munir B, de la I,-topologie; rap-
pelons (cf. VIII-bis, n° 2) que les sous-modules (I,)™-B,, m = 0,1,..., forment
une base des voisinages de 0 dans cette topologie. Evidemment, la I,-topologie
de B,/C, est la topologie quotient de la I,-topologie de B,; puisque B,/C,
est un module de type fini, le théoréeme de Krull (VIII-bis, prop. 2) montre
que B,/C, est séparé, donc que C, est fermé dans B,. Tout revient donc a
prouver que C, est dense dans B,.

Or la topologie de By, est la topologie produit de celle des 0, x € 7 1(y). Et
la I,-topologie de 0, coincide avec la topologie naturelle de 1’algebre locale &,
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d’apres la prop. 4 de VIII-bis. Donc, pour prouver que C, est dense dans B,
il suffit de prouver ceci :

Si 'on se donne un entier N, et, pour tout € 7~1(y), un polynéme Qg, il
existe un polynéme Q tel que, pour chaque z € 7~ 1(y), Q—Q, soit d’ordre > N
en .

Comme ce dernier énoncé est un cas particulier de celui démontré dans
I’Appendice de XII, la démonstration de la prop. 2 est achevée.

6. Cohérence du faisceau <7 (J); relations. — Les notations étant celles
des n° 4 et 5, soit U’ un ouvert C U, et soit V' = 7~ 1(U’) C V. Soient
fi,..., fn un nombre fini de fonctions J-automorphes sur V’; par une relation
entre les f; nous entendrons un systéme hi,...,h, d’éléments de 0y, y € U’
tel que 'on ait :

hi-fi+ -+ hn fo=0.

Les relations au point y forment évidemment un module sur 0.

PROPOSITION 3. — Les relations entre f1,..., fn sont engendrées localement
par un nombre fini d’entre elles.

La question étant locale, nous pouvons supposer U’ connexe, puisque X/G
est localement connexe.

Si les fonctions fi,..., f, sont toutes identiquement nulles, la proposition 3
est évidente. Supposons donc que fi, par exemple, ne soit pas identiquement
nulle. Considérons la fonction H définie par la formule suivante :

He) = [[ AG-2).
hEG, h#l

La fonction H est holomorphe dans V', non identiquement nulle, et le produit

fi-H est invariant par G. Il s’ensuit que H est J~'-automorphe, donc que les

produits fo-H,..., f,-H sont aussi invariants par G. Posons alors g1 = fi-H,
..y gn = fn-H. Toute relation entre les f; :

hl‘fl +-+ hnfn =0,
conduit a une relation entre les g; :
hi-g1+ -+ hpgn =0,

et réciproquement, puisque H n’est pas identiquement nulle et que U’ est
connexe. Or, on sait que le faisceau des relations entre un nombre fini de
fonctions données est cohérent (th. d’Oka, Sém. 51-52, exposé XV, qui s’étend
immédiatement au cas de l’espace analytique Y). D’ou la proposition 3.
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Les propositions 1 et 3 entrainent évidemment que le faisceau o7 (J) est
cohérent, ce qui acheve la démonstration du théoreme 1.

7. Complément : équivalence locale des facteurs d’automorphie. —
Si l'on veut étudier de plus pres la structure locale des faisceaux 7 (J), on est
amené a mettre le facteur d’automorphie J sous une forme aussi simple que
possible.

La question étant locale, nous pouvons supposer, comme plus haut, que le
groupe G est fini, et laisse fixe le point x au voisinage duquel on étudie le
faisceau <7 (J).

Deux facteurs d’automorphie J, et J; seront dits équivalents en x s’il existe
une fonction h(z), holomorphe et non nulle au voisinage de z telle que :

J(2) = Jg(2)-h(g - 2)-h(z)"! pour z voisin de .

Dans ce cas, si f est J-automorphe, f-h est J'-automorphe, et la correspon-
dance f +— f-h définit un isomorphisme du faisceau .27 (J) sur le faisceau <7 (J'),
au voisinage de x.

[Dans le langage de la cohomologie des groupes, 1’équivalence peut s’interpréter
ainsi : soit &, le groupe multiplicatif des éléments inversibles de &, groupe
sur lequel opére G; un facteur d’automorphie J n’est pas autre chose qu'un
1-cocycle de G & valeurs dans le G-module 0, et deux facteurs J et J' sont
équivalents s’ils sont cohomologues. Autrement dit, le groupe des classes de
facteurs d’automorphie locaux n’est pas autre chose que H(G, 0,).]

D’autre part, rappelons qu’on appelle caractére d’un groupe G, tout homo-
morphisme € : G — C (si U'ordre de G est n, €(g) est nécessairement une
racine n-iéme de l'unité quel que soit g € G). Tout caractere est un facteur
d’automorphie.

THEOREME 2. Tout facteur d’automorphie J est localement équivalent a
un caractére, et a un seul.

Si J4(z) est un facteur d’automorphie au voisinage de x, I’application g —
Jg(x) est un caractére de G; deux facteurs d’automorphie équivalents défi-
nissent le méme caractere, et tout caractére peut étre obtenu ainsi. Il nous
suffit donc de prouver que si J, définit le caractere unité, J, est équivalent & 1
au voisinage de . Or, par hypothese, J,(z) est une fonction holomorphe de z
qui prend la valeur 1 au point z = z; soit j4(2) = log J4(%), le log étant choisi
de telle sorte que jg(z) = 0; on a jgq(2) = jg(g' - 2) + jg(2), comme on le voit
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aussitot. Posons k(z) = Zjh(z). On a:
heG

kg-2) =Y julg-2) =D (ng(2) — Gg(2)) = k(2) — n-jg(2).
heG heG
Si ’on pose alors :
h(z) = e k)

on a Jy(z) = h(g- 2)-h(z)"!, ce qui montre que J, est équivalent & 1, c.q.f.d.

[En langage cohomologique : soit I, I'idéal maximal de &,; lapplication
exponentielle montre que &, est isomorphe, en tant que G-module, au produit
direct de C sur lequel G opére trivialement, et de I,; comme I, est divisible
et sans torsion, et que G est fini, on a HY(G,I,) = 0, dou H(G,0,) =
HY(G,C ) = Hom(G,C ), c.q.fd]

Remarques. — 1) Pour une variable, le faisceau <7 (J) est toujours localement
isomorphe a &’; mais il est facile de donner des exemples & plusieurs variables
ol ce n’est pas le cas. C’est naturel, puisqu’un diviseur d’une variété normale
n’est pas toujours localement principal.

2) On définit de la méme fagon que ci-dessus ’équivalence globale de deux
facteurs d’automorphie. Le groupe des classes de facteurs d’automorphie est
encore isomorphe & H!(G, & ), ot & désigne le groupe multiplicatif des fonc-
tions holomorphes inversibles sur X. Mais ce groupe de cohomologie est beau-
coup plus difficile a étudier que dans le cas local; pour donner un exemple, si
X est un domaine borné contractile, et si G opére librement sur X, Y = X/G
étant compact, on peut montrer que H'(G, & ) est isomorphe au groupe des
classes de diviseurs de la variété algébrique Y; on peut également donner des
résultats précis lorsque X est le disque unité du plan complexe et que Y est
compact (cf. PETERSSON, ainsi que GODEMENT, Sém. Bourbaki, Mars 1954),
ou bien encore dans le cas des fonctions abéliennes.

§ II. Cas d’un domaine borné

8. Notations. — Nous nous plagons maintenant dans les hypothéses des
exposés [ et XV : X est un domaine borné de C?, et G un groupe discret d’au-
tomorphismes de X tel que Y = X/G soit compact. On sait que les conditions
(I) et (II) sont alors vérifiées.

On prend pour facteur d’automorphie J, le jacobien de x +— g - x. Les puis-
sances (positives ou négatives) de J sont encore des facteurs d’automorphie,
et Pon note 47, le faisceau <7 (J~™). Une section du faisceau o, est donc une
forme automorphe de poids n au sens usuel.
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Comme dans I'exposé XV, on désigne par ¢ le plus petit entier > 1 tel
que Jg(x)? = 1, pour tous les couples (g,z) tels que g- 2 = z. On a vu
que, si m est un multiple assez grand de ’entier g, toute base Fy,...,F, de
I’espace vectoriel des séries de Poincaré de poids m définit un plongement
de Y comme sous-variété normale de l’espace projectif P,.(C); on désignera
par ¢, ce plongement. Si z € X, et si m(z) =y € Y, pm(y) est donc le point
de P,.(C) de coordonnées homogenes (Fo(z),...,F,(x)). Dans les n° suivants,
m désignera toujours un entier ayant les propriétés précédentes.

9. Les faisceaux 4,. — Considérons Y comme plongé dans P,(C) au
moyen de I’application ¢,,; si .% est un faisceau cohérent sur Y, soit .%’ le fais-
ceau sur P, (C) qui coincide avec .# sur Y et est nul en dehors de Y; d’apres
le lemme 1, %’ est cohérent. Le faisceau .#'(n), n € Z, est alors défini par le
procédé de 'exposé XVIII, n° 6; il est nul en dehors de Y, et sa restriction
a Y est un faisceau que nous noterons .# (m;n) car il dépend non seulement
de n mais aussi de l’entier m choisi. On peut également définir directement
Z (m;n) par le procédé suivant :

Soit V; I’ensemble des points z € X tels que F;(z) # 0; les V; sont des ou-
verts saturés de X qui recouvrent X; soit U; = w(V;); les U;, 0 < i < r, forment
un recouvrement ouvert de Y = X/G. Soit maintenant %% la restriction du
faisceau % a l'ouvert U;, et soit my; '# — 7 lisomorphisme donné par
la multiplication par F}'/ F% au dessus de U; N U;. Le faisceau obtenu a partir
des faisceauz *.F par recollement au moyen des isomorphismes m;'; nest autre
que F(m;n), comme on le voit tout de suite.

Sous cette forme on voit que .%# (m;n) est un faisceau cohérent sur Y.

On peut appliquer ce qui précéde au faisceau #%,, p € Z. On a :
THEOREME 3. — Le faisceau <7,(m;n) est isomorphe & Sppm.

L’isomorphisme est défini ainsi : soit f une section de .7,inm, sur un
ouvert U C Y, c’est-a-dire une fonction automorphe de poids p + nm sur
7~ }(U); posons f; = f/F?, qui est une fonction automorphe de poids p
sur Iouvert 7= (U N U;), c’est-a-dire une section de 7, sur U N U;; comme
fi = (F:i/F;)™f; sur UnN U; N Uy, le systeme des (f;) est une section de
“p(m;n) sur U. On vérifie immédiatement que 'on a bien défini ainsi un
isomorphisme 6 : @ pm — Fp(m;n).

COROLLAIRE. — HY(Y, %) = 0 pour i > 0 et n assez grand.

Cela résulte du théoreme B de I'exposé XVIII, n° 7, appliqué aux fais-
ceaux &, 1 <p < m.
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Remarque. — 11 est trés possible que 'on ait, en fait, H(Y,.«%,) = 0 pour
i > 0 des que n > 2; c’est en tout cas ce qui se passe dans le cas d’une variable
(cf. exposé 1V) et, d’aprées KODAIRA, dans le cas ou G opeére librement sur
X. Malheureusement, la méthode suivie ici ne semble pas pouvoir donner un
résultat aussi précis.

10. Premiere application du théoréeme 3. — Les notations étant tou-
jours celles du n° 8, soit %T_“Lﬂi le faisceau somme directe de r + 1 faisceaux
isomorphes au faisceau ,_,,, p étant un entier quelconque.

Une section de JZ/;t},L sur un ouvert U C Y est donc un systéme de r + 1
fonctions automorphes de poids p — m sur 7—1(U), soient f, ..., f,. Posons :

p(foa .. 'afT) = Zf’LFla
=0

on obtient ainsi une section de %, au-dessus de U (c’est-a-dire une fonction
automorphe de poids p sur 7~1(U)).

On a ainsi défini un homomorphisme p du faisceau <7, r1 m dans le faisceau .27,
homomorphisme qui est analytique. Il est de plus surJectlf du fait que les U;
recouvrent Y.

L’homomorphisme p définit des homomorphismes, que nous noterons en-
core p, de %”fnl@(m; n) sur @p(m;n) (n € Z quelconque); si 'on désigne par
6 l'isomorphisme 7,1 nm — %(m;n) du théoreme 3, on vérifie sans difficulté
que pof =0op.

Or, on a le lemme suivant :

Lemme 2. — Soient & et 9 deux faisceaua: analytiques cohérents sur P,.(C),
et soit p un homomorphisme analytique de F sur 4. Pour tout n assez grand,
I’homomorphisme

p: H'(P,(C), #(n)) — H(P,(C),¥(n)),
défini par p, est surjectif.

(Si .# désigne le noyau de p, le lemme résulte de ce que H! (P,.(C), . (n)) =
pour n assez grand, d’apres le théoréeme B de I’exposé précédent).

En appliquant le lemme 2 & % = %TH et 4 = .4,, et tenant compte de

m

ce que pof = 0o p, on voit que p : HO(Y, eﬁzfzsz Hm ) — HY(Y, %pinm) est

surjectif, pour n assez grand. En d’autres termes :

THEOREME 4. — Il existe un entier no tel que toute forme automorphe f de
poids = ng puisse s’écrire f = ZZ —o fi'Fi, les f; étant des formes automorphes.
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Autrement dit, toute forme automorphe de poids assez grand appartient
a l'idéal engendré par les séries de Poincaré de poids m. D’ou (cf. exposé I,

prop. 1) :

COROLLAIRE 1. — Toute forme automorphe de poids assez grand est une série
de Poincaré.

Le théoréme 4 entraine évidemment :

COROLLAIRE 2. — L’algébre graduée M des formes automorphes est un mo-
dule de type fini sur ’algébre des polynomes en les F;.

(On peut prendre pour générateurs de ce module une base de I’espace vec-
toriel des formes de poids < ng.)

COROLLAIRE 3. — L’algébre M est engendrée par un nombre fini d’éléments.
D’ou :
COROLLAIRE 4. — Tout idéal de M a un nombre fini de générateurs.

(Dans le cas de 2 variables, ces résultats sont dus & M. HERVE, Annales
ENS, 69 (1952), 277-302.)

11. Complément. — Les résultats du n°® précédent peuvent étre étendus a
des faisceaux cohérents quelconques.

De facon plus précise, soit .%# un faisceau analytique cohérent sur ’espace
projectif complexe P,(C); le raisonnement du théoréme 4 montre que, si n
est assez grand, toute section f de .Z(n) peut s’écrire f = ZES i-2i, ol les
fi sont des sections de .#(n — 1). Il s’ensuit que >_” HO(P,(C),.Z(n)) est
un module gradué de type fini sur l'algeébre de polynémes S = Clzy,...,2,].
On a ainsi attaché a tout faisceau cohérent .# un S-module gradué de type
fini qui le caractérise (comme il résulte tout de suite des théoremes A et B);
ceci généralise la correspondance entre faisceaux cohérents d’idéaux et idéaux

homogenes de polyndomes rencontrée dans I’exposé précédent.

12. Dimension de ’espace des formes automorphes de poids n. —
Si .7 est un faisceau analytique cohérent sur Y, nous poserons h4(Y,.#) =
dimHY(Y,.7), et :

o0

X(Y, F) =Y (-1)'R(Y, F),

i=0
somme qui est en réalité finie. Si 0 —» & — B — € — 0 est une suite exacte
de faisceaux cohérents, la suite exacte de cohomologie montre que x (%) =
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X(#)+ x(€). On en déduit que, plus généralement, si I'on a une suite exacte
de faisceaux cohérents :

0—%% —%¢ — - — %, —0,

on a:
X(Y’ %) - X(Y, Cgl) + -+ (_l)hX(Y7 %h) = 0.
Mémes notations et mémes résultats si I’on a un faisceau cohérent .% non
plus sur Y, mais sur P,(C).

PROPOSITION 4. —  Si F est un faisceau analytique cohérent sur P,.(C),
X(P,(C),.#(n)) est un polynéme en n, de degré < r.

On raisonne par récurrence sur r = dim P,(C), le résultat étant évident
pour r = 0; utilisant la suite exacte du n°® 8 de I'exposé précédent, on voit que

AX(PT(C)’ﬁ(n)) = X(PT(C)79(”’)) - X(PT‘(C)79(TL - 1))
= x(Pr-1(C),¥9(n)) — x(Pr-1(C), #(n))

d’ou le résultat, grace a I’hypothese de récurrence.

COROLLAIRE. — Pour n assez grand, h°(P,.(C),.#(n)) est un polynéme en n
de degré inférieur ou égal a r.

En effet, il résulte du théoreme B que h°(P,(C), #(n)) est égal a
x(P,(C),.#(n)) pour n assez grand.
On tire tout de suite de la proposition 4 :

PROPOSITION 5. —  Si % est un faisceau analytique cohérent sur Y,

x(Y, Z(m;n)) est un polynéme en n (m étant fixé)
COROLLAIRE. — Pour n assez grand, h%(Y,.% (m;n)) est un polynéme en n.

(Il serait facile de montrer que ce polynéme est de degré inférieur ou égal a
s=dimY.)

Nous allons maintenant appliquer la proposition 5 et son corollaire aux
faisceaux 7,.

Nous noterons d,, la dimension de I’espace vectoriel des formes automorphes
de poids p; on a évidemment d, = h%(Y, <,). Remarquons que dy = 1 (toute
forme automorphe de poids 0 est constante, comme il résulte tout de suite du
principe du maximum et de la compacité de Y), et que d, = 0 pour p < 0 (car
s’il y avait une forme automorphe de poids < 0 non identiquement nulle, en
multipliant une de ses puissances par une forme automorphe de poids opposé,
on trouverait une forme automorphe de poids 0 non constante).
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Nous poserons x(p) = x(Y, %%). D’apres le corollaire au théoreme 3, on a
Xx(p) = dp, pour p assez grand. D’apres la proposition 5 jointe au théoreme 3,
X(p + nm) est un polynéme en n, pour p et m fixés (m vérifiant toujours les
hypotheses du n°® 8). Nous allons préciser ce résultat :

THEOREME 5. — Il existe des polynomes Pi,...,P, vérifiant les propriétés
sutvantes :

a) x(n) =Pi(n) sin =17 modg;

b) les polynomes P; sont de degré s = dimY, et ont méme terme de plus
haut degré a-n®/s!;

c) le coefficient a est égal a deg o (Y)/m?®, ot deg o, (Y) désigne le degré
de la variété projective o, (Y) C P(C).

(Pour la signification de l’entier g, cf. n° 8.)
L’assertion a) peut encore s’écrire :
x(n) =an®/s! +a;-n* 14+ +a,

ou, d’apres a) et b), les ay, ..., as ne dépendent que de la classe de n mod q.
On notera que la formule précédente est valable pour tout n (positif ou
négatif); mais pour n assez grand, x(n) est égal a d,; d’ou :

COROLLAIRE. — d, = an®/s! + a1-n® L+ +ag pour n assez grand.
Remarques. — 1) Pour calculer degg,,(Y), on peut procéder ainsi : on
prend s combinaisons linéaires génériques de Fy,...,F,, soient ®1,..., P,

et on compte le nombre de points communs (mod G) aux sous-ensembles
®; =0,...,9;, =0 du domaine X.

2) Il est facile de donner des exemples ol ay, .. ., as; dépendent effectivement
de la classe de n modq : il suffit de faire des produits directs d’exemples a 1
variable.

3) Pour s = 2, le théoréme 5 est di & M. HERVE (loc. cit.).

13. Démonstration du théoréme 5. — Soit m un multiple de ¢ suffisam-
ment grand (cf. n° 8); on a vu plus haut que x(p+ nm) est alors un polynéme
en n (dépendant de p); appliquant ceci pour p = 1,...,m, on voit qu’il existe
m polynoémes Pq,..., P, tels que x(n) = P;(n) si n = imod m. L’assertion a)
du théoréme 5 équivaut a dire que P; = P; si i = jmodq.

Soit m’ un autre multiple de ¢, suffisamment grand, tel que pged(m, m') = g;
nous pouvons recommencer avec m’ ce que nous venons de faire avec m, et il
existe donc des polynomes P., ... P! . tels que x(n) = P}(n) si n = imodm’.
Supposons que % et i’ soient congrus modulo ¢; puisque pged(m,m’) = ¢, il
existe une infinité d’entiers qui sont & la fois congrus & ¢ mod m et & ' mod m/’;
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si n est un tel entier, on a P;(n) = x(n) = P},(n), ce qui montre que les
polynémes P; et P/, sont identiques. Si maintenant j = imod ¢, on a de méme
P; =P/, d’ou P; = P;, ce qui achéve de démontrer I’assertion a).

Montrons maintenant que deux polynémes P; et P; ont méme terme de plus
haut degré. Choisissons une forme automorphe f, non identiquement nulle, et
de poids h congru & j — imod g (une telle forme existe, cf. exposé I). Si g est
une forme automorphe de poids n + h qui est congrue a imodgq, f-g est une
forme automorphe de poids n + h qui est congrue a jmodq. D’out d,, 1 = dy,
ce qui montre que P;(n + h) > P;(n) pour n assez grand et congru & ¢ mod g.
Ceci entraine évidemment (en faisant tendre n vers +00) que le terme de plus
haut degré de P; est inférieur a celui de P;, d’ol, en permutant i et j, I’égalité
de ces termes.

Pour étudier le terme de plus haut degré des polynémes P;, on peut donc
se borner au cas ou ¢ = ¢g. Si m est un multiple de g vérifiant les hypotheses
dun® 8, on a dy,, = Py(nm) pour n assez grand. Or, on a le résultat suivant :

Lemme 8. — Sin est assez grand, toute forme automorphe de poids nm est
un polynome en les F;.

Démonstration. — D’apres le théoreme 3, <7, est isomorphe a <f(m;n).
Or o n’est pas autre chose que le faisceau & des germes de fonctions holo-
morphes sur Y. Vu que ¢,, est un plongement de Y dans P,(C), le faisceau
O est un quotient du faisceau 0(P,(C)), soit €. Appliquant alors le lemme 2
a 01 — O, on voit que toute section de .o (m;n) est image d’une section de
O1(n), si n est assez grand; ceci signifie exactement que toute forme auto-
morphe de poids nm est un polyndomes homogene de degré n en les F;.

(Ce raisonnement montre, plus généralement, que la série linéaire découpée
sur une variété normale par les formes de degré assez grand est complete —
résultat bien connu.)

Le lemme 3 montre que, pour n assez grand, P,(nm) est égal a la dimension
de V’espace vectoriel des polynémes homogenes de degré n en les F;. Si a,,
désigne 'idéal homogene de C[Xo,...,X,| formé des polynoémes P tels que
P(Fo,...,F;) =0, et si xa,,(n) désigne le polynéme de Hilbert de cet idéal,
on a donc :

P,(nm) = xaq,,(n) pour n assez grand.

Or l'idéal a,, n’est pas autre chose que 'idéal de la variété ¢,,(Y) C P,.(C);

d’apres un résultat classique (et élémentaire) son terme de plus haut degré est

égal & (deg pm(Y))n®/s!, ce qui acheve de démontrer les assertions b) et ¢) du
théoreme 5.
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14. Compléments divers. — 1) On trouvera dans Particle de HERVE des
résultats analogues aux précédents, relatifs a des idéaux de fonctions auto-
morphes. Il serait facile de les retrouver par la méthode suivie ici.

2) Il est possible de déduire le théoréme 5 de résultats généraux sur les faisceaux
cohérents, qui précisent la proposition 4. On définit la dimension s et le degré
d d’un faisceau analytique cohérent .# sur P,.(C), et ’on montre (en reprenant
la démonstration de la proposition 4) que x(P,.(C),.%#(n)) est un polynéme
en n dont le terme de plus haut degré est égal & d-n°/s!.

3) Les faisceaux .27, sont en rapport étroit avec certains diviseurs de la variété
Y. Bornons-nous au cas ou G opere librement sur X, de telle sorte que Y
soit une variété sans singularités. Si D est un diviseur sur Y, notons .Z/(D) le
faisceau défini ainsi : un élément de £ (D),, y € Y, est un germe de fonction
méromorphe au voisinage de y, soit f, tel que (f) > —D au voisinage de y; le
faisceau .Z (D) est localement isomorphe & ¢, donc en particulier cohérent. Soit
d’autre part K un diviseur «canonique », c’est-a-dire le diviseur d’une forme
différentielle méromorphe de degré s sur Y. Le raisonnement de l’exposé IV
donne alors :

PROPOSITION 6. — Le faisceau <7, est isomorphe au faisceau £ (pK).

D’ott notamment x(k) = x(Y,Z(kK)); appliquant alors a la variété al-
gébrique Y les résultats connus sur les x(Y,.Z (D)), on obtient sur x(k) des
renseignements sensiblement plus précis que ceux donnés par le théoreme 5.
Par exemple, le «théoreme de dualité» donne :

COROLLAIRE. — Xx(1 — k) = (—1)°x(k).

En outre les résultats récents de HIRZEBRUCH permettent d’exprimer les
coefficients du polynéme x(n) a partir des classes canoniques de la variété Y.
Lorsque 'on ne suppose plus que G opére librement, il faut introduire une
notion de «ramification» pour les diviseurs de Y, et ’on peut alors obtenir
une proposition analogue a la proposition 6. Nous n’insisterons pas la-dessus.

§ II1. Formes E-automorphes

15. Sous-ensembles analytiques stables par G. — Revenons aux hypo-
theses du n° 1 : soit X une variété analytique complexe de dimension s, et
soit G un groupe d’automorphismes de X vérifiant les hypotheses (I) et (II).
Considérons un sous-ensemble analytique E de X, stable par G.

PROPOSITION 7. — L’ensemble E/G est un sous-ensemble analytique
de Y =X/G.
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La question étant locale, nous pouvons supposer que le groupe G est fini,
et que E est défini par I’annulation d’un nombre fini de fonctions holomorphes
fi,--., [ Pour tout g € G, soit f{ la fonction définie par :

file)=filg-z) 1<i<k

Soit r l'ordre de G; pour chaque indice 4, soient F}, ..., FT, les fonctions sy-
métriques élémentaires des r fonctions fY, g € G. On a donc :

Fi=> fl,...., Fi=1I#

geG geG

Les fonctions FZ sont invariantes par G, donc peuvent étre considérées comme
des fonctions holomorphes sur Y = X/G. La proposition 7 est donc une consé-
quence du lemme suivant.

Lemme 4. — E/G est défini par annulation des fonctions Fg, 1 <1 <k,
1<j<r.

Il est clair que les Fi s’annulent sur E; inversement, soit x € X tel que
F/(z) = 0 quels que soient i et j; ces équations entrainent f;(z) = 0 pour tout
i, d’ou x € E, c.q.f.d.

COROLLAIRE. — Le faisceau d’idéauz défini par E/G dans Y est cohérent.

Cela résulte d’un théoréme de CARTAN, cf. Séminaire 51-52, exposé XVI.

16. Formes E-automorphes. — Par une fonction holomorphe sur E nous
entendrons une fonction continue a valeurs complexes sur E qui peut locale-
ment se prolonger en une fonction holomorphe sur X; c’est donc une section
du faisceau quotient du faisceau ¢'(X) par le faisceau d’idéaux .#(E) défini
par E.

Donnons-nous d’autre part un facteur d’automorphie g — J, sur X. Une
fonction f, holomorphe sur E, sera dite E-automorphe (relativement & J, ou
encore E-J-automorphe) si elle vérifie la relation

(2) flg-z) =Jg(x) f(z) pour tout x € E.

(Cette notion est due & M. HERVE.)

On peut également définir le faisceau des germes de formes E-automorphes;
si U est un ouvert de Y = X/G, on désigne par o/ (J; E)y l'ensemble des
fonctions holomorphes sur E N 7~ 1(U) qui vérifient la relation (2) pour tout
z € EN 7 }(U); a partir des ./(J;E)y on définit le faisceau «7(J;E) de la
maniere habituelle. C’est un faisceau analytique sur I’espace Y, nul en dehors
de E/G.
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THEOREME 6. — Le faisceau analytique <7 (J;E) est un faisceau analytique
cohérent sur l’espace Y.

Avant de démontrer le théoréeme 6, remarquons que toute forme auto-
morphe vis-a-vis de J (au sens usuel) définit par restriction & E une forme
E-automorphe. D’oli un homomorphisme de faisceaux

o:4(J) — o (J;E).
Il est clair que o est un homomorphisme analytique.
PROPOSITION 8. — L’homomorphisme o est surjectif.

La question étant locale, nous pouvons supposer G fini, d’ordre n. Si ’'on
a f e d(J;E)y, y €Y, il existe une fonction f;, holomorphe au voisinage
de 77 1(y), et qui induit f sur E (cela résulte simplement du fait que f est
holomorphe sur E). La fonction :

L(f1) = ZJ )"t filg - x)

gEG
appartient alors a ./(J),, et induit f sur E, c.q.f.d.
COROLLAIRE 1. — Le faisceau <7(J;E) est engendré localement par un

nombre fini de ses sections.

En effet, le faisceau <7 (J) possede cette propriété d’apres le théoréme 1.

La proposition 8 a une autre conséquence intéressante : prenons pour facteur
d’automorphie J; = 1 quel que soit g; le faisceau </(J) est alors le faisceau
O des germes de fonctions holomorphes sur Y, et le faisceau 7 (J;E) est le
faisceau des fonctions holomorphes sur E qui sont invariantes par G, autrement
dit, c’est le faisceau O(E/G) des germes de fonctions holomorphes sur E/G.
Le fait que 0 : & — O(E/QG) soit surjectif signifie alors que le plongement
E/G — Y = X/G transforme le faisceau 0(E/G) en le faisceau induit par &
sur E/G; en particulier, puisque E/G est analytique (prop. 7), on a :

COROLLAIRE 2. — Le faisceau O(E/G) est cohérent sur'Y.

17. Démonstration du théoréme 6 (fin). — Vu le cor. 1 & la prop. 8,
il nous reste seulement a démontrer que les relations entre un certain nombre
de sections fi,...,f, de &/ (J;E) forment un faisceau cohérent (c’est-a-dire
sont engendrées localement par un nombre fini d’entre elles). Nous suivrons la
méme méthode qu’au n° 6.

Nous supposons que les fonctions f1, ..., f, sont holomorphes dans un voisi-
nage ouvert d’un point donné xy. En remplagant X par V(xg), on peut supposer
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que le groupe G est fini d’ordre r, laisse le point xzq fixe, et que f1,..., f, sont
holomorphes dans E tout entier. Nous voulons étudier le faisceau des relations
entre les f; au voisinage de xg.

Soit E = E; U Ey U --- UE; la décomposition de E en sous-ensembles
analytiques irréductibles au voisinage de xg. Soit K I’ensemble des indices i,
1 < ¢ < k, tels qu’il existe au moins une des fonctions fi,...,f, qui ne
soit pas identiquement nulle sur E;; il existe des scalaires aq,...,a, tels que
aif1 + -+ + apfn ne s’annule identiquement sur aucun des E;, i € K (il suffit
de choisir les a; en dehors d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels de C™).
Posons fo = a1 f1 + -+ anfn; c’est encore une fonction E-automorphe relati-
vement & J. Soit H la fonction définie par la formule :

Hz)= [[ folh o).

heG, h#l

La fonction H est holomorphe sur E, et on vérifie facilement qu’elle est J~!-
automorphe sur E. En outre, sa restriction a E;, ¢ € K, n’est pas identiquement
nulle; car sinon, il y aurait h € G tel que fo(h-x) soit identiquement nulle pour
z € E;, dou fy identiquement nulle pour z € A~ - E; = E;, dou fi1,...,fn
identiquement nulles sur E;, donc aussi sur E;, contrairement & la définition
de K.

Désignons maintenant par gy, ..., g, les fonctions fi-H,..., f,-H. Ce sont
des fonctions holomorphes sur E et invariantes par G, autrement dit des sec-
tions du faisceau O0(E/G).

Toute relation :

(3) hi-fi+ -+ hyfn=0,

ou les h; appartiennent a &, entraine la relation :

(4) hi-g1+ -+ hp-gn=0.

La réciproque est vraie : la relation (4) peut en effet s’écrire
(5) (hi-fi+ -+ hy fn) H=0.

D’apres un résultat connu (cf. Séminaire 51-52, exposés XIV-5 et XVI), la
relation (5) entraine que hi-f1 + -+ + hy-fp est nul sur E; pour i € K [tout
au moins pour y assez voisin de 7(xg)|; d’autre part hy-fi + -+ + hp-fp, est
nul sur E; si i ¢ K. Donc (5)=(3), ce qui montre bien que (3) et (4) sont
équivalents.

Mais, d’apres le cor. 2 & la prop. 8, le faisceau ¢(E/G) est cohérent. Donc
le faisceau des relations entre les g; est cohérent, et comme nous venons de

voir qu’il coincide avec le faisceau des relations entre les f;, la démonstration
du théoreme 6 est achevée.
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18. Application au cas d’un domaine borné. — Faisons maintenant sur
X, G, J les hypotheéses du n° 8 : X est un domaine borné de C*, Y = X/G est
compact, J, est le jacobien en x de ’automorphisme z +— g - .

Notons % (E) le faisceau <7 (J7%; E).
THEOREME 7. — Le faisceau <,(E)(m;n) est isomorphe & pinm(E).

Ce théoréme se démontre exactement comme le théoréme 3.

COROLLAIRE. — Toute forme E-automorphe de poids assez grand est la res-
triction o E d’une forme automorphe sur X.

Appliquant le lemme 2 & 'homomorphisme surjectif <%, — <7%,(E), on voit
que

HO(Y, op(m;n)) — HY(Y, %, (E)(m;n)) = HY(E, #(E)(m; n))

est surjectif pour n assez grand. Compte tenu des théorémes 3 et 7 (et d’une
relation de commutation évidente), ceci signifie que

HY (Y, Zprmn) — HY (E, Zpinm (E))
est surjectif pour n assez grand, d’ou le corollaire.

Note. — Le résultat ci-dessus avait été obtenu par M. HERVE (C.R.A.S. 234
(1952), 41-43) lorsque X est le produit direct de deux disques et que E vérifie
certaines hypotheses particulieres.
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Séminaire Bourbaki mai 1954
1953-54, exposé n° 100

REPRESENTATIONS LINEAIRES
ET ESPACES HOMOGENES KAHLERIENS
DES GROUPES DE LIE COMPACTS

Les résultats qui vont étre exposés sont dus
a Armand BOREL et André WEIL (non publiés)

1. Espaces homogénes symplectiques

Une variété compacte connexe X est dite symplectique si sa dimension est
un nombre pair, soit 2n, et s'il existe z € H?(X) tel que " # 0 (dans ce n°, les
groupes de cohomologie sont pris a coefficients réels). Toute variété kdahlérienne
est symplectique.

THEOREME 1. — Soient G un groupe de Lie compact, connexe, semi-simple,
et U un sous-groupe fermé de G. Si G/U est symplectique, il existe un tore
S C G tel que U soit égal au commutant C(S) de S dans G (autrement dit,
x€U<«= x-s=s-x pour tout s € S).

En particulier (HOPF), U est un groupe connexe de méme rang que G.

(Un cas particulier de ce théoréme se trouve dans une Note de LICHNERO-
WICZ [1]; voir également [2].)

Démonstration. — Soit Uy la composante connexe de 1’élément neutre de U,
soit S (resp. Sp) la composante connexe de 1’élément neutre du centre de U
(resp. du centre de Uyp), et soit V = C(S) le commutant de S dans G. On a
donc les inclusions :

ScSocUycUcCVca.
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Considérons le diagramme commutatif suivant :

a

HY(V) H' (Ug) "/

| o

H2(G/V) —— H2(G/U) —— H2(G/U,)V/Vo

ol T désigne la transgression, et ott H!(Ug)V/Y0 (resp. H2(G/U,)V/V0) désigne
le sous-groupe de H!(Uy) (resp. de H?(G/U,))) formé des éléments invariants
par U/U,.

Puisque G est semi-simple, H'(G) = H?(G) = 0, d’ou il résulte tout de
suite que 7 est une bijection (noter que V est connexe, d’apres un résultat
bien connu, dit & HOPF). D’autre part, la définition méme de V montre que «
est surjectif, et un théoreme élémentaire sur les revétements finis montre que
0 est bijectif. Donc v est surjectif.

S’il existe x € H2(G/U) avec 2™ # 0 (2n = dim G/U), il existe alors aussi
z' € H3(G/V) avec 2" # 0, ce qui entraine évidemment dim G/V > 2n, d’ou
dim V < dim U, d’ou V = U puisque V est connexe, et 'on a bien U = C(S),
c.q.f.d.

Remarques. — 1) Réciproquement, si U = C(G), on peut construire sur G/U
une métrique kéhlérienne telle que G/U soit une variété de Hodge. Cela peut
se voir par une méthode «infinitésimale». Mais nous obtiendrons au n°® 3
un résultat plus précis, en exhibant un plongement de G/U dans un espace
projectif.

2) On notera que, parmi les sous-groupes U du type C(S), se trouvent en
particulier les tores mazimauz de G.

2. Structure complexe sur G/U

Soit T un tore maximal de G, t (resp. g) l’algebre de Lie de T (resp. G). Nous
écrirons les racines de g (relativement & t) sous la forme 27i-a;(x), ou a;(z) est
une forme linéaire réelle sur t. Si a est une racine, on désignera par e, I’élément
de gc, algebre de Lie complexifiée de g, tel que [t,e,] = 27i-a(t)-e, pour tout
t € tc (e, est défini & une homothétie pres). Siaq, .. ., a, est un systéme simple
de racines de g, on notera W la partie de t définie par les inégalités a;(t) > 0,
1 <@ <r («chambre de Weyl»).

Le produit scalaire (z,y) défini par 'opposé de la forme de Killing de g
permet d’identifier t et tc a leurs duaux; en particulier, les a; peuvent étre
considérés comme des éléments de .
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Nous désignerons par h le sous-espace vectoriel de gc engendré par tc et
les ey, ou a parcourt ’ensemble des racines > 0 de g. C’est une sous-algébre
résoluble de gc.

Si b est un élément de W, soit Py ’ensemble des racines > 0 orthogonales
a b; le sous-espace vectoriel de gc engendré par h) et les e_g, a € Py, est une
sous-algebre [, de g (en effet, [, est engendrée par tc et les e, ou (a,b) > 0,
puisque b € W). Si b est intérieur 4 W, on a [ =bh;si b =0, [, = gc. On voit
tout de suite que [, N g = ¢(b), en désignant par ¢(b) 'ensemble des x € g tels
que [z,b] = 0. Si S est un tore de T, on peut trouver dans S un sous-groupe
a 1 parametre partout dense, d’ou un élément b € t tel que ¢(b) = ¢(S); en
outre, en effectuant un automorphisme intérieur, on peut supposer que b € W.

Nous supposerons & partir de maintenant que G est simplement connexe ; il
est clair que cela ne restreint pas la généralité. Soit alors G¢ le groupe complexe
simplement connexe d’algébre de Lie gc, qui contient G comme sous-groupe
fermé, comme on sait ; soient T'c, H, Ly, C(b), les sous-groupes fermés de G¢
d’algebres de Lie tc, b, lp, ¢p; ce sont des sous-groupes fermés de G¢ (c’est
évident pour Tc et C(b); pour Ly, cela résulte de ce que [, est son propre
normalisateur dans gc, et de méme pour H). De plus, on peut montrer que
Ly NG = C(b) (BOREL et WEIL utilisent un raisonnement direct, mais cela
résulte également du théoreme 1 et de la construction du n® 3). On en déduit
que G/C(b) = G¢ /Ly, et comme on a vu que tout C(S) est égal & un C(b), on
obtient finalement :

THEOREME 2. — Les espaces homogénes G/U, ot U = C(S) (S étant un tore
de G) sont des espaces homogénes complezes.

En particulier, G/T = Go/H est un espace homogene complexe, comme
I’avait observé BOREL dans sa these.

(On notera toutefois que la structure complexe de G/U ainsi obtenue dépend
du systéme simple de racines choisi.)

3. Plongement associé a une représentation irréductible de G¢

Soit © — a, une représentation linéaire complexe de gc dans un espace
vectoriel complexe E de dimension finie. Une forme linéaire b sur tc est dite
un poids de la représentation, s’il existe e # 0, e € E, tel que a;(e) = 2mi-b(t)-e
pour tout ¢ € tc ; un poids est dit dominant si b+a; n’est un poids pour aucune
valeur de 7 (1 < ¢ < r); toute représentation posséde un poids dominant ; si
la représentation est irréductible, ce poids dominant est unique et 1’élément
e correspondant est bien déterminé (4 homothétie pres); inversement, si E
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est engendré par les transformés d’un élément e correspondant & un poids
dominant, la représentation est irréductible. Enfin, les poids dominants des
diverses représentations de g¢ sont caractérisés par les formules :

(a;,b) = ki-(ai,a;)/2, ki entier >0, 1<i<r.

A tout poids dominant b, on peut faire correspondre 'algebre [, comme au
n° 2 (c’est licite, car b € W, d’apres les formules que l'on vient d’écrire) ; es-
pace homogene G/U = G /Ly sera dit strictement associé a la représentation
irréductible de poids dominant b; tout espace G/U = G /Ly, ott Ly C Ly sera
dit associé A cette représentation. On observera que, si b’ est un élément quel-
conque de W, il existe toujours un poids dominant b tel que L, = Ly ; il suffit
de prendre b orthogonal aux mémes a; que b’, ce qui est évidemment possible.
Donc tout espace G/U du type étudié plus haut est strictement associé a une
représentation irréductible de Gg.

Soit alors = — a, une telle représentation de gc dans un espace vectoriel E,
et prolongeons-la en une représentation analytique z — A, de G¢. Si e est
un élément # 0 de E correspondant au poids dominant b, e est un vecteur
propre de Ly ; inversement, si x € Gg est tel que A, admette e pour vecteur
propre, on a = € Lj (on vérifie d’abord, par la théorie infinitésimale, que,
si e est vecteur propre de a,, on a x € [p; il en résulte évidemment que, si e
est vecteur propre de A;, z est contenu dans le normalisateur de Lj; tout
revient donc a prouver que L; est son propre normalisateur dans Gg, ce que
BOREL et WEIL démontrent par un raisonnement direct, utilisant un résultat
de Gantmacher ; mais cela résulte aussi du théoreme 1 et des résultats établis
ci-dessous).

Soit P I’espace projectif complexe quotient de E— {0} par la relation d’équi-
valence définie par les homothéties, et soit 7 la projection canonique de E—{0}
sur P. A tout x € G¢ nous ferons correspondre ’élément 7(A,-e) € P; on ob-
tient ainsi une application analytique ¢p : Gog — P, constante sur les classes
mod Ly, donc qui définit ¢p, : Go/Ly — P; d’apres ce qui précede, @ est in-
jectif. On vérifie par un raisonnement infinitésimal que ¢, est une immersion
(il suffit de le voir & ’élément neutre de G¢), donc :

THEOREME 3. — Toute représentation irréductible de Gg, de poids dominant
b, définit un plongement oy de Gp/Ly = G/U comme sous-variété analytique
sans singularité (donc algébrique, d’apres CHOW) de l’espace projectif com-
plexe associé a l’espace de la représentation.

En particulier, les variétés G/U sont des variétés algébriques projectives.
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Si G/U est simplement associé & la représentation A;, on obtient par com-

position : G/U — G¢ /Ly #%, P une application analytique de G/U dans P,
d’olt un systéme linéaire de diviseurs sur G/U : I'image réciproque des sections
hyperplanes de ¢,(Gc/Lp). Nous verrons au n° 4 que ce systéme est complet ;
notons des maintenant qu’en tout cas 'image de G/U dans P n’est contenue
dans aucun sous-espace projectif de P, vu l'irréductibilité de A,.

Les diviseurs du systéme linéaire précédent définissent une classe de co-
homologie h € H2(G/U,Z); d’autre part, le poids b peut étre identifié & un
élément de H (U, Z), donc de H?(G /U, Z), par transgression. On peut montrer
que les éléments h et b coincident (au signe pres, dépendant des conventions
d’orientation choisies).

4. Représentation irréductible associée
a une classe de diviseurs sur G/U

Soit G/U = G¢/L un espace homogene du type étudié ci-dessus. Consi-
dérons une classe d de diviseurs sur G/U contenant au moins un diviseur
D > 0 (rappelons que deux diviseurs sont dans la méme classe, ou sont li-
néairement équivalents, si leur différence est égale au diviseur d’une fonction
méromorphe). Soit |D| 'ensemble des diviseurs > 0 équivalents a D, et L(D)
Pensemble des fonctions méromorphes f telles que (f) > —D; lapplication
f — (f) + D définit une bijection de I’espace projectif P* associé a L(D) sur
Pensemble |D| (qui se trouve ainsi muni d’une structure projective, d’ailleurs
indépendante du diviseur D choisi dans d). Si z € G, = - D est un diviseur
de G/U, évidemment > 0, et qui est linéairement équivalent & D (en effet,
G/U est kahlérien, puisque algébrique, et de plus simplement connexe, puisque
U a méme rang que G; donc le groupe des classes de diviseurs de G/U est
isomorphe & un sous-groupe de H2(G/U,Z) sur lequel G¢ ne peut qu’opérer
trivialement, puisque G¢ est connexe). On a donc z - D € |D|.

Soit Fo, ..., F, une base de L(D). Si l'on fait correspondre & tout z € G/U
le point d’un espace projectif P de coordonnées homogenes Fo(z),...,F.(z),
on obtient une application o, a priori « méromorphe», de G/U dans P; en
fait cette application est partout holomorphe : cela résulte de ce que la série
linéaire compléte |D| n’a pas de «points de base» (autrement dit, pour tout
z € G/U, il existe D’ € |D| tel que z ¢ D’ & cause de l'invariance de |D|
par translation). L’espace projectif P peut étre considéré comme «dual» de
Pespace P* associé & L(D); les éléments de |D| sont les images réciproques
des sections hyperplanes de o(G/U) dans P. De par sa construction méme,
0(G/U) n’est contenu dans aucune sous-variété projective de P.
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Nous allons maintenant montrer que ’on peut associer a tout x € G¢ un
automorphisme z de P tel que :

(%) o(x-y) =% -o0(y) pour tout y € G/U.

Puisque z=1-D € |D|, et que I'on a évidemment F;(z-y) > —z =D (F;(z-y)
étant considérée comme fonction de y € G/U), il existe une fonction g, définie
a une homothétie pres, telle que :

Fi(zy)-gu(y) = ZAU(HC)F

ol A;j(x) est une matrice inversible attachee a x, et qui définit donc un auto-
morphisme Z de P vérifiant évidemment la condition (x) écrite plus haut. En
outre, la condition (*) détermine uniquement , puisque o(G/U) n’est contenu
dans aucune sous-variété projective de P ; la méme raison montre que & dé-
pend analytiquement de x, donc définit une représentation projective de G¢.
Soit alors E D’espace vectoriel dual de L(D), espace dont le projectif associé
n’est autre que P; du fait que Gg¢ est simplement connexe, on peut trouver
une représentation linéaire x — A, de G¢ dans GL(E) qui donne x — Z par
passage au quotient. Montrons maintenant que E est irréductible, et associée
a un poids dominant b tel que Ly D L. Soit yo 'image dans G/U de I’élément
neutre de G, et soit e € E un élément # 0 dont 'image dans P soit égale
a o(yo). La formule (*) montre alors que e est un vecteur propre de L (dans
la représentation z — A, ), donc de H C L, donc correspond & un poids domi-
nant b tel que Ly D L. Les transformés de e par les opérations A,, x € G¢,
engendrent dans E un sous-espace vectoriel E' dont I'image dans P contient
0(G/U) d’apres la formule (), donc est égale & P, ce qui montre que E' = E,
et que E est irréductible d’apres ce qui a été rappelé au n® 3. Nous avons
ainsi compléetement reconstitué la situation du n° 3. Résumons les résultats
obtenus :

THEOREME 4. — Un élément de H?(G/U,Z) est dual d’un diviseur D > 0 si
et seulement si c’est le poids dominant d’une représentation de Gg associée
a G/U. Le systéme linéaire complet |D| est alors dual de l’espace de la Te-
présentation; il est ample si et seulement si la représentation est strictement
associée a G/U.

(Rappelons qu’un systéme linéaire de diviseurs est dit ample s’il n’a pas de
composante fixe, et si ’application de la variété dans un espace projectif qu’il
définit est un plongement.)

Par exemple, si U = T, tous les poids dominants b = > k;-b; (les b; étant
les poids fondamentaux) correspondent & des diviseurs > 0 de G/ T ; pour que
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le systeme linéaire complet contenant ce diviseur soit ample, il faut et il suffit
que tous les k; soient > 0.

Une conséquence intéressante de ce qui précede est que la dimension de
la représentation irréductible de poids dominant b est égale a la dimension
de L(D), D associé & b comme plus haut, dimension qui peut étre calculée
grace au théoreme de Riemann-Roch au moyen de la classe de cohomologie
de D, c’est-a-dire justement de b. On retrouve ainsi la formule classique de
H. WEYL.

5. Compléments

D’aprés GOTO, les variétés G/U sont des variétés rationnelles. Il est méme
probable (et peut-étre démontré) qu’elles admettent des décompositions « cel-
lulaires » complexes, analogues a celles des grassmanniennes complexes; au-
trement dit, il existerait une famille de sous-variétés de G/U emboitées, telles
que la différence entre deux sous-variétés consécutives soit algébriquement iso-
morphe a un espace affine. C’est en tout cas ce que ’on vérifie pour les groupes
classiques, et ce que WEIL a pu démontrer pour G = Eg, et U convenable.

Il en résulterait notamment que les espaces G/U (et en particulier G/T)
n’ont pas de torsion, conformément & une conjecture émise par BOREL dans
sa these (et qu’il avait pu vérifier pour les groupes classiques, pour Gg et pour

F4, au moyen des fibrations de ces groupes).
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Séminaire Cartan 10 novembre 1954
1954-55, exposé n° 1

LES ESPACES K(II, n)

Dans cet exposé, nous allons indiquer les principales propriétés des espaces
K(II, n), introduits par EILENBERG-MAC LANE [4]; nous nous placerons & un
point de vue purement «topologique» (cf. [20], [15], [17]). Le point de vue
«algébrique » (cf. [4], [5], [1]) fera 'objet des exposés suivants.

1. Rappels

Soit f : X — Y une application continue d’un espace X dans un espace Y.
Le «mapping-cylinder» X; de f est défini ainsi : si Z désigne ’espace somme
de Y et de X xI (I=(0,1]), Xy est espace obtenu & partir de Z en identifiant
(z,1) avec f(x) pour tout z € X.

L’espace Xy contient X et Y, et Y est un rétracte de déformation de Xy;
de plus I'application composée X — X; — Y est égale a f. Si I'on convient
d’identifier X7 et Y (ce qui est naturel, vu qu’ils ont méme type d’homotopie),
on voit que f se trouve ainsi identifiée a l'injection de X dans Xy.

A titre d’application, supposons que les homomorphismes

fo: mi(X) — mi(Y)

définis par f soient bijectifs pour tout ¢; on en conclut que m;(Xy,X) = 0 pour
tout ¢, d’ol1, par un raisonnement élémentaire de déformation, H;(Xf,X) =0
pour tout ¢, ce qui montre que

[t Hi(X) — Hi(Y)

est bijectif pour tout 1.

De fagon analogue, toute application continue peut étre remplacée par une
fibration. D’apres ce qui précede, on peut se borner a le montrer pour une injec-
tion X — Y. Soit alors X’ ’espace des chemins de Y dont l'origine appartient
3 X; l'espace X est un rétracte de déformation de X’; I’application 7 qui fait
correspondre & tout chemin de Y son extrémité fait de X’ un espace fibré de
base Y (au sens de [15]), et application composée X — X’ = Y n’est autre



92 SEMINAIRE CARTAN 1954-55, EXPOSE N° 1

que l'injection de X dans Y. Si, comme précédemment, on identifie X & X', on
voit que l'injection de X vers Y est remplacée par la projection 7 : X' — Y.

Ces deux procédés sont souvent utilisés dans les questions relatives aux
groupes d’homotopie. Cf. notamment [9], [10], [16].

2. Les espaces K(II,n) — définition et construction

Soit n un entier > 1, et soit II un groupe, supposé abélien si n > 2. Un
espace X est appelé un espace K(II,n) si 'on a :

m(X) =0 pour i #n
7 (X) =11

En particulier, mo(X) = 0, ce qui signifie que X est connexe par arcs.

Ezemple. — Le cercle S; est un espace K(Z,1); le tore T est un espace
K(Z%1); plus généralement, si X est un espace K(II,n), et X’ est un espace
K(IT',n), il est clair que X x X’ est un espace K(II x II', n).

L’espace projectif réel de dimension infinie, P, (R), est un espace
K(Z/2Z,1); de méme un espace lenticulaire de dimension infinie est un
espace K(Z/pZ,1).

L’espace projectif complexe de dimension infinie, P (C), est un espace
K(Z,2).

Construction d’espaces K(II,n). Donnons-nous n et II (abélien, si n > 2). Le
procédé décrit dans [22] permet de construire un compleze cellulaire qui soit
un espace K(IL, n) ; on définit par récurrence le g-squelette K, de ce complexe,
de la fagon suivante :

pour g < n, K, est réduit a un point zo.

K,, s’obtient en attachant & xy des cellules de dimension n, correspon-
dant chacune & un générateur du groupe II.

K41 s’obtient en attachant a K,, des cellules de dimension n+1,de telle
sorte que leurs bords fournissent les relations nécessaires entre les générateurs
précédents.

Kg+1,9 > n, s’obtient en attachant a K, des cellules de dimension
q + 1,de telle sorte que leurs bords engendrent le groupe my(Ky).

On constate alors que m;(K,;) = 0 pour ¢ < ¢, et ¢ # n, tandis que, si
g >n+1,on am(K,) =II. Le complexe K, réunion des K, est donc bien un
espace K(II, n).

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



LES ESPACES K(TI, n) 93

De plus, si IT est un groupe abélien de type fini, on peut faire en sorte que
les K, soient des complexes finis (cf. [18], 36-37) : on raisonne par récurrence
sur ¢ ; si K, est un complexe fini, m,(K,) est un groupe de type fini, ([15], 491,
ou [16], 271-274), donc K,11 peut étre obtenu en attachant & K, un nombre
fini de cellules.

3. Espaces K(II,n) et classes de cohomologie

A partir de maintenant, nous nous bornerons au cas ou Il est un groupe
abélien (ce n’est une restriction que sin = 1). Si Y est un espace K(II,n), on a
alors H,(Y) =1II et H,_1(Y) = 0, ce qui montre que H*(Y,G) = Hom(II, G) ;
en particulier, le groupe H"(Y,II) contient une classe fondamentale ¢, corres-
pondant a ’application identique de IT sur II.

Soit f : X — Y une application continue d’un espace X dans l’espace Y ;
I’élément f*(¢) est un élément bien déterminé de H™ (X, II), qui ne dépend que
de la classe d’homotopie de f.

THEOREME. — Si X est un complexe cellulaire, lapplication f — f*(v) met

en correspondance bijective les classes d’homotopie d’applications (continues)
de X dans Y et les éléments de H™(X, II).

(Ct. [5], Note IV, [6], III, ainsi que [17].)

Le théoreme précédent est une simple conséquence de la théorie des obs-
tructions de S. EILENBERG : par exemple, pour montrer qu’il existe une ap-
plication f : X — Y telle que f*(¢) soit une classe de cohomologie donnée
x € H*(X,II), on commence par définir f sur le n + 1-squelette de X (ce qui
est toujours possible, comme on sait), puis on prolonge f sur les squelettes
successifs en utilisant le fait que les m;(Y) sont nuls pour ¢ > n. On procede
de la méme facon pour construire une homotopie entre deux applications f et
g telles que f*(¢) = g*(v).

On peut appliquer le théoréeme précédent au cas ou X est lui-méme un
espace K(II,n) ; on en conclut qu’il existe une application f : X — Y telle que
fo : m(X) — 7, (Y) soit 'application identique de II sur IT. D’apres ce qui a été
rappelé au n° 1, f induit donc un isomorphisme des groupes d’homologie de X
sur ceux de l’espace Y. Donc, les groupes d’homologie d’un espace K(II,n) ne
dépendent que de Il et de n (cf. [4]) ; on les note Hy(II, n; G), ce sont les groupes
d’FEilenberg-Mac Lane. Pour n = 1, ils se réduisent aux groupes d’homologie
du groupe II, au sens de HOPF et de EILENBERG-MAC LANE. Le calcul des
H, (I, n; G), pour n quelconque, fera 'objet des exposés suivants.
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4. Les espaces K(II,n), comme foncteurs de II

Soit X un complexe cellulaire qui soit un espace K(II, n), et soit Y un espace
K(I';n). On a que H*(X,II') = Hom(II, IT'), et le théoréme du numéro pré-
cédent montre donc que les classes d’applications de X dans Y correspondent
bijectivement aux homomorphismes de II dans II'. En appliquant le procédé
du n° 1 on peut en déduire diverses fibrations (cf. [17], n° 6.)

Appliquons ce qui précede a ’homomorphisme IT x IT — II qui fait corres-
pondre a tout couple (a, 3) ’élément o + B : si X est un complexe cellulaire
qui est un espace K(II, n), ’espace X x X est un espace K(II x II, n), et c’est
aussi un complexe cellulaire (du moins si X & un nombre fini de cellules en
toute dimension); il existe donc une application € : X x X — X telle que
g0 : (X x X) — 7 (X) soit ’homomorphisme ci-dessus. D’olt une structure
d’algébre sur H,(X) = @Hy(X). Sil’on note (z,y) — z-y 'application qui vient
d’étre définie (et qui est unique & homotopie pres), on voit que cette applica-
tion est homotope a l'application (z,y) — y -« (car les deux application ont
le méme effet sur 7, ) ; le méme raisonnement montre que (z,y) - z et x - (y, 2)
sont des applications homotopes de X x X x X dans X. Donc H,(II,n) est
une algebre associative et anticommutative. On démontre de méme ’existence
dans X d’un «inverse & homotopie pres».

5. Relations entre K(II,n — 1) et K(II, n)

Soit X un espace K(II,n), et notons (X) I’espace des lacets sur X (ayant
leur origine et leur extrémité en un point fixé de X). Puisque 7;(Q2(X)) =
mi+1(X), I'espace Q(X) est un espace K(II,n —1). En considérant 1’espace fibré
E des chemins sur X d’origine fixée, on voit (cf. [15], chap. VI) qu’il eziste un
espace fibré contractile dont la base est un K(II,n) et la fibre un K(II,n — 1).

Une telle fibration fournit des relations tres précises entre les espaces K(II, n)
et K(II,n — 1); d’ou la possibilité d’une étude des K(II,n) par récurrence
sur n (le cas n = 1 étant bien connu); c’est ainsi que, par des calculs de
suites spectrales, on peut déterminer les algebres de cohomologie H*(II, n; R)
et H*(II, n; Fy), cf. [15], [17]. Lorsqu’on se place au point de vue algébrique,
cette fibration est remplacée par la notion de «construction» de H. CAR-
TAN [1].

Le produit de deux lacets définit une multiplication dans Q(X), qui est
un espace K(II,n — 1) ; d’ou une structure d’algeébre sur H,(II,n — 1). Cette
structure coincide avec celle définie au n°® précédent, comme on le voit en
écrivant un diagramme (voir aussi [7]). L’espace fibré E joue, pour le « groupe »
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K(II,n—1), le role d’un espace fibré principal universel, dont ’espace classifiant
est K(II,n).

6. Espaces K(II,n) et opérations cohomologiques

Le théoreme du n°® 3 joue un role essentiel dans I’étude des opérations co-
homologiques (cf. [6], III, ainsi que [17], §4). Par exemple, supposons que ’'on
veuille prouver la formule suivante, due & ADEM :

S¢®Sq¢?(x) = S¢3Sq! (x) pour tout x € H* (X, Fy).

On peut supposer que X est un complexe cellulaire. Dans ce cas, d’apres
le n° 3, on a x = f*(¢), f étant une application continue convenable de
X dans un espace K(F2,n), et tout revient & démontrer que Sq?Sq¢?(:) =
S¢3Sq*(v) dans H""4(F2,n; F3). On peut méme éviter de vérifier cette der-
niere formule : supposons seulement démontré que H**4(F5,n; Fy) est un es-
pace vectoriel de dimension 2 sur le corps Fy (n étant > 4); alors les trois
éléments Sq*(1),S¢3Sq' (1), S9¢%Sq?(¢) sont liés par au moins une relation li-
néaire ; mais il est facile de construire une autre classe de cohomologie = par-
ticuliere (dans un produit d’espaces projectifs réels, par exemple) telle que
S¢?Sq?(x) = Sq®Sq'(z) et que Sq*(z) et Sg3Sq!(z) soient linéairement indé-
pendantes sur Fs; il en résulte que la seule relation linéaire possible entre
Sq*(¢),Sq3Sq* (1) et Sq?Sq?(1) est la relation Sg3Sq* (1) = S¢?Sq?(1),  c.q.f.d.

La méme méthode permet de retrouver les résultats d’ADEM relatifs aux
puissances réduites de Steenrod (cf. [2]) ; le seul résultat que 1’on utilise est la
dimension de HY(Fy, n; F,) sur le corps Fp,.

7. Espaces K(II,n) et type d’homotopie

Soit my,...,mTy,,... une suite de groupes, et essayons de construire un es-
pace X dont le i-iétme groupe d’homotopie soit ;. Soit d’abord X; un es-
pace K(m1,1). Nous allons déterminer un espace X, fibré de base Xj, et de
fibre un espace K(ms,2); il est clair qu’un tel espace a pour groupes d’ho-
motopie m,m2,0,... . Soit E un espace fibré contractile de base K(ms,3)
et de fibre K(m,2); si f est une application continue de X; dans K(me, 3),
I’espace fibré image réciproque de E par f est un espace fibré de base X;
et de fibre K(my,2). Si X; est un complexe cellulaire, on sait que la classe
d’homotopie de f correspond biunivoquement & une classe de cohomologie
k3 € H3(m,1;m2). On voit donc que, & tout élément k3 € H3(my, 1;m2), est
associé un espace Xo que nous appellerons un espace K(m1, 1,72, 2, k%). De la
méme facon, toute classe de cohomologie k* € H*(Xy;73) définit un espace
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fibré X3 = K(m1,1, 72,2, k3, 73,3, k%) de base X5 et de fibre K(73,3). Et ainsi
de suite.

La construction précédente a été introduite, d’'un point de vue purement
algébrique, par POSTNIKOV ([13], [14]) et ZILBER (non publié) ; voir aussi [§].
Signalons que ’on peut démontrer que tout espace X a méme type d’homoto-
pie (au point de vue singulier) que la limite d’une suite (Xy,...,X,,...) défi-
nie comme ci-dessus; les groupes d’homotopie 71, ... et les invariants k3, ...
constituent un systeme complet d’invariants du type d’homotopie.

Les espaces K(m1,1,72,2,k3,...) jouent un rdle «universel» pour les opé-
rations cohomologiques non partout définies (par exemple les opérations in-
troduites par MASSEY et ADEM), de méme que les espaces K(II,n) jouent un
role universel pour les opérations cohomologiques partout définies.

8. Autres applications des K(II, n)

Les espaces K(II,n) sont en relation étroite avec les problemes d’obstruc-
tions; cf. [5], Note IV, [5], III, II, [12].

Ils peuvent également étre utilisés dans le calcul des groupes d’homotopie
d’un espace donné X : on construit des espaces (X, ) qui «tuent » les groupes
d’homotopie de X jusqu’au i-iéme, et qui sont reliés entre eux par des fibrations
faisant intervenir des espaces K(II, n) (cf. [3], Note I, et [21]). On trouvera des
applications de cette méthode dans [3], Note II, [9], [10], [16], [17], [18].

Pour une construction explicite d’'un complexe cellulaire K(Z, n) (en dimen-
sions assez basses), cf. [19].
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Séminaire Cartan 2 et 9 mai 1955
1954-55, exposé n° 20

GROUPES D’HOMOTOPIE
DES BOUQUETS DE SPHERES

§ 1. Opérations homotopiques

Soient n et p deux entiers. Pour tout espace X, donnons-nous une application
frmp(X) — mp(X),

commutant avec les applications continues X — Y. La collection des applica-
tions f est appelée une opération homotopique a une variable (cf. [1]) ; c’est une
notion analogue a celle d’opération cohomologique étudiée dans les exposés 14
a 16.

Il est facile de déterminer toutes les opérations homotopiques a une variable.
En effet, soit i, € m,(S,) la classe d’homotopie de I’application identique
S, — S, ; si f est une opération homotopique, f(i,) = « est un élément bien
déterminé de m,(Sy,), et si B est un élément quelconque de m,(X), on a :

f(B) = fop(in) =Bo flin) =Boa.

Inversement, si o est un élément de m,(S,), l'application 8 +— B o a est
une opération homotopique & une variable. Ainsi, I’ensemble des opérations
homotopiques & une variable est en correspondance naturelle avec I’ensemble
des éléments du groupe m,(Sy,,) ; la spheére S,, joue donc un réle universel pour
ces opérations (de méme que K(II, n) joue un réle universel pour les opérations
cohomologiques & une variable).

On définit de la méme maniére les opérations homotopiques o plusieurs va-
riables. Par exemple, une opération a 2 variables est la donnée, pour tout
espace X, d’une application f de m,(X) x 7, (X) dans 7,(X), commutant aux
applications continues (n, m et p étant des entiers donnés). Ici, I’espace univer-
sel est ’espace S,,VS,,, qui est réunion de deux spheéres S,, et S,;, ayant un point
commun («bouquet» de spheres). En effet, la donnée d’un couple d’éléments
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B € mp(X), v € T (X) équivaut a la donnée d’une classe d’applications
BVvy: S, VS, — X

d’autre part, les injections canoniques i,: S;, = S, VS, et 41 S;y — S, VS,
peuvent étre regardées comme des éléments de 7, (S, VS,,) et de 7, (S, V Sim)
respectivement ; il s’ensuit que f(ip, 4, ) est un élément bien défini

a € m(Sy VvV Sn),
et que, pour tout couple 8 € m,(X), v € mp(X), on a :
f(B,7)=(BVy)oa.

Plus généralement, les opérations homotopiques a k variables
F i 7y (X) 5 - 1, (X) — 7 (X)

sont en correspondance bijective avec les éléments de m,(Sy, V- -V Sy, ). Nous
verrons au §2 comment ce dernier groupe peut étre calculé en fonction des
groupes d’homotopie de spheres.

Exemple d’opération homotopique : le produit de Whitehead

Considérons S,, V S,,, comme plongé dans le produit direct S,, X S, ; nous
obtenons ainsi une suite exacte :

— (S, VS,) — (S, X S,n) — (S, X S, SRV Sy,) — -
p p P )

En fait, en tenant compte de ce que (S, X Sp) = mp(Syp) @ Tp(Sm), on
voit facilement que la suite exacte précédente se décompose, et ’on obtient un
isomorphisme :

Tp(Sn V Sm) = mp(Sn) @ mp(Sm) @ Tp4+1(Sn X Sy S V Siy).

Les deux premiers facteurs sont plongés par les injections %, et i,, ; le troisieme
facteur est plongé par 'opérateur bord

d: mp41(Sp X S, Sy V Sp,) — mp(Sn V Spy).

Mais le théoreme d’Hurewicz relatif montre que 7,(S, x S, S, V' Syy,) est nul
pour g < n+m, et que Tprm(Sp X S, Sy V Sy est cyclique infini, engendré
par i, X i, ; en appliquant 'opérateur d a ,, X ¢,,, on trouve un élément de
Tntm—1(SnV Sm) que nous noterons [i,, im,]. D’apres ce qui a été dit plus haut,
Pélément [iy,, i, ] définit une opération homotopique & deux variables, que nous
noterons

(B,7) — [B:7];
c’est le produit de Whitehead. Par définition, on a [3,7] € mpim-1(X) si 8 €
Tn(X), v € mn(X). Si B est représenté par b: I — X tel que b(I") = xg, et si
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v est représenté par c: I — X, alors [, ] est représenté par ’application u
de I"*™ = S,,1,,,_1 dans X définie par la formule :

(2.1) b(z) sizel”etyelm,
u(z,y) = . .
Y cly) sizel”etyel™

Il en résulte aisément que [3,7] est bilinéaire. De plus, un calcul d’orien-
tations montre que [3,v] = (—1)"™[y, 3], et nous verrons plus loin que [3,7]
vérifie ’identité de Jacobi (modifiée par des signes convenables). Le produit
de Whitehead possede donc des propriétés tout a fait analogues a celles du
crochet d’une algebre de Lie.

§ 2. Le théoréme de Hilton

Ce théoreme (démontré dans [3]) exprime m,(Sy, V---V Sy, ), n1 > 2,...,
nyg > 2, comme une somme directe de groupes d’homotopie de spheres mp,(Sy,).
Chaque facteur se trouve plongé par un certain produit de Whitehead multiple.
Nous allons d’abord décrire ces produits.

Définition des produits basiques

Nous définirons par récurrence sur w les produits basiques de poids w ; les
produits basiques de poids 1 sont les éléments i1, ...,1, classes d’homotopie
des injections canoniques

Sp, — Sp, V- VSn,..., S — Sp, V- VSp,;

nous les ordonnons par la relation d’ordre i; < is < .-+ < 4. Supposons
maintenant définis et ordonnés les produits basiques de poids < w. Un produit
basique de poids w sera alors un produit de Whitehead [a, b], ou a (resp. b)
est un produit basique de poids u (resp. v), avec u + v = w, a < b, et si b
est lui-méme défini comme [c, d], on doit avoir ¢ < a. Les produits de poids w
sont ordonnés arbitrairement entre eux, et sont considérés comme strictement
supérieurs aux produits basiques de poids < w.

Ezemple. — Si k = 2, et si 'on pose x = i1, y = i9, les produits basiques de
poids < 4 sont les suivants :

poids1:z, y

poids 2 : [z,y]

poids 3 : [z, [=,y]], [y, [z,Y]]
poids 4 : [z, [z, [z,y]]], [y, [=, [z, y]]], [, [y, [=, y]]]-
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Chaque produit basique a peut étre considéré comme un élément du groupe
Trg(Sny V- -V 8y, ), ng désignant un entier facile & déterminer. L’application
B — aof est donc un homomorphisme f, de m,(Sy,) dans m,(S,, V---V Sy, );
d’ott un homomorphisme f de la somme directe @, 7p(Sy,) dans le groupe
Tp(Spy V- -V 8y, ). Le résultat de HILTON s’énonce alors :

THEOREME. — Pour tout entier p, I’homomorphisme f est un isomorphisme
de @, mp(Sn,) sur mp(Sp, V-V Sy,).

On observera que les entiers n, tendent vers +oo; il s’ensuit que, pour
chaque entier p, la somme directe @, 7,(Sy,) est finie. On a par exemple :

Tp(SnVSy) = mp(Sn)®7p(Sn)Bmp(S2n—1)BTp(S3n—2) 7 (Ssn—2) si p < 4n—3.

[Des résultats partiels de ce genre avaient d’ailleurs été déja obtenus par
G. WHITEHEAD, J.H.C. WHITEHEAD, BLAKERS-MASSEY, MOORE, CHANG,
etc.]

Démonstration du théoréme de Hilton

Soit €2 'espace des lacets sur I’espace Sy, V---VS,, ; d’apres un résultat de
BOTT et SAMELSON [2], H,(Q2), munie de la structure d’algebre définie par le
produit de Pontrjagin, est [’algébre associative libre engendrée par les éléments
x1,...,x correspondant aux spheres S, ,...,S,, par transgression. (La dé-
monstration de BOTT et SAMELSON consiste a expliciter la suite spectrale de
l’espace des chemins sur S,,, V ---V S, ; on pourrait également utiliser le
théoréeme de MOORE démontré dans I’exposé 3.) Soit de méme Q, ’espace des
lacets sur S,,, ; Palgebre H,(£,) est une algébre de polynomes a 1 générateur
Yo de dimension n, — 1. Si ’on désigne par T la limite inductive des produits
finis des 2, a parcourant I’ensemble des produits basiques, on voit que H,(T)
admet pour base I’ensemble des éléments de la forme :

Chaque produit basique a définit, par passage aux espaces de lacets, une ap-
plication multiplicative g,: €2, — §2; nous désignerons par x, I'image de y,
par g,. Puisque g, est multiplicative, I'image de y)* par g, est égale a zl*
Soit alors ¢g: T — £ l'application produit des applications g, ; par passage

a I'homologie, g transforme les y;' ® -+ ® y,'* en les mondmes xg\! - - - zg'.
Admettons provisoirement que ces monémes forment une base de H, (Q) Alors
gx: Hi(T) — H,(Q) est une bijection; comme les espaces T et €2 sont des H-

espaces, ceci entraine, en vertu du théoreme de Moore, que g, : H., (T) — H., (Q)

est bijectif, T et Q désignant les revétements universels de T et de 2 res-
pectivement (pour une démonstration directe, cf. [3]); appliquant alors le
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théoréeme d’Hurewicz relatif au mapping-cylinder de ¢, on en conclut que
go: mp—1(T) — mp_1(Q) est bijectif pour tout p. Mais, m,—1(T) = @, 7p(Sn,),
Tp—1(Q) = mp(Sp, V --- V Sy,), et ces isomorphismes transforment go en f,
comme on le vérifie immédiatement ; donc f est bijectif.

Ainsi, la démonstration sera achevée si nous montrons que les monoémes
wl -+ zg forment une base de H.(Q2).

Calculons d’abord les z, en fonction des générateurs 1, ...,z de H.(Q).
De fagon générale, soit X un espace quelconque, soit {2 son espace des lacets,

et soit 7 'application composée des homomorphismes canoniques :
Tp+1(X) — mp(€2) — Hp(Q2).
D’apres une formule de SAMELSON [4], on a :

(8,7 = (=1D)P(78 - 7y = (1) 77y - 7) si B € mp41(X), 7 € mg11(X).

Ceci nous fournit la valeur des z, : si 'on munit H,(§2) de 'opération

[z,y] = (=1)"(z -y — (-1)"y - ),
T, n’est autre que le a-ieme produit basique des z1, ..., k.

Nous sommes ainsi ramenés a un probléme purement algébrique : montrer
que, si ’on forme les produits basiques x, des générateurs d’une algebre asso-
ciative libre A, les monoémes en les x, forment une base de A. Dans le cas ou
le crochet [z,y] est égal & -y — y - = (ce qui se produit si toutes les spheres
considérées sont de dimension impaire), le résultat précédent est un théoréme
bien connu de WITT; ceci montre que le nombre des monoémes en les z, de
degré r donné est égal au rang du groupe formé des éléments homogenes de
degré r de A. Il suffit donc, dans le cas ou les n; sont quelconques, de montrer
que les mondémes en question engendrent A ; c’est ce que fait HILTON [3], par
un raisonnement direct, inspiré de raisonnements analogues de P. HALL et
MAGNUS.

X

§ 3. Applications

Le théoréme de Hilton détermine complétement la forme des opérations ho-
motopiques a plusieurs variables; il montre en particulier que ces opérations
sont engendrées par les trois opérations élémentaires suivantes : addition, com-
position, produit de Whitehead.

Il fournit également une démonstration de ’identité de Jacobi :

(=1)™8,7], 0] + (=1)*"[[v, o, 8] + (=1)"[[ev, B],7] = 0
st a € mp(X), B € mg(X), v € 7 (X).
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En effet, d’apres le § 1, il suffit de démontrer cette identité lorsque «, 3, v
sont respectivement égaux aux éléments iy, iq, i, de m(Sp V Sy V S;). Comme
[ip, [iq,ir]] n’est pas un produit basique, il peut s’écrire sous la forme

[ip, [ig: ir]] = alig, [ip, ir]] + blir, [ip, 4¢]] + 6,

ol a et b sont des entiers, et ol  est une somme d’opérations homotopiques ne
portant que sur deux des trois éléments iy, %4, 7. La formule précédente étant
universelle, on en déduit facilement que § = 0, et 'on détermine les valeurs de
a et de b par un raisonnement homologique.

[D’autres démonstrations de I'identité de Jacobi ont été données par NA-
KAOKA et TODA, MASSEY et UEHARA, G. WHITEHEAD.]

Une autre application importante du théoreme de Hilton est la définition
des invariants de Hopf généralisés (cf. [3]) : soit

®: m,(Sy) — mp(Sn VvV Sy)

I’application obtenue en identifiant en un point I’équateur de S,,. Si I’on com-
pose ® avec les projections de 7, (S, VS,,) sur ses différents facteurs m,(S2,—1),
Tp(S3n—2), ..., on obtient des homomorphismes :

Ho: mp(Sn) — mp(S2n-1)
Hi, Ha: mp(Sn) — mp(San—2)
et I'on a, pour tout a € m,(Sy,) :
O(a) =41 0+ ig 0+ [i1,42] o Hyar + [i1, [i1,42]] o Hyav + - - -

Si X est un espace quelconque, et si § et v sont deux éléments de m,(X), on
déduit de la formule précédente que 'on a :

(B+v)ca=poa+yoa+[8,7y]oHoa+[3,[5,7]] o Hia +---

On voit ainsi quelle est la «déviation de I'additivité » de 'opération 8 +— (oa.

On trouvera dans [3] diverses propriétés des H; ; le plus intéressant de ces
opérateurs est Hy, qui généralise directement l'invariant de Hopf classique. On
verra d’ailleurs, dans un exposé ultérieur de MOORE (exposé 22), qu’il est en
rapport étroit avec la suspension de Freudenthal.

Références

[1] A. L. BLAKERS et W. S. MASSEY, Products in homotopy theory, Ann. of Math.
58 (1953), 295-324.

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



GROUPES D’HOMOTOPIE DES BOUQUETS DE SPHERES 105

[2] R. BorT et H. SAMELSON, On the Pontrjagin product in spaces of paths, Comm.
Math. Helv. 27 (1953), 320-337.

[3] P. J. HILTON, On the homotopy groups of the union of spheres, J. London Math.
Soc. 30 (1955), 154-172.

[4] H. SAMELSON, A connection between the Whitehead and the Pontrjagin product,
Amer. J. of Math. 75 (1953), 744-752.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008






Séminaire Chevalley 21 avril 1958
1958, exposé n° 1

ESPACES FIBRES ALGEBRIQUES

Le texte qui suit, rédigé en septembre 1958, differe sensiblement
de ’exposé oral, ne serait-ce que par sa longueur.
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Introduction

La définition des espaces fibrés algébriques donnée par WEIL [19] sup-
pose ceux-ci localement triviauz. Cette hypothése a certaines conséquences
facheuses : un revétement non ramifié n’est pas un espace fibré; un groupe
algébrique n’est pas nécessairement fibré par un sous-groupe. Le but de cet
exposé est de proposer une définition plus large, celle des espaces fibrés loca-
lement isotriviauz, qui échappe a ces inconvénients.

Dans tout ce qui suit, le corps de base k est supposé algébriquement clos,
de caractéristique quelconque. Nous suivons la terminologie et les notations de
FAC [15], & cela prés que nous appelons «espaces algébriques» (resp. «mor-
phismes ») les « variétés algébriques » (resp. « applications réguliéres ») de FAC ;
pour nous conformer & 'usage du séminaire Chevalley, nous réservons le terme
de «variété» au cas irréductible.
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Il ne serait pas bien difficile d’étendre les résultats de cet exposé au cas d’'un
corps de base quelconque ; pour une base réduite & un point on retrouverait la
situation étudiée dans LANG-TATE [13]. Il serait plus intéressant de se placer
dans le cadre de la théorie générale des schémas de GROTHENDIECK (cf. [12]);
pour la théorie des revétements (§1), c’est facile; par contre, dés que l'on
aborde les espaces fibrés proprement dits, on se heurte & des difficultés sérieuses
(en voici un exemple typique : si G est un schéma en groupes sur un schéma
donné, et si H est un schéma de sous-groupes de G, peut-on définir un schéma,
quotient G/H?).

§1. Revétements non ramifiés

1.1. Définition d’un espace entier sur un autre. — Soit 7 : Y — X
un morphisme d’un espace algébrique Y dans un espace algébrique X. Nous
dirons que Y est entier sur X si la condition suivante est réalisée :

(E) I existe un recouvrement ouvert affine X; de X tel que les Y; = 77 1(X;)
soient des ouverts affines de Y, et que, si A; (resp. B;) désigne l’anneau de
coordonnées de X; (resp. Y;), lanneau B; soit un A;-module de type fini.

(On dit aussi que 7 : Y — X est un morphisme fini.)

SiY est entier sur X, I'image directe m(0y) du faisceau des anneaux locaux
de Y est un faisceau cohérent de O’x-algebres : c’est évident localement (avec
les notations de (E), le faisceau 7(0y) est défini, sur la variété affine X; par le
A;-module B;). Inversement, tout faisceau cohérent de Ox-algebres, dépourvu
d’éléments nilpotents, correspond & un Y et & un seul. Si x € X, les points de
Y au-dessus de = correspondent aux idéaux premiers maximaux de ’anneau
semi-local 7(0y),, et leurs anneaux locaux ne sont autres que les localisés de
cet anneau semi-local.

Si Y est entier sur X et si X est affine, il en est de méme de Y. En effet,
soit A 'anneau de coordonnées affines de X, et soit B ’ensemble des sections
de (0y) ; d’apres les propriétés élémentaires des variétés affines, B est un A-
module de type fini, donc est une algebre affine. L’algebre B correspond donc
3 une variété affine Y’, entiere sur X, et on vérifie facilement que Y’ coincide
avec Y [par exemple & cause du fait que 7w(0y) = w(Oy)].

Le résultat précédent montre que si Z est entier sur Y et Y entier sur X,
alors Z est entier sur X.

Remarque. — La condition (E) entraine que m est un morphisme propre (au
sens de CHEVALLEY [8]) et que 7~ !(z) est fini pour tout x € X. Inversement,
ces deux conditions entrainent (E) (CHEVALLEY, non publié); comme nous

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



ESPACES FIBRES ALGEBRIQUES 109

n’aurons pas besoin de ce fait, nous nous bornerons a signaler qu’on peut le
démontrer en utilisant le théoreme des fonctions holomorphes de Zariski, sous
la forme de GROTHENDIECK ([12], th. 4).

1.2. Définition d’un revétement non ramifié. — Soit 7 : Y — X un
morphisme fini. On dit que 7 est non ramifié en un point y € Y ayant pour
image = m(y) si la condition suivante est satisfaite :

(NR) L’homomorphisme T : 5’; — 5’; défini par m est un isomorphisme.

(De fagon générale, on note Ale complété d’un anneau local A pour la
topologie définie par les puissances de 1'idéal maximal.)

La condition (NR) se décompose en deux ; tout d’abord, 7 doit étre injectif
(condition tres large, vérifiée par exemple si X et Y sont normales et de méme
dimension) ; ensuite, 7 doit étre surjectif, ce qui équivaut a dire que l'idéal
maximal m, de 0, est engendré par I'idéal maximal m, de &,. Lorsque X et
Y sont irréductibles, et de méme dimension, on retrouve la définition de la
non-ramification du séminaire CHEVALLEY [7], page 5-15.

[La condition (NR) n’est «raisonnable» que parce que le corps de base k
est supposé algebrlquement clos. Dans le cas général, il faudrait supposer que
ﬁ est un ﬁ -module libre de type fini et que son discriminant est inversible

dans ﬁx. Cette définition peut se mettre sous plusieurs formes équivalentes,
mais nous n’insisterons pas la-dessus.]

Si x est un point de X, on dit que 7 est non ramifié en x s’il est non ramifié
en tous les points de Y se projetant sur x. Si ces points sont en nombre de n,

le complété de 'anneau semi-local 7(0y), est isomorphe a ( @)", c’est donc

un @—module libre de rang n, et son radical est engendré par m,. En utilisant
les propriétés agréables de la complétion d’un anneau local (cf. par exemple
[4], exposé 18, ou GAGA [16], Annexe), on voit qu’il en est de méme pour
m(0y ). En d’autres termes :

(NR)' L’anneau semi-local w(0Oy), est un Oy-module libre de type fini, et
son radical est engendré par m,.

Inversement, il est immédiat que (NR)’ entraine que Y est non ramifié en
x.

Enfin, on dira que 7 : Y — X est un revétement non ramifié s’il est fini et
non ramifié en tout point (de X ou de Y, c’est la méme chose).

Si c’est le cas, le faisceau 7(0y) est localement libre (la réciproque étant bien
entendu inexacte); son rang est donc constant sur toute composante connexe
de X; on l'appelle le degré du revétement (sur la composante connexe en
question) ; en vertu de ce qui précede, c’est aussi le nombre de points de Y ayant
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pour image un point donné de X. Si ce rang est partout égal a 1, ’application
7 est un isomorphisme : c’est évident sur la condition (NR)'.

Sim:Y — X est un morphisme fini quelconque, I’ensemble des points
de X au-dessus desquels Y est non ramifié forme un ouvert. Si X et Y sont
irréductibles et de méme dimension, cet ouvert est non vide si et seulement si
Pextension k(Y)/k(X) est séparable (cf. [7], loc. cit.).

1.3. Opérations sur les revétements non ramifiés. — Toutes les pro-
priétés formelles des revétements topologiques se laissent transposer. De fagon
précise :

(a) Transitivité des revétements. — SiZ — Y et Y — X sont des revétements
non ramifiés, le composé Z — X est un revétement non ramifié.

C’est évident, puisque l'on sait déja que Z est entier sur X (n° 1.1).

(b) Produit de deuz revétements.— SiY — X et Y — X’ sont des revétements
non ramifiés, le produit Y x Y’ — X x X’ est un revétement non ramifié.

C’est évident.

(c) Revétement induit sur un sous-espace. — Soit Y — X un revétement non
ramifié, soit X’ C X, et soit Y’ son image réciproque. Alors Y — X’ est un
revétement non ramifié ; de plus, pour tout point y € Y’ se projetant en z € X',
l'idéal de Y' dans 0, est engendré par 'idéal de X' dans 0.

Soit a I'idéal de X’ dans €, ; posons A, = 7(0y),, anneau semi-local de
7~ !(z) dans l'espace algébrique Y. D’aprés (NR)' 'anneau A, est un O,-
module libre, et son radical est engendré par m;; il en est donc de méme de
Panneau quotient A, /aA,, considéré comme O, /a-module. En particulier, le
complété de cet anneau est isomorphe a (@ /@)™, en notant n le degré en = du
revétement. D’apres un théoreme de CHEVALLEY [6] (voir aussi [4], exposé 19),
cet anneau complété n’a pas d’éléments nilpotents, et il en est a fortiori de
méme de A, /aA,. Ceci montre que aA, n’est autre que I'idéal défini par Y’
dans A, d’ou le résultat cherché.

[On pourrait éviter d’employer le théoréme de Chevalley (qui est spécial
aux anneaux locaux de la géométrie algébrique), en montrant que tout anneau
semi-local qui est non ramifié sur un anneau local sans éléments nilpotents n’a
pas non plus d’éléments nilpotents.]

(d) Image réciproque d’un revétement. — Soit Y — X un revétement non
ramifié, soit f : Z — X un morphisme, et soit Z xx Y I'image réciproque
(«pull-back») de Y par f. Alors Z xx Y — Z est un revétement non ramifié.
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D’apres (b), le produit Z x Y est un revétement non ramifié de Z x X.
On applique alors (c) au graphe de f plongé dans Z x X. (On peut d’ailleurs
préciser (d) comme on ’a fait pour (c); nous laissons I’énoncé au lecteur.)

(e) Sections. — Soit Y — X un revétement non ramifié et soit s : X — Y une
section de ce revétement. L’image s(X) de s est alors ouverte et fermée dans
Y, et la projection s(X) — X est un isomorphisme.

Le morphisme s est propre d’apres [8], prop. 1. Son image s(X) est donc
fermée, et il est clair que s(X) — X est un isomorphisme. Si y € s(X) les
anneaux locaux de Y et de s(X) en y ont méme complété (& savoir 5";),
comme celui de s(X) est quotient de celui de Y, ils coincident, ce qui montre
que s(X) est égal & Y dans un voisinage de y, autrement dit que s(X) est
ouvert.

(f) Unicité des relévements. — Soit Y — X un revétement non ramifié, soit Z
un espace algébrique, et soient gi,gs deux morphismes de Z dans Y. Si ces
deux morphismes ont la méme projection f : Z — X, et s’ils prennent la méme
valeur en un point z € Z, ils coincident en tout point de la composante connexe
de z.

En prenant I’image réciproque de Y par f : Z — X, on se raméne au cas ou
g1 et go sont deux sections; on applique alors (e).

1.4. Revétements galoisiens non ramifiés. — Soit Y un espace algé-
brique, et soit g un groupe fini d’automorphismes de Y. L’espace quotient Y /g
est muni de facon naturelle d’une structure d’espace annelé; on sait (cf. par
exemple [17], §3, ou [18], chapitre III, n°® 12) que c’est méme un espace algé-
brique si (et seulement si, d’apreés le théoreme de Chevalley cité au n° 1.1) la
condition suivante est satisfaite :

(x) Toute orbite de g est contenue dans un ouvert affine de Y.

Cette hypothése montre que I’on peut recouvrir Y par des ouverts affines Y;
stables par g; si B; désigne 'anneau de coordonnées de Y;, le groupe g opére
sur B;, et Panneau A; des invariants de B; est une algebre affine. La structure
d’espace algébrique de Y /g peut alors étre définie en «recollant » les variétés
affines X; correspondant aux A;.

Comme de plus les B; sont des A;-modules de type fini ([18], loc. cit.,
lemme 10) on voit que Y est entier sur Y/g.

Posons X = Y/g, et soit x € X. Soit A, = n(0y), 'anneau semi-local de
7~ !(z) dans Y. Le groupe g opére sur A, et on peut donc définir ses groupes
de cohomologie Hi(g, A,) ; par définition, on a H(g,A,) = O,.
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Du fait que le couple (&, 5’;) est plat (GAGA, Annexe), on déduit facile-
ment : . L
Hq(gaM ®ﬁz ﬁz) = Hq(gaM) ®ﬁz ﬁza
pour tout &,-module de type fini M sur lequel opére g. En appliquant ceci
a M = A, et en remarquant que M ®, Z"; =M= II 5’;, on obtient :

y—z
Hq(g?AI) X0, Ex = Hq(ga H @)7

le produit étant étendu aux y se projetant sur x. Comme g permute les 5’;, un

résultat bien connu montre que le membre de droite s’identifie & H9(g,, 5’;),
ou g, désigne le sous-groupe de g laissant fixe le point y choisi. On obtient
donc :

(a) Pour touty € Y se projetant en x € X, on a un isomorphisme
Hq(gyaﬁy) :Hq(gyAm) ®ﬁz ﬁma q:()a]-u"'
Supposons alors que le groupe g opere librement, c’est-a-dire que g, = {1}
pour tout y € Y. En appliquant (a) avec ¢ = 0, on obtient 0y = 0, et
HY(g,A;) ®g, Oy = 0 pour ¢ > 1, d’ou H?(g,A;) = 0 puisque le couple

—

(O, Oy) est plat. Autrement dit :

(b) Si g opére librement sur Y, le morphisme Y — Y /g est un revétement
non ramifié et 'on a H4(g,A;) =0 pour ¢ > 1 etz € Y/g.

On dit alors que le morphisme Y — Y /g est un revétement galoisien non ra-
mifié de groupe de Galois g. Les éléments de g définissent des automorphismes
de ce revétement; si X est connexe, la propriété d’unicité 1.3 (f) montre que
ce sont les seuls.

On notera que, méme si X est connexe, I’espace Y n’est pas nécessairement
connexe. Si Y est une composante connexe de Y le sous-groupe gg de g formé
des éléments laissant stable Y fait de Y un revétement galoisien non ramifié
de X, de groupe de Galois gg.

1.5. Construction du revétement galoisien associé & un revétement
non ramifié quelconque. — Soit X un espace connexe, et soit 7 : Y — X
un revétement non ramifié de X de degré n. Nous nous proposons de construire
un revétement galoisien non ramifié de X, dont Y soit le quotient.

Pour cela, soit Y I'image réciproque dans Y™ de la diagonale de X" ; d’apres
1.3, on obtient ainsi un revétement non ramifi¢é Y — X de degré égal a n™.
De plus, le groupe symétrique &,, opere sur ce revétement. Soit T ’ensemble
des points de Y% laissés fixes par au moins une permutation o € &,, dis-
tincte de I'identité; d’apres 1.3 (f), Pensemble T est & la fois ouvert et fermé
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dans Y¥%. Soit Z son complémentaire; c’est un revétement non ramifié de X
dont les points sont les familles (yi,...,y,) de n points de Y, ayant méme
image dans X, et tous distincts; le degré de Z est donc n!. Le groupe &,, opére
librement sur Z; par passage au quotient, on en déduit un revétement non ra-
mifié Z/S,, — X, de degré 1, c’est-a-dire un isomorphisme d’aprés 1.2. Ainsi,
Z est un revétement galoisien non ramifié de X, de groupe de Galois G,,; on
constate tout de suite que Y s’identifie au quotient Z/S,,_1. Le revétement Z
est donc le revétement cherché.

Si Y est connexe, on peut prendre une composante connexe Zg de Z de
groupe de Galois g C &, ; on constate alors que Y s’identifie & Zg/h, avec
h=gNG&,_1. Le revétement Zg est le «plus petit » revétement galoisien non
ramifié de X dominant le revétement Y ; on laisse au lecteur le soin de préciser
cet énoncé.

[Lorsque X et Y sont des variétés normales, le revétement Z n’est autre que
le normalisé de X dans la plus petite extension galoisienne de k(X) contenant

§ 2. Espaces fibrés principaux

2.1. Systéme fibré. — Soit G un groupe algébrique (non nécessairement
connexe), et soit E un espace algébrique. Nous dirons que G opére a droite
sur E si 'on s’est donné un morphisme F : E x G — E vérifiant les deux
identités :

a) F(z,1) = z pour tout z € E.

b) F(z,99") = F(F(2,9),9') pour  €E, g € G, ¢’ € G.

On écrit d’ordinaire F(z, g) sous la forme z - g de telle sorte que les identités
ci-dessus s’écrivent z -1 =z et - (g-g') = (z-g) - ¢’ On notera que les
translations  — x - g (g fixé dans G) sont des automorphismes de E.

On définit de méme la notion de groupe opérant ¢ gauche sur un espace.

Soit P un espace algébrique sur lequel le groupe G opére a droite, et soit
7w : P — X un morphisme de P dans un espace X. Nous dirons que (G, P, X)
est un systéeme fibré si 'on a 7(x - g) = w(xz) pour tout x € P. La notion
d’isomorphisme de systéme fibré est claire (pour X et G fixés). Il en est de
méme de la notion d’image réciprogue par un morphisme f : X’ — X : on
définit P’ comme le sous-espace de X’ x P formé des couples ayant méme
image dans X (i.e. P = X' xx P), et on définit 7’ : P’ > X' et ' : P'x G — P/
de facon évidente.
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2.2. Définitions. — Soient X un espace algébrique, G un groupe algébrique,
et (G,P,X) un systeme fibré. Nous dirons que ce systéme (ou, par abus de
langage, P lui-méme) est trivial s’il est isomorphe & X X G muni des opérations
(z,9) -9 = (z,99g') et de la projection canonique X x G — X. Nous dirons qu’il
est isotrivial s’il existe un revétement non ramifié f : X’ — X tel que I'image
réciproque de P par f soit un systéme trivial (de base X’).

Nous dirons enfin que P est localement trivial (resp. localement isotrivial) si
tout z € X possede un voisinage U au-dessus duquel P est trivial (resp. iso-
trivial). Un systéme fibré (G, P, X) localement isotrivial sera aussi appelé un
espace fibré principal de base X et de groupe G. Cette terminologie est une
extension de celle de WEIL [19], qui se bornait au cas localement trivial.

2.3. Construction d’espaces fibrés isotriviaux au moyen de cocycles
Soit X un espace algébrique, et soit P un espace fibré principal de base X qui
soit isotrivial. Ceci signifie qu’il existe un revétement non ramifié X’ — X sur
lequel P devient trivial. Vu 1.5, on peut supposer que X’ est galoisien sur X;
soit g son groupe de Galois.
Notons I'(X’, G) le groupe des morphismes de X’ dans G ; le groupe g opére
sur I'(X’, G) par la regle :

(of)(@') = f(z' - o) (on fait opérer g & droite sur X).

On peut donc définir HO(g, T'(X’, G)), qui est un groupe, et H'(g,['(X’, G))
qui est un ensemble pointé avec un point marqué (cf. FRENKEL [9], ou GRO-
THENDIECK [10]).

PROPOSITION 1. — Les classes d’espaces fibrés principauz de base X et groupe
G dont I'image réciproque sur X' est triviale correspondent bijectivement auz
éléments de H!(g, (X', G)).

Soit P un tel espace fibré, et soit P’ € X’ x P son image réciproque par
f : X" — X. Par hypothese, P’ est isomorphe a X’ xG. On a donc un diagramme
commutatif :

X'xG——P
Pl
f
X —X.
L’espace P’ peut étre considéré comme 1'image réciproque par 7 du revétement
X' — X. D’apres 1.3, c’est donc un revétement non ramifié de P, évidement

galoisien de groupe g. Ainsi, P s’identifie & P’/g, et tout revient & déterminer
les actions de g sur P/ = X’ x G. Ces opérations doivent étre compatibles avec
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la projection 7’ de X’ x G sur X/, et doivent commuter aux opérations de G.
On en déduit leur expression :

(I,ag)'(j: (CC/-O',QDO.(.’L‘/)'Q), oeg,

ol ¢, est un morphisme de X’ dans G dépendant de o, c’est-d-dire une
1-cochaine de g & valeur dans I'(X’, G). En exprimant Passociativité :

(m/,g) 0T = ((xlag) : J) * T, o, T €4,

on obtient l'identité :

‘PUT(QS/) = 907(93/ o) - 900(-77/)7 ie. vor = (¢r)7 - @0,

ce qui signifie que o — ¢, est un 1-cocycle. Inversement, la donnée d’un tel
cocycle permet de faire opérer g sur X’ x G, et de définir P comme le quotient
(X’ x G)/g (la propriété () du n® 1.4 est bien vérifiée, car tout sous-ensemble
fini d’un groupe algébrique est contenu dans un ouvert affine). Enfin, on vérifie
immédiatement que deux cocycles ¢, et ¢’ correspondent & des espaces fibrés
principaux isomorphes si et seulement s’ils sont cohomologues.

En appliquant la proposition 1 aux ouverts de X, et en passant a la limite
(suivant différentes bases de filtre), on obtient :

a) Soit z € X un point fixé. Les classes d’espaces fibrés principaux de
base un woisinage de z qui deviennent triviaux sur un voisinage de f~!(z)
dans X’ correspondent aux éléments de ’ensemble H' (g, T';(X’, G)), en notant
I'.(X’,G) le groupe des germes de morphismes de voisinages de f~!(z) dans G.

Ezemple. — Prenons G = G, le groupe additif. Le groupe I';(X’,G) n’est
autre que I’anneau semi-local de f~!(z), noté A, dans 1.4. En appliquant
1.4 (b), on voit donc que H!(g,A,) = 0, autrement dit que tout espace fibré
principal de groupe G, est localement trivial. Nous donnerons plus loin une
autre démonstration de ce fait.

b) Supposons X’ et X irréductibles. Les classes d’espaces fibrés principaux de
base un ouvert non vide de X (non précisé) qui deviennent triviaux sur un ou-
vert non vide de X’ stable par g correspondent aux éléments de H! (g, k(X', G)),
ou k(X’,G) désigne le groupe des applications rationnelles de X' dans G. On
notera que H!(g, k(X’, G)) est aussi ’ensemble des classes d’espaces homogénes
principaux sur G, qui sont définis sur k(X), et qui ont un point rationnel dans
k(X") (cf. LANG-TATE [13]) ; cela provient de ce que la «fibre générique » d’un
fibré principal est un tel espace homogene.
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2.4. Critere d’isotrivialité locale. — Soit (G,P,X) un systéme fibré.
Considérons les deux propriétés suivantes :

(FP) Si y et y' sont deux éléments de P ayant méme projection sur X, il
existe un élément g de G et un seul tel que 3y’ = y - g; Papplication qui, & un
tel couple (y,y’), fait correspondre g, est un morphisme du sous-espace T de
P x P ou elle est définie dans le groupe G.

(En topologie générale, cette propriété est souvent prise comme définition
des espaces fibrés principaux.)

(SL) Pour tout z € X, il existe un revétement non ramifié f : U’ — U, ou
U est un voisinage de x, et un morphisme s : U — P tel que mos = f sur U.

(On peut considérer s comme une «section locale multiforme », non ramifiée
au voisinage de z.)

PROPOSITION 2. Pour qu’un systéme fibré soit localement isotrivial, il faut
et il suffit qu’il vérifie (FP) et (SL).

Supposons que P soit localement isotrivial. Si P devient trivial sur le re-
vétement U’ — U, la propriété (SL) est évidemment satisfaite. Pour vérifier
(FP), on peut raisonner localement, ¢’est-a-dire supposer que P = (X' x G) /g,
g opérant sur X’ x G au moyen d’un cocycle ¢,. Soit T/ le sous-espace de
X' x G x X' x G formé des couples t' = ((z,9),(2',g’)) tels que z = 2’; ce
sous-espace est stable par g, et son image dans P est le sous-espace T défini
dans (FP). Si t' € T' posons ¢'(t') = g~ 1¢’; un calcul immédiat montre que le
morphisme 0’ : T" — G vérifie ' oo = 6’ pour tout o € g, dont définit par pas-
sage au quotient un morphisme 6 : T — G. On a évidemment v’ =y - 6(y,y’)
pour tout (y,y’) € T, ce qui montre que (FP) est vérifié.

Réciproquement, supposons (FP) et (SL) vérifiés. Si f : U — U est un
revétement ayant les propriétés postulées dans (SL) nous allons montrer que
I'image réciproque P’ de P sur U’ est triviale. En effet, cette image réciproque
possede une section s’ (correspondant & s), et vérifie (FP). Soit 6 : T — G le
morphisme de T dans G tel que ¥/ = y - 6(y,y’) pour (y,y’) € T. On définit
alors deux morphismes réciproques :

®:X'xG—P e U:PP—5X xG,
par les formules :

o(z',9) =s(z')-g et U(y) = (n(y),0(y,s(n(y)))-
On en déduit bien que P’ est isomorphe & X’ x G, c.q.f.d.

Questions. — 1°) Est-il possible de remplacer la propriété (SL) par la pro-
priété (plus faible) suivante :
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(SLF) Pour tout T € X et tout y € P se projetant en z, il ex1ste un
homomorphisme s : ﬁ’ — 6" tel que le composé 5o 7 soit 'identité sur 6"

Cette propriété s1gn1ﬁe que le systeme fibré P posséde une «section locale
formelle » en chaque point de la base.

2°) On peut méme se demander si la propriété (FP) n’est pas suffisante a
elle seule pour assurer que P est localement isotrivial (X étant défini comme
le quotient P/G ; bien entendu, il faudrait démontrer que ce quotient est un
espace algébrique, sous des hypotheses raisonnables).

2.5. Premiers exemples d’espaces fibrés principaux. — Les plus im-
portants sont :

a) Les espaces fibrés localement triviauz, considérés par WEIL [19], et clas-
sifiés par lui dans certains cas (notamment lorsque G = Gy, groupe multipli-
catif).

b) Les revétements non ramifiés X’ — X qui sont galoisiens de groupe de
Galois g. En effet, un tel revétement définit un systéme fibré qui devient évi-
demment trivial sur X’ lui-méme ; c’est donc un espace fibré principal isotrivial
de groupe g.

[La définition des espaces fibrés principaux que nous avons adoptée est, en
somme, la plus restrictive qui contienne comme cas particuliers les fibrés du
type (a) et ceux du type (b), et qui soit stable par les opérations usuelles
(cf. n°® 2.6).]

¢) Un groupe, fibré par un sous-groupe. De fagon précise :

PROPOSITION 3. — Soient G1 un groupe algébrique, G un sous-groupe algé-
brique de G1, et H = G1/G l’espace homogéne quotient, muni de la structure
d’espace algébrique défini dans [7], exposé 8. Si l'on fait opérer G sur Gy par
translations a droite, le systéme (G, G1,H) est un espace fibré principal de
base H et de groupe G.

D’apres la proposition 2, il suffit de montrer que (G,Gi,H) vérifie les
axiomes (FP) et (SL). Si y,9y" € G1 ont méme image dans H = G1 /G, il existe
g € Gtel que y = y-g, et cet élément g s’écrit ¢ = 3 - y~!. Puisque la
loi de composition est un morphisme de G; x G; dans G, on voit bien que
Paxiome (FP) est vérifié. Reste & construire une «section locale multiforme »,
réguliere en un point donné de H. Soit (Gi)p la composante connexe de
Pélément neutre de G, soit Go = (G1)o N G, et Hy = (G1)0/Go ; les variétés
(G1)o et Hp sont irréductibles, et Hy est la composante connexe de 1’élément
origine de H. On sait ([7], loc. cit.) que 'extension k((G1)o)/k(Hp) des corps
de fonctions rationnelles est séparable; il s’ensuit aussitoét qu’il existe une
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sous-variété irréductible X’ de (Gy)g, de méme dimension que H, et telle que
la projection X’ — Hy définisse une extension finie séparable k(X')/k(Hp). (Il
suffit de prendre pour X’ une sous-variété de G; passant par ’élément neutre
et ayant en ce point une variété tangente transversale a celle de G). D’apres
1.2, il existe alors un ouvert non vide U de Hy dont I'image réciproque U’
dans X' constitue un revétement non ramifié U’ — U. La propriété (SL) est
donc vérifiée au-dessus de U puisque U’ € X’ C Gj. Par translation, on en
déduit qu’elle est vérifiée partout, c.q.f.d.

Remarque. — Soit (G, P, X) un systéme fibré. Supposons pour simplifier que
X soit irréductible et que P — X soit surjectif. Le raisonnement fait ci-dessus
montre alors que, si l’extension k(P)/k(X) est séparable, et si la propriété (FP)
est vérifiée, il existe un ouvert non vide de X au-dessus duquel P est isotrivial.

2.6. Systémes fibrés définis par des revétements radiciels. — Au
lieu de définir les espaces fibrés principaux au moyen des revétements non
ramifiés au sens du § 1, on peut songer a utiliser des revétements radiciels. La
difficulté est que ’on ne sait pas définir en général ceux de ces revétements qui
sont «bons», c’est-a-dire ceux qui doivent jouer le role des revétements non
ramifiés. On ne le sait, grace & CARTIER [5], que dans le cas des variétés non
singuliéres : si 'Y est une telle variété, on se donne un sous-fibré vectoriel E du
fibré tangent Ty, et on suppose que les sections rationnelles S(E) de E forment
une p-algebre de Lie restreinte (c’est-a-dire sont stables pour le crochet et la
puissance p-iéme) ; on définit alors sur Y une nouvelle structure de variété en
prenant comme fonctions régulieres celles qui sont annulées par les dérivations
D € S(E). Si X = Y/E est la variété ainsi obtenue, 'application canonique
Y — X fait de Y un «bon» revétement radiciel de X, de hauteur 1. Pour
E =Ty, on obtient X = Y?.

Soit maintenant G un groupe algébrique. Sur Y x G donnons-nous un fibré E
comme ci-dessus, en exigeant que E soit invariant par translation, et qu’en
chaque point E soit supplémentaire de T dans Ty«g; dans le langage de
la géométrie différentielle, E est une connexion intégrable. (cf. [5], n® 6). Si
Pon pose P = (Y x G)/E et X = YP, on constate que (G, P, X) est un systéme
fibré, qui devient trivial sur Y. Un tel systéeme fibré est-il localement isotrivial?
D’apres les résultats de CARTIER, il est trés vraisemblable que la réponse est
affirmative ; il en est en tout cas ainsi, comme il I’a montré, lorsque G = G,
ou Gy,. Il ne devrait pas étre difficile de traiter de méme le cas du groupe GL,,,
d’ou, sans doute, tous les groupes linéaires ; peut-étre pourra-t-on passer de la
au cas général.
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8 3. Opérations sur les espaces fibrés principaux

Nous allons voir que les espaces fibrés principaux (localement isotriviaux)
jouissent de propriétés tout analogues a celles dont on a ’habitude en topo-
logie (cf. par exemple GROTHENDIECK [10]). Comme les démonstrations ne
présentent aucune difficulté, nous nous bornerons a de bréves indications.

3.1. Caractére fonctoriel en X de H'(X,G). — Soient X un espace al-
gébrique, et G un groupe algébrique. L’ensemble des classes d’espaces fibrés
principaux de base X et groupe G sera noté H! (X, G). Les classes d’espaces
fibrés localement triviaux forment dans ﬁl(X, G) un sous-ensemble qui n’est
autre que le premier « ensemble de cohomologie » H! (X, G), en notant G le fais-
ceau des germes de morphismes de X dans G. (cf. [10], n°® 5.1 ou [9], n° 3). Le
groupe H(X, G) sera également noté I'(X, G) ; c’est le groupe des morphismes
de X dans G.

Soit f : X’ — X un morphisme. Si P est un espace fibré principal de base
X et de groupe G, 'image réciproque P’ de P par f est encore un espace
fibré principal. En effet, il faut vérifier que le systéme fibré P’ = P xx X’
est localement isotrivial ; la question étant locale, on peut supposer que P est
isotrivial, i.e. qu’il existe un revétement non ramifié Y — X sur lequel P devient
trivial ; mais alors P’ devient trivial (transitivité des images réciproques) sur
Y' =Y xx X/, qui est un revétement non ramifié de X’ d’aprés 1.3; donc P’
est bien localement isotrivial. B B

On déduit de 14 une application f* : HY(X,G) — HY(X’,G) qui fait de
H! (X, G) un foncteur contravariant en X (nous verrons plus loin que c’est
aussi un foncteur covariant en G).

Soient P et P’ deux fibrés principaux de base X et X'. Pour que P’ soit
isomorphe a f*(P), il faut et il suffit qu’il existe un diagramme commutatif :

PIL}P

|, ]

X' —X

(F commutant aux opérations de G).

En effet, 'application F définit un morphisme P’ — f*(P), ce qui nous
rameéne & démontrer notre assertion lorsque X' = X, f étant l'identité. De
plus, on peut supposer que P et P’ deviennent triviaux sur un revétement
Y — X non ramifié, galoisien de groupe g. Ces deux espaces s’identifient donc
a (Y xG)/get (Y xG)/g le groupe g opérant sur Y x G au moyen de cocycles
o et ¢l. Le morphisme F définit un morphisme F' : Y x G — Y x G, et il
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est clair qu’un tel morphisme est nécessairement un isomorphisme. D’ou, par
passage au quotient par g, le fait que F' lui-méme est un isomorphisme.

On voit en particulier qu’un espace fibré principal est trivial s’il a une sec-
tion.

3.2. Construction des espaces fibrés associés. — Soit P un espace fibré
principal de base X et groupe G, et soit F un espace algébrique sur lequel
le groupe G opere a gauche. Nous nous proposons de construire [’espace fibré
associé a P, de base X, et de fibre F. Nous devrons toutefois faire une hypothese
sur F :

(xx) Tout sous-ensemble fini de F est contenu dans un ouvert affine de F.

J’ignore si cette hypotheése (ou une hypothese analogue) est nécessaire ; de
toutes fagons, elle est automatiquement remplie si F est quasi-projective.

PROPOSITION 4. — Faisons opérer G a droite sur P X F par la formule :

W, f)- 9=y 9.9 f)
1l existe alors un espace algébrique Q et un seul tel que P X F soit un espace
fibré principal de base Q et de groupe G.

L’espace Q est I'espace fibré associé cherché. On le notera P x SF. Son unicité
est évidente [de fagon générale, la connaissance d’un fibré principal P et de
son groupe structural G détermine la base : c’est le quotient P/G, munie de la
structure annelée quotient (vérification immédiate sur les modeles locaux 2.3)].
Son existence est un probléme local. On peut donc supposer que P = (X'xG)/g
ou X’ — X est un revétement galoisien non ramifié, de groupe de Galois g
opérant au moyen d’un cocycle ¢, (cf. n° 2.3). On construit alors Q comme
quotient (X’ x F)/g, ou g opere sur X’ X F par la formule :

(I,af) t0 = (ZU,'O' ) (po.(il) f)
La condition (x) de 1.4 est vérifiée, grace a ’hypothese (*x) ci-dessus. L’image
réciproque sur X’ X F du systéme fibré (G, P x F, Q) est isomorphe & X' xF x G
(calcul facile), d’ou la proposition.

Ezemples. — a) Si F est un ensemble fini, espace fibré P x& F est un revéte-
ment non ramifi¢ de X. Inversement, si X est connexe, tout revétement non
ramifié de X peut s’obtenir ainsi, d’apres 1.5.

b) Si a : F — F’ est un morphisme compatible & action de G, on en déduit
un morphisme : P xS F — P xC F’.

¢) Si f: X' — X est un morphisme, I'image réciproque de P x& F par f
est isomorphe & P/ x& F, ott P = f*(P). En particulier, on voit que les fibrés
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associés P xG F — X deviennent triviaux (localement) sur des revétements
non ramifiés.

3.3. Extension du groupe structural. — Soit # : G — G’ un homomor-
phisme du groupe G dans un groupe G’. On peut faire opérer G a gauche
sur G’ par la formule :

9-9'=0(9)-4"
Comme G’ vérifie évidemment la condition (**), espace fibré associé P x & G/

est défini. De plus, comme G’ opére sur lui-méme par translations & droite, et

que ces actions commutent aux opérations de G, le groupe G’ opeére a droite
sur P x& @'.

PROPOSITION 5. — §i P est un espace fibré principal de base X et groupe G,
le fibré associé P xC G’ est un espace fibré principal de base X et groupe G'.

La question étant locale, on peut supposer qu’il existe un revétement non
ramifié f : X’ — X tel que f*(P) soit trivial. Il en est alors de méme de
(P xG @), c.q.f.d.

Nous noterons 6, (P) 'espace fibré principal P x& G’. On obtient ainsi une
application 6, : HY(X, G) — HY(X, @), qui fait de H!(X, G) un bifoncteur.

On peut donner de 6,(P) une caractérisation analogue a celle donnée
dans 3.1 pour 'image réciproque.

3.4. Produits. Cas ou1 G est commutatif. — Soit I un ensemble fini, et,
pour tout i € I, soit P; un espace fibré principal de base X; et groupe G;. Il
est clair que [] P; est alors un espace fibré principal de base [[ X; et de groupe
[1G;, d’ott une application canonique :
I1 Hl(Xb G) — Hl(H Xi, [1Gy)-

Si tous les X;; sont égaux a un méme espace X, Papplication diagonale permet
d’appliquer H'(J] X;, G) dans H'(X, G) (en posant G = [] G;, pour simplifier
les notations).

PROPOSITION 6. — L’application canonique [[H*(X,G,;) — HY(X,G) est bi-
jective.

Les homomorphismes de projection G — G; définissent une application en
sens inverse, et on vérifie tout de suite que les deux composés sont égaux a
I’identité.
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Supposons maintenant que G soit commutatif. L’application somme
s: G x G — G étant un homomorphisme, on a une application

s. : H'(X,G x G) = H'(X,G) x H'(X,G) — H'(X,G),
c’est-a-dire une loi de composition dans ﬁl(X, G).

PROPOSITION 7. — La loi de composition définie ci-dessus fait de ﬁl(X,Q)
un groupe commutatif.

C’est immédiat.

Bien entendu, les applications f* sont compatibles avec la structure de
groupe de H'(X, G). De plus cette structure induit sur H*(X, G) sa structure
naturelle de groupe de cohomologie.

3.5. Restriction du groupe structural. — Soit G un groupe et soit H
un sous-groupe de G. Soit d’autre part P un espace fibré principal de base X
et de groupe G. Puisque H C G, le groupe H opere a droite sur P.

PROPOSITION 8. — L’espace P est un espace fibré principal de groupe H et
de base P x© (G/H). Si de plus la fibration de G par H (cf. prop. 3) est
localement triviale, et si P est lui-méme localement trivial (comme G-espace
fibré principal), cette fibration est localement triviale.

(Noter que I’espace fibré associé P x© (G/H) est bien défini, puisque G/H
vérifie la condition (x*) d’apres [18], Chapitre V, n° 20.)

La question étant locale, on peut supposer que I'image réciproque P’ de P
sur un revétement non ramifié X’ — X est triviale. On a alors P/ = X’ x G, et
il est clair que P’ est un espace fibré principal de base X’ x (G/H) et groupe H,
d’ou la premiere partie de la proposition. La seconde partie se démontre de
méme.

PROPOSITION 9. — La donnée d’un espace fibré principal de groupe H est
équivalente a celle d’un espace fibré principal de groupe G, muni d’une section

du fibré associé en fibre G/H.

(C’est le critere habituel de «restriction du groupe structural », convenable-
ment précisé.)

Soit Q un fibré principal de groupe H et base X. L’injection 7 : H — G
permet de lui associer un fibré principal i,(Q) = Q x" G de groupe G le fibré
associé a i,(Q) et de fibre G/H est canoniquement isomorphe au fibré associé
a H de méme fibre; comme H opeére sur G/H en laissant fixe origine, ceci
définit une section canonique de ce fibré.

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



ESPACES FIBRES ALGEBRIQUES 123

Inversement, partons d’un fibré principal P de base X et groupe G, et d’une
section s : X — P x% (G/H) du fibré associé en fibres G/H. D’apreés la propo-
sition 8, P est un espace fibré principal de base P x& G /H et de groupe H; on
peut donc définir s*(P) = Q, 'image réciproque de ce fibré par s, et c’est un
fibré principal, de base X et de groupe H.

En écrivant quelques diagrammes, on vérifie que les applications que nous
venons de définir sont réciproques 'une de 'autre.

ProPOSITION 10. — Soit Q un espace fibré principal de base X et groupe H.
Supposons que le G-espace fibré P = i,(Q) = Q x G soit localement trivial,
et que la fibration de G par H soit localement triviale. Alors Q est localement
trivial.

En effet, la démonstration de la proposition 9 montre que Q est image
réciproque de P considéré comme fibré principal de groupe H et base PxG/H ;
d’apres la proposition 8, cet espace fibré est localement trivial, et il en est donc
de méme de Q.

Ezemple. — Isomorphismes de deux fibrés principauz. Soient P et P’ deux
fibrés principaux de méme groupe G. Ils définissent un fibré P xx P’ de
groupe G X G. Si l'on fait opérer G X G sur G par translations & droite et
a gauche, on en déduit un fibré associé (la fibre étant (G x G)/A, ou A dé-
signe la diagonale). Les sections de ce fibré correspondent aux isomorphismes

de P sur P/, ou, ce qui revient au méme, aux restrictions du groupe structural
GxGaA.

3.6. Suites exactes associées a un sous-groupe. — Tous les résultats
du Chapitre V du rapport de GROTHENDIECK [10] qui ne font pas intervenir
des groupes de cohomologie de dimension > 2 sont valables pour les fibrés
considérés ici. Nous nous bornons & mentionner les plus importants.

Reprenons d’abord la situation du n°® précédent, et soit H un sous-groupe
algébrique d’un groupe algébrique G. On a alors (cf. [10], p. 71, corollaire a la
prop. 5.2.1, voir aussi FRENKEL [9], n°® 16) :

PROPOSITION 11. — On a une suite exacte :
{e} — I(X,H) — [(X,G) — I'(X,G/H) -5 H' (X, H) — H'(X,G).
(Noter que le groupe I'(X, G) opére sur I'(X, G/H), et que 'on a u(g) = g-1.
L’exactitude en I'(X, G/H) signifie que d(f) = d(f’) si et seulement s’il existe
g €T'(X,G) avec f'=g- f, cf. [10].)

La définition de d : I'(X,G/H) — H(X,H) est la suivante : un élément
f € T'(X,G/H) définit une section du fibré trivial (X x G)/H, donc (prop. 9)
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un espace fibré principal de groupe H dont I’extension & G est triviale ; de plus
la proposition 9 montre que I’on obtient par ce procédé tous les espaces fibrés
jouissant de cette propriété, c’est-a-dire justement le noyau de H! (X,H) —
H(X, Q). Le fait que d(f) = d(f) équivaut & Dexistence de g € I'(X, G) tel
que f' = g- f se vérifie sans difficulté.

PROPOSITION 12 ([10], prop. 5.3.1). — Si H est un sous-groupe invariant
dans G, la suite H'(X,H) — H'(X,G) — H (X, G/H) est ezacte. De plus, le
groupe I'(X, G/H) opére sur H'(X, Q) et deuz éléments de H (X, H) ont méme
image dans H! (X, G) si et seulement s’ils sont congruents suivant ce groupe
de permutations.

L’exactitude résulte immédiatement de la proposition 9. Les opérations de
['(X,G/H) sur HY (X, H) se définissent de la fagon suivante :

Soit P un espace fibré principal de groupe H ; ’espace fibré associé de fibre
G/H est trivial (en tant qu’espace fibré principal de groupe G/H). Si on I'iden-
tifie & X x (G/H), on voit que tout élément g du groupe I'(X, G/H) en définit
une section, donc aussi (prop. 9) un autre fibré P’ de groupe H et ayant méme
image que P dans H! (X,G). L’élément P’ est le transformé de P par g, et la
proposition 9 montre bien que deux éléments de ﬁl(X,ﬂ) ont méme image
dans ﬁl(X,Q) si et seulement s’ils sont transformés I'un de l'autre par un
élément du groupe I'(X, G/H).

On peut dire des choses plus précises lorsque H est commutatif ou mieux
lorsqu’il est contenu dans le centre de G. Dans ce dernier cas, ﬁl(X, H) opeére
sur ﬁl(X,Q), deux éléments de ce dernier ensemble étant congrus suivant
ce groupe si et seulement s’ils ont méme image dans H(X,G/H) (cf. [10],
prop. 5.5.2 ou [9], n° 18). Enfin, si G lui-méme est commutatif, on a :

PrOPOSITION 13. — Si H est un sous-groupe d’un groupe commutatif G, on
a une suite exacte de groupes abéliens :

— HY(X,H) — H'(X,Q) — HY(X,G/H)
Remarques. — 1°) Si la fibration de G est localement triviale, on peut écrire
une suite exacte analogue a celle de la prop. 13, ol les H! usuels remplacent

les H!. Cela se voit, soit en utilisant la prop. 10, soit directement en remarquant
que l'on a dans ce cas (et seulement dans ce cas) une suite exacte de faisceaux :

0—H—G—G/H—0.
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2°) On peut se demander s’il est possible de définir des groupes de coho-
mologie supérieurs ﬁq(X, G) qui permettent d’étendre la suite exacte de la
proposition 13 en toute dimension. GROTHENDIECK a montré que c’est bien
le cas (non publié), et il semble méme que ces nouveaux groupes de cohomo-
logie, lorsque G est fini, fournissent la «vraie cohomologie » nécessaire pour la
démonstration des conjectures de Weil. Voir & ce sujet 'introduction de [12].

§ 4. Criteres de trivialité locale. Groupes spéciaux.

4.1. Groupes spéciaux. — Soit G un groupe algébrique. Nous dirons qu’il
est spécial si tout fibré principal de groupe G est localement trivial.

THEOREME 1. — Tout groupe spécial est conneze et linéaire.

La démonstration sera donnée au n° suivant. Nous allons commencer par
démontrer quelques lemmes.

Lemme 1. — Soit G un groupe algébrique spécial, et soit H un sous-groupe
de G. Pour que H soit spécial, il faut et il suffit que la fibration de G par H
soit localement triviale.

La nécessité est évidente. Pour démontrer la suffisance, soit Q un espace
fibré principal, de base X et de groupe H. L’espace fibré P = Q xH G est
localement trivial, puisque G est spécial. Il en est donc de méme de P, d’aprés
la prop. 10.

Lemme 2. — Soit ¢ : G — A un homomorphisme d’un groupe algébrique G
sur une variété abélienne A. La restriction de ¢ au centre C de G est alors
surjective.

Le quotient G/C est un groupe linéaire (cf. ROSENLICHT [14], th. 13; la dé-
monstration n’est pas difficile : on fait opérer G par automorphismes intérieurs
sur les quotients &, /m™, ou O, désigne 'anneau local de I’élément neutre, et
l’on montre qu’on obtient ainsi une représentation linéaire fidele de G/C).
L’homomorphisme G/C — A/¢(C) est donc trivial (puisque A/p(C) est une
variété abélienne), d’ot A = ¢(C).

Lemme 8. — Les hypothéses étant celles du lemme 2, il existe une famille

finie de nombres premiers p; telle que, pour tout nombre premier £ # p;, tout
élément de A d’ordre £ soit image d’un élément de G d’ordre £.
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Le lemme 2 permet de remplacer G par son centre, c’est-a-dire de suppo-
ser G commutatif. Soit R le noyau de ¢ : G — A, et soit Ry la composante
connexe de I’élément neutre dans R. Le groupe R/Ry est un groupe fini; nous
prendrons pour p; les nombres premiers divisant 1'ordre de R/Ry, augmen-
tés éventuellement de la caractéristique. Si £ # p;, la multiplication par £ est
surjective dans Ry (son application tangente est surjective, et c’est un homo-
morphisme), donc aussi dans R. Il en résulte bien que tout élément d’ordre £
de A est image d’un élément d’ordre £ de G.

Lemme 4. — Soit X une variété non singuliére, soit A une variété abélienne,
et soit P un espace fibré principal de base X et de groupe A. Les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) P est trivial.

(ii) P est localement trivial.

(iii) P a une section rationnelle.

Les implications (i)=-(ii)= (iii) sont claires. Montrons (iii)=-(i). Il suffit
pour cela de prouver que toute section rationnelle de P est réguliére (i.e. est
un morphisme). La question étant locale, on peut supposer P de la forme
(X! x A)/g, o X’ est un revétement galoisien non ramifié de X, de groupe
de Galois g. La section s de P correspond & une section s’ de X' x A —
X’ invariante par g, c’est-a-dire & une application rationnelle de X’ dans A.
Mais X' est non singuliére (puisque X I’est et que le revétement X’ — X est non
ramifié) ; d’apres une propriété bien connue des variétés abéliennes (cf. WEIL
[20], th. 6) lapplication s’ est partout réguliere, et il en est de méme de s,

c.q.f.d.

4.2. Démonstration du théoréme 1

a) Nous allons d’abord montrer que tout groupe spécial G qui est conneze est
linéaire

D’apres le «théoréeme de Chevalley » (voir BARSOTTI [1] ou ROSENLICHT
[14]), le groupe G contient un sous-groupe linéaire R invariant tel que le quo-
tient G/R = A soit une variété abélienne. Il nous faut montrer que A est
réduite a 0. Sinon, d’aprées WEIL ([20], p. 127), A posséderait des éléments
d’ordre premier £ pour tout £ distinct de la caractéristique. D’apres le lemme 3,
il existerait donc un élément a € A d’ordre premier £ qui serait image d’un
élément g € G d’ordre £. Si 'on désigne par N le groupe cyclique Z/¢Z, on
aurait donc un homomorphisme € : N — G tel que le composé N - G — A
soit injectif. Nous allons utiliser € pour construire un espace fibré principal de
groupe G qui ne soit pas localement trivial. Pour cela, nous ferons choix d’une
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variété algébrique X vérifiant les trois conditions suivantes :

1°) X est non singuliére.
2°) H'(X,N) # 0.
3°) Toute application rationnelle de X dans A/N est constante.

[Exemples de telle variété : la droite affine privée d’un point, une courbe
elliptique qui n’est pas isogene & aucun facteur simple de A.]

Soit alors z € HY(X,N), avec z # 0. Je dis que &,(z) € H (X, G) n’est pas
localement trivial (ce qui contredit I’hypothese faite sur G). En effet, si e, (x)
était localement trivial, il en serait a fortiori de méme de 'image de e.(z)
dans ﬁl(X,A). D’apres le lemme 4, cette image serait nulle. Mais on peut
appliquer la suite exacte de la prop. 13 au sous-groupe N de A. On en déduit
la suite exacte :

I'(X,A) — I'(X,A/N) — H'(X,N) — H'(X, A).

Vu I'hypothese du 3°) ci-dessus, tout morphisme de X dans A/N est constant,
donc est image d’un morphisme de X dans A. On en conclut que ’homo-
morphisme H'(X,N) — H!(X, A) est injectif, d’ot1 une contradiction, puisque
x # 0.

b) Montrons maintenant que tout groupe spécial est linéaire

Soit G un groupe spécial, et soit Gg sa composante connexe de I’élément
neutre. La fibration de G par Gg est évidemment triviale ('espace de base étant
fini), et le lemme 1 montre que Gg est spécial. D’apres (a), G est donc linéaire,
et, en particulier, c’est une variété affine; comme G est réunion disjointe de
composantes connexes toutes isomorphes a Gg, on voit que G est une variété
affine, donc est un groupe linéaire ([7], exposé 4, prop. 1).

c) Il reste & montrer que tout groupe spécial est conneze

Soit G un tel groupe ; d’apres (b), on peut le supposer plongé dans le groupe
linéaire GL,,. Soit Gg la composante connexe de ’élément neutre de G, et soit
N = G/Gy; c’est un groupe fini. Le groupe GL,, fibré par G, est localement
trivial (puisque G est spécial); il en est de méme du fibré associé de groupe
N, qui n’est autre que GL,/Gg. Autrement dit, le revétement GL, /Gy —
GL, /G, qui est galoisien de groupe N, est & la fois localement trivial et connexe.
Ce n’est possible que si N = {1}, du fait que les variétés GL,/Go et GL, /G
sont normales.
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4.3. Caractérisation des groupes spéciaux. — Vu le théoréme 1, tout
groupe spécial est linéaire. Il nous faut donc donner un critéere permettant de
reconnaitre si un sous-groupe G du groupe linéaire GL,, est spécial.

THEOREME 2. — Pour qu’un sous-groupe algébrique G de GL,, soit spécial,
il faut et il suffit que la fibration de GL, par G soit localement triviale.

(Condition équivalente : il doit exister une section rationnelle GL,,/G — GL,, ;
en effet, on en déduit par translation I'existence d’une section réguliere en un
point donné de GL,, /G, cf. la démonstration de la prop. 3.)

COROLLAIRE. — Soit G un groupe linéaire. Si, pour un plongement particulier
de G dans un groupe GL,,, la fibration de GL, par G est localement triviale,
ceci a lieu pour tout plongement.

Démonstration du théoréme 2. — Compte tenu du lemme 1, il nous suffit de
prouver que le groupe linéaire général GL,, est spécial. Soit donc P un espace
fibré principal de base X, et de groupe GL, ; si x € X, nous devons montrer
qu’il existe un voisinage de x sur lequel P est trivial. Puisque P est localement
isotrivial, il existe en tout cas un ouvert U contenant x, et un revétement galoi-
sien non ramifié U’ de U, de groupe de Galois g, tel que I'image réciproque P’
de P sur U’ soit localement triviale. Notons 7 la projection de U’ sur U, et soit
A, I’anneau semi-local de 7=!(z) sur U’. Le groupe I';,(U’, GL,,) des germes de
morphismes des voisinages de 7~!(z) dans GL,, peut s’identifier & GL,(A;).
D’apres 2.3, I'espace fibré P définit un élément p, € H'(g, GL,(A;)), et P
est localement trivial en x si et seulement si p,, est trivial. Nous sommes donc
ramenés a démontrer :

Lemme 5. — On a H'(g,GL,(A;)) = 0.

La démonstration est standard (cf. [17], n° 15) : si y; est 'un des points
de U’ qui se projettent en z, on choisit une matrice h € M,,(A,) qui prend la
valeur 1 en y;, et 0 aux autres points de 7~ !(z). Si ¢, est un 1-cocycle de g
a valeur dans GL,,(A;), on pose :

a= ZT(h) - pr.
TEY

On vérifie tout de suite que a est inversible en chacun des points de 7—!(z),
donc appartient & GL;,(A;). On a de plus :

o(a)ps =D or(h) o(pr)es = Y or(h) - ¢or = a,

ce qui montre que @, est un cobord et acheve la démonstration.
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4.4. Exemples de groupes spéciaux.

a) Le groupe G, est spécial. — En effet, c’est GL;.

Le groupe G, est spécial; en effet, on le plonge dans GLy comme groupe
(1)) , et le groupe triangu-
laire supérieur forme une section rationnelle. Plus généralement (ROSENLICHT
[14], théoreme 10) :

. e el . 1
triangulaire inférieur avec des 1 sur la diagonale : (a

PROPOSITION 14. — Tout groupe linéaire connexe résoluble est spécial.

Un tel groupe est en effet extension multiple de groupes isomorphes a G,
ou & G, (cf. par exemple [7]), et il suffit d’appliquer le lemme suivant :

Lemme 6. — Soit G un groupe algébrique et soit H un sous-groupe invariant
de G. Si H et G/H sont spéciauz, le groupe G est spécial.

La démonstration est immédiate (utiliser par exemple la suite exacte de la
prop. 12).

b) Le groupe SL,, est spécial. — En effet, il admet comme supplémentaire
dans GL,, le groupe des matrices de la forme :

A0 0 .. O

0 1 0 .. 0

0o 0 1 .. 0

0o 0 0 .. 1
c) Le groupe symplectique Sp,,, est spécial. — En effet, espace homogene

GL3,,/Sps,, s’identifie & ’espace des formes bilinéaires alternées non dégéné-
rées. Dire que la fibration GLg,/Sp,,, admet une section rationnelle revient &
dire que la forme alternée générique

E U5 Ty N\ X
1<J
peut étre ramenée a la forme canonique ) x9;_1 A Tg; par une matrice a coef-

ficients dans k(u;;) ; or c’est effectivement possible, d’apres la théorie élémen-
taire des formes alternées.

d) On peut montrer en utilisant le théoréme 2, que le groupe orthogonal uni-
modulaire SO, n’est pas spécial pour n > 3. — Cela revient a prouver que la
forme quadratique générique

Z Usjj TiT g5

i<j
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ne peut pas se mettre sous la forme fo par un changement linéaire de
variables a coefficients dans le corps engendré sur k par les u;; et par la racine
carrée du discriminant det(u;;).

Nous ne donnerons pas la démonstration car le résultat en question est
un cas tres particulier de la caractérisation des groupes spéciauzr donnée par
GROTHENDIECK (voir le dernier exposé de ce séminaire). Cette caractérisation
montre notamment que les seuls groupes semi-simples spéciauzr sont les pro-
duits des groupes SL,, et Sp,,. En particulier, les groupes projectifs PGL,,
n = 2, ne sont pas spéciauz, non plus que les groupes de spineurs Spin,, pour
n > 7 (ce dernier exemple contredit la conjecture faite dans GAGA, p. 34).

§ 5. Classification des espaces fibrés principaux
dans quelques cas particuliers

5.1. Groupes G, et G,,. — Comme ces groupes sont spéciaux (4.4), les
groupes de classes de fibrés H'(X, G,) et H'(X,G,,) s'identifient simplement
aux groupes de cohomologie H! (X, 0,) et H}(X, €%) ; lorsque X est non singu-
liere, ce dernier groupe s’identifie lui-méme au groupe des classes de diviseurs
sur X, pour I’équivalence linéaire (cf. WEIL [19]).

5.2. Groupes abéliens finis. — Soit d’abord G un groupe cyclique d’ordre
n premier a la caractéristique. Si 6 : G,,, — G, est définie par 8(\) = \", on
a la suite exacte :

O—>G—>Gmi>Gm—>0.

En appliquant la proposition 13, on en déduit :
PROPOSITION 15. — On a une suite exacte :
0 — I'(X,Gp)n — H'(X,8) — ,H' (X, 0%) — 0

(Pour tout groupe commutatif H, on note H,, le quotient H/nH et ,H le
sous-groupe de H formé des éléments d’ordre divisant n.)

Lorsque X est compléte et connexe, on a I'(X, G,,,) = k*, et I'(X, G, ), = 0.
On en déduit (cf. [17], n°® 15) :

COROLLAIRE. — Lorsque X est mon singuliére et compléte, le groupe des
classes de revétements non ramifiés de X, de groupe de Galois cyclique d’ordre
n, est isomorphe au groupe des classes de diviseurs de X d’ordre divisant n.

Si G est cyclique d’ordre p, on utilise la suite exacte :

0—G—Gy5G,—0  (p(A) =X =),

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



ESPACES FIBRES ALGEBRIQUES 131

et 'on obtient (cf. [17], n° 16) :

PROPOSITION 16. — Lorsque X est compléte, le groupe des classes de revé-
tements non ramifiés de X, de groupe de Galois cyclique d’ordre p égal a la
caractéristique, est isomorphe au sous-groupe de H (X, Ox) formé des éléments
annulés par p.

On retrouverait de méme la classification des revétements cycliques d’ordre p”

donnée dans [17], n® 18, en utilisant les vecteurs de Witt.

5.3. Variétés abéliennes. — Soit X une variété non singuliére, et soit A
une variété abélienne.

Lemme 7. — Le groupe H! (X, A) est un groupe de torsion.

Soit P un espace fibré principal de base X et de groupe A. Il existe un ouvert
non vide U de X et un revétement galoisien non ramifié U’ — U tels que I'image
réciproque P’ de P sur U soit triviale. Soit n I’ordre de ce revétement, et soit g
son groupe de Galois. D’apres 2.3, ’espace fibré P définit un élément py d’un
certain groupe de cohomologie de g; puisque g est d’ordre égal a n, on a
n-py = 0, ce qui signifie que n-P est trivial sur U. D’apres le lemme 4, ’espace
fibré n-P est trivial sur X tout entier, c.q.f.d.

[Ce résultat est spécial aux variétés non singulieres. Si 'on prend par
exemple pour X deux droites ayant un point en commun, on trouve que
H(X,A) s’identifie & A elle-méme.]

PROPOSITION 17. — Supposons que la caractéristique du corps de base soit
nulle. Alors tout espace fibré principal de base X non singuliére et de groupe A
s’obtient par extension du groupe structural a partir d’un revétement abélien
non ramifié X' — X, de groupe de Galois un sous-groupe de A.

Soit px € ﬁl(X,A). D’apres le lemme 7, il existe n tel que n-px = 0. Soit 6
I’homothétie de rapport n dans A, et soit N son noyau. On a la suite exacte

0-NoA-L A 0, d’ou (prop. 13) la suite exacte :
H'(X,N) — H'(X,4) -5 (X, A).

Comme le foncteur H(X,G) est additif en G (cf. 3.4), Phomomorphisme 6
n’est autre que la multiplication par n, et px appartient a son noyau. Donc px
est image d’un élément de H!(X,N), c.q.f.d.

COROLLAIRE 1. — Tout espace fibré principal de base une variété abélienne
et de groupe une variété abélienne peut étre muni d’une structure de variété
abélienne.
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En effet, on sait que c’est vrai pour les revétements abéliens non ramifiés.

COROLLAIRE 2. — Tout espace fibré principal de base X non singuliére et de
groupe G connexe s’obtient par extension du groupe structural a partir d’un
espace fibré principal de groupe un groupe linéaire.

Soit G/R = A le plus grand quotient de G qui soit une variété abélienne. Si
x € ﬁl(X,Q), soit px I'image de z dans H! (X,A); d’apres la proposition 17,
il existe un sous-groupe fini N de A tel que 'image de px dans H! (X,A/N)
soit triviale. Soit S I'image réciproque de N dans G; on a G/S = A/ﬂe
qui montre que z est image d’un élément y € ﬁl(X,S). Comme S/R = N, le
groupe S est une variété affine, donc est linéaire, c.q.f.d.

Remarque. — On voit pourquoi la proposition 17 n’est pas valable en carac-
téristique p; c’est qu’il se peut que px soit, par exemple, d’ordre égal a p, et la
multiplication par p dans A n’est pas une isogénie séparable, donc ne permet
pas de définir un isomorphisme A/N — A. Il est d’ailleurs facile de construire
des exemples (avec X variété abélienne) montrant que la proposition 17 et son
corollaire 2 peuvent étre inexacts en caractéristique p > 0. Pour les rétablir,
il faudrait élargir le cadre que nous avons adopté, et accepter des revétements
radiciels ainsi que des espaces algébriques dont le faisceau d’anneaux possede
des éléments nilpotents. Le groupe fini N serait remplacé par une «hyperal-
gebre » finie, au sens de Cartier. Il est vraisemblable que I’on récupeérerait alors
le corollaire 1.

5.4. Groupe linéaire général et groupe linéaire unimodulaire. — Ces
deux groupes sont spéciaux. Un fibré principal de base X et de groupe GL,
est donc localement trivial; comme GL,, est le groupe des automorphismes
d’un espace vectoriel de dimension n, on en déduit facilement qu’un tel espace
correspond biunivoquement & un fibré a fibre vectorielle de rang n, ou encore
a un faisceau algébrique localement libre de rang n (cf. FAC, n° 50). La clas-
sification de ces fibrés est d’ailleurs un probleme difficile, qui n’est résolu que
pour des espaces X treés particuliers [plan affine (SESHADRI), courbe de genre 0
(GROTHENDIECK), courbe de genre 1 (ATIYAH)].

D’apres la prop. 9, un fibré principal de groupe SL,, est déterminé par la
donnée d’un fibré principal de groupe GL,, et d’'une section du fibré associé
de fibre GL,,/SL,, ; cela revient a se donner un fibré E & fibre vectorielle de
rang n, et une section du fibré A"E partout non nulle.

5.5. Groupe projectif. — Soit PGL, = GL,/G,, le groupe projectif de
dimension n (groupe des automorphismes de l’espace projectif P,,_1). Ce n’est
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pas un groupe spécial; introduisons donc I’ensemble H.(PGL,) des classes
d’espaces fibrés principaux locauz de groupe PGL,,, définis au voisinage d’un
point fixé z € X. La suite exacte associée a ’extension GL,/G,, = PGL,
montre que HL(PGL,,) se plonge dans H2(G,) (qui est un groupe abélien);
on obtient ainsi ceux des éléments de H2(G,,) qui sont «décomposés» par
un revétement non ramifié de degré n. On est ici dans une situation qui gé-
néralise celle du «groupe de Brauer ». D’ailleurs, si ’on considérait des fibrés
de groupe PGL,, du point de vue birationnel, on verrait qu’ils correspondent
biunivoquement aux classes d’algebres simples sur k(X) qui contiennent une
algeébre de degré n? (ou, ce qui revient au méme, qui sont décomposées par une
extension de k(X) dont le degré divise n). [Pour définir une algebre simple &
partir d’un fibré, utiliser le fait que PGL,, est le groupe des automorphismes
de lalgebre de matrices My, (k).]

Nous n’insisteront pas la-dessus, et nous nous bornerons & mentionner le
résultat suivant (dit & GROTHENDIECK) :

PROPOSITION 18. — Soit X une variété non singuliere, et soit P un espace
fibré principal de base X et de groupe PGL,,. Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) P est image d’un fibré de groupe GLy,.

(ii) P est localement trivial.

(iii) P posséde une section rationnelle.

Les implications (i)=(ii)=-(iii) sont triviales. Pour montrer que (iii)=-(i) on
construit le fibré Y en espaces projectifs associés a P. Grace a (iii) et au fait
que Y est non singulier, on peut trouver un fibré a fibre vectorielle de rang 1
sur Y qui induit sur chaque fibre projective le fibré standard (correspondant &
une section hyperplane). Sur chaque fibre, les sections de ce fibré forment un
espace vectoriel de dimension n ; et I’on obtient ainsi le fibré vectoriel cherché.

On peut aussi démontrer directement que (i)<(ii) (cf. [11], n® 3.4) et que
(ii)«>(ili) (en comparant, au moyen d’une suite exacte, le groupe de Brauer
local H2(G,,), et le véritable groupe de Brauer).

COROLLAIRE. — Si X est une courbe non singuliére, tout espace fibré principal
de base X et de groupe PGL,, est localement trivial.

Soit P un tel espace fibré. D’apres le théoréeme de Tsen, le groupe de Brauer
de k(X) est réduit & 0; donc P posséde une section rationnelle, et on applique
la prop. 18.

Remarque. — La comparaison du lemme 4 et de la prop. 18 suggere la ques-
tion suivante; soit X une variété non singuliere, soit G un groupe algébrique
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connexe, et soit P un espace fibré principal de base X et de groupe G. Est-il
vrai que, si P possede une section rationnelle, P est localement trivial 7

5.6. Groupe orthogonal. — (Nous supposons pour simplifier que la carac-
téristique p du corps k est # 2; lorsque p = 2, il faudrait modifier 1égérement
ce qui suit, et utiliser notamment 'invariant d’Arf & la place du discriminant.)

Soit O, le groupe orthogonal de dimension n. L’espace homogéne GL,,/O,,
s’identifie au point de vue ensembliste & I’espace Q, des formes quadratiques
non dégénérées ), u;;x;7;, det(u;;) # 0. Si Uon munit Q, de sa struc-
ture évidente de variété algébrique (ouvert dans I’espace affine de dimension
n(n + 1)/2), on vérifie que Papplication tangente & GL,,/O,, — Q,, est par-
tout surjective, donc que c’est un isomorphisme. D’apres la prop. 9, un fibré
principal de groupe O,, correspond biunivoquement a un fibré a fibre vecto-
rielle dont chaque fibre est munie d’une forme quadratique non dégénérée, les
coefficients de cette forme étant fonctions régulieres du point (ce qui a un sens
localement). Un tel fibré est localement trivial en x € X si ’on peut trouver,
au voisinage de x, n sections formant en chaque point voisin de x une base
orthonormale.

De méme, un fibré principal de groupe SQO,, correspond & un fibré orthogonal
E dont chaque fibre est «orientée » (cela signifie qu’on s’est donné une section s
de A"E de carré égal a 1). On voit immédiatement quand un tel fibré est trivial
(resp. localement trivial). On montre en particulier que tout fibré principal de
groupe SO, et de base une courbe non singuliére est localement trivial (cette
propriété est-elle vraie pour tous les groupes linéaires connexes ?).

§ 6. Comparaison avec les espaces fibrés analytiques

Dans tout ce §, on suppose k = C, corps des nombres complexes. On rap-
pelle que tout espace algébrique définit fonctoriellement un espace analytique
X" et tout faisceau algébrique cohérent .# sur X définit un faisceau ana-
lytique cohérent .Z"; le faisceau (Ox)" sera noté %, c’est le faisceau des
germes de fonctions holomorphes sur X. Pour plus de détails voir GAGA et
GROTHENDIECK ([3], exposé n° 2)

6.1. Revétements non ramifiés. — Soit T un espace analytique. Nous
dirons qu’un morphisme (analytique) f : Z — T est un revétement fini non
ramifié s’il est propre, et si ¢c’est un isomorphisme local en chaque point z € Z.

PROPOSITION 19. — Si7m:Y — X est un revétement algébrique non ramifié,
7P YP — XM est un revétement non ramifié.
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Puisque 7 est propre, il en est de méme de 7 (GROTHENDIECK [3], p. 2.08) ;
de plus, I'image directe du faisceau & est un faisceau cohérent sur X" ([3],
loc. cit.). Or, si x € X, le module ponctuel 7(.74&), n’est autre que le produit
direct [[ 77, pour les y se projetant en z. Il s’ensuit que chacun des J& est

un .#,-module de type fini. Mais on sait que %/’Z = 51; et de méme pour y

(cf. GAGA); comme le revétement Y — X est non ramifié, on en déduit

e%/’z = e%/’; , d’ott I, = J; d’apres les propriétés bien connues des complétions

des modules de type fini. Ceci signifie que 7" est un isomorphisme local en v,

c.q.f.d.

[On peut donner une démonstration plus élémentaire, en remarquant que Y
peut s’obtenir localement par une équation du type :

(*) a2+ ta, =0, a; € O,

qui est non ramifiée au sens suivant : les valeurs a; des a; en x sont telles que
I’équation réduite z" + 2" 14 ...+, = 0 aient toutes ses racines distinctes.
L’espace Y" est défini localement par la méme équation (), et on doit montrer
que celle-ci se décompose en produit ngign(z — z;), avec z; € A, ce qui est
immédiat.]

PROPOSITION 20. — Soit m : Y — X un revétement algébrique non ramifié,
soit Z un espace algébrique, soit f : Z — X un morphisme algébrique, et
soit g : Z" — Y un morphisme analytique tel que " o g = f*. Alors g est
algébrique.

En prenant I'image réciproque Z xx Y, on se raméne au cas Z = X, autre-
ment dit au cas d’une section holomorphe s : X* — Y". On doit prouver que
cette section est algébrique. On peut supposer X connexe ; s(X") est alors une
composante connexe de Y”. Mais on sait (cf. par exemple WEIL [21], p. 166)
que les composantes connexes de I’espace analytique Y” ne sont autres que
les composantes connexes de ’espace algébrique Y. Il s’ensuit bien que s est
algébrique.

COROLLAIRE. — Si Y et Y' sont deuz revétements algébriques non ramifiés
de X, tout isomorphisme analytique de ces revétements est algébrique.

Soit alors T — X" un revétement fini analytique non ramifié X" d’apres
le corollaire précédent, la phrase « T est un revétement algébrique » a un sens
précis. On peut se demander si c’est toujours le cas. C’est vrai lorsque X est
compléte (voir plus loin), ou normale (d’aprés GRAUERT-REMMERT) ; j’ignore
ce qu’il en est en général.
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6.2. Espace fibré analytique défini par un espace fibré algébrique

PROPOSITION 21. — Soient X un espace algébrique, G un groupe algébrique
et P un espace fibré principal (localement isotrivial) de base X et de groupe
G. L’espace analytique P" est alors un espace fibré principal analytique (loca-
lement trivial) de base X" et de groupe G".

En effet, P? devient localement trivial sur un revétement non ramifié U’ h,
U”, ot U est un voisinage d’un point z donné dans X. Comme un revétement
non ramifié est localement un produit (au point de vue analytique), on en
déduit que P" est localement trivial.

6.3. Cas ou la base est compléte. — Lorsque X est compleéte, les raisonne-
ments de GAGA, n° 20 s’appliquent sans modifications. Nous nous bornerons
a énoncer les résultats que ’on obtient ainsi :

PROPOSITION 22. — Tout isomorphisme analytique entre deur espaces fibrés
algébriques principauz de base X et de groupe G est algébrique.

PROPOSITION 23. — Soit H un sous-groupe algébrique de G, et soit P un
espace fibré principal analytique, de base X" et de groupe H". Pour que P soit
algébrique, il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de l’espace P xH G déduit de P
par extension du groupe structural de H a G.

De plus, tout espace fibré principal analytique de groupe GL,, est algébrique
(cf. GAGA, prop. 18). En combinant ce résultat avec la prop. 23, on obtient :

THEOREME 3. — Si G est un groupe algébrique linéaire, tout espace fibré ana-
lytique principal de base X" et groupe G" est algébrique.

En général, cet espace fibré algébrique n’est que localement isotrivial; tou-
tefois, si G est spécial, il est localement trivial : c’est le cas traité dans GAGA.

COROLLAIRE. — Tout revétement analytique fini non ramifié de X" est algé-
brique.

En effet un groupe fini est linéaire.

Le théoreme 3 ne s’étend par au cas d’un groupe G qui n’est pas linéaire.
On a toutefois le résultat suivant :

THEOREME 4. — Soit G un groupe algébrique connexe, et soit A le plus grand
quotient de G qui soit une variété abélienne. Soit P un espace fibré analytique
principal de base une variété algébriqgue non singuliére compléte X", et de
groupe G"; soit pa € Hl(Xh,Ah) la classe de l’espace fibré analytique de
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groupe A" déduit de P par extension du groupe structural de G* & AP, Pour
que P soit algébrique, il faut et il suffit que pa soit un élément d’ordre fini
dans H' (X", AM).

La condition est nécessaire, d’apres le lemme 7 du n° 5.3. Inversement, soit
n un entier > 1 tel que n-pp = 0, et soit N le noyau de 'homothétie de rapport
n dans A; espace fibré principal de groupe A/N déduit de P par extension du
groupe structural est donc analytiquement trivial. Soit S I'image réciproque
de N dans G ; comme G/S = A/N, lanalogue analytique de la proposition 12
montre que pa est image d'un élément y € H' (X" S"). Puisque le groupe S
est linéaire, I’espace fibré principal correspondant & y est algébrique, et il en
est de méme de P, c.q.f.d.

Remarque. — Lorsque G = A, on voit que les éléments algébriques du groupe
Hl(Xh,Ah) sont exactement les éléments de torsion, ou, ce qui revient au
meéme, les éléments qui deviennent triviaux sur une extension abélienne non
ramifiée de X”. On comparera avec les résultats de BLANCHARD [2], donnant
des critéeres pour que P soit kdhlérien ou projectif (lorsque X est elle-méme
supposée projective).

6.4. Un exemple d’espace fibré projectif qui ne provient pas d’un
espace fibré linéaire. — 1l est facile de donner de tels exemples lorsqu’on
se place & un point de vue «birationnel », ¢’est-a-dire lorsqu’on n’exige aucune
propriété particuliere de la base : en effet, on sait que le groupe de Brauer de
k(X) est # 0 si dim(X) > 2. Nous nous proposons ici de construire un exemple
ol la base est une variété projective, définie sur C.

Soit 7 : Y — X un revétement galoisien non ramifié, de groupe de Galois g,
les variétés X et Y étant projectives non singulieres (nous les choisirons de
fagon plus précise ultérieurement). Soit ¢ : g — PGL, un homomorphisme
de g dans le groupe projectif PGL, ; par extension du groupe structural, on
déduit de Y un espace fibré principal isotrivial P, de base X, et de groupe
PGL,,. Nous allons voir qu’on peut choisir Y, X, g, ¢ de telle sorte que cet
espace fibré ne provienne pas d’un fibré de groupe GL,, méme du point de
vue topologique (et a fortiori du point de vue analytique, ou, ce qui revient au
méme, algébrique).

La suite exacte 1 —» G,, — GL,, — PGL,, — 1 montre que 'obstruction
au «relévement » de P est un élément du groupe de cohomologie H?(X, ¢™*)
ou ¥* désigne le faisceau des germes d’applications continues de X dans G, ;
ce groupe est lui-méme isomorphe & H3(X, Z), comme on le voit tout de suite.
Nous désignerons par o € H3(X, Z) Iobstruction en question.
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D’autre part, 'image réciproque de GL, par ¢ définit une extension E,
de g par G,,, donc un élément de H?(g, G,,,) = H3(g, Z) ; nous désignerons par
B cet élément. Le revétement Y définit, comme on sait, un homomorphisme
Oy : Hi(g,Z) — HY(X,Z) pour tout entier ¢ > 0; un calcul explicite montre
que limage par Oy de l’élément B n'est autre que [’obstruction o définie ci-
dessus. Nous aurons donc ’exemple cherché si nous choisissons les données de
telle sorte que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

(i) L’élément 3 € H3(g, Z) n’est pas nul.

(ii) L’homomorphisme 6y : H3(g,Z) — H3(X, Z) est injectif.

La condition (i) signifie que 'extension E, de g par G,, n’est pas triviale.
Nous la vérifierons en prenant pour g le « Viergruppe» Z/2Z @ Z/2Z, plongé
dans le groupe projectif PGLy au moyen des matrices (_01 (1)) et <(1) (1)),
le groupe E, n’est pas commutatif (les matrices ci-dessus ne commutent pas
dans GL3, mais seulement dans PGLs), donc 8 # 0.

Pour la condition (ii), nous utiliserons la construction donnée dans [17],
n° 20 ; on obtient ainsi un revétement Y — X ayant pour groupe de Galois g,
Y étant une intersection complete non singuliere de dimension r arbitraire
(nous prendrons r > 3); le groupe g opére sur I’espace projectif contenant Y
au moyen d’une représentation linéaire convenable. On écrit la suite spectrale
de Cartan-Leray du revétement Y — X; le terme Ey est H*(g, H*(Y,Z)). Les
propriétés connues des intersections compleétes, et ’hypothese r > 3 montrent
que HY(Y,Z) = 0 et que H?(Y,Z) = Z, un générateur étant fourni par une
section hyperplane de Y. Dans la suite spectrale, on voit que le noyau de
Oy : H3(g,Z) — H3(X,Z) est égal & I'image de d3 : H3(Y,Z) — H3(g,Z), et
on doit montrer que ce dernier homomorphisme est nul, autrement dit que le
générateur de H2(Y,Z) provient de H?(X,Z). En fait, on va voir qu’il existe
un diviseur D de Y, dont la classe est celle de la section hyperplane, et qui
est stable par g, donc qui provient d’un diviseur de X par image réciproque;
cela démontrera notre assertion. Soit ¢ I'une des coordonnées projectives; le
groupe g opere sur ces coordonnées par construction; on peut donc faire le
quotient t?/t, o € g, qui est une fonction rationnelle sur Y dépendant de o,
soit ¢,. Il est clair que ¢, est un 1-cocycle de g a valeur dans k(Y)*; d’apres
le «théoreme 90» (ou bien 4.4 (a); c’est la méme chose), ce cocycle est un
cobord, i.e. s’écrit ¢, = g% /g, avec g € k(Y)*. Le diviseur de tg~! est alors le
diviseur cherché.
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Séminaire Chevalley
1958-59, exposé n°® 10

MORPHISMES UNIVERSELS
ET VARIETES D’ALBANESE

1. Morphismes maximaux

Soit V une variété, et soit f : V — A un morphisme de V dans un groupe
commutatif A. Soit A’ le sous-groupe de A engendré par les f(z) — f(y), pour
x et y parcourant V; c’est un sous-groupe algébrigue (c’est-a-dire fermé) et
irréductible de A. En effet, notons f™ le morphisme de V?* dans A défini par
la formule :

U@ @iy, yn) = flen) + o 4 flen) = Flyr) = = fyn)

et soit W,, I'image de V2" par f". Les ensembles W, sont constructibles,
irréductibles, et croissent avec n ; il existe donc un entier m tel que ’adhérence
W,, de W, soit indépendante de n pour n > m. On a W,, + W,, = Wa,, ce
qui montre que W, est un sous-groupe (évidemment connexe et fermé) de A.
Mais W,, étant constructible, contient un ouvert de son adhérence W, et il
en résulte aussitot que W,, + W, = W,,, d’ott Wy,,, = W,,,, ce qui prouve que
W, n’est autre que A’.

Le méme raisonnement montre que A’ ne change pas lorsqu’on remplace V
par un ouvert non vide U C V, et f par f|y [autrement dit, A’ a un caractére
« birationnel »] .

DEFINITION 1. — On dit que le morphisme f : V. — A engendre A si l'on a
A =A.

Il revient au méme de dire que 'image de V par f n’est contenue dans aucun
ensemble de la forme a + B, a € A, B étant un sous-groupe algébrique de A
distinct de A.

Rappelons maintenant qu’un homomorphisme g : B — A de groupes al-
gébriques (irréductibles, comme toujours dans ce séminaire) est appelé une
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isogénie si g est surjectif, et si son noyau est fini. Cette isogénie est dite sépa-
rable (resp. radicielle) si 'extension correspondante R(B)/R(A) est séparable
(resp. radicielle).

DEFINITION 2. — On dit que le morphisme f : V. — A est mazimal (resp. ra-
diciellement mazimal) s’il engendre A, et si toute factorisation de f sous la
forme :

R g
V——B——A,
ot h est un morphisme, et ot g est une isogénie (resp. une isogénie radicielle),
entraine que g est un isomorphisme.

[En termes plus imagés, on ne peut «relever» f & aucune isogénie non triviale
(resp. ..., etc.)]

Exemples. —  1° Si A = 0, tout morphisme f:V — A est maximal.

20 Si V est une courbe non singuliere, et si f : V — J est son application
canonique dans sa jacobienne, ’application f est maximale.

Remarque. — Dans les définitions 1 et 2, ce n’est pas vraiment la structure de
groupe de A qui intervient, mais seulement sa structure «affine », ¢’est-a-dire
sa structure d’espace homogene principal sur lui-méme ; il en est de méme dans
les n®® ci-dessous.

2. Factorisation des morphismes d’une variété
dans un groupe algébrique commutatif

Si A et B sont deux groupes algébriques commutatifs, nous dirons qu’une
application h : B — A est un homomorphisme affine si c’est la composée
d’un homomorphisme du groupe algébrique B dans le groupe algébrique A et
d’une translation de A. Le noyau de la composante homogene de h est appelé
simplement le noyau de h. Dire quun morphisme f : V — A est maximal

équivaut a dire que toute factorisation de f sous la forme V — B LA on
h est un homomorphisme affine surjectif ¢ noyau fini entraine que h est un
isomorphisme (affine, bien entendu).

THEOREME 1. — Soit f : V — A un morphisme d’une variété V dans un
groupe algébrique commutatif A. On peut factoriser f sous la forme :

VLB#A,

ot g est un morphisme mazimal, et ot h est un homomorphisme affine a noyau

fini.

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



MORPHISMES UNIVERSELS ET VARIETES D’ALBANESE 143

[On peut montrer que cette factorisation est unique, & isomorphisme unique
pres.]

Soit A’ le sous-groupe de A engendré par les f(z) — f(y), =,y € V. Le

morphisme f se factorise en V oA Aen posant f'(z) = f(z) — f(=o),
i(a’) = d’ + f(zg), xo étant un point choisi arbitrairement dans V. Quitte
3 remplacer A par A’, on voit donc que 'on peut supposer que A’ = A,
c’est-a-dire que f engendre A. Si f est maximale, le théoréme est démontré.
Sinon, il existe une isogénie non triviale hy; : A7 — A telle que f se factorise
en f = hyo fi ou f; est un morphisme de V dans A;. Il est clair que f;
engendre Aj ; si fi est maximale, le théoréme est démontré (en posant B = Ay,
g = fi, h = hq). Sinon, il existe une isogénie non triviale hy : As — A;
telle que fi se factorise en fi = hg o fa, etc. Tout revient & montrer que
cette suite d’opérations ne peut se poursuivre indéfiniment. Supposons que
ce soit le cas, et choisissons un entier n assez grand pour que ’application
f™ V2" — A définie au n° 1 soit dominante. On voit tout de suite qu’il en
est alors de méme des applications f;*, i« = 1,2,... Comme ces applications
sont dominantes, leurs cohomomorphismes identifient les corps de fonctions
rationnelles R(A), R(A1), R(Az),... & des sous-corps de R(V?"); on obtient
ainsi une suite strictement croissante de sous-corps de R(V?"), et la réunion
de ces corps n’est pas une extension de type fini de R(A); comme R(V?") est
une extension de type fini de R(A), on obtient un résultat en contradiction
avec le lemme suivant :

Lemme 1. — Soit M une extension de type fini d’un corps E. Toute sous-
extension F de M est de type fini sur E.

Soit (z1,...,xs) une base de transcendance de F sur E et complétons-la en
une base de transcendance (x1,...,Zs,Y1,...,yr) de M sur E. Alors F est
une extension algébrique de E(z), et, puisque E(z,y) est pure sur E(z), les
extensions F/E(x) et E(z,y)/E(x) sont linéairement disjointes. On a donc

[F: E(z)] = [F(y) : E(z,9)] < M : E(z,y)] .

Comme M est de type fini sur E(z,y), on a [M : E(z,y)] < +00, d’olt le méme
résultat pour [F : E(z)], ce qui montre que F est de type fini sur E(x), donc
sur E.

Ceci acheve la démonstration du théoréme 1.

Soit maintenant % une catégorie de groupes algébriques commutatifs véri-
fiant les deux propriétés suivantes :
(I) Si Ay et Ay appartiennent & %, on a A; X Ay € 7.
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(IT) Si f : A — B est un homomorphisme & noyau fini, et si B € &, alors
Acw.
La condition (II) entraine en particulier qu’un sous-groupe fermé d’un groupe
de la catégorie appartient a la catégorie.

DEFINITION 3. — Soit f : V. — A un morphisme. On dit que f est universel
pour € si l'on a A € €, et si, pour tout morphisme f' : V.— A’, ou A’ € €,
il existe un homomorphisme affine h : A — A’ et un seul tel que f' = ho f.

[Autrement dit, f résout un probléme universel, au sens de [2], chap. V, n°® 3.]

Il est clair que, s’il existe un morphisme universel f : V. — A pour la catégo-
rie ¥, il est unique, & isomorphisme unique pres.

THEOREME 2. — Supposons que € vérifie les aziomes (I) et (II) ci-dessus.
Soit f : V. — A un morphisme, avec A € €. Pour que f soit universel,
il faut et il suffit qu’il soit mazimal, et que, pour tout morphisme mazximal

f':V—>A avec A’ € € on ait dim A’ < dim A.

a) Supposons f universel, et supposons que l'on ait factorisé f en

VLB oA,

ol ¢ a un noyau fini; on a donc B € ¥, et la propriété universelle de f montre
qu’il existe un homomorphisme affine h : A — B tel que k = h o f. Comme
f=iok,onentireiohof = f douioh =1 d’apres 'unicité postulée
dans la définition 3. Il s’ensuit que h est injectif, ce qui montre que A et B
ont méme dimension ; comme h est surjectif, il est bijectif, et de méme pour
i, donc ¢ et h sont des isomorphismes réciproques, ce qui montre que f est
maximal. Enfin, si f/: V — A’ est maximal, avec A’ € ¢, il existe h : A — A’
tel que f' = ho f, et h est nécessairement surjectif, puisque f’ engendre A’;
d’ott dim A’ < dim A.

b) Réciproquement, supposons ces propriétés vérifiées, et montrons que f est
universel. Soit f’ : V — A’ un morphisme, avec A’ € €, et soit g : V — A x A’
I’application produit des applications f et f’. D’apres le théoréme 1, on peut
factoriser g en

VLBt A x A

ol k est maximale, et ol ¢ est un homomorphisme & noyau fini. D’apres (I)
et (II), on a B € ¢, d’ou dimB < dim A. Mais, si 'on note p (resp. p’) la
projection de A x A’ sur A (resp. A’), on a pog = f, d’ou poiok = f. Comme f
engendre A, il s’ensuit que poi est surjectif, et comme dim B < dim A, le noyau
de poi est fini; mais f est maximale, donc po¢ est un isomorphisme. Notons r
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I’isomorphisme réciproque, et posons h = p’ 04 o r; c’est un homomorphisme
affine de A dans A’, et ’'on a

hof=p oioropoiok=poiok=f".

Tout homomorphisme A’ tel que h' o f = f’ coincide nécessairement avec h,
puisque f engendre A, c.q.f.d.

COROLLAIRE. — Pour qu’il existe un morphisme universel f : V. — A pour
la variété V et pour la catégorie €, il faut et il suffit que les dimensions des
groupes A’ € € pour lesquels il existe une application mazimale f' : V. — A’
soient bornées.

Caracteére fonctoriel des morphismes universels. — Lorsqu’il existe,
le morphisme universel f : V — A est un foncteur en V et en %. De facon
précise :

a) Variation avec V : Soit ¢ : V — V'’ un morphisme, et supposons que,
pour une catégorie € fixée, les morphismes universels pour 4 f : V — A et
f': V' — A’ existent. Il existe alors un homomorphisme affine ¢« : A — A’ et
un seul tel que gy o f = f/ o p; cela résulte de la propriété universelle de f.

Supposons en outre que ¢ soit dominant. Alors 'existence de f entraine celle
de f’; en effet, si g : V — A’ est un morphisme maximal, on peut factoriser
gopenhof ouh:A — A’ est un homomorphisme affine; du fait que ¢
est dominant, le raisonnement du n° 1 montre que h est surjectif et I'on a
dim A’ < dim A ; on applique alors le corollaire ci-dessus.

Indiquons également, sans démonstration cette fois, deux autres propriétés
des morphismes universels :

Variation en fonction d’un paramétre. Soit f : V — A un morphisme
universel pour une catégorie ¢, et soit T une variété. soit A’ € € et soit
f': VxT — A’ un morphisme. Pour chaque ¢t € T, il existe un homomor-
phisme affine hy : A — A’ tel que hyo f(x) = f'(z,t) pour x € V. L’application
h:AXx T — d définie par les {hi}1eT est un morphisme.

Produits. Si f : V— A et f': V' — A’ sont des morphismes universels pour
une catégorie ¢, 'application produit

Fxf:VxV —AxA
est un morphisme universel pour la catégorie €.

b) Variation avec €. Soit V une variété, et soient € et ¢’ deux catégories
vérifiant (I) et (II), et telles que ¥ C €”. Supposons qu'’il existe un morphisme
universel f : V. — A’ pour %”. 1l existe alors un morphisme universel f : V — A
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pour % (cela résulte du corollaire ci-dessus), et un homomorphisme affine
unique h : A’ — A tel que ho f' = f (d’apres la propriété universelle de f').
En outre, le noyau N de h est conneze, et h définit par passage au quotient un
isomorphisme de A’/N sur A ; en effet, si ’on note N la composante connexe
du noyau N de A, 'hnomomorphisme h définit par passage au quotient un
homomorphisme affine 7 : A’/Ng — A & noyau fini; comme f est maximal,
I’homomorphisme ¢ est un isomorphisme, d’out nos deux assertions.

Ezxemples. — Nous donnerons plus loin une condition nécessaire et suffisante
simple pour qu’une variété admette un morphisme universel. Indiquons des
maintenant quelques cas particuliers :

19) Si & est la catégorie des variétés abéliennes, il existe des morphismes
universels pour toute variété V (cf. n® 4). Il en est de méme lorsque % est la
catégorie des extensions d’une variété abélienne par un tore (cf. n° 5).

20) Si V est compléte, il existe des morphismes universels f : V. — A pour
toute catégorie € (cf. n° 4).

3%) Si V est une courbe non compléte, et si € est la catégorie des groupes
isomorphes a un produit de groupes additifs G, il n’eriste pas de morphisme
universel f : V — A pour . Cela se voit, soit en appliquant le théoréme 8 du
n° 6 (et en remarquant que, d’apreés le théoreme de Riemann-Roch, il existe
des fonctions réguliéres non constantes sur V), soit en appliquant la théorie
des jacobiennes généralisées de ROSENLICHT (cf. [7], chap. V).

3. Un critére pour les morphismes radiciellement maximaux

Soit A un groupe algébrique commutatif. Nous noterons tp ’espace vectoriel
des champs de vecteurs invariants sur A ; muni du crochet, c’est une algébre
de Lie.

Lemme 2. — L’algébre de Lie tp est commutative (i.e. [X,Y] = 0 pour tout
couple X, Y).

C’est «évident », mas on va tout de méme en donner une démonstration,
basée sur le fait que tp est fonctoriel et commute aux produits. Puisque A
est commutatif, ’application r : A x A — A donnée par r(z,y) = z + y
est un homomorphisme, donc définit un homomorphisme de 'algebre de Lie
ta X ta dans ta. On constate aussitét que cet homomorphisme applique le
couple (X,Y) sur X + Y. Si X et Y sont deux éléments de t5, ce sont les
images de (X,0) et de (0,Y). Mais le crochet de (X,0) et de (0,Y) est nul.
Donc [X,Y] =0, c.q.f.d.
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Lorsque la caractéristique est p # 0, ta est stable par 'opération X — X7 ;
en vertu du lemme 2 et de la formule du binéme, 'opération X — XP? est
semi-linéaire :

(AX 4+ uY)?P = NPXP 4+ pPYP .

Nous noterons sp l'espace dual de tp; c’est aussi (voir par exemple [7],
chap. III, n°® 11) Dlespace vectoriel des formes différentielles de degré 1
invariantes sur A.

Lemme 8. — Pour toute forme invariante w € s, on a dw = 0.

On applique la formule standard :
(XAY, dw) = X((Y,w)) = Y((X,w)) — (X, Y],w) ,

en prenant X, Y € ta. Les termes (Y,w) et (X,w) sont des constantes et le
lemme 2 montre que [X,Y] = 0; on en déduit (XAY,dw) = 0 pour tout couple
X,Y d'ot dw = 0.

Supposons maintenant que la caractéristique du corps de base soit p # 0.
Puisque dw = 0 pour tout w € sa, I'opération de Cartier (cf. exposé 6) est
définie pour une telle forme; si on la note C, on a le lemme suivant :

Lemme 4. — Pour tout X € ta et tout w € sa, (XP,w) = (X, Cw)P.

[En d’autres termes, 'opération C est la transposée (au sens des applications
semi-linéaires) de 'opération X — XP?.]
Cela résulte de la formule (démontrée dans ’exposé 6) :

(XP,w) = (X, Cw)? + XP((X,w)) ,
compte tenu de ce que (X, w) est une constante.

Enfin, si V est une variété quelconque, nous noterons D(V) I'ensemble des
formes différentielles de degré 1 (rationnelles) de V, c’est-a-dire le R(V)-espace
vectoriel des différentielles de R(V). Pour toute fonction f : V — A, et toute
forme w € sa, l'image réciproque f*w de w par f est définie, et c’est un élément

de D(V).

THEOREME 3. — Soit V une variété, soit A un groupe algébriqgue commutatif,
et soit f : V. — A un morphisme. Si f* : sp — D(V) est injectif, f est
radiciellement maximal. Inversement, si f est radiciellement mazimal, et si V
est normale, f* est injectif (cf. [5]).
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a) Supposons f factorisé en V — B —— A, ol i est un homomorphisme affine
injectif. Si f* est injectif, il en est a fortiori de méme de ¢* : s — sp, ce qui
entraine que A et B ont méme dimension et que ¢ est un isomorphisme (voir
par exemple [5, p. 56]). Donc f est radiciellement maximal.

b) Supposons maintenant que f soit radiciellement maximal. Distinguons deux
cas :

b-1) La caractéristique est 0. — Choisissons un entier m assez grand pour
que le morphisme f™ : V2™ — A du numéro 1 soit dominant, donc définisse
une extension de corps R(V2?™)/R(A). Vu I'’hypothése sur la caractéristique,
cette extension est séparable, et si w € sp est telle que (f2™)*w = 0, on a
nécessairement w = 0. Mais on peut calculer la forme (f2™)*w & partir de la

forme f*w : sil’on note pi,...,Pm, q1,- - -, @m les 2m projections de V2™ sur V,
on a la formule :
(f"V'w=piffwt - ppfo—gfo——gfw

(Cette formule se démontre en factorisant f2™ en V2™ — A2™ — A et en
appliquant & A2™ — A la proposition 17 de [7], loc. cit.) Si donc f*w = 0, on
a aussi (f2™)*w =0, d’ott w = 0, et f* est bien injectif.

b-2) La caractéristique est p # 0. — Soit n* le noyau de Papplication f* :
sa — D(V). La formule Cf* = f*C montre que n* est stable par C; en vertu du
lemme 4, 'orthogonal n de n* dans ta est stable par I’opération de puissance
p-itme. La théorie des isogénies radicielles de hauteur 1 (cf. [5], §2) permet
alors de construire une isogénie radicielle

h:A — B,

qui soit de hauteur 1 (i.e. R(B) D R(A)P), et telle que le noyau de to — tp
soit n. L’application ho f : V — B vérifie la formule : (ho f)*w = 0 pour toute
w € sg. En d’autres termes, [’application tangente a h o f est identiquement
nulle (en tout point simple de V, pour fixer les idées). Il en résulte facilement

que le morphisme h o f peut se factoriser en V 2, BlP - B, ou g est une
fonction; comme V est normale, le «théoréme principal» montre que g est
un morphisme. De plus, comme h est de hauteur 1, I'application BY/? — B
se factorise en BY? — A — B. Du fait que f est radiciellement maximal,
ceci implique que BYP — A est un isomorphisme donc que B — AP est un
isomorphisme, c’est-a-dire que n = tp, d’ou n* = 0, ce qui montre bien que f*
est injectif.

COROLLAIRE. — Soit V une variété normale, et soit Q(V) l’espace vectoriel
des formes différentielles de degré 1 sur V qui sont réguliéres en tout point
simple de V. Si f : V — A engendre A, on a dim A < dim Q(V).
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D’apres le théoreme 1, on peut factoriser f en V 4, B > A, ou g est
maximal, et o B — A est une isogénie. Pour toute forme w € (B), on
a g*w € Q(V) puisque g est un morphisme, et ceci vaut notamment pour
w € sp. En appliquant le théoréme 3 & g, on voit que dim s < dim Q(V), d’ou
le corollaire puisque dim sg = dim B = dim A.

Remarques. — 1°) Dans les énoncés ci-dessus, I’hypothése de normalité peut
étre remplacée par '’hypothese plus faible suivante : pour tout point P € V, on
a O(P)NR(V)? = O(P)?, en notant &'(P) 'anneau local de P, et p I’exposant
caractéristique du corps de base.

20) Dire que f* : sx — D(V) est injectif équivaut & dire que, pour tout n
assez grand, I'application f™ : V2" — A est surjective et séparable (i.e. son
cohomomorphisme définit une extension de corps R(V?")/R(A) qui est sépa-
rable). Cela se voit en déterminant ’application tangente a f™ en un point
(Pl" .. 7Pn7Q17' .. 7Qn) de V2n‘

4. La variété d’Albanese

Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 5. — Soit Y une variété compléte, soit F un sous-ensemble fermé de
Y, et soit X = Y — F. Supposons que X soit non singulier et que dimF <
dimY — 2. Si Qx désigne le faisceau des germes de formes différentielles ré-
guliéres de degré 1 sur X, lespace vectoriel H(X, Qx) est de dimension finie.

En effet, Q2x est un faisceau cohérent localement libre, donc sans torsion,
et on applique un résultat général sur les faisceaux cohérents sans torsion
(Annexe I, corollaire au th. 9).

On notera que I'espace H?(X,Qx) n’est autre que l’espace Q(X) des diffé-
rentielles régulieres en tout point de X.

THEOREME 4. — Soit V une variété. Supposons qu’il existe une variété com-
plete W et un sous-ensemble fermé F de W, avec dimF < dimW — 2, tels
que V soit isomorphe a W — F. Alors, pour toute catégorie €, il existe un
morphisme universel f : V — A pour €.

Identifions V & W — F. Soit W* la normalisée de W; c’est une variété
complete. Soit F’ ’ensemble des points singuliers de W*; soit F” l'image
réciproque de F par la projection W* — W, et soit F* = F/ UF”. On a
dim F* < dim W* — 2, et le lemme 5, appliqué &4 W* et F*, montre que ’espace
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Q(W* — F*) est de dimension finie. Le corollaire au th. 3, joint au corollaire
au th. 2, montre alors qu’il existe un morphisme universel

pour la catégorie . Mais la projection W* — W induit par restriction un
morphisme ¢ : W* — F* — V = W — F, et ce morphisme est évidemment
dominant. D’apres le caractere fonctoriel des morphismes universels (cf. n° 2),
il existe donc aussi un morphisme universel f : V — A, c.q.f.d.

Remarque. — Les hypothéses étant celles du théoreme 4, soit f: V — A un
morphisme qui engendre A; il est vraisemblable que A est alors nécessairement
une variété abélienne. C’est en tout cas vrai si V est compléte (car A est
image de V2" pour n assez grand), ou bien si W est projective (en effet, on
se rameéne tout de suite au cas ou A ne contient aucune variété abélienne;
si C est une courbe sur W qui ne rencontre pas F, la restriction de f a C est
constante, d’apres ce qui précede; en utilisant le fait que W est projective, et
dim F < dim W — 2 on montre alors qu’il y a «suffisamment » de telles courbes
pour que la propriété précédente entraine que f soit constante).

THEOREME 5. — Soit &/ la catégorie des variétés abéliennes. Pour toute va-
riété V, il existe un morphisme f : V — A universel pour <.

Soit V1 un ouvert affine non singulier de V; puisque V; est affine, on peut le
plonger comme ouvert dans une variété projective Vo; quitte & normaliser Vo,
on peut supposer que Vo est normale. Soit F I’ensemble des points singuliers
de Vo, et soit V3 = Vo — F. La variété V3 possede un morphisme universel
f : Vs — A, d’apres le théoréme 4. D’autre part, d’apres une propriété fon-
damentale des variétés abéliennes (voir exposé 9), toute fonction de Vo dans
une variété abélienne est un morphisme sur Vs; donc les morphismes de V;
et V3 dans les variétés abéliennes coincident. Il s’ensuit que la restriction de
f & V1 est un morphisme universel pour .2/. Comme 'injection de V; dans V
est un morphisme dominant, 'argument fonctoriel utilisé plus haut montre
I'existence d’un morphisme universel de V pour &7, c.q.f.d.

La variété abélienne A ainsi associée a V est appelée la variété d’Albanese
(au sens morphique) de V, et f est 'application canonique de V dans sa va-
riété d’Albanese. Comme on I’a vu plus haut, la variété d’Albanese est un
foncteur en V, compatible avec les produits; ce dernier résultat est ici immé-
diat, puisqu’on sait que tout morphisme d’un produit V x V' dans une variété
abélienne A est somme d’un morphisme de V dans A et d’un morphisme de
V' dans A (cf. exposé 9).

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



MORPHISMES UNIVERSELS ET VARIETES D’ALBANESE 151

Il faut signaler que, dans la littérature (cf. [3], par exemple), la variété
d’Albanese est définie par une propriété universelle portant sur les fonctions
(rationnelles) et non sur les morphismes. Le théoréme suivant indique les re-
lations entre ces deux définitions :

THEOREME 6. — Soit V une variété. Soit f. : V — A, la fonction canonique
de V a valeurs dans sa variété d’Albanese (au sens fonctions). Soit f : V. — A
le morphisme canonique de V dans sa variété d’Albanese (au sens du texte,
c’est-a-dire des morphismes) .

(i) Il eziste alors un homomorphisme affine g : A, — A et un seul tel que
go fr = f. Cet homomorphisme est surjectif.

(ii) Si V est normale, le noyau N de g est conneze, et g définit par passage
au quotient un isomorphisme de A, /N sur A.

(iii) Si V est non singuliére, g est un isomorphisme.

Comme tout morphisme est une fonction, I’assertion (i) résulte du caracteére
universel de f, et du fait que f engendre A. Supposons maintenant V normale,
et soit N la composante connexe du noyau N de g. En composant V — A, —
A, /No on obtient une fonction fy : V — A,/Np; mais le composé V —
A, /Ng — A est un morphisme, et ’homomorphisme A, /Ny — A a un noyau
fini. En appliquant le «théoréme principal », on voit que fy est un morphisme,
et comme f est maximal, ’homomorphisme A, /Ny — A est un isomorphisme,
ce qui démontre (ii). Enfin, si V est non singuliére, toute fonction de V dans
une variété abélienne est un morphisme, d’ou évidemment (iii).

Ezemples. — 1) Soit C une courbe elliptique, en caractéristique p, et soit
P € C. Soit ¢’'(P) le sous-anneau de ’anneau local ¢(P) formé des fonc-
tions dont la différentielle s’annule en P ; soit C’ la courbe dont les anneaux
locaux sont les mémes que ceux de C, sauf en P ou &(P) est remplacé par
0'(P) (C' a un «point de rebroussement ordinaire» en P, cf. [7], p. 70). Si
I’on note CP la puissance p-iéme de C, on a des morphismes C — C’ — CP, et
on vérifie facilement que CP (resp. C) est la variété d’Albanese au sens mor-
phique (resp. au sens des fonctions) de C’. L’hypothese de normalité est donc
essentielle dans la partie (ii) du théoreme.

ii) Soit encore C une courbe elliptique plongée sans singularités dans le plan
P et soit E le cone correspondant ; c’est une variété normale. On voit facile-
ment que C est la variété d’Albanese (au sens des fonctions) de E, alors que la
variété d’Albanese morphique est réduite a 0. L’hypotheése de non singularité
est donc essentielle dans la partie (iii) du théoreme.

Remarque. — Comme toute variété est birationnellement équivalente & une
variété non singuliere (enlever les points singuliers!), le théoréme 6 montre
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que la variété d’Albanese au sens des fonctions est un cas particulier de la
variété d’Albanese morphique.

5. Existence de morphismes universels. Premier cas

THEOREME 7. — Soit € une catégorie (vérifiant, comme toujours, les condi-
tions (I) et (II) du n® 2). Supposons que € ne contienne pas le groupe additif
G,. Toute variété V posséde alors un morphisme universel pour € .

Vu les théoremes de structure pour les groupes algébriques (cf. [7], p. 50), le
fait pour un groupe algébrique commutatif de ne contenir aucun sous-groupe
isomorphe a G, équivaut au fait d’étre extension d’une variété abélienne par
un tore (c’est-a-dire un produit de groupes multiplicatifs G,,). Si ’on note .
la catégorie formée par ces extensions, ’hypotheése faite sur & signifie donc que
€ C 7, et 'on est ramené a démontrer ’existence de morphismes universels
pour ..

Soit donc V une variété, et soit Vi un ouvert affine non singulier de V;
plongeons Vi comme ouvert d’une variété projective normale Vs, et soit F
I’ensemble des points singuliers de Vg ; soit V3 = Vo — F et soit A = V3 — V7.
Les composantes irréductibles Ay, ..., A, de A sont toutes de codimension 1;
en effet, A est ’ensemble des points ou la fonction V3 — V1 n’est pas définie,
et puisque V3 est normale et V; affine, on sait que toutes les composantes d’un
tel ensemble sont de codimension 1.

Lemme 6. — Soit f : V1 — G un morphisme de V1 dans un groupe G € .
et soit w € sq. Alors la forme différentielle f*w, considérée comme une forme
différentielle sur Vg, est réguliére sur Vi, et a au plus des poles simples sur
les A;.

Admettons pour un moment ce lemme, et achevons la démonstration du
théoréeme 7. Soit D le diviseur sur V3 somme des diviseurs irréductibles A;, et
soit L(D) le faisceau des germes de fonctions rationnelles ¢ vérifiant localement
(¢) = —D. Il est bien connu que ce faisceau est un faisceau localement libre
de rang 1 (il est isomorphe au faisceau des sections de ’espace fibré vectoriel
associé a D); si 'on note Q le faisceau des germes de formes différentielles
régulieres de degré 1 sur V3, le lemme 6 signifie que f*w € H(V3,L(D) ® Q).
Mais V3 = Vo — F, avec dimF < dimVy — 2, et le résultat démontré dans
I’Annexe I (corollaire au th. 9) montre que H°(V3,L(D) ® Q) est un espace
vectoriel de dimension finie, soit N. D’apres le th. 3, on a donc dim G < N,
et d’apres le corollaire au th. 2, la variété Vi admet un morphisme universel
pour .. Puisque Vi — V est dominant, il en est de méme de V, c.q.f.d.

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



MORPHISMES UNIVERSELS ET VARIETES D’ALBANESE 153

Démonstration du lemme 6. — D’apres le théoréeme de structure rappelé plus
haut, le groupe G contient un sous-groupe T isomorphe & un produit (G,,)" de
groupes multiplicatifs, le quotient A = G/T étant une variété abélienne ; nous
désignerons par 7 : G — A la projection canonique de G sur A. Puisque V3 est
non singuliére, le morphisme 7o f de Vi dans A se prolonge en un morphisme
G: V3 — A.

Soit P € V3, et soit Q = g(P) € A. On sait (cf. par exemple [7], p. 170,
prop. 6) que les translations par les éléments de T munissent G d’une struc-
ture d’espace fibré principal localement trivial de base A. Il existe donc un
voisinage U de Q au-dessus duquel existe une section s : U — G ; cette section
permet d’identifier I’espace fibré 7=1(U) au produit U x T. Notons wy la res-
triction de w & 771U ; c’est une forme fermée partout réguliere, et invariante
par les translations définies par les éléments de T. Si 'on note (z1,...,x,) les
coordonnées naturelles dans (G,,)", on voit aisément qu’une telle forme peut
s’écrire d’une facon unique comme une somme :

wy = mray + adri/z + -+ epdan /T

ou les ¢; sont des constantes, et o ay est une forme différentielle réguliére
sur U (cette écriture dépend évidemment de la section s choisie : on a ay =
s*wy — par contre les coefficients ¢; ne dépendent pas du choix de s).

Soit U’ = g~ 1(U) ; c’est un voisinage de P dans V3. La restriction de f*w &
U’ est donné par la formule :

f*w|U, = f*ﬂ-*O‘U + 01d801/801 + -+ CndSOn/SOn

(*)
=g au+ cdei/o1 + -+ cpden/on

ou les ¢; désignent les fonctions rationnelles z; o f (en dépit de la notation,
ces fonctions dépendent du choix de s).

Comme g est un morphisme, la formule (*) montre que la forme f*w peut
s’écrire, au voisinage de tout point, comme la somme d’une différentielle régu-
liere et de n «différentielles logarithmiques». Or, il est clair qu’une différen-
tielle logarithmique n’a que des péles d’ordre 1; d’autre part, on sait que f*w
n’a pas de pole sur Vi, puisque f est un morphisme sur Vi ; le lemme 6 est
donc démontré.

Remarques. — 1°) Le théoréme 7 contient le théoréme 5 (existence de la va-
riété d’Albanese) comme cas particulier.

20) Avec les notations de la démonstration faite ci-dessus, soit f : Vi —
G un morphisme universel pour .#; soit T le plus grand tore contenu dans
G, et soit A = G/T la variété abélienne quotient. On voit facilement que
Vi — G — A n’est autre que ’application canonique de V; dans sa variété
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d’Albanese ; pour déterminer G il faut donc déterminer une certaine extension
de A par un tore; dans certain cas, ceci peut se faire explicitement, comme
nous le verrons dans I’exposé suivant.

6. Existence de morphismes universels. Second cas

THEOREME 8. — Soit 4 une catégorie (vérifiant, comme toujours, les condi-
tions (I) et (II) du n° 2). Supposons que € contienne le groupe additif G,, et
soit V une variété. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La variété V posséde un morphisme universel pour € .

(ii) Toute fonction numérique réguliére sur V est constante.

Montrons que (i) = (ii). Une fonction numérique réguliére sur V n’est pas
autre chose qu’un morphisme de V dans le groupe additif G,. Supposons
donc qu’il existe un morphisme non constant f : V — G, ; ce morphisme
engendre G,. Considérons le morphisme

p: Gy — Gy x Gy

défini en caractéristique # 2 par @(t) = (t,t2), et en caractéristique 2
par ¢(t) = (t,t3). On voit tout de suite que ¢ engendre (G,)?. Le mor-
phisme p o f : V — (G,)? engendre donc le groupe (Gg)?. Mais le mor-
phisme ¢ x ¢ : (Gg)? — (G4)* engendre (G,)*; il en est donc de méme de
(px @)oo f:V — (Gy)? et 'on peut continuer indéfiniment ; on obtient
pour tout entier k& un morphisme f; : V — (Ga)zk qui engendre (Ga)zk,
et comme ce groupe appartient & ¢, il est clair que V ne posséde pas de
morphisme universel pour %.

Montrons que (ii) = (i). Soit f : V — G un morphisme qui engendre G.
D’apres les théoremes de structure déja cités, G contient un sous-groupe
connexe linéaire R tel que le quotient G/R = A soit une variété abélienne;
de plus, R =T x U, ou T est un tore et U un groupe unipotent. Le groupe
G/U est extension de A par R, donc appartient a la catégorie . considérée
au numéro précédent ; vu le théoréme 7, la dimension de G/U est bornée, et
tout revient donc & montrer que la dimension de U est bornée si V vérifie (ii).
Distinguons deux cas :

a) Si la caractéristique est p # 0, on a U = 0. En effet, le groupe G/pG,
étant annulé par p, est un groupe unipotent, donc est une variété affine. Vu
la condition (ii), le morphisme V. — G — G/pG est constant; mais d’autre
part, ce morphisme engendre G/pG ; donc G/pG = 0. La multiplication par p
a donc un noyau fini dans G, donc aussi dans U, et ceci entraine U = 0 (car
sinon U contiendrait un sous-groupe isomorphe a Gg).
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b) Si la caractéristique est 0, on a dim U < dim A. En effet, le groupe U est
alors isomorphe & (G,)". Soit E = G/T; c’est une extension de A par Uj; elle est
donc définie par n éléments x1,...,z, de Ext(A, G,) (cf. [7], chap. VII). Soit
g = dim A ; on sait (loc. cit., th. 10) que Ext(A, G,) est un espace vectoriel
de dimension g sur le corps de base. Si 'on avait n > g, il existerait des
constantes ¢;, non toutes nulles, telles que > ¢;x; = 0. Les ¢; définissent un
homomorphisme ¢ : (G,)" — G, non trivial ; soit E. ’extension de A par G,
déduite de G au moyen de ¢ (loc. cit., §1). On a un homomorphisme surjectif
E — E.; d’autre part, la relation ) ¢;z; = 0 signifie que E, est une extension
triviale de A par G, d’ou 'existence d’un homomorphisme non trivial E. —
G,. En composant

V—E—E —G,,

on obtient un morphisme non constant de V dans G, ce qui contredit (ii).
On a donc bien n < g, ce qui achéve la démonstration.

Remarque. — Si V est de la forme W — F, avec W complete, et dimF <
dim W — 2, on voit facilement (cf. Annexe I) que toute fonction réguliére sur V
est constante. Le théoreme 8 contient donc le théoréme 4 comme cas particu-
lier.

Ezemples. — Soit G un groupe vérifiant la condition (ii) du théoréeme 8. L’ap-
plication identique i : G — G est alors un morphisme universel, autrement dit
tout morphisme f : G — H de G dans un groupe algébrique (I’hypothése de
commutativité est méme superflue) est un homomorphisme affine. On peut en
effet supposer que f(0) =0, et en formant f(z +y) — f(z) — f(y), on obtient
un morphisme de G x G dans H qui est nul sur G x 0 et 0 x G. Soit R le
plus grand sous-groupe linéaire de H, et soit A = H/R la variété abélienne
quotient. On sait (exposé 9) que le composé G x G — H — A est nul. Le
morphisme G x G — H applique donc G x G dans R et il est constant et égal
a 0 d’apres (ii), c.q.f.d.

On peut former un tel groupe G en prenant une extension non triviale d’une
courbe elliptique A par le groupe G, (en caractéristique zéro), ou bien une
extension de A par G,, correspondant & un point de A qui ne soit pas d’ordre
fini (en toute caractéristique). On montre que le groupe G ainsi obtenu n’est
pas de la forme W — F, avec W compléte et dim F < dim W — 2 (le théoréeme 8
est donc «plus fort » que le théoreéme 4).
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Annexe I

Prolongement de certains faisceaux algébriques cohérents

On se propose de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 9. — Soit Y une variété, soit F un sous-ensemble fermé de Y, et
soit X =Y — F. Supposons que dimF < dimY — 2. Soit d’autre part M un
faisceau algébrique cohérent sans torsion sur X, et soit M* son image directe
par Uingection i : X — Y (cf. exposé 3, §2). Le faisceau M* est alors un
faisceau algébrique cohérent surY.

Avant de donner la démonstration, indiquons une conséquence du théoréme
précédent (cf. [4]);

COROLLAIRE. — Les hypothéses étant celles du théoréme 9, si l’'on suppose en
outre que Y est une variété compléte, alors HO(X, M) est un espace vectoriel
de dimension finie sur le corps de base.

En effet, on a H°(X,M)) = H°(Y,i,M) d’apres la définition de I’image di-
recte, et le faisceau i,M = M* est cohérent ; d’aprés un résultat connu (cf. ex-
posé 4, corollaire au théoréme de dévissage), ’espace vectoriel HO(Y, M*) est
de dimension finie, c.q.f.d.

[Le corollaire ci-dessus ne s’étend pas aux H?(X, M), ¢ > 1. Contre-exemple :
Y = P, (plan projectif), F réduit & un point, M = faisceau des anneaux
locaux.|

On utilisera le lemme suivant :

Lemme 7. — Soit V une variété affine d’anneau de coordonnées A, et soit f
une fonction numérique sur V. On suppose que f € Ay pour tout idéal premier
p de hauteur 1 de A («de hauteur 1» = «minimal parmi les idéaux premiers
# 0»). Alors f est entiére sur A.

Soit A’ la cloture intégrale de A dans son corps des fractions R(V). Si g
est un idéal premier de hauteur 1 dans A’, I'idéal premier p = q N A est de
hauteur 1 dans A ; en effet, si ’on pose n = dim V, on sait que dim A’ /q = n—1,
et comme A’/q est entier sur A/p, cela donne dimA/p = dimA’/q =n — 1,
et la hauteur de p est bien égale & 1. Comme f € Ay, on a a fortiori f € A'q.
Mais on sait que A’ = NA’; lorsque q parcourt les idéaux premiers de hauteur 1
de A’ (car A’ est noethérien et intégralement clos). On a donc bien f € A'.
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Démonstration du théoréeme 9. — La question étant locale on peut supposer
que Y est une variété affine. Soit N un faisceau cohérent sur Y dont la restric-
tion & X coincide avec M ; un tel faisceau existe d’apres [1], prop. 2; quitte &
diviser N par son faisceau de torsion, on peut supposer que N est sans torsion.

Le module sur 'anneau de coordonnées A de Y correspondant a N est donc
sans torsion; il est isomorphe & un sous-module d’un module libre A™. Cela
revient & dire que M est isomorphe & un sous-faisceau de O™, ou & désigne
le faisceau des anneaux locaux. Le faisceau 7.M est donc un sous-faisceau
du faisceau (i.0)™; comme on sait déja que .M est quasi-cohérent (cf. 3-
04), pour voir que c’est un faisceau cohérent, il suffit de montrer que i, & est
cohérent, ou encore que H°(Y,i,0) est un A-module de type fini. Mais on
a HY(Y,i,0) = H°(X, 0); c’est donc l'ensemble des fonctions f sur Y qui
sont régulieres en tout point de X. Comme dimF < dimV — 2, une telle
fonction appartient a ’anneau local A, de toute sous-variété irréductible de Y
de codimension 1; d’apres le lemme 7, cela entraine que H%(X, &) est contenu
dans la cléture intégrale A’ de A dans son corps des fractions. Comme cette
cloture intégrale est un A-module de type fini, ceci acheve la démonstration.

Remarque. — Si'Y est complete et si dim F < dim Y — 2, le corollaire ci-dessus
montre que ’algebre des fonctions régulieres sur X =Y — F est de dimension
finie. Comme cette algebre n’a pas de diviseurs de zéro et que le corps de base
est algébriquement clos, elle est réduite aux scalaires. On retrouve donc le fait
que toute fonction réguliere sur X est constante.

Annexe II

Morphismes maximaux et homologie /-adique

Nous commencerons par «rappeler» la définition du groupe d’homologie
¢-adique de dimension 1 d’une variété V (¢ étant un nombre premier différent
de la caractéristique) :

Considérons tous les revétements connexes non ramifiés W — V qui sont
galoisiens (cf. [6]), et dont le groupe de Galois G(W/V) est un ¢-groupe com-
mutatif. Ces revétements forment de fagon naturelle un ensemble filtrant, et
la limite projective H1(V; /) des groupes G(W/V) suivant cet ensemble est
le groupe d’homologie que nous voulions définir. C’est un ¢-groupe compact
totalement discontinu commutatif et comme tel c’est un Zy,-module, Z, dési-
gnant 'anneau des entiers f-adiques. C’est un foncteur covariant en V. Il est
vraisemblable qu’il jouit des propriétés suivantes :

(i) H1(V;€) est un Zg-module de type fini.
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(ii) Pour V fizée, le rang de H1(V;€) ne dépend pas de £; pour presque
tout £, H1(V;£) est un Zy-module libre.
(iii) Si f : V. — V' est un morphisme, le rang de I’homomorphisme

fao : Hi(V34) — Hy (V5 4)

ne dépend pas de {; pour presque tout £, le conoyau de f..p est Zy-libre.
(iV) On a Hl(V X V,;Z) = H1 (V,Z) X H1 (V/;f).

[Lorsque le corps de base est C, et que V est normale, GRAUERT et REMMERT
ont montré que H; (V;£) est le complété ¢-adique du groupe d’homologie usuel
H;(V,Z); GROTHENDIECK aurait réussi a supprimer I’hypothese de normalité,
ce qui démontrerait (i),..., (iv) dans ce cas. En caractéristique p # 0, on a des
résultats partiels; par exemple, on peut démontrer (i) si V est normale et (ii)
si V est projective non singuliére (appliquer le théoréme de Néron-Severi), ainsi
que (iv) si V est compleéte (LANG-SERRE dans le cas normal, GROTHENDIECK
dans le cas général).|

Soit maintenant G un groupe algébrique commutatif. L’application x +—
" - x fait de G un revétement non ramifié de lui-méme, dont le groupe de
Galois G(£™) est le sous-groupe formé par les z tels que £ -z = 0. Si ’on note
T¢(G) la limite projective des groupes G(¢"), on a donc un homomorphisme
canonique :

[ Hl(G,f) — Tg(G).

Il est vraisemblable que € est un isomorphisme [ce serait en tout cas une
conséquence de (iv)]; c’est vrai si G est une variété abélienne.

Soit maintenant f : V — G un morphisme de la variété V dans le groupe G;
en composant f, s et € on obtient pour tout £ un homomorphisme : Hy (V;4) —

Ty(G).

THEOREME 10. — Si f : V — G est mazximal, I’homomorphisme
H1(V;4) — Ty(G).

est surjectif pour tout £.

Soit I I'image de cet homomorphisme. Si 'on avait I # Ty(G), il existerait
un sous-groupe I’ fermé, contenant I, et d’indice £ dans T;(G). Ce sous-groupe
I’ correspondrait & une isogénie g : A’ — A séparable, et de noyau cyclique
d’ordre £. Le fait que I’ contient I signifie que I'image réciproque par f de A’,
considéré comme revétement de A, est un revétement t¢rivial de V; en d’autres
termes, on peut factoriser f en go h, ol h: V — A’ est un morphisme ; c’est
contraire au caractére maximal de f.
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Remarque. — Soit t la dimension du plus grand tore contenu dans G, et soit g
la dimension de la plus grande variété abélienne quotient de G. D’aprés un
résultat de WEIL, Ty(G) est un Zy-module libre de rang 2g + ¢t. On a donc
29+t < rang (H;(V;¥)), et cette majoration fournit une autre démonstration
du théoréeme 7 (a condition d’admettre la conjecture (i)).

Soit maintenant .# la catégorie des extensions d’une variété abélienne par
un tore, et soit f : V — G un morphisme universel pour cette catégorie.
D’apres le théoreme 10, ’homomorphisme

Hi(V;4) — Ty(G).

est surjectif pour tout £. Dans quel cas son noyau est-il fini? C’est vraisi V est
projective non singulieére (d’aprés NERON-SEVERI), ou si V est une courbe non
singuliere (cf. [7], chapitre VI); c’est faux si V est une courbe avant un point
double a tangentes distinctes; peut-étre est-ce toujours vrai si V est normale?

Dans le cas complexe, la question précédente se reformule ainsi : Dans quel
cas ’homomorphisme Hy(V,Z) — H1(G;Z), qui est toujours surjectif, a-t-il
un noyau fini? C’est vrai lorsque V est projective non singuliere, soit d’apres
la théorie kahlérienne, soit d’apres ce qui a été dit plus haut. La question est en
relation avec la suivante : dans quel cas I'image réciproque des formes différen-
tielles invariantes de G donne-t-elle toutes les formes différentielles régulieres
sur V (supposée complete) ? Ici encore la théorie k&hlérienne donne une ré-
ponse affirmative lorsque V est projective non singuliére; il serait intéressant
d’aller plus loin

Annexe IIT

La réduction au cas des courbes

L’existence de la variété d’Albanese d’une courbe résulte tout de suite (par
normalisation) des propriétés de la jacobienne. Le cas d’une variété de dimen-
sion quelconque se ramene a celui des courbes par le procédé suivant :

Soit V une variété projective de dimension n plongée dans un espace pro-
jectif P4, ; soit F ensemble des points singuliers de V; on suppose que
dimF < dimV — 2 (cf. n° 4).

THEOREME 11. — Soit f : V — G un morphisme qui engendre le groupe G.
Soit L une sous-variété linéaire de P, de dimension > r + 1 et supposons
que LNF = @. La restriction de f a VN L engendre alors G.
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Indiquons briévement la démonstration. Soit H le sous-groupe de G engendré
par LNV ; quitte a remplacer G par G/H, on peut supposer que H = 0, c’est-
a-dire que la restriction de f & VN L applique VN L en un seul point e € G.
Soit U un voisinage affine de I’élément neutre de G. On voit aisément que,
pour toute sous-variété linéaire L’ de P, de méme dimension que L, et assez
voisine de L, f applique L' NV dans U; mais L' NV est connexe (théoreme de
connexion), et compléte ; comme U est affine, on en conclut que la restriction
de f & VNL/ est constante. Soit Q € VNL; si l’on se borne aux L qui passent
par Q, on montre aisément que la réunion des V N L’ correspondant est un
voisinage de Q. Il s’ensuit que f est constante sur ce voisinage, donc partout,

c.q.f.d.

Noter que 'on peut choisir L de telle sorte que V N L soit une courbe (et
méme, si 'on y tient, une courbe irréductible et non singuliére) ; le théoréme
11 montre alors que dim G est borné par le genre de cette courbe, et cette
majoration démontre I’existence d’un morphisme universel pour V — F. C’est
la méthode de MATSUSAKA et CHOW, (cf. [3], Chap. II), & cela prés que ces
auteurs se servaient d’une courbe «générique » et obtenaient donc un résultat
un peu moins précis.
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Séminaire Chevalley
1958-59, exposé n° 11

_MORPHISMES UNIVERSELS ET
DIFFERENTIELLES DE TROISIEME ESPECE

Dans ce qui suit, X désigne une variété projective mnon singuliére sur le
corps K. On se donne sur X un nombre fini de sous-variétés de codimension
1, soient D;,...,D,; on note Y la sous-variété X — D, ou D = UD;. Si .¥
désigne la catégorie des groupes algébriques qui sont extension d’une variété
abélienne par un tore, on sait (cf. exposé 10, th. 7) qu’il existe un morphisme
f:Y - G,G € .Y, qui est universel pour .¥ ; le probléme consiste & construire
explicitement ce morphisme ; c’est ce qu’on fera au §1 en utilisant la théorie
des variétés de Picard. De plus, les formes différentielles sur X qui sont images
réciproques par f de formes invariantes sur G ne sont autres (dans le cas
classique) que les formes dites « de troisieéme espece », admettant pour «résidu »
une combinaison linéaire des D, ; de ce point de vue, la construction du §1 est
essentiellement équivalente & un théoréme classique de SEVERI ([8], p. 91 ; voir
aussi [6]).

§ 1. Construction du morphisme universel

Soit D(X) le groupe des diviseurs de X ; puisque X est non singuliére, chacun
des D; définit un élément de D(X), que I’on note encore D;. Le sous-groupe de
D(X) engendré par les D; est isomorphe & Z" ; nous le noterons I.

Soit C(X) le groupe des classes de diviseurs de X, et soit P la variété de Pi-
card de X, identifiée & un sous-groupe de C(X). Le noyau de ’homomorphisme

I — D(X) — C(X) — C(X)/P

sera désigné par J; on a donc un homomorphisme canonique 6 : J — P obtenu
par restriction de I — C(X). Le groupe J est un groupe abélien libre de type
fini.

On note T le tore dont le groupe des caracteres (cf. [1]) est J. On a donc
T = Hom(J, G,), J = Hom(T, G,,), le premier « Hom» étant pris sur Z, le
second étant pris au sens des groupes algébriques.
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On note ¢ : X — A le morphisme canonique de X dans sa variété d’Alba-
nese; on sait que la variété de Picard de A s’identifie & celle de X, c’est-a-dire a
P. D’autres part, on sait (cf. [4], chapitre VII, n® 16) que le groupe Ext(A, G,,)
des extensions de A par G, s’identifie au groupe P. On en déduit facilement
que le groupe Ext(A,T) s’identifie & Hom(J,P), et comme on a défini plus
haut un élément canonique # dans ce groupe, on trouve ainsi une extension
canonique G de A par T.

On peut considérer G comme un espace fibré principal de base A et de
groupe T'; soit E = X x4 G l'image réciproque par ¢ : X — A de cet espace
fibré : c’est un espace fibré principal de base X et de groupe T. Pour tout j de
Hom(T, G,) = J, soit E; 'espace fibré principal de base X et de groupe G,
déduit de E au moyen de j; un tel espace fibré correspond & un élément
de C(X), on le sait ; ici, par construction méme de E, cet élément n’est autre
que I’image canonique de j dans C(X). Or, si M est un espace fibré de base X et
de groupe G,,, correspondant & une classe de diviseurs m € C(X), et si A est
un diviseur de classe m, il existe une section s de M (au sens fonctions) dont
le «diviseur» est A; de plus, cette section est unique, & multiplication pres
par un élément de G, (cela tient au fait que X est complete). En appliquant
ce résultat a E;, on voit qu’il existe une section g; : X — E; dont le diviseur
est j lui-méme. En prenant une base ji,...,Jr de J sur Z, on déduit de 1a
I’existence d’une section g : X — E qui, pour tout j, donne g; par composition
avec E — E;; cette propriété caractérise g a une translation pres par un
élément de T. Mais une section de E correspond canoniquement & une fonction
de X dans G relevant . La fonction g définit donc une fonction f : X — G
déterminée & une translation prés par un élément de T. Comme g est réguliére
en dehors de D, la restriction de f & Y = X—D est un morphisme de Y dans G.

THEOREME 1. — Le morphisme f|Y : Y — G défini ci-dessus est universel
pour la catégorie S .

Nous désignerons par 7 la projection de G sur A; on a wo f = ¢ par
construction méme de f.

Soit k: Y — G’ un morphisme de Y dans un groupe G’ de la catégorie .7 ;
le groupe G’ est extension d’une variété abélienne A’ par un tore T’. Si l’on
compose Y — G’ — A’ on trouve un morphisme Y — A’ et comme A est
la variété d’Albanese de Y, on peut factoriser en Y — A — A’; quitte & faire
une translation, on peut supposer que A — A’ est un homomorphisme de
groupes. Soit alors G/, l'extension de A par T’ image réciproque de G’ par
I’homomorphisme A — A’. Les morphismes Y — G’ et Y — A définissent un

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



MORPHISMES UNIVERSELS ET DIFFERENTIELLES DE TROISIEME ESPECE 163

morphisme kg : Y — Gy, et 'on a un diagramme commutatif :

GA\
Y A

Tout revient a démontrer qu’il existe un homomorphisme unique p de G
dans G/, laissant commutatif le diagramme précédent.

Désignons par J' le groupe des caractéres de T'; & tout élément j' de
Hom(T', G,,) est associée une extension j'(G/) de A par G,,, et un mor-
phisme k(j’) de Y dans cette extension. Si 'on considére k(j’) comme une
fonction sur X, on peut parler du diviseur de cette fonction (car c’est locale-
ment une fonction a valeurs dans Gy,), et ce diviseur est nécessairement une
combinaison linéaire des D;, c’est-a-dire un élément de I. On a donc obtenu un
homomorphisme de J' dans I. En fait, cet homomorphisme applique J' dans
J, car la classe du diviseur k(j') est image réciproque par ¢ de la classe de
diviseurs sur A associée & 'extension j'(G',), et on sait que cette derniere
appartient a P (cf. [4], loc. cit.). On a donc un morphisme

A —J

Par transposition, cet homomorphisme définit un homomorphisme p : T — T’
d’ott un homomorphisme p, : Ext(A, T) — Ext(A,T’). Cet homomorphisme
ps transforme G € Ext(A,T) en G/, € Ext(A,T’) : cela se voit en identifiant
ces deux groupes & Hom(J, P) et Hom(J’, P), respectivement. Il s’ensuit qu’il
existe un homomorphisme p : G — G/, qui coincide avec p sur T, et qui rend
commutatif le diagramme

N

Il reste a comparer po f et ka. Cela se fait en remarquant que ces morphismes
définissent deux sections (fonctions) au-dessus de X d’un méme espace fibré de
groupe T’ et que ces deux sections ont méme diviseur (pour tout j' € J'); elles
coincident donc & la multiplication prés par un élément de T’. Quitte & effectuer
une translation sur p, on peut supposer que po f = ka. Enfin, si p’ o f = ka,
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p étant un autre homomorphisme affine, p’ doit appliquer T dans T’, et le
raisonnement précédent, pris en sens inverse, montre qu’il coincide avec p sur
T; on a alors nécessairement p = p/, ce qui achéve de démontrer la propriété
universelle de f|Y.

Ezemple. — Si X est une courbe, les D; sont des points, et J est formé des com-
binaisons linéaires »_ n;D;, avec Y n; = 0; c’est un groupe libre de rang r — 1.
Le groupe G construit ci-dessus est la jacobienne généralisée de X pour le
module m = > D;, (cf. [4], Chap. V, n° 17).

§ 2. Images réciproques des différentielles invariantes sur G

Rappelons d’abord la définition des formes de troisiéme espéce :

Soit « une forme différentielle de degré 1 sur X. On dit que « est de troisieme
espece si, au voisinage de tout point P € X, il est possible d’écrire a sous la
forme

a=Y cdfi/fi+8,

ou les f; sont des fonctions numériques, les ¢; des constantes, et la forme 3 est
réguliere en P.

La décomposition ci-dessus n’est évidemment pas unique; toutefois, on
montre que le diviseur local (& coefficients dans K) > ¢;(f;) est bien déter-
miné ; en faisant varier P, on obtient un diviseur sur X a coeflicients dans K
[c’est-a-dire un élément de K ® D(X)]; on 'appelle le résidu de «, et on le
note Res(a). Pour qu’une sous-variété irréductible A de X soit variété polaire
de a, il faut et il suffit que le coefficient de A dans Res(a) soit non nul. En
particulier, a est réguliere sur X («de premieére espece») si et seulement si
Res(a) = 0.

Soit maintenant w € sg une forme différentielle de degré 1 invariante sur le
groupe G construit au § 1. La restriction wr de w & T est une forme invariante
sur T, et 'on obtient ainsi toutes les formes invariantes sur T. D’autre part, T
a pour groupe de caracteres J, qui est un sous-groupe de I; donc T est image
du tore correspondant a I, tore qui n’est autre que (G,,)". L’image réciproque
dans (G;,)" de wr sera notée Pw ; on peut I'écrire Pw = ) ¢;dx; /z;, ol les z;
désignent les coordonnées naturelles de (G,,)". On vérifie tout de suite que ’on
obtient ainsi tous les systémes (¢;) qui sont combinaisons linéaires & coefficients
dans K de systémes (n;) € J; nous noterons KJ ’ensemble de ces systémes.
Avec ces notations, on a le théoréeme suivant
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THEOREME 2. — Siw est une forme différentielle invariante de degré 1 sur G,

la forme f*w est une forme de troisiéme espéce sur X. De plus, si Pw =
Yo cidxi/zi, on a Res(f*w) = ¢;D;.

COROLLAIRE. — Pour qu’un diviseur sur X a coefficients dans K soit résidu
d’une forme différentielle de la forme f*w, w € sq, il faut et il suffit qu’il
appartienne ¢ KJ.

On sait (exposé 10, démonstration du lemme 6) que f*w est une forme
différentielle de troisieme espéece. Il reste a calculer son résidu. Par linéarité,
on peut supposer que w est image réciproque d’une forme invariante 7; du
groupe G; déduit de G par j : T — Gy, et que cette forme 7; induit sur
Gm C Gj la forme dz/z. On a donc f*w = f7(m;), en notant f; : X — G;
la fonction canonique de X dans Gj;. Si I'on se place au voisinage d’un point
P € X, on peut identifier G; & un produit U x G,, U étant un ouvert de A
(cf. la démonstration du lemme 6, exposé 10, citée plus haut), et la forme 7;
s’écrit alors 7; +dx/x, ol 7; est image réciproque d’une forme réguliére sur U.
La fonction f; peut étre considérée comme un couple (¢, hj), ol p : X — A est
I'application canonique de X dans sa variété d’Albanese, et ou h; : X — G,
est une fonction numérique. De plus, d’apres la construction méme de f, le
diviseur de h; est égal & j. Il s’ensuit que dh;/h; a pour résidu j, et comme
dhj/hj est égal a f7(m;) & une forme réguliere pres, cela démontre le théoreme.

Ezemple. — Supposons que X soit une courbe de genre g;lesD; (i =1,...,r)
sont des points P; € X. D’apres le corollaire ci-dessus, un diviseur ) ¢;P; est
résidu d’une différentielle f*w si et seulement si Y ¢; = 0, condition qui était
de toute facon nécessaire d’apres la formule des résidus. Soit alors a: une forme
de troisieme espece sur X, réguliere en dehors des P; ; d’apres ce qui précede, il
existe wy € sg telle que Res(a) = Res(f*wp) ; la forme a — f*wq est donc une
forme de premiére espeéce, donc provient de la variété d’Albanese (jacobienne)
de X. On en conclut que « est de la forme f*w, avec w € sg (pour une autre
démonstration, voir [4], p. 97).

Nous verrons au §3 que ce résultat s’étend aux variétés de dimension ar-
bitraire pourvu que la caractéristique du corps K soit zéro (il y a des contre-
exemples d’IGUSA en caractéristique p, cf. [2]).

§ 3. Le cas classique

Nous supposons maintenant que le corps de base K est le corps C des
nombres complexes; la variété X est donc une variété kdhlérienne.
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Si A est un diviseur sur X, nous noterons h(A) la classe de cohomologie
entiere de degré 2 qui lui est attachée (cf. par exemple [7], chapitre V). Si 'on
note & (resp. 0*) le faisceau des fonctions holomorphes (resp. holomorphes
non nulles) sur X, on a une suite exacte :

24T exp

0 Z 17 o* 0,

et si A € HY(X, 0*), on a h(A) = §(A) € H3(X,Z), le cobord étant pris par
rapport a la suite exacte précédente.

THEOREME 3. — Pour que A soit algébriquement équivalent a zéro, il faut et
il suffit que h(A) soit nul.

(On dit qu’'un diviseur est algébriquement équivalent & zéro si son image
dans le groupe des classes de diviseurs appartient & la variété de Picard.)

Vu la suite exacte H! (X, ) — HY(X, 0*) — H?(X, Z), le théoréme 3 revient
a dire que I'image de H!(X, &) dans H}(X, 0*) n’est autre que la variété de
Picard de X, résultat bien connu (voir par exemple [3]).

Soit ¢ : H?(X,Z) — H?(X,C) ’homomorphisme induit par la multiplica-
tion par 2im sur les coefficients. Nous noterons c¢(A) 'image de h(A) par €.
L’application c se prolonge par linéarité aux diviseurs d coefficients complezes.

THEOREME 4 (WEIL, [5]). — Soit A =Y ¢;D; un diviseur a coefficients com-
plexes. Pour qu’il existe une forme a de troisieme espéce sur X telle que

Res(a) = A, il faut et il suffit que ¢(A) = 0.

Rappelons brievement la démonstration. Soit Q! le faisceau des germes de
formes holomorphes sur X. On sait (théoréeme de Dolbeault) que H!(X, Q')
s’identifie & la composante H!(X, C) de H?(X, C). D’autre part, ’homomor-
phisme de faisceaux défini par f ~— df/f envoie H' (X, 0*) dans H!(X,Q1).
On en déduit par composition un homomorphisme H!(X, 0*) — H%(X, C) qui
coincide avec I’homomorphisme ¢ défini plus haut (cf. [7], loc. cit.). Dire que
c(A) = 0 revient donc & dire que I'image de A dans H!(X, Q') est nulle. Or,
si I’on recouvre X par des ouverts Uy et si sur chaque Uy on représente A par
> ci(f}), on peut trouver des formes 7y holomorphes sur Uy, telles que

Zcidf{\/fi)‘—Zcidff/ff:7T>\—7ru sur UyNU,.
Mais alors la forme

o= edfd /) —mn =Y e ds /1~
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est une forme de troisieme espece (au sens analytique, donc aussi algébrique)
admettant A pour résidu. Le méme raisonnement, pris en sens inverse, montre
que D'existence d’une telle forme implique la nullité de c¢(A).

COROLLAIRE 1. — Pour qu’il existe une forme de troisiéme espéce sur X ad-
mettant A pour résidu, il faut et il suffit que A € KJ (les notations étant celles
du §1).

En effet, le théoréme 3 montre que J est ’ensemble des A = > n;D; tels
que h(A) =0, donc KJ est ’ensemble des A tels que c(A) = 0.

COROLLAIRE 2. — Toute forme de troisiéme espéce sur X qui est réguliére
sur'Y est de la forme f*w, avec w € sg.

Soit a une telle forme. D’apres le corollaire au th. 2 et le corollaire 1 au
th. 4, il existe wy € s telle que Res(a) = Res(wyp). La forme a — wp est donc
partout réguliere, et 'on sait qu’une telle forme est image réciproque d’un
élément de sp, donc aussi d’un élément de sg. D’ou le résultat.

COROLLAIRE 3. — Toute forme de troisiéme espéce sur X est fermée
En effet, il en est ainsi des formes f*w, avec w € sg.

Remarque. — Les corollaires ci-dessus s’énoncent de facon purement algé-
brique. Comme ils sont vrais sur le corps C, le « principe de Lefschetz » montre
qu’ils sont vrais sur tout corps algébriquement clos de caractéristique 0. En
caractéristique p, les corollaires 1 et 2 peuvent étre en défaut, comme on I'a
signalé plus haut ; j’ignore ce qu’il en est du corollaire 3.
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Séminaire Bourbaki février 1960
1959-60, exposé n° 198

RATIONALITE DES FONCTIONS ¢
DES VARIETES ALGEBRIQUES

d’apres B. DWORK

§ 1. Introduction

La fonction ¢ d’un schéma S de type fini sur Z est définie par le produit
eulérien :

1

(1) Cs(s) 1;[ A= 1/N(P)")

ou P parcourt ’ensemble des points fermés de S, et ou N(P) est le nombre
d’éléments du corps résiduel x(P) correspondant. Ce produit converge pour
Re(s) assez grand, et on conjecture qu’il se prolonge en une fonction méro-
morphe dans tout le plan complexe. Considérons en particulier, un schéma
V de type fini sur F,, corps fini & g éléments (c’est ce que certains appellent
une «variété algébrique définie sur Fy»). On a alors F, C k(P), et si deg(P)
désigne le degré de cette extension, on a :

(2) N(P) = g*®),

ce qui conduit & changer de variable, et a poser t = ¢~°. On obtient ainsi la
fonction :

1
(3) Zv(t) - H 1 — tdeg(P)’
P

qui est une série formelle en t, a coefficients dans Z. Notons N le nombre de
points du Fg-schéma V a valeurs dans ’extension Fgs de Fy. Un calcul simple
donne :

(4) Zy (t) = exp (Z Nt—> .
s=1
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WEIL, & qui ces définitions sont dues, avait conjecturé que Zvy est une fonction
rationnelle de ¢, et avait vérifié dans certains cas (cf. [5] ainsi que ’exposé de
DELSARTE [2]). DWORK vient de résoudre la question :

THEOREME ([4]). — Pour tout schéma V de type fini sur le corps Fy, la série
Zvy (t) est une fonction rationnelle de t.

On peut se borner au cas ol ¢ est un nombre premier p, puisque F, est
de type fini sur Fp. De plus, si V' et V" sont des sous-schémas de V, avec
VUV '=VetV NV'"=W,ona:

(5) Ty =Ly - Zyn - Ty
Cette formule permet, par un argument combinatoire facile, de ramener le

théoreme au cas ou V est affine, et méme au cas ou V est défini par une seule
équation

(6) f(X1,...,Xy) =0, & coefficients dans F,.

Dans ce cas, N est simplement le nombre de solutions de l’équation (6) dans
le corps a p° éléments.

§ 2. Un critére de rationalité

On va d’abord rappeler un critere classique :
Soit k£ un corps, et soit

(7) F(t) = iAsta Ak

s=0
une série formelle. Si s et m sont deux entiers > 0, posons
(8) Ns7m = det(As+i+j), 0 < ) < m, 0 < ] <m.
PROPOSITION 1. — Pour que F soit quotient de deux polynomes en t a coef-

ficients dans k (i.e. pour que F soit rationnelle), il faut et il suffit qu’il existe
un entier m > 0 tel que Ny, = 0 pour tout s assez grand.

Pour la démonstration, voir [1], ainsi que BOURBAKI, A IV.85, exerc. 1.

Supposons maintenant que les Ag soient entiers. On pourra donc parler
a la fois de leur valeur absolue usuelle (induite par le plongement dans C),
notée |A|, et de leur valeur absolue p-adigque, notée |A|,; comme d’habitude,
on suppose cette derniére normalisée par la formule du produit, i.e. |p*|, =
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p~%. De plus, on se donne un corps valué complet €2, algébriquement clos,
contenant Q,, et dont la valeur absolue prolonge celle de Q. Une série

00
f=2aiti, a; € 9,
=0

sera dite holomorphe dans le disque |t|, < r si elle converge absolument dans
ce disque; un quotient de deux telles séries sera appelé méromorphe. Si f est
holomorphe pour |t|, < r, et si 7 < r, on démontre qu’on peut écrire f
sous la forme P-f’, ou1 P est un polynoéme, et olt f’ est une série holomorphe
ainsi que son inverse dans le disque [t|, < v’ (on ne peut plus, ici, se servir de
Iintégrale de Cauchy, il faut raisonner directement, en se servant du « polygone
de Newton» de f, ce n’est pas difficile).

PROPOSITION 2. — Soit F = Y22 ) A t° une série a coefficients entiers, et
soit p un nombre premier. Supposons qu’il existe deux nombres réels positifs
R et r, avec Rr > 1, tels que F soit méromorphe dans le disque |z| < R de C
ainsi que dans le disque |z|, <1 de Q. Alors F est rationnelle.

Lorsque R > 1, on retrouve un résultat d’Emile BOREL ([1]). Supposons
donc R < 1, d’oui r > 1. Par hypothese, il existe des séries entieres :

9) A() =) a;it’, B(t)=)Y Bit, a;,B;cQ,
i=0 i=0

holomorphes dans |z|, < r, et telles que B = A-F. D’apres ce qui a été dit
ci-dessus, on peut méme supposer que A est un polynéme (quitte & diminuer
un peu 1), et aussi que ap = 1. Quitte a diminuer encore un peu r et R, on a
des inégalités :

(10) IBs|p < 7%, pour s assez grand,
(11) |As] <R7®, pour s assez grand.
Soit e le degré de A, et choisissons un entier m tel que R™H1ymtl—e =

soit > 1, ce qui est possible puisque Rr > 1. On va appliquer le critére de la
prop. 1. Puisque B = A-F, on a :

(12) Bsie = As+e + alAs—i—e—l + 4 acAs.

Dans le déterminant N ., = det(As1i45),0 < 4,5 < m, on peut donc remplacer
les Agyitj, j > e, par les Bgi;y;. En appliquant (10) et en tenant compte du
fait que |As|, < 1, on en déduit :

(13) INgmlp < pm(MH1=€)s " hour s assez grand.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



172 SEMINAIRE BOURBAKI 1959-60, EXPOSE N° 198

D’autre part, on tire de (11) I'inégalité :

(14) INgm| < (m+ D)IR™MDEF™) - pour s assez grand.

D’ou :

(15) INsm||Nsmlp < k1-k™%, avec ki indépendant de s.

Comme k > 1, ceci entraine N, |-|Ns |, < 1 pour s assez grand, et comme
Ng,m est un entier, ceci entraine Ny, = 0, c.q.f.d.
Remarque. — On trouvera dans [4] un énoncé généralisant la proposition 2

au cas ou l'on prend les A; dans un corps de nombres K, et ou l'on fait des
hypotheses de méromorphie pour un nombre fini de places de K.

Application a la fonction Zy(t). — Si V est plongé dans l'espace affine & n
dimensions, la série Zy(t) admet comme majorante la série 1/(1 — p"t), ce
qui montre qu’elle est holomorphe dans le disque de rayon p~". Pour pouvoir
lui appliquer la proposition 2, il faut donc montrer qu’elle est méromorphe
au sens p-adique dans un disque de rayon > p". En fait, on verra que Zy(t)
est méme méromorphe dans tout €2, autrement dit est quotient de deux sé-
ries a coefficients dans 2, ayant chacune un rayon de convergence infini; ces
séries seront construites explicitement, a partir de I’équation f définissant le
schéma V. Ceci sera fait au §5; les §§ 3 et 4 sont consacrés a des constructions
préliminaires.

§ 3. Factorisation des caracteres additifs des corps finis

On note K le corps résiduel de §2; c’est un corps algébriquement clos de
caractéristique p; il contient donc les Fp,s. Tout élément de K a un unique «re-
présentant multiplicatif» dans 2. Les représentants multiplicatifs des éléments
de Fps sont les racines (p® — 1)-iémes de I'unité et 0. On note A anneau des
entiers de §2; on a AN Q, = Z,, anneau des entiers p-adiques. Enfin, on pose

z|, =p~°4@ zeq.

On a ord(p) = 1.
Soient t et Y deux indéterminées. Considérons la série formelle

(16)
H(t,Y):(l—irY)t:i <t)Ym, ol (t> _tHt=De(tom )

m m m)
m=0
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C’est un élément de Q[[t, Y]] : ses coefficients sont des nombres rationnels.

Lorsque t € Z,, les (é) appartiennent aussi a Z,, et (1 + Y)? converge pour

ord(Y) > 0; c’est d’ailleurs la puissance «t¢-iéme» de 14+ Y en un sens évident.
Formons maintenant le produit infini :

1 A
(17) F(t,Y) =H(, Y)-H(——, Y")-H( , YPO) o
P
c’est-a-dire :
tpzftp
(18) F(t,Y) = (1+ V)1 +Y?) 7 (1+Y7) &

On voit tout de suite que ce produit infini converge dans Q[[t, Y]].
Lemme. — Les coefficients de la série formelle F sont dans Z,,.

On calcule F(t?,Y?)/F(t,Y)?, et Uon trouve (1+Y?)*/(1+Y)P!. Mais on voit
facilement que (1+YP)/(1+Y)P est de la forme 1+ pZ ou Z est une série sans
terme constant & coefficients dans Z,; on en déduit que (1 + pZ)* est du méme
type 1 + pZ’ (utiliser les propriétés de divisibilité des coefficients binomiaux).
La relation F(t?,YP)/F(t,Y)P = 1 + pZ' montre alors que les coefficients de F
appartiennent & Z, d’apres un critere de DWORK ([3, lemme 1]).

[On peut aussi démontrer le lemme en exprimant la fonction F au moyen de
Pexponentielle de Artin-Hasse.]

Développons F en série par rapport a Y :

(19) F(t,Y) = i By (t) Y™
m=0

On voit tout de suite que B,,, est un polynéme de degré < m en t. On a donc :
o0
(20) F(t,Y) = Z ™ (Y

ol o, (Y) est une série formelle commen(;ant par un terme de degré > m et a
coefficients dans Z,.

Choisissons une racine primitive p-iéme de 'unité € = 1+ X. On a ord(\) = 1%’
on le sait. Posons :

(21) O(t) =F(t,A) = Z Bmt™, avec Bm = am(A).
m=0

On a:

(22) ord(Bm) >
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puisque o, (Y) commence par Y™. La série © converge donc dans le disque
ord(t) > —p%l.

Soit maintenant ¢’ € Fps C K, et soit ¢ le représentant multiplicatif de ¢’
dans €. On a t?° = ¢t. Si I'on pose t + P 4 --- + tP* ' = Tr(t), élément Tr(t)
appartient a Z,. De plus, on a I’égalité :

s—1

(23) 1+ Y)™0 = F(t, V) F@,Y)---F& V),

comme on le constate tout de suite. Les deux membres de cette égalité sont des
séries a coefficients dans A; on peut donc substituer A & Y, et on l'on trouve
Iégalité :

s—1

(24) e =o(t)-e()--- et ),

ou le membre de gauche signifie que on éléve € & la puissance Tr(t)-iéme, ce
qui a un sens puisque Tr(¢) € Z,. Comme P = 1, on peut réduire Tr(¢) mod p,
et ’on obtient

s—1
(25) Te(t) =t +t + -+t |
la trace étant celle définie par l'extension F,s/F,. L’application t' — T ()
est un caractére additif non trivial du corps Fps. En résumé :

PROPOSITION 3. — Pour tout entier s > 1, le caractére additif t' — ™)
peut s’écrire sous la forme t' — O(t)-O(tP) - - - @(tps_l), ou t est le représentant
multiplicatif de t', et ot © est une série & coefficients dans Q vérifiant (22).

En fait, les coefficients de © appartiennent & I’anneau Z,|e].

84. Traces et déterminants de certaines matrices infinies

Soit L un corps, et soit n un entier. Si u = (uq, ..., u,) est un élément de Z",
on notera X" le monéme Xj* ... X% en les n indéterminées X = (Xy,...,X,);
on dira que u est > 0 si u; > 0 pour tout 4; on posera c(u) = Y u;.

Soit E = L[[X]] l'anneau des séries formelles en Xj,...,X,, a coefficients
dans L; a tout G € E, on associe ’endomorphisme ¢ — G-¢ de E qu’on notera
encore G. D’autre part, si g est un entier > 2, on définit un endomorphisme
V¥, de E par la formule :

(26) Uy (D auXt) = 3 aquX"

u=0 u=0
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SiG= Z@o 9,X"?, ’'endomorphisme ¥, 0G de E est représenté par la matrice
infinie ¥4 G(u,v) = ggu—u. On notera les formules :

(27) \I/q o) \I/q/ = \Ijqq’

(28) GoVW,=V,0G,, avec Gy(X) = G(XT).

. . RN \ _ \ z - _ v
On va appliquer ce qui précede au cas ou L = §, et ot la série G = 2@0 g X
vérifie la condition suivante :

(29) Il existe une constante M > 0 telle que ord(g,) > M-c(v) pour tout v.

Si Gy et Gg vérifient (29), il en est de méme de leur produit, ainsi que de
G1(X") pour tout entier h > 1.

PROPOSITION 4. — Supposons que G vérifie (29). Alors, pour tout entier
s > 1, la série qui donne la trace de la matrice (¥,g)° est convergente, et si
l’on désigne sa somme par Tr(V®), on a :

(30) (¢° —1)"Tr(V°) = Z G(z) - G(z9)---G(z? ).
.'l‘qs_:l:l
[Ici encore x désigne un systéme (21, ...,2,), ; € Q, et la condition ¢ ~! =1

signifie que chacun des z; est une racine (¢° — 1)-iéme de 'unité.]

Quitte & remplacer ¢ par ¢°, et G(X) par G(X)-G(X9) - -- G(qul), on peut
supposer que s = 1 (utiliser les formules (27) et (28)). On a alors Tr(¥) =
> u>09(g—1)u> Série qui est convergente d’aprés (29). D’autre part, on vérifie
aisément que l'on a :

(31) Z ¥ = {(q —1)™ sigq—1 divise v,

0 sinon.
zd-1=1

On a donc bien }_ 4-1_1 G(#) = (¢ = 1)" X-y50 9(g-1)us c.q.f.d.

Considérons maintenant le déterminant de la matrice 1 — ¢V, ol ¢ est une
indéterminée. Il est défini par le développement usuel :

(32) det(l —t¥) = i Ymt™,
m=0
(33) Y = (=1)™ > e(u, v)U(u,v1) -+ ©(tm, Vi),
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les uq,...,u,, étant distincts, les vq,...,v,, formant une permutation des u;,
et e(u, v) désignant la signature de cette permutation. Si l’on désigne par ¢ (U)
I'un des termes de la somme (33), on a, en utilisant (29) :

(34) ord($(U)) > (¢ — DM 3 e(us),
=1

ce qui montre que ord(¢(U)) tend vers +o00, et la série (33) est convergente.

PROPOSITION 5. — Supposons que G vérifie (29). Alors :
(1) det(1 — 10) = exp(— 32, Tr(W)2*/s)

(ii) La série det(1 — t¥) a un rayon de convergence infini.

La formule (i) est bien connue pour les matrices finies; on se ramene a ce
cas en tronquant ¥ a un ordre r, et en montrant que, si ¥,. désigne la matrice
r X r ainsi obtenue, le polynéme det(1 — tV¥,) tend vers det(1 — t¥) pour la
topologie de la convergence simple des coefficients.

Pour démontrer (ii), il faut prouver que :

(35) ord (¥, )/m — +oo lorsque m — +o0.
Or d’apres (34), on a :

(36) ord(vm) = M(g—1) -inf( c(ui)>,
1

I
3

.
Il

la borne inférieure étant prise sur toutes les suites uq, . .., t,, formés d’éléments
positifs et distincts. Si I'on pose :

(37) dp, = inf (":Zm c(uz)) ,
i=1

tout revient donc & montrer que d,,/m — +o0o0. Mais on peut ranger les u > 0
en une suite ui,...,uy,... de telle sorte sorte que c(u;) < c(uit1), et il est
alors clair que d,, = ZZiT ¢(u;). Comme les c(u;) tendent vers +oo, il en est
de méme de leur moyenne arithmétique, ce qui signifie bien que d,,/m tend
vers +00, c.q.f.d.

§ 5. Expression analytique des fonctions Zv

On a vu au §1 qu’il suffit de considérer le cas ou V est une hypersurface
dans Pespace affine de dimension n, définie par une seule équation f(x) = 0,
avec f € Fp[Xy,...,X,]. On peut en outre retrancher de V les points ot 'une
des coordonnées est nulle. Le nombre N; est alors simplement le nombre de
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solutions communes des équations f(z) = 0 et 27"~! = 1. Fixons un entier
s > 1; pour tout ¢’ € Fps, soit O;(t') la racine p-itme de 'unité définie par :

s—1

(38) 0,(t') =" = o) - 0(t7)--- 0 ),

(cf. prop. 3). Ecrivons ks au lieu de Fys pour simplifier I’écriture. Du fait que
O, est un caractere non trivial de kg, on a :

p® siu=0,
39 Os(xp.u) =
(39) Z s(w0-u) {0 siu # 0.
En appliquant ceci & u = f(z), et en sommant, il vient :

(40) pSNs = (ps - 1)n + Z @s($0f(x))7

la somme étant étendue aux xo € k} et aux x € (k)"

Ecrivons alors Xof(Xj,...,X,) comme somme de mondmes » 7_; a; X",
ou X désigne maintenant (Xo,...,Xy), et ou les a; appartiennent & Fp,. On
peut écrire (40) sous la forme :

(41) p°Ng = (p° — 1)" Z H@ (aix

xP S—1— 11 1

Soit A; € Z, le représentant multiplicatif de a;. Si celui de x est y, celui de
a;z"i est A;y™i. En combinant (38) et (41) on peut donc écrire :

7 s—1

(42) p°’Ng = (p* —1)" Z H H O(A; xpjwl

zp®—1=11=135=0

Posons maintenant :
(43) G(X) = [ oax™).

En portant dans (42), on trouve :
(44) pPNe=(@°*—1)"+ Y  G(a) - G(aP)-- Gz
xP®—1=1

En utilisant I'inégalité (22) on voit tout de suite que O (A;X"*) vérifie la condi-
tion (29) du §4, et il en est donc de méme de la série G. En lui appliquant la
proposition 4, avec ¢ = p, et en portant dans (44), on obtient :

(45) PNy = (p° = 1)" + (p° — 1)" " Tx(2),
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ou encore :
n n+1 n+1 '
(46)  pNe=) (- 1)’( ) R Z ( )p“"“—”mw
=0
Posons alors :
0.0 i ts
(47) A(t) = det(1 — tT) = exp(— Z; Tr (¥ );),

cf. prop. 5.
En multipliant (46) par t°/s et en ajoutant les équations ainsi obtenues, on
obtient finalement :

i=n z n+1
(48) Zv(pt) = H(]_ _ pn—zt)( z+1 H A ntl— Zt)( 1)1+1(n+1>
=0 =0

Comme la série A converge dans tout le plan © (prop. 5), la formule (48)
montre bien que Zy(t) est méromorphe dans tout le plan, ce qui achéve la
démonstration.
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Séminaire Bourbaki mai 1960
1959-60, exposé n° 204

REVETEMENTS RAMIFIES
DU PLAN PROJECTIF

d’apres S. ABHYANKAR

§ 1. Résultats classiques

Commencgons par rappeler I’énoncé du «théoreme d’existence de Riemann-
Enriques» :

THEOREME 1. — Soit V une variété algébrique, définie sur le corps C des
nombres complezes, et soit ™ : V! — V un revétement fini (au sens topologique)
de V. Il existe alors sur V' une structure algébrique et une seule qui soit
compatible avec la structure analytique de V', et qui soit telle que T soit un
morphisme (algébrique).

(De fagon plus imagée : tout revétement fini d’une variété algébrique est
algébrique.)

Noter que I’on ne suppose pas V projective; au contraire, on s’intéresse
particulierement au cas o V = W — F, W étant projective et F une sous-
variété de W ; le théoréeme 1 montre alors que les sous-groupes d’indice fini
de m (W — F) correspondent aux revétements connexes W' — W qui sont
non ramifiés en dehors de F. Lorsque W est la droite projective (resp. le plan
projectif), c’est bien 14 le théoréme d’existence de Riemann (resp. d’Enriques).

Il n’est pas question d’exposer ici la démonstration du théoreme 1. Indiquons
seulement que, si V est normale, il se déduit de deux résultats de GRAUERT-
REMMERT ([3], th. 1, et [4], th. 32), et que le cas général se rameéne au cas
normal grace a la théorie de la descente de GROTHENDIECK (cf. [5], p. 10 et

p. 11).

Le théoréme 1 montre quel intérét il y a (méme d’un point de vue pure-
ment algébrique) & déterminer le groupe 71 (V). Cette détermination est facile
lorsque dim(V) = 1. Il n’en est plus de méme en dimension 2. Le cas le plus
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étudié est celui oun V = Py — C, C étant une courbe du plan P3. Une mé-
thode générale permettant d’obtenir générateurs et relations pour 71 (P9 — C)
a été donnée par VAN KAMPEN (cf. ZARISKI, [8], Chap. VIII). De nombreux
cas particuliers ont été étudiés par ZARISKI, CHISINI, etc. Le résultat le plus
frappant est sans doute le suivant, di & ZARISKI ([8], p. 163).

THEOREME 2. — Si la courbe C n’a que des points simples ou des points
doubles a tangentes distinctes, le groupe w1 (Po — C) est commutatif.

[Noter que, une fois que l'on sait que 71 (P — C) est commutatif, des ar-
guments homologiques donnent immédiatement sa structure : si C est réunion
de courbes irréductibles de degré di, ..., d,, le groupe 71 (P2 — C) est quotient
de Z" par le sous-groupe engendré par ’élément (di,...,d,).]

ZARISKI commence par vérifier cet énoncé lorsque C et formé d’un certain
nombre de droites (ce n’est pas aussi facile que ’on pense!), et passe de 1a au
cas général par un argument de «dégénérescence » ; j’ignore quel travail serait
nécessaire pour rendre sa démonstration complete.

L’un des objectifs du mémoire d’ABHYANKAR [2] est de démontrer un résul-
tat analogue au théoreme 2 en géométrie algébrique de caractéristique quel-
conque ; on verra d’ailleurs qu’il n’y parvient que partiellement.

§ 2. Revétements modérément ramifiés

A partir de maintenant, nous nous placons en géométrie algébrique sur un
corps algébriquement clos k£ de caractéristique quelconque; on désigne par p
Pexposant caractéristique de k (au sens de BOURBAKI).

Soit V une variété normale ; nous appellerons revétement de V tout morphis-
me 7 : V' — V, ou V' est normale, de méme dimension que V, le morphisme
7 étant «fini» au sens de Grothendieck (c’est-a-dire propre, et a fibres finies).
Si R(V) et R(V’) sont les corps de fonctions rationnelles de V et V', R(V’)
est extension finie de R(V); le degré [R(V’) : R(V)] est appelé le degré du
revétement. Inversement, toute extension finie K de R(V) est de la forme
R(V’) comme on le voit en prenant pour V' la normalisée de V dans K.

Un revétement 7 : V' — V est dit galoisien si R(V') est extension galoi-
sienne de R(V) ; le groupe de Galois G de R(V’)/R(V) opere alors sur V', et V
s’identifie & V//G. Dans la suite, nous ne considérerons que des revétements
galoisiens.

Soit donc 7 : V! — V un tel revétement, et soit n son degré. On dit que V’
est non ramifié en un point P € V si 771(P) est formé de n points distincts.
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L’ensemble des points de ramification de V' est une sous-variété A de V dis-
tincte de V. Lorsque V est non singuliére, toutes les composantes irréductibles
de A sont de codimension 1 : c’est le «théoreme de pureté», voir plus loin,
n° 4.1.

Soit C une sous-variété irréductible de codimension 1 de V et soit C’ une
composante irréductible de 7~!(C); les anneaux locaux A et A’ de C et C’
sont des anneaux de valuation discréte, et la théorie de la ramification (cf. [7],
chapitre V, par exemple) s’applique. En particulier, on peut définir le sous-
groupe d’inertie Icv du groupe de Galois G ; c’est 'ensemble des s € G tels
que s(Q) = Q pour tout Q € C'. Nous dirons que le revétement considéré est
modérément ramifié («tamely ramified ») en C si I est d’ordre premier & p
(condition indépendante du choix de C’ au-dessus de C). D’apres la théorie de
la ramification, le groupe I est alors cyclique.

Soit C une sous-variété irréductible de V. Un revétement V' — V sera
dit modérément ramifié sur (V,C) si V' est non ramifié en dehors de C, et
est modérément ramifié pour toute sous-variété irréductible de codimension 1
de V (il suffit d’ailleurs de le vérifier pour celles qui sont contenues dans C).
Soit €2 une extension algébriquement close de R(V) ; les sous-corps K de , fi-
nis sur V, et tels que le revétement correspondant soit modérément ramifié sur
(V,C) forment une famille filtrante croissante ; leur réunion est une extension
galoisienne (infinie en général) de R(V), dont le groupe de Galois sera noté
7t (V,C). Lorsque C = &, on retrouve le groupe fondamental de V, au sens
de GROTHENDIECK ; lorsque le corps est le corps C des complexes, le théo-
reme 1 montre que le groupe 7 (V,C) n’est autre que le complété du groupe
fondamental usuel 71 (V — C) pour la topologie des sous-groupes d’indice fini.

§ 3. Revétements modérément ramifiés de certaines surfaces

Nous allons maintenant faire une série d’hypotheéses restrictives sur le couple
(V,0).

(i) V est une surface non singuliére.

(Le cas général peut souvent se ramener & celui-la, en coupant par des
hyperplans et en appliquant le théoréeme de Bertini. Cette hypotheése n’est
donc pas aussi restrictive qu’elle le parait.)

(ii) La sous-variété C est une courbe dont tous les points sont, ou bien des
points simples, ou bien des points doubles ordinaires. De plus, toutes les com-
posantes irréductibles de C sont non singuliéres.

(Cette hypothese est plus forte que celle du théoréme 2. Par exemple, si C
est irréductible, elle signifie que C est non singuliere.)
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Soit 7 : V' — V un revétement modérément ramifié sur (V, C). Soient C, les
composantes irréductibles de C, et soient C,, leurs images réciproques par .
Une étude locale des revétements modérément ramifiés (cf. n® 4.2) montre que
les C/, sont des courbes non singuliéres, éventuellement réductibles.

(iii) La variété V est projective, et, pour toute composante irréductible C,,
de C, la dimension de la série linéaire compléte |C,| est > 2.

Le fait que |C,| soit de dimension > 2 et contienne un diviseur irréductible
entraine qu’elle n’a pas de composante fixe, et qu’elle n’est pas «composée
avec un pinceau» (autrement dit, elle définit une application rationnelle de V
dans un espace projectif dont I'image est de dimension 2). Il en est donc de
méme de la série formée des 7~1(D), D € |C,|. En appliquant & cette série
linéaire le théoreme de Bertini et le théoreme de connexion, on voit que tous
les 771(D) sont connexes. Ceci s’applique notamment & D = C,, et comme
771(C4) a pour support C’,, on voit que C!, est connexe. Comme on sait d’autre
part que c’est une courbe non singuliére, on en conclut que c’est une courbe
irréductible. Soit 1, le groupe d’inertie de C!, dans le groupe de Galois G;
c’est un sous-groupe cyclique invariant de G. Si a # (3, les hypotheses faites
sur |Cq| et |Cg| montrent que C, et Cg se rencontrent en un point au moins;
une étude locale du revétement en ce point (cf. n® 4.2) montre alors que I,
et Ig commutent. Soit I le sous-groupe de G engendré par les I, ; c’est un
sous-groupe commutatif, et invariant, du groupe G. Soit V/ = V'/I; c’est
un revétement modérément ramifié sur (V,C), de groupe de Galois G/I; de
plus, la construction méme de V” montre que les groupes d’inertie des C,
dans V” sont nuls, c’est-a-dire qu’aucun des C, n’est contenu dans le lieu
de ramification A de V/ — V. D’apres le théoréeme de pureté, on a A = &,
autrement dit V” — V est non ramifié. En passant & la limite sur V’, on
obtient le résultat suivant :

THEOREME 3. — Si le couple (V, C) vérifie les hypotheses (i), (i), (iii), le quo-
tient de i (V,C) par le sous-groupe commutatif invariant 1 est isomorphe au
groupe Tt (V, ).

(Ce théoreme est essentiellement celui que démontre ABHYANKAR dans [2],
bien qu’il ne I’énonce pas.)

COROLLAIRE. — 5% l’on suppose en outre que V est simplement conneze
(c’est-a-dire ne posséde aucun revétement non ramifié de degré > 1), le groupe
7l (V,C) est commutatif.

En effet, I’hypothése «V simplement connexe» signifie que le groupe
7t (V, D) est trivial.
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Le corollaire ci-dessus s’applique notamment au couple (Pg, C), ou Py dé-
signe le plan projectif, et C une courbe vérifiant la condition (ii). En effet,
tout espace projectif est simplement connexe (voir n° 4.3), et si C,, est une
composante connexe de C de degré d,, la dimension de la série linéaire |C,|
est égale & dy(dy + 3)/2 qui est > 2.

Remarque. — 1) Une fois que I'on sait que 7t (V, C) est commutatif, il n’est pas
difficile de le déterminer complétement, au moyen de la théorie de Kummer.
Lorsque V = P3, on trouve, comme on pouvait s’y attendre, le complété
du groupe analogue sur C pour la topologie des sous-groupes d’indice fini et
premier a p.

2) Le corollaire au théoréme 3 est démontré dans [2] sans supposer que les C,
soient non singulieres, mais la démonstration est incorrecte. Il ne semble donc
pas que l’on puisse obtenir une véritable généralisation du théoreéme 2 par les
méthodes d’ABHYANKAR; c’est bien dommage. [On peut toutefois traiter le
cas ou les C, n’ont «pas trop» de points multiples, grace a des éclatements
convenables. Cf. une série de mémoires d’ABHYANKAR en cours de publication.

§ 4. Indications sur les démonstrations

4.1. Théoréme de pureté. — Il a été énoncé tout d’abord par ABHYAN-
KAR [1], avec une démonstration incorrecte, attribuée & ZARISKI. Une démons-
tration simple (et correcte) a été publiée ensuite par ZARISKI [9].

Le théoreme garde un sens pour des schémas quelconques. Sous cette forme,
il vient d’étre démontré par NAGATA [6], s’appuyant lui-méme sur un résultat
de CHow.

4.2. Etude locale des revétements modérément ramifiés. — On s’ap-
puie sur le :
LEMME D’ABHYANKAR. — Soient V' et W deux revétements modérément ra-

mifiés de (V,C); pour toute composante irréductible C, de codimension 1
de C, soit io (resp. jo) Uordre du groupe d’inertie d’une composante irréduc-
tible C, (resp. D) de limage réciproque de C, ; supposons :

a) que W est non singuliére,

b) que j, est multiple de i, pour tout c.

Si alors on note W' le revétement commun de V' et W correspondant au
composé des corps R(V') et R(W), W’ est un revétement non ramifié de W.

Soit G le groupe de Galois de V/ — V, soit H celui de W — V, et soit S
celui de W/ — V; le groupe S contient deux sous-groupes invariants T et T’
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tels que S/T = G, S/T' = H, et 'on a TNT' = {e}. Soit I, le groupe d’inertie
d’une composante irréductible E, de I'image réciproque de C, dans W’; le
groupe I, se plonge dans le produit des groupes correspondants dans V' et W,
groupes qui sont cycliques d’ordre i, et j, respectivement. Il en résulte que I,
est d’ordre premier a p, donc cyclique, et comme il se projette sur le groupe
d’inertie de W — V| la condition (b) montre qu’il est isomorphe & ce dernier.
On a donc I, N T" = {e}, ce qui montre qu’aucun des D, n’est contenu dans
I’ensemble de ramification de W/ — W ; en appliquant le théoréme de pureté,
on en conclut bien que W — W est non ramifié.

Revenons maintenant & la situation du §3; on va étudier V' — V au voisi-
nage d’un point P € C. Traitons le cas ou P est un point double de C (le cas
d’un point simple étant analogue). La question étant locale, on peut suppo-
ser que C est défini en P par I’équation zy = 0, ou x, y forment un systeme
régulier de parametres. On prendra alors pour W la sous-variété de V x k2
définie par les équations 2’ = z, ¢y’ = y, n, m étant deux entiers premiers &
p. On constate facilement que, quitte a restreindre encore V, on trouve pour
W une variété non singuliere, formant un revétement modérément ramifié sur
(V,C), les ordres des groupes d’inertie étant respectivement n et m, et le
groupe de Galois étant Z/nZ x Z/mZ = H. On peut donc appliquer le lemme
d’Abhyankar & V' et W, pourvu que n et m soient choisis assez grands. On en
tire :

SiPeV,P eV, QeW,Q € W sont des points qui se correspondent, le
complété de 'anneau local 0 s’identifie a celui de 'anneau local Og/. Comme
on a:

ﬁQl D) ﬁp/ D) ﬁp,

et que tous ces anneaux sont intégralement clos, on voit que é’\p/ s’identifie
au sous-anneau de ﬁQ = k[z’,y'] fixé par un certain sous-groupe du groupe
Z/nZ x Z/mZ (ce dernier opérant par ' — ez’, ¢/ — Cy/, ot " = (™ =1).
On obtient ainsi une description complete (du point de vue «formel») du
revétement V' — V, description qui permet de vérifier sans difficultés les
assertions du § 3.

4.3. m(P,) = 0. — Le théoréme de Bertini permet de se ramener au cas
n = 1. Dans ce cas, si X — P est un revétement non ramifié, de degré d, le
genre de X étant g, la formule de Hurwitz montre que

1—-g=d,

d’ou g = 1 — d, ce qui entraine nécessairement d = 1.
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[Variante : montrer qu’un revétement non ramifié de P,, définit un revéte-

ment de k"1 ramifié seulement & 1’origine, et appliquer le théoréme de pureté.]

[1]
2]

[3]

[4]
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Séminaire Bourbaki décembre 1960
1960-61, exposé n° 209

\ GROUPES FINIS
A COHOMOLOGIE PERIODIQUE

d’apres R. SWAN

1. Enoncé des résultats

Soit G un groupe fini d’ordre n, et soit k£ un entier > 1. On dit que la coho-
mologie de G est périodique de période k s'il existe un élément v € H*(G, Z)
d’ordre égal & n. On sait alors (cf. [2], Chap. XII) que, pour tout G-module A,
et tout g € Z, 'application £ — u -  est un isomorphisme de Ha (G,A) sur
ﬁq+k(G, A), ce qui justifie la terminologie.

Si G opere librement sur la sphére Sp_1 (kK > 2), et si les éléments de
G respectent l'orientation de Sj_1, la cohomologie de G est périodique de
période k (cf. [1], exposé 13, ou bien [2], p. 357). On savait peu de choses sur la
réciproque (cf. MILNOR [5], qui donne un certain nombre de contre-exemples).
Les résultats de Swan montrent que, a condition de remplacer les sphéres par
des «spheres homotopiques », la question devient purement algébrique et peut
se traiter a peu prés completement.

De fagon précise, considérons une suite exacte de G-modules :
1) 0—Z—Py,—Pyy9—-—P —Py—Z—0,

ou les P; sont des modules projectifs de type fini sur Palgeébre Z[G] du groupe G.
Une telle suite exacte sera appelée une résolution projective périodique de Z,
de période k. Si tous les P; sont des modules libres, on dira que c’est une
résolution libre.

THEOREME 1 (SWAN [8], th. 4.1). — Pour qu’il existe une résolution projec-
tive périodique de Z, de période k, il faut et il suffit que la cohomologie de G
soit périodique de période k.
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Soit d’autre part X un complexe cellulaire (au sens de J.H.C. WHITEHEAD
[9]) sur lequel G opere. Nous dirons que G opere cellulairement si les éléments
de G permutent les cellules de X.

THEOREME 2 (SWAN [8], prop. 3.1). — Les deuz conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) Il existe une résolution libre périodique de Z, de période k.

(2) Il existe un complexe cellulaire fini X, de dimension k — 1, ayant méme
type d’homotopie que Si_1, sur lequel G opére cellulairement, librement, et en
conservant l’orientation.

(Cette derniere hypothese signifie que G opere trivialement sur Hy_1(X, Z),
qui est isomorphe a Z.)

Le théoréme suivant permet de passer des résolutions projectives aux réso-
lutions libres :

THEOREME 3 (SWAN [8], corollaire 5.1). — Supposons qu’il existe une réso-
lution projective périodique de Z, de période k. Il existe alors un entier d > 1
et une résolution libre périodique de Z, de période dk.

En combinant ces trois théorémes, on obtient :

COROLLAIRE. — Si la cohomologie de G est périodique de période k, il existe
un complexe cellulaire fini X, de dimension dk — 1, ayant méme type d’homo-
topie que Sgr_1, sur lequel G opere cellulairement, librement, et en conservant
l’orientation.

J’ignore s’il est possible de prendre d = 1 (c’est improbable). SWAN montre
que 'on peut en tout cas prendre pour d le pged de ¢(n) et de n; on peut
méme remplacer ¢(n) par ¢(m), ou m est le ppcm des ordres des éléments
de G.

2. Résolutions libres, équivalences, etc.

Tous les G-modules considérés ci-aprés sont supposés libres de type fini
sur Z. Si P est un tel G-module, les propriétés suivantes sont équivalentes
(cf. Rim [6]) :

a) P est faiblement injectif ([2], p. 197),
b) P est faiblement projectif (idem),

c¢) P est cohomologiquement trivial; i.e. on a ﬁq(G’ ,P) = 0 pour tout sous-
groupe G’ de G et tout q € Z,
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d) P est Z[G]-projectif.

Soient A et B deux G-modules et soit f: A — B une application G-linéaire.
Nous dirons que f est homotope a zéro, s’il existe une application Z-linéaire
g: A — B telle que f = Ng, ou N désigne la norme. Il revient au méme de dire
que, pour toute suite exacte B' — B — 0 de G-modules, il existe f': A — B’
relevant f (cf. ECKMANN [3]). Les classes d’homotopie d’applications de A
dans B forment un groupe mo(A, B), qui s’identific & H°(G, Homz (A, B)). Une
application f est appelée une équivalence d’homotopie si sa classe d’homotopie
est inversible.

Lemme 1. — Soit f: A — B une application G-linéaire (A et B étant tou-
jours supposés libres de type fini sur Z). Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) f est une équivalence d’homotopie.

(i) Il existe deux modules projectifs P et Q et un isomorphisme F: AP —
B ® Q tels que le composé

A—AoP LBaQ—B

soit égal a f.
(iii)APour tout sous-groupe G’ de G et tout q € Z, l’application de HI(G', A)
dans H1(G',B) définie par f est un isomorphisme.

Il est clair que (ii) entraine (i). On voit facilement que (i) entraine (iii).
Montrons que (iii) entraine (ii) :

Ecrivons B comme quotient d’un module projectif P, et soit Q le noyau
de ’homomorphisme surjectif A @ P — B. En utilisant (iii), on voit que Q
est cohomologiquement trivial, donc projectif. De plus, comme B est Z-libre,
Q est Z-facteur direct dans A @ P; comme Q est faiblement injectif, il est
«(Z[G], Z)-injectif » au sens de HOCHSCHILD (cf. [4]), donc il est facteur direct
dans A & P comme G-module, et A @ P s’identifie & B® Q, c.q.f.d.

Ezemple. — On a mo(Z,Z) ~ Z/nZ; les classes d’homotopie Z — Z qui
sont des équivalences forment un groupe isomorphe au groupe multiplicatif
de Z/nZ.

On dit que deux G-modules A et B ont méme type d’homotopie 8’il existe
une équivalence d’homotopie A — B, et on écrit A ~ B. En particulier, P ~
0 signifie que P est projectif. Comme l'ont remarqué ECKMANN et HILTON
(cf. [3]), la situation est tout & fait analogue & celle que l'on rencontre en
topologie; le «décalage » correspond & la formation de «’espace des lacets »,
et est unique & homotopie prés. De fagon précise :
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Lemme 2. — Soient
(2) 0—A—P,;—- -+ —Py—B—0
(3) 0—A"—P, |, —- —P,—B —0

deux suite exactes de G-modules, ot les P, et les P!, sont projectifs. Ces suites
exactes définissent un isomorphisme de mo(A, A’) sur mo(B, B'). En particulier,
toute équivalence d’homotopie fg: B — B’ définit une équivalence d’homotopie
fa: A — A’ déterminée a homotopie preés.

La démonstration est immédiate.

[Deux homomorphismes fa et fp se correspondent si et seulement si ’on
peut les prolonger en un homomorphisme de la suite exacte (2) dans la suite
exacte (3).]

Le lemme 2 montre en particulier que, si B = B/, on a A ~ A’. Réciproque-
ment :

Lemme 3. — Soit

(2) 0—>A—>P1_11>PZ_2L—>P0—>B—>O

une suite exacte de G-modules, avec i > 2. Soit A’ ~ A, et soient P et Q des
modules projectifs tels que A® P = A’ ® Q. Il existe alors une suite exacte de
la forme :

(3)
0—>A'—>Pi—1€BPﬂ>Pi—2®Qﬂ>Pi—3—>"'—>B/—>0,

qui coincide avec (2) a partir de P;_s.

Puisque B et les P; sont Z-libres, A est facteur direct dans P;_; comme
Z-module, et il en est de méme de A @ P = A’ @ Q dans P;_; @ P. Utilisant
le fait que Q est faiblement injectif, on en conclut qu’il existe une rétraction
r:P;_1 ®P — Q, qui est un G-homomorphisme, et qui s’annule sur A’. Il est
clair que l'application

O0+7r:Pic1®P —-P;o®Q

a pour noyau A’, et pour image le noyau de (9,0). D’ou la suite exacte (3).

3. Démonstration du théoréme 1

Si Z possede une résolution périodique, de période k, 'opérateur cobord itéré
§F . H1(G,Z) — H**(G,Z) est un isomorphisme. En particulier, prenant
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q = 0, on voit que H*(G,Z) = Z/nZ, ce qui montre que la cohomologie de G
est périodique de période k.

Réciproquement, supposons cette propriété vérifiée, et considérons une suite
exacte

(4) 0—A—Py 11— --+—Py—Z—0,

ou les P; sont projectifs (de type fini, comme toujours). Tenant compte de
la périodicité de la cohomologie de G, on voit qu’il existe dans ﬁO(G, A) une
classe v telle que z +— v - z soit un isomorphisme de ﬁ(G, Z) sur ﬁ(G,A);
de plus, si G’ est un sous-groupe de G et si v/ € ﬁO(G’,A), est la restriction
de v, la classe v’ jouit de la méme propriété. On peut représenter v par une
G-application

fZ— A,

et le lemme 1 montre que c’est une équivalence d’homotopie. D’apres le
lemme 3 (applicable car k > 2 si G n’est pas réduit & {1}), il existe une suite
exacte

(5) 0—Z—P,,— - —P—Z—0

ou les P} sont projectifs (et méme égaux aux P; pour ¢ < k — 2). On a donc
bien construit une résolution projective périodique de Z, de période k.

4. Classes de modules projectifs

Deux modules projectifs P et P’ sont dits équivalents s’il existe deux modules
libres L et L’ tels que P @ L soit isomorphe & P’ @ L. Les classes de modules
projectifs (pour la relation d’équivalence précédente) forment un groupe abé-
lien que 'on notera Ko(G); 'image dans Ko(G) d’un module projectif P sera
noté [P]. On a [P] = 0 si et seulement s'il existe un module libre L tel que
P @ L soit libre (on ignore si cette condition entraine que P soit libre — c’est
vrai si G est commutatif).

Soient maintenant A et B deux G-modules (vérifiant les conditions du n° 2),
et soit f: A — B une équivalence d’homotopie. D’apres le lemme 1, il existe
des modules projectifs P et Q, et un isomorphisme F: A®P — B® Q tels que

pr;(F(a,0)) = f(a).
Lemme 4. — L’élément [P] — [Q] ne dépend que de f.

Soient (P’, Q', F') vérifiant les mémes relations que ci-dessus. On va montrer
que P’ @ Q est isomorphe & P @ Q’, ce qui établira le lemme. Soient g: A — Q
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et ¢': A — Q' les applications définies par F et F’. On a la suite exacte :

(6) 0— A2 BoQ—P—0,

ainsi qu’une suite exacte analogue avec Q' et P’. Définissons alors un module
R au moyen de la suite exacte :

(7) 0— AT BeQeQ —R—0.

La suite exacte (7) s’envoie de fagon naturelle sur la suite exacte (6), d’ou la
suite exacte :

(8) 0—Q —R-—P—0.

Comme P est projectif, on en tire R = P @ Q'; de méme, R = P’ ® Q, c.q.f.d.
Nous noterons (f) 1’élément [P] — [Q]. On vérifie tout de suite que (fg) =

(f) + (9), et que (f) ne dépend que de la classe d’homotopie de f.

Lemme 5. — Soit f: A — B une équivalence d’homotopie. Pour que (f) =0,
il faut et il suffit qu’il existe des modules libres L et M et un isomorphisme
F:A®L —> B®M tels que le composé

A—AoL—BoeM—B
soit égal a f.

La condition est évidemment suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire. On
choisit un isomorphisme A P — B @ Q, compatible avec f, et ou P et Q
sont projectifs. Par hypothese, il existe des modules libres L; et Ly tels que
P @ L; = Q @ Lg; d’autre part, il existe un module projectif P’ et un module
libre L3 tels que P @ P’ = L3. On en déduit un isomorphisme

F:AePeP @l —BaeQaP ¢L,.

Comme P®P’'@Ly = L3®Ly est libre, de méme que QP ®Ly = POL®P' =
L; & L3, le lemme est démontré.

Deux modules A et B tels qu’il existe une application f vérifiant les condi-
tions du lemme 5 seront dits strictement équivalents, et on écrira A ~p, B.

Lemme 6. — Considérons un diagramme commutatif :

0 A’ A A 0
9) Jf’ Jf lf”

0 B/ B B” 0,

ot les lignes sont exactes, et ou f, f', f sont des équivalences d’homotopie.

On a alors (f) = (f) + (f").
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Quitte & ajouter & A, A’ et A” des modules libres [ce qui ne modifie pas (f),
(f") et (f")], on peut supposer que f, f’, f” sont surjectifs. Soient Q, Q', Q"
leurs noyaux. Ils sont projectifs, et forment une suite exacte :

O—>Q/—>Q—>Q”—>O,
On a donc [Q] = [Q'] + [Q"]. Comme (f) = —[Q], (') = —[Q], (") = —[Q"],
on a bien (f) = (f') + (f").

En itérant, on en déduit :

Lemme 7. — Considérons un diagramme commutatif :

0 A, An g Ay 0
(10) lfn anl lfo

0 B, Bn-1 Bo 0,

ou les lignes sont ezxactes, et ot les fi sont des équivalences d’homotopie. On
a alors > (=1)'(f;) = 0.

COROLLAIRE. — Soient

(11) 0—A,—L,1—-—Ly—A)—0

(12) 0—B,—M,.1—--—My—By—0

deuz suites exactes, ot les L; et les M; sont libres. Si Ag est strictement équi-
valent & By, alors A, est strictement équivalent a B,, (et réciproquement).

Soit fo: Ag — Bg une équivalence d’homotopie telle que (fy) = 0. On peut
trouver des g;: L; — M; et f,: A, — B, définissant un homomorphisme de
(11) dans (12). On a (g;) = 0, et le lemme 7 donne (f,,) = (=1)"*1(f;), d’ott
le corollaire.

Remarque. — Le corollaire ci-dessus peut aussi se démontrer, comme le fait
SWAN, & partir du «lemme de Schanuel », dont voici I’énoncé : Si P/R = P’/R/,
avec P, P’ projectifs, on a R®P' =R/ @ P.

5. Démonstration du théoréme 2

Supposons d’abord que G opere cellulairement, librement, et en conservant
I'orientation, sur un complexe cellulaire fini S ayant méme homologie que S;_1
(il n’est pas nécessaire de supposer X simplement connexe, ni méme de dimen-
sion k—1). Supposons G # {1} (ce qui n’est guére une restriction!). La formule
des points fixes montre alors que k est pair.
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Soit N = dim X; pour 0 < 7 < N, soit C; le groupe des chaines de dimension 4
de X (au sens cellulaire), et soit Z; C C; le sous-groupe des cycles. Ces groupes
sont des G-modules, et, puisque G opere librement sur X, les C; sont des G-
modules libres. On a les deux suites exactes :

(13) 0—Cny —Cnop— - —Cp—Zp1 —Z—0
(14) 0—Zp1—Cpq—-+—Cyp—Z—0.

Si Br_1 C Zy_1 désigne le groupe des bords de dimension k — 1, la suite exacte
(13) se décompose en les deux suites exactes :

(15) 0—Cy—OCOn_1— +—Cp,—Br_1—0
(16) 0—Bp 1 —Zp 1 —>Z—0.

La suite (15) montre que Bi_1 est projectif, et que [Br_1] = 0 dans Ko(G).
En utilisant (16), on voit alors que h est une équivalence d’homotopie et que
(h) = 0. Donc Zg_1 ~r1, Z. En appliquant le lemme 3 & (14), on obtient une
nouvelle suite exacte :

(17) 0—Z—C,_,— - —C,—Z—0,

ou les C; sont libres (et en fait égaux aux C; si i < k — 2). C’est la résolution
libre périodique cherchée.

Réciproquement, supposons qu’il existe une telle résolution. Si G est cy-
clique, on sait qu’il peut opérer librement sur les spheéres de dimension im-
paire. Supposons donc G non cyclique, ce qui entraine que k est pair ([2], p.
261), et > 4 (si k = 2, le groupe H?(G,Z) est isomorphe & Z/nZ, et comme
ce groupe est dual de G/G’, G est lui-méme cyclique). On construit d’abord
un complexe cellulaire fini, de dimension 2, qui soit connexe, et de groupe
fondamental G; soit Yo un tel complexe, et soit Xo son revétement universel.
On a la suite exacte de G-modules :

(18) C2(Xz) 2 C1(Xz) 2 Co(Xz) — Z — 0.
Or, on a le lemme suivant :

Lemme 8. — Il existe une résolution libre périodique de Z
(19) 0—Z—Lyqg—-—Lyg—Z—0.

qui coincide avec (18) en dimensions < 1, et qui est telle que Ly = Co(X2)®M,
avec M libre, l’application Co & M — C; étant (0,0).

On commence par prolonger (18) par des modules libres L, (i < k—1). Soit
A le noyau de L) _; — Lj,_,. Puisque Z a une résolution libre de période k, le
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corollaire au lemme 7 montre que A est strictement équivalent & Z; on applique
alors le procédé du lemme 3, pour «remplacer » A par Z; on obtient ainsi (19).
(Noter qu’il n’est nécessaire d’introduire le module M que si k = 4.)

Quitte & adjoindre & Xy des sphéres (attachées chacune par un point),
on peut supposer que M = 0. Le noyau de Cz(X3) — C;(X3) s’identifie &
Hy(X3) = ma(X2); soit (aq) une Z[G]-base de L3 et soit (b,) son image dans
ma(Xg) par Ly — Lo = Cy(X3); pour chaque a, soit f,: So — X3 une applica-
tion continue de la classe b,. Attachons & X, des cellules e, de dimension 3
au moyen des o o f,; le groupe G opeére de fagon naturelle sur le complexe
cellulaire X3 ainsi obtenu, et 'on a C;(X3) = L; pour 0 < 7 < 3. On définit de
méme Xy,...,X,_1 et il est clair que X;_1 répond a la question.

Remarque. — On peut s’arranger pour que les X; soient des complexes sim-
pliciaux sur lesquels G opeére simplicialement ; cela se démontre par récurrence
sur %, en choisissant des applications f, simpliciales, et en utilisant un résultat
de J.H.C. WHITEHEAD ([9], lemme 2, p. 239).

6. Démonstration du théoréme 3

Soit r un entier premier & n. L’homomorphisme r: Z — Z est une équiva-
lence d’homotopie, et définit donc un élément (r) de Ko(G). On obtient ainsi
un homomorphisme (Z/nZ)* — Ky(G) dont 'image sera notée D(G).

[Définition explicite de (r) : c’est la classe dans Ko(G) de l'idéal de Z[G]
engendré par r et N, c¢f. SWAN [8], §6.]

Soit maintenant P une résolution projective périodique de Z, de période k :
0—Z—P, 11— - —Pg—72Z—0.
On posera :
x(P) = (=1)'[Pi]  dans Ko(G).
i=0

Soit P’ une autre résolution projective périodique de Z, de période k. Il
existe un homomorphisme de P dans P’ qui est I'identité sur le groupe Z «de
droite »; sur le groupe de gauche, c’est la multiplication par un entier r, premier

a n, et bien déterminé modulo n (cf. lemme 2, par exemple). On notera d(P, P’)
la classe de r dans (Z/nZ)*. Ces notations étant introduites, on a :

Lemme 9. — x(P) — x(P") = (=1)*(d(P,P")).
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On applique le lemme 7 & ’homomorphisme de P dans P’ construit ci-
dessus; si Pon appelle f; ’homomorphisme de P; dans P;, le lemme 7 montre
que l'on a :

S (=i + (~1F@) = 0.

Mais on voit facilement que (f;) = [P}] — [P;], d’ou aussit6t le lemme.

COROLLAIRE. — L’image de x(P) dans Ko(G)/D(G) est indépendante de la
résolution P.

On la notera ¢ pour indiquer sa dépendance de ’entier k.
Lemme 10. — Pour tout entier d > 1, on a cqg, = dcg.

Si I'on met bout a bout d résolutions de période k, on obtient une résolution
de période dk, d’ou le lemme.

Lemme 11. — Pour qu’il existe une résolution libre périodique de Z, de pé-
riode k, il faut et il suffit que ¢, = 0.

C’est évidemment nécessaire. Réciproquement, supposons que ci soit nul.
On peut évidemment construire une suite exacte :

(20) 0—A—Ly1— - —Ly—Z—0.

ou les L; sont libres.
Soit

(21) 0—Z—Py1— - —Pyp—Z—0

une résolution projective périodique de Z. Par hypothese, x(P) € D(G). On
peut construire un homomorphisme de (20) dans (21) qui soit égal & ’homo-
thétie de rapport r donné (avec (r,n) = 1) sur les groupes Z de droite. Soit h
I’homomorphisme de A dans Z induit par cet homomorphisme. En appliquant
le lemme 7, on obtient la formule :

(—1)*(h) + x(P) — (r) = 0.

On peut donc choisir r de telle sorte que (h) = 0, d’out A ~1, Z et le lemme 3
permet de remplacer la suite exacte (20) par une résolution libre périodique
de Z, de période k.

Lemme 12 (SWAN [7], prop. 9.1). — Le groupe Ko(G) est un groupe fini.
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D’apres un résultat de SWAN ([7], théoréme A — voir aussi une note aux
Comptes Rendus de GIORGIUTTI, et un article & paraitre de H. BASS), tout
élément de Ko(G) est de la forme [I], ou I est un idéal de Z[G]. Le lemme
résulte alors de la «finitude du nombre de classes d’idéaux », c’est-a-dire du
théoreme de Jordan-Zassenhaus.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 3 : puisque Ko(G) est fini,

il existe un entier d > 1, tel que dcy = 0 En appliquant les lemmes 10 et 11,
on en déduit qu'’il existe une résolution libre périodique de Z, de période dk,
c.q.f.d.

7. Compléments

a) Evaluation de Uentier d. — On montre facilement que, si H est un groupe
cyclique, on a D(H) = 0, et x(P) est indépendant de P, donc nul, vu le
lemme 11. Il en résulte que, si G est maintenant un groupe quelconque, et
si P est une résolution projective périodique de Z de période k, 'image de
x(P) dans les groupes Ko(H) est nulle si H est cyclique. Un raisonnement a la
ARTIN (cf. SWAN, [7], corollaire 9.3) montre alors que nx(P) = 0 et 'on peut
donc prendre pour d I'entier n.

Pour obtenir d = (¢(n),n), il faut utiliser, & la place des sous-groupes
cycliques, les sous-groupes élémentaires (produits d’un p-groupe par un groupe
cyclique d’ordre premier & p). C’est nettement plus délicat (cf. SwAN [8], §§ 8,
9, 10).

b) @ -théorie. — On se donne une famille & de nombres premiers, et I'on
«néglige » les groupes finis dont 'ordre n’est divisible par aucun nombre pre-
mier p € &. L’anneau Z est remplacé par 'anneau des fraction a/b, avec
(b,p) = 1 pour tout p € Z. Il y a tres peu de changements & faire dans les
démonstrations.

Bibliographie
[1] H. CARTAN, Homologie des groupes, théorie des faisceauz, Séminaire Cartan 1950-
51.

[2] H. CARTAN and S. EILENBERG, Homological Algebra, Princeton, Princeton Uni-
versity Press, 1956 (Princeton Mathematical Series 19).

[3] B. ECKMANN, Homotopie et dualité, Colloque de Topologie algébrique [1956.
Louvain], 41-53, Liege, Georges Thone; Paris, Masson, 1957 (Centre belge de
recherches mathématiques).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



198 SEMINAIRE BOURBAKI 1960-61, EXPOSE N° 209

[4] G. HocCHSCHILD, Relative homological algebra, Trans. Amer. math. Soc. 82
(1956), 246-269.

[5] J. MILNOR, Groups which act on S,, without fized points, Amer. J. of Math. 79
(1957), 623-630.

[6] D.S. RiM, Modules over finite groups, Ann. of Math. 69 (1959), 700-712.

[7] R.G. SWAN, Induced representations and projective modules, Ann. of Math. 71
(1960), 552-578.

[8] R.G. SWAN, Periodic resolutions for finite groups, Ann. of Math 72 (1960), 267—
291.

[9] J.H.C. WHITEHEAD, Combinatorial homotopy I, Bull. A.M.S. 55 (1949), 213-245.

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



Séminaire Delange-Pisot-Poitou 28 mars 1966
1965-66, exposé n° 15

DEPENDANCE D’EXPONENTIELLES
p-ADIQUES

S. LaNG (cf. [2], [3]) a récemment démontré que deux exponentielles
e?1# eb2% qui prennent des valeurs algébriques pour au moins trois valeurs
indépendantes de z, sont multiplicativement dépendantes (i.e. le rapport by /by
est rationnel). Sa démonstration vaut aussi bien dans le cas réel ou complexe
que dans le cas p-adique. Ce dernier cas est particulierement intéressant : il
a des applications a la théorie des représentations p-adiques des groupes de
Galois des corps de nombres; j’espére revenir ailleurs sur ce point.

Le contenu de cet exposé est le suivant : le §1 reproduit la démonstration
du théoréme de Lang, dans le cas p-adique; le § 2 en donne une généralisation a
plusieurs variables, sous certaines hypotheses de répartition. Dans les deux cas,
on a besoin de variantes p-adiques du lemme de Schwarz; elles sont démontrées
en Appendice.

8§1. Le théoréme de Lang

1.1. Enoncé du théoréme. — Soit k un corps complet pour une valuation
réelle v; si ¢ est tel que 0 < ¢ < 1, on pose

|z| = @),

L’application z — |z| est une valeur absolue ultramétrique sur k.
On suppose également que k est de caractéristique zéro, et que sa caracté-
ristique résiduelle est p; on a 0 < v(p) < +o0.
On note E le «domaine de convergence» de la série exponentielle
[e.e] Zn
exp(z) = Z ma
n=0
autrement dit I’ensemble des z € k tels que v(z) > v(p)/(p — 1).
On se donne :
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(i) Un sous-groupe A de k, libre de rang fini a > 2 sur Z.
(ii) Des éléments b; (i = 1,...,b) de k.
On pose :

ei(z) = exp(b;z) .

On suppose que les e; convergent sur A, i.e. que b;A C E pour tout 3; les e;
définissent alors des caractéres de A, autrement dit des homomorphismes de
A dans k*.

THEOREME 1. — Supposons que tous les e;(x), v € A, 1 < i < b, soient
algébriques sur Q. Alors, sib > a/(a—1), les b; sont linéairement dépendants

sur Q.

Remarques. — 1°) Si a = 2, le théoréme s’applique pour b > 3; si a > 3, il
s’applique pour b > 2. On ignore ce qui se passe pour ¢ = b = 2.

29) Dire que les b; sont linéairement dépendants sur Q équivaut a dire que
les e; sont multiplicativement dépendants, i.e. qu’il existe des entiers n; non

tous nuls tels que
H efi=1.

1.2. Notations. — Soit K un corps de nombres. Si x € K, nous appellerons
dénominateur de x le plus petit entier D > 1 tel que Dx soit entier. Nous
appellerons taille de x, et nous noterons ¢(x), le nombre

t(z) = sup (D, |o(2) o),

ou o parcourt ensemble des plongements de K dans C et | |, désigne la valeur
absolue usuelle sur C. Lorsque z est entier,onaD = 1, et t(z) = sup (|o(z)|o0)-
Nous appliquerons ceci au corps K engendré par les e;(a;), ou (a;)
(1 < j < a) est une base de A; du fait que les e; sont des homomorphismes,
on a e;(x) € K pour tout z € A et tout .
D’autre part, si m est un entier > 1, nous noterons A(m) ’ensemble des

éléments de A de la forme ) mja;, avec 0 < m; < m. On a Card(A(m)) = m®.

1.3. Démonstration du théoréme 1. — Quitte & multiplier les b; par une
puissance de p, on peut supposer que les séries e;(z) convergent sur le disque
|z| <R, avec R > 1 (par abus de langage, nous dirons qu’une série ) a, 2"
converge sur le disque |z| < R si R"|a,| tend vers 0 — convention analogue
pour plusieurs variables). Quitte & remplacer A par p™A, avec n assez grand,
on peut aussi supposer que A est contenu dans le disque unité |z| < 1.
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On aura a considérer des polynémes en les e; :

P(e)(z) = Z Cn1-~~nbel(z)n1 . eb(z)nb :

on écrira un tel polynome Y c,e"(z).

Soit maintenant N un entier > 1 (que l'on fera tendre vers +00), et consi-
dérons un polynoéme du type précédent, avec n; < 2N® pour tout ¢. Cherchons
a déterminer les coefficients ¢, de telle sorte que P(e) s’annule en tous les élé-
ments de A(N?). Les ¢, répondant & la question sont les solutions d’un systéme
linéaire homogene & 2°N? inconnues et N équations. Les coefficients de ce
systeme sont les

e"(z) = Hei(aj)"imj , avec n; < 2N m; < N’ .

Ces coeflicients appartiennent & K. De plus, si d est un entier > 1, tel que
d-e;(a;) soit entier pour tout 4, j, les produits

d2N‘1+b " (.’13)

sont des entiers de K, et leur taille est majorée par Cllw%, ou C; est une
constante (i.e. ne dépend pas de N). D’aprés un lemme classique de SIEGEL
(cf. [5], p. 37), on peut trouver une solution (c,) non triviale du systeme en
question, les ¢, étant en outre des entiers de K de taille < C§a+b, ou Cy est une
autre constante. Nous désignerons par Py le polynéme en les e; correspondant.
C’est une série entiere en z; elle converge sur le disque |z| < R.

Supposons maintenant que les b; soient linéairement indépendants sur Q;
les e; sont alors multiplicativement indépendants, et les produits e} - - -egb
sont deux & deux distincts. Comme ce sont des homomorphismes, un argu-
ment classique montre qu’ils sont linéairement indépendants. Il s’ensuit que
le polynéome Py considéré ci-dessus n’est pas nul; il ne possede donc qu’un
nombre fini de racines dans le disque |z| < R. Il existe alors un plus grand en-
tier M tel que Py s’annule en tous les éléments de A(M®). On a N < M. Soit
un élément de A((M + 1)°) en lequel Py ne s’annule pas. Posons y = Py(z).
Nous allons majorer la valeur absolue p-adique |y| de y, ainsi que sa taille ¢(y);
la comparaison des résultats montrera que b < a/(a — 1).

Majoration de t(y). — On a

Y= Z cne”(2) ;

. . . , a+b
les ¢, sont entiers, et leur taille est majorée par CQN . D’autre part, on a :

e"(x) = Hei(aj)"imj , avec n; < 2N% |, m; < MP .
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On en conclut que les e™(z) sont de taille < Clg/la”, et ont un dénominateur

commun < C¥a+b. Comme le nombre de termes de la sommation est négli-
geable devant de tels facteurs, on en déduit

a+b
t(y) < CY.

Magoration de |y|. — Soit > p,2" le développement en série entiere de la
fonction Py. Posons :

[Pn|r = sup (R®[pn]) et [Pn|1=sup|pa|.
Comme Py converge sur le disque |z| < R, le produit R"|p,| tend vers 0, et
les nombres ci-dessus sont finis. Comme |z| < 1, on a |y| = |Pn(z)| < |Pnl1-
D’autre part, puisque Py s’annule sur A(M?), il a au moins M? racines dis-
tinctes dans le disque unité, et le lemme de Schwarz (cf. Appendice, prop. 1)
montre que
—Mab

[Pn[1 <RV PR -
Enfin, [PN|r est majoré par sup (|e"|r), et ceux-ci sont eux-mémes majorés
par Cg/IHb, comme on le voit par un calcul analogue a celui fait pour #(y). On
en déduit :

[yl < [Pxi < R7MCH

Supposons que ab > a +b, i.e. b> a/(a —1). Le terme en M? I’emporte alors
sur celui en M**? et I’on obtient une majoration :

ly| < C;Mab , avec Cy > 1.
Mais il y a une relation entre |y| et t(y) :

Lemme. — Soit d = [K : Q], et supposons la valeur absolue de k normalisée
de telle sorte que |p| = 1/p. On a alors

ly| > t(y)~2¢ pour tout y € K* .

Soit D le dénominateur de y, et soit z = Dy; I’élément z est entier. On
a |[D| < 1, dou |y| > |z|. Soit Nz la norme de z dans Q; c’est un entier,
évidemment divisible par z; d’ou |z| > |Nz|. Si p* est la plus grande puissance
de p qui divise Nz, on a |[Nz| = p7¢, d’ou [Nz| > 1/|Nz|c, ot |[Nz| désigne la
valeur absolue usuelle de 'entier Nz. Comme Nz est le produit des conjugués
de z, et que la valeur absolue usuelle de ceux-ci est < D-t(y), on a

INz| > D™%(y) ™" > t(y) ™,

d’ou le lemme.

Appliquons ce lemme & ’élément y considéré plus haut; on a vu que
a+b . _ a+b . o .
t(y) < Cg/l * ; on en tire |y| > Cy 2dM , ce qui est en contradiction avec
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lyl < C;Mab pour N — oo puisque ab > a + b. On ne peut donc avoir a la fois
I'indépendance des b; et I'inégalité b > a/(a— 1), ce qui démontre le théoreme.

§2. Le cas de plusieurs variables

2.1. La notion de parfaite densité. — Soit G un groupe topologique,
isomorphe & (Z,)", ou Z, désigne le groupe des entiers p-adiques. Soit A un
sous-groupe libre de type fini de G, et soit (a;), 1 < j < a, une base de A. Si
m est un nombre réel > 0 (non nécessairement entier), nous désignerons par
A(m) le sous-ensemble de A formé des ) mja;, avec 0 < m; < m.

Supposons que A soit dense dans G; cela équivaut & dire que, pour tout
entier n > 0, Papplication canonique A — G/p™G est surjective.

DEFINITION. — Soit A un nombre réel positif < 1. On dit que A est A-dense
dans G s’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout entier n > 0,
Uapplication

A(Cp*™) — G/p"G

soit surjective.

Noter que, puisque A est dense, ’application A/p"A — G/p"G est surjec-
tive; comme A(p™) est un systéme de représentants de A/p™A, on en conclut
que A(p") — G/p"G est surjectif. Il s’ensuit que A est toujours 1-dense; le
seul cas intéressant est donc celui ou A < 1.

D’autre part, le nombre d’éléments de G/p"G est p™", et celui de A(Cp
est équivalent & C*p*e"; le groupe A ne peut donc étre A\-dense que si Aa >,
c’est-a-dire si A > r/a.

)\n)

DEFINITION. — On dit que A est parfaitement dense dans G s’il est A\-dense
pour A =r/a.
Remarque. — On montre facilement que les définitions ci-dessus ne dépendent

pas du choix de la base (a;).

Ezemple. — Si a € Z, est quadratique sur Q, le sous-groupe A = Z + aZ de
Z,, est parfaitement dense.

Question. — Prenons pour G le groupe multiplicatif des unités p-adiques con-
grues & 1 mod p (resp. congrues & 1 mod 4 si p = 2), et soit A le sous-groupe
engendré par des nombres rationnels a; multiplicativement indépendants. Sup-
posons A dense dans G. Est-il vrai que A est parfaitement dense? J’ignore ce
qu’il en est, méme pour p = 3 et A engendré par 4 et 7.
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2.2. Enoncé du théoréme. — Conservons les notations précédentes, et
donnons-nous une famille finie d’homomorphismes continus e; : G — k*, le
corps k vérifiant les conditions de 1.1. Soit b le nombre des e;.

THEOREME 2. — Supposons que tous les e;(xz), © € A, 1 < i < b, soient
algébriques sur Q, et que A soit \-dense dans G. Alors, sib > r/(1—X), les e;
sont multiplicativement dépendants.

Dans le cas ou A est parfaitement dense, on a A = r/a, et 'inégalité devient
b > ar/(a —r); pour r = 1, c’est I'inégalité b > a/(a — 1) du théoréme 1
(mais ce dernier valait sans aucune hypotheése de A-densité — le théoréme 2
ne contient donc pas le théoreme 1).

2.3. Démonstration du théoréme 2. Préparatifs. — Soit C une con-
stante telle que A(Cp**) — G/p"G soit surjectif pour tout n. Nous choisirons
dans A(Cp?*) un systeme de représentants B(n) de G/p"G; de plus, nous
supposerons les B(n) choisis de telle sorte que B(n) soit contenu dans B(n+1);
on voit tout de suite que c’est possible. On a

Card(B(n)) =p"™".

On note K le sous-corps de k engendré par les e;(z), x € A; c’est un corps de
nombres.

Enfin on identifie G & (Z,)" au moyen d’un isomorphisme. Les e; sont alors
transformées en des fonctions e;(z1,...,2,) a r variables z; € Z,. Mais tout
homomorphisme continu de Z, dans k* est donné localement par une exponen-
tielle z — exp(bz), avec b € k. Les e; sont donc des produits d’exponentielles,
et en particulier sont analytiques en z1,...,z.. Sur un voisinage convenable

p"G de 0 dans G, on a
ei(z) = Z a;nz" (ot n désigne un multi-indice),

la série étant convergente sur p™G. Quitte a remplacer e; par sa puissance
p"Tliéme, on peut donc supposer que e; est donné, sur tout le polydisque
unité (Zp,)", par une série Y a; 2" qui converge sur un polydisque |z;| < R,
avec R > 1. (Ici encore, ces précautions sont destinées & permettre ’application
du lemme de Schwarz.)

2.4. Démonstration du théoreéme 2. — Elle est tout a fait analogue a
celle du théoréme 1. On commence par considérer des polyndémes en les e; de
la forme

P(e)(2) = ) Cnyomy€i(2) - €5 (2)
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ou tous les n; sont < 2p™" (n étant un entier > 0 que I’on fait tendre vers +00).
On cherche a déterminer les coefficients ¢ de telle sorte que P(e) s’annule
en tout point de ’ensemble B(bn) défini au n® 2.3. Cela donne un systéme
linéaire homogene & 2°p*™" inconnues et p™" équations. Ses coefficients sont
des produits

Hei(aj)nimj, avec n; < 2p”r’ m; < CpAbn ;

on en déduit, comme précédemment, que ’on peut prendre pour coefficients
+Ab
¢ des entiers de K, non tous nuls, de taille < an(r ). Soit P, le polynéme

correspondant.

Supposons que les e; soient multiplicativement indépendants. Le méme ar-
gument que dans le cas r = 1 montre que P, est alors non nul. Comme la
réunion des B(m) est dense dans G, il s’ensuit qu’il existe un plus grand entier
m tel que P,, s’annule sur B(m); on a m > bn. Soit « un élément de B(m + 1)
tel que y = Py (z) soit non nul. On va obtenir une contradiction en comparant
des majorations de |y| et de t(y).

Magjoration de t(y). — On a

y = Z Cny-omy, H ei(aj)™m

n(r+Ab)

avec n; < 2p"" < 2p™r/b, mj < CprmtD) | t(e) < (074 . On en déduit :
m(\+r/b)
t(y) < C§
Majoration de |y|. — On définit comme dans le cas 7 = 1 les normes |P,|g et
|P,|1 de P, relativement aux polydisques |z;| < R et |z;| < 1. On a
|y| < |Pn|1 .

D’autre part, P, s’annule en tous les points de B(m), et lapplication
B(m) — G/p"G est surjective. D’aprés une variante a r variables du lemme
de Schwarz (cf. Appendice, prop. 2), on a donc :

|Pn|1 < R_pm|Pn|R .

. m(A+7/b)
Enfin, un calcul direct montre que |P,|g < C, :

Supposons alors que 1 > X\ 4+ r/b, i.e. que b > r/(1 — \). L’exposant p™
I'emporte sur Pexposant p™**+7/b) et Pon obtient la majoration :

ly| < Cl_lpm, avec C11 > 1.

Mais les majorations obtenues pour |y| et t(y) sont incompatibles (pour n
assez grand) avec le lemme du n° 1.3. Le théoréme 2 est donc démontré.
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Appendice
Analogues p-adiques du lemme de Schwarz

A.1. Notations. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue ultra-
métrique non triviale. Soit

— ni ’I'L _
f—E Any.mp 2] T E a2,

une série formelle & coefficients dans k. Si R est un nombre réel > 0, on pose :
£l = sup (R [a,]), ot [n] =3 m; .

On a |f + glr < sup (|f|r,lgr), [AfIr = |AlfIR, et [fglr = [fIr-l9|r si |f|r
et |g|r sont finis.

Lorsque |f|r est fini, la série converge dans le polydisque |z;| < R; elle
converge méme dans le polydisque |z;| < R si RI™|a,| tend vers 0. On a :

1) < |fIr -

Lorsque en outre le corps résiduel de k est infini, et que le groupe des valeurs
de k* est dense, on a

|flr = sup (|f(2)|) pour |z| <R.

Si R" < R, on a |f|gr < |f|r; le but du lemme de Schwarz est d’amélio-
rer cette inégalité, sous I’hypothese que f a «beaucoup» de racines dans le
polydisque |z;| < R/.

A.2. Le cas des fonctions d’une variable. — Supposons que r = 1. Soient
R’ < R deux nombres réels > 0, et soit f(2) = Y a,2" une série telle que |f|r
soit fini. Il en résulte que f converge sur le disque |z| < R/; on peut donc parler
de ses racines sur ce disque.

PROPOSITION 1 (cf. MAHLER [4]). — Si f a au moins h racines dans le

disque |z| <R/, on a:
R"\"
<= .
< (3 1ln

Remarquons d’abord que, si f a une racine a telle que |a| < R/, on peut
écrire f sous la forme f = (z — a) f1, avec |fi|r < +0o0; en effet, c’est clair si
a = 0, et le cas général se ramene a celui-la par translation. En appliquant ce
résultat aux racines a; (1 < i < h) de f dans le disque |z| < R/, on voit que
Pon peut écrire f sous la forme

f=P-g, avecP(z):H(z—ai) et [glr < +o0 .
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On a |[P|g = R" et |P|gr = R™. On en déduit :

R/ h R/ h
Flw = R - gl <R - gl = (—) R |glx = (—) e

R R
c.q.f.d.
Remarque. — On aurait pu aussi appliquer la théorie du polygone de Newton
af.
A.3. Le cas général. Enoncé du résultat. — Lorsque r > 1, les racines de

f dans le polydisque |z;| < R’ peuvent former des sous-espaces analytiques de
dimension 7 —1, et sont en général en nombre infini. Le fait que f ait beaucoup
de racines n’entraine alors rien de plus que 'inégalité triviale :

Rl
|flr < §|f|R .

Il est donc nécessaire de faire des hypotheses restrictives sur la position de ces
racines. Je vais me borner a un cas tres particulier, o ’on suppose que ces
racines sont trés bien réparties; il serait intéressant d’avoir des énoncés plus
généraux.

Plus précisément, nous supposerons que k vérifie les hypotheses du n° 1.1,
donc contient le corps p-adique Q,. On se donne un nombre entier n > 0, et un
sous-ensemble B de (Z,)" tel que I'application B — (Z,/p"Z,)" soit bijective.
On se donne d’autre part une série f(z1,---,z,) telle que |flg < 400, R
étant un nombre réel > 1. Cette série converge sur le polydisque unité, lequel
contient B.

PROPOSITION 2. — Si f s’annule sur B, on a:
lfli <R (flw -

Noter que l'exposant de R™! est bien p™ et non Card(B) = p™". L’exemple
de la fonction f = 2z1(21—1) - -+ (21 —p"+1) montre d’ailleurs que cet exposant
ne peut étre amélioré.

Question. — Existe-t-il un résultat analogue dans le cas archimédien, autre-
ment dit pour les fonctions de plusieurs variables complexes? Méme question
pour le théoreme 2.
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A.4. Démonstration de la proposition 2. — La méthode consiste a

écrire f comme série de polyndomes d’interpolation relatifs a la suite des entiers

positifs (cf. Y. AMICE [1]). De fagon précise, pour tout entier positif «, posons :
P,X)=XX-1)---X—a+1),

et sia = (aq,...,q,) est un multi-indice, posons :

Po(2) =Pqa,(21) - Po,(2r), o0 z=(21,...,2r) .

On a
Po(z) = 2%+ Z bgzﬁ, ot les b sont des entiers.
1B1<|a]

D’ou :

2% =Py + Z chg, ou les cg sont des entiers.

1B]<|el

Sif =) anz® estlasérie donnée, on a a, — 0 (puisque |f|g est fini). Rempla-
cant les z* par leur expression en fonction des P, on obtient un développement

en série pour f :
f=> baPq .

(En fait, les 2% et les P, constituent deux bases normales de I’espace de Banach
des séries convergentes sur le polydisque unité, la norme étant f — |f|;. Cf. [1],
Chap. IIIL.)

On vérifie tout de suite que 'on a :

|fl1 = sup (|bal) et |f|r = sup (RI*![ba]) .

Tout revient donc a majorer les bg.
Supposons que la valuation v soit normée de telle sorte que v(p) = 1, et
posons :

b(a) =v(ba)
g(a) =v(al), oual=ay! --a,!.

Lemme. — Soit X l’ensemble des a = (a1, ...,a,) tels que a; < p"™ — 1 pour
tout i. Soit m le minimum de q(a) + b(a) pour o € X. Il existe v ¢ X tel que
q(v) +b(y) < m.

Soit X,,, ensemble des o € X tels que q(a) +b(a) = m, et soit o un élément
de X,, tel que |a| soit minimum. Soit z 1’élément de B tel que x = @ mod p™.
Par hypothése, on a f(z) = 0. Cela s’écrit :

> byPy(z)=0.
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La valuation de b,P-(x) est égale a b(y) + v(P,(z)). Or, on sait (cf. par
exemple [1]) que le polynéme Q. = P, /4! applique (Z,)" dans Z,; on a donc
v(P4(2)) = q(7), dou

v(byPy(x)) = q(7) +b(7) ,

I’égalité étant réalisée si et seulement si Q(x) Z 0 mod p.

Supposons d’abord que I'on ait v € X. La classe de Q,(z) mod p ne dépend
alors que de la classe de x mod p™ (c’est 1a une propriété générale des poly-
némes d’interpolation d’une suite trés bien répartie, cf. [1], p. 135, lemme 4).
On a donc

Q,(x) = Qy(a) mod p.
Si 3 > a4 pour un indice 4, on a Q(a) =0, d’olt
Qy(z)=0 modp.
Pour v = a, on a Qu(a) =1, d’ott Qu(xz) =1 mod p, et
v(boPa(x)) = q(a) + b(a) = m .
Si v € X est distinct de o, on a :
v(byPy(z)) >m+1.

En effet, c’est clair si vy & Xy, car alors g(y) + b(y) > m+1. Et si v € X,;,, on
a |y| > |al, et 'une des composantes ~; de 7y est > «;, d’ou

o(Py(2)) > a() +1.

D’autre part, puisque la somme des b,P,(z) est nulle, il existe v # o tel que
v(byPy (7)) < v(baPa(z)) =m .

Vu ce qui précede, on a v &€ X. D’autre part,
a(7) + b(7) < v(b,P,(2)) <m.,

ce qui acheve la démonstration du lemme.

Fin de la démonstration de la proposition 2. — Soit ¢ le nombre réel < 1 tel
que z = ¢*@ pour tout z € k. Ecrivons R et | f|r comme puissance de c :

R=c" (avec k> 0) et |flr=c".
On a alors
b(a) > kla| + I,
et il nous faut prouver que |f|; < " ie. que

b(e) > kp™ + h .
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C’est clair si |a| > p™. Dans le cas contraire, on a o € X, et le lemme ci-dessus
montre qu’il existe v &€ X tel que

a(v) +b(v) < g(@) +b(a) .
On a alors :
b(a) = b(y) +q(v) —q(a) .
Puisque v € X, on a |y| = p"™, d’ou b(vy) < kp" + h .
D’autre part, ¢(v) = > v(y;!); par hypothese, 'un des 7; est > p™, d’ou
a(v) Z2v(w!) Z2v@E")=0E"-1)/(p-1) .
Enfin, on a

g@) =Y v(@!) <Y ai/(p—1)=lal/(p—1) < (" - 1)/(p—1)
puisqu’on a supposé |a| < p™.
En combinant ces inégalités, on trouve
b(a) = kp" + h

ce qui acheve la démonstration.
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Séminaire Bourbaki novembre 1966
1966-67, exposé n° 318

GROUPES p-DIVISIBLES

On sait que de nombreuses propriétés des variétés abéliennes (par exemple
celles liées & leur fonction zéta) peuvent se «lire» sur le groupe des points
d’ordre fini de la variété, considéré comme module galoisien. Dans le cas local,
Pétude de ce groupe s’est d’abord faite en utilisant le groupe formel (au sens
de DIEUDONNE et LAZARD) attaché & la variété abélienne; c’est ainsi, par
exemple, que ’on démontre le théoréme de Lutz-Nagel [7], ou que l'on étudie
les courbes elliptiques ayant une réduction de hauteur 2 (cf. [9]). Toutefois,
on s’est apercu récemment qu’il y a intérét a& remplacer les groupes formels
par une nouvelle notion, plus souple, celle de groupe p-divisible. Le but de
cet exposé est d’indiquer les principaux résultats connus sur ces groupes. Ces
résultats sont en tres grande partie dus & TATE — parfois en collaboration. Ils
ont été exposés dans plusieurs séminaires : Woods Hole [4], College de France
[10], Driebergen [13].

§ 1. La notion de groupe p-divisible

Dans tout ce qui suit, p désigne un nombre premier.
Soit R un anneau commutatif (ou un schéma, si 'on préfere) et soit h un
entier > 0. Un groupe p-divisible de hauteur h sur R est un systeme

G=(Gp,in), n=1,
vérifiant les propriétés suivantes :

(a) G, est un schéma en groupes commutatif [1] sur R, localement libre de
rang p"".
(b) in: Gp — Gpy1 est un homomorphisme de schémas en groupes.
(c) La suite . .
0 — Gp —2 Gpy1 = Gpg1
est exacte.
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Si A,, désigne l’algebre affine associée & Gy, la condition (a) signifie que A,
est munie d’une structure de bigebre vérifiant certaines conditions (bicommu-
tativité et biassociativité, notamment), et que A,, est un R-module projectif de
rang p™". Lorsque R est local (ce qui est le cas essentiel dans les applications),
cette derniére condition revient simplement & dire que A, est un R-module
libre de rang p™.

Quant & (c), elle signifie simplement que G,, s’identifie, au moyen de i,, au
noyau de p"™: Gn+1 — Gpy1; en particulier, i, est une immersion fermée, et
lon peut considérer G comme la «réunion» des G, (exactement comme le
groupe Q,/Z, est la réunion des groupes Z/p"Z).

Remarque. — Si n, m sont des entiers > 0, la multiplication par p™ applique
Gn+m dans Gy, et on démontre que 'on a une suite ezacte (au sens de [1],
exposé IV) :

0— G, — Gpgn — G, — 0.

Exemples de groupes p-divisibles
1) Groupes étales

Supposons que Spec(R) soit connexe, et soit m son groupe fondamental.
Soit T un Z,-module libre de rang h sur lequel 7 opére continiment; les
groupes T,, = T/p™T forment un systéme inductif de 7-modules. On en déduit,
par un procédé standard, un systeme (Gy,iy,), ou les G, sont étales sur R;
ce systeme est un groupe p-divisible de hauteur h. Inversement, tout groupe
p-divisible étale de hauteur h s’obtient ainsi, de facon essentiellement unique.

Ceci s’applique notamment lorsque R est un corps, le groupe 7 étant simple-
ment le groupe de Galois d’une cloture séparable de R, d’oui une équivalence

«groupes p-divisibles étales» <= «représentations p-adiques de 7 ».

De plus, lorsque R est de caractéristique différente de p, tout groupe p-divisible
sur R est étale.

2) Groupes définis par des schémas abéliens

Soit A un schéma abélien sur R, de dimension relative r. Le noyau A,, de
p": A — A est localement libre de rang p™* avec h = 2r. Le systeme A(p)
formé des A,, est un groupe p-divisible de hauteur h.

Lorsque R est un corps de caractéristique différente de p, le groupe A(p)
est étale, et équivaut [d’apreés 1) ci-dessus] & la donnée du «module de Tate »
T, (A), considéré comme module galoisien.
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3) Dual d’un groupe p-divisible

Soit G = (Gy, i) un groupe p-divisible de hauteur h. Le dual (au sens de
Cartier) G}, de G,, est défini par la bigebre duale de celle de G,; on peut
aussi le définir comme représentant le foncteur Fomg (Gp, Gp), cf. [1], ex-
posé VIII. Les homomorphismes G, 11 — G,, induits par la multiplication par
p définissent par transposition des homomorphismes i,,: G, — G/ ;. Le sys-
téme G’ = (G/,,4),) est un groupe p-divisible de hauteur h, appelé le dual de
G.

Le dual d’un groupe étale est un groupe de type multiplicatif, au sens de [1],
loc. cit.

4) Groupes p-divisibles et groupes formels

Supposons, pour simplifier, que R soit un anneau local noethérien complet,
de caractéristique résiduelle p. Soit I' un groupe formel commutatif de dimen-
sion d sur R, au sens de DIEUDONNE-LAZARD ; ’algébre A associée & I' est
isomorphe & R][[T1,...,Ty]]. Supposons en outre que la multiplication par p
dans T' soit une isogénie de degré p" (i.e. fasse de A un A-module libre de
rang p”). On peut alors définir le noyau T, de p": I' — I' comme un schéma,
en groupes sur R. Le systéeme I'(p) des I'), est un groupe p-divisible de hauteur
h sur R ; sa connaissance équivaut a celle de I" (en effet, I" est limite projective
des algebres des I';,). On obtient ainsi une équivalence de catégories entre :

— groupes p-divisibles connexes

— groupes formels commutatifs ou p est une isogénie.

De plus, on montre que tout groupe p-divisible G sur R est extension d’un
groupe étale par un groupe connere G°, sa composante neutre. La dimension
d de G° (considéré comme groupe formel) est appelée la dimension de G. Si G’
est le dual de G, et si d' = dim(G’), on a :

h=d+d.

Cela résulte des propriétés des opérateurs V et F de la théorie de Dieudonné,
cf. par exemple MANIN [8], ou [1], exposé VII.

Cas particulier. — Soit E une courbe elliptique définie sur R, et ayant « bonne
réduction » (i.e. définissant un schéma abélien). Le groupe p-divisible E(p)
attaché & E a pour invariants d = 1, d' = 1 et h = 2. Si la réduction Ede E
est de hauteur 2 (cf. [9], §2), E(p) est connexe; c’est un groupe formel de
hauteur 2. Si E est de hauteur 1, E(p) est une extension d’un groupe étale de
hauteur 1 (correspondant aux points d’ordre une puissance de p de E) par un
groupe formel de hauteur 1 (de type multiplicatif); lorsque cette extension est
triviale, E est le «relevement canonique » de E, cf. §5.
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§2. Le premier théoreme fondamental

On suppose R inteégre, intégralement clos, noethérien, et de corps des frac-
tions K de caractéristique zéro. On s’intéresse au foncteur qui associe a tout
groupe p-divisible G sur R le groupe correspondant Gg = G xg K sur K.

THEOREME 1. — Sous les hypothéses ci-dessus, le foncteur G — G xg K est
pleinement fidéle.

Noter que, puisque K est de caractéristique zéro, le groupe Gk est étale,
donc équivaut & la donnée d’un module galoisien T\, G, appelé le module de
Tate de G. Le théoréme 1 peut donc se reformuler ainsi :

THEOREME 1. — Si Gy et Gg sont deux groupes p-divisibles sur R, [’homo-
morphisme canonique

HOmR(Gl, Gg) — HOmGal(TpGl, TpGg)
est un isomorphisme.

COROLLAIRE 1. — Si f: Gi — Go définit un isomorphisme de TG sur
TpGa, c’est un isomorphisme.

COROLLAIRE 2. — 51 G est un groupe p-divisible, tout endomorphisme du
module galoisien T, G provient d’un endomorphisme de G.

Pour la démonstration de ces résultats, voir TATE [13]. Indiquons simple-
ment quelles sont les différentes étapes :

(i) On se ramene au cas ou R est un anneau de valuation discréte complet,
de caractéristique résiduelle p, et de corps résiduel algébriquement clos.

(ii) Si d et d' désignent les dimensions de G et G’ [cf. §1, 4)], on montre que
le module galoisien T,G détermine (d,d’). On utilise pour cela les propriétés
de T,G données au §4 ci-apres (cor. au théoreme 2)

(iii) On montre que le discriminant de l’algebre A,, associée au groupe G,
est engendré par pd”ph", cf. [13], prop. 2.

(iv) En combinant (ii) et (iii), on établit le corollaire 1.

(v) On déduit le théoréme 1’ du corollaire 1 par une construction de
«graphe» convenable.

Remarques. — 1) On ignore si le théoreme 1 reste vrai lorsque K est un corps
de caractéristique p.

2) On aimerait pouvoir compléter le théoréme 1’ en disant quels sont les
modules galoisiens qui sont de la forme T,G, avec G p-divisible. Les résultats
du §4 donnent en tout cas des conditions nécessaires (cf. cor. au théoreme 3).
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8 3. Quelques propriétés du complété de la cléture algébrique d’un
corps local (TATE [13], SEN (non publié))

Soit R un anneau de valuation discrete complet, de corps résiduel k parfait
de caractéristique p, et de corps des fractions K de caractéristique 0. Soit K
une cloture algébrique de K, et soit 7 le groupe de Galois de K/K. On sait que
la valuation de K se prolonge de maniére unique en une valuation (& valeurs
dans Q) de K; soit C le complété de K pour la topologie correspondante. Le
groupe 7 opeére par continuité sur C. TATE s’est apercu que les propriétés
du m-module C sont intimement liées a celles des groupes p-divisibles sur R
(cf. §4, ainsi que [13]). Il a été amené en particulier aux résultats suivants :

(i) Le corps des invariants de m dans C est réduit a K.

Cela résulte de :
(ii) Il existe un entier n(K) jouissant de la propriété suivante : Pour
toute extension galoisienne finie L/K, d’anneau de valuation Ay, le groupe
H!(Gal (L/K),Ay) est annulé par p™&),

TATE démontre (ii) en «montant» de K & K au moyen d’une extension
intermédiaire K’ & groupe de Galois isomorphe & Z,, (cf. [13]).

Comme autres résultats, signalons :
(iii) Le K-espace vectoriel H!(w,C) est de dimension 1 (noter la différence
entre C et K!).

Soit H le module de Tate du groupe multiplicatif G,,, et soit C(n) le produit
tensoriel de C avec la puissance tensorielle n-ieme de H. Alors :
(iv) Sin #0, on a H(w,C(n)) = H (7, C(n)) = 0.

Remarque. — Shankar SEN a récemment amélioré (ii), en montrant qu’on peut
prendre n(K) égal a 1 sip # 2 et n(K) =2sip=2.

§4. La décomposition de T,G ® C (TATE [13], §4)

On conserve les notations et hypotheses du § 3, et ’on note m I’idéal maximal
de R. On considére un groupe p-divisible G de hauteur h sur R; on note G’
son dual.

a) Le groupe des points de G a valeurs dans R

Si N est un entier > 1, définissons le groupe des points de G a valeurs
dans R/mNR par la formule G(R/mNR) = lim G, (R/m"R) et définissons
G(R) comme la limite projective des G(R/mNR) pour N — oo. Lorsque G
est connexe, cette définition coincide avec la définition habituelle des points
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d’un groupe formel, au moyen de coordonnées. Dans le cas général, si tg dé-
signe l'espace tangent & la composante neutre Gg de G, le logarithme donne
un isomorphisme

L:GR)®Q, — tc®r K.

b) Le module T,G

Il a été défini au § 2 comme le m-module correspondant au groupe p-divisible
G xgr K. On peut également définir directement T),G/p"T,G comme le noyau
de p™ dans G(RY), ou R/, est 'anneau de valuation d’une extension finie assez
grande de K.

c) Relations entre G et G’

Soit R¢ anneau de valuation de C. Utilisant la définition de la dualité de
Cartier, on obtient un isomorphisme

T,G’ ~ Homg (G xg Rc, Gn) -
Si H=T,(Gy,), on déduit d’abord de la un accouplement
T,G x T,G — H,

dont on montre facilement qu’il met ces deux modules en dualité.
Si Ug est le groupe des éléments inversibles de R¢ congrus & 1, on en déduit
aussi un homomorphisme

G(Ro) — Hom(T,&, Ug),
d’oti, par restriction & G(R), un homomorphisme
a: G(R) — Hom,(T,G',Ug).
Par passage au logarithme, o définit une application K-linéaire
da: t¢ ® K — Hom,(T,G',C).
THEOREME 2. — Les applications o et do sont des isomorphismes.

La démonstration utilise ’égalité h = d + d’, ainsi que les propriétés de C
énoncées au §3 (cf. [13]).

COROLLAIRE. — Le module galoisien T,G détermine les invariants d et d’
de G.

En effet, T,G détermine T,G’, et le th. 2 montre que d = rangtg est égal
a la dimension du K-espace vectoriel Hom,(T,G’, C).
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d) La décomposition de Hodge de T,G® C

THEOREME 3. — Le m-module T,G ® C est canoniquement isomorphe a la
somme directe

tc ®C(1) & Hom(tg,C).
(On note C(1) le produit tensoriel de C et de H, cf. §3.)

Plus précisément, ’homomorphisme da, appliqué & G et G’, permet de
définir des applications

0 —tc®C(1l) — T,G®C — Hom(tg,C) — 0.

TATE démontre, par un calcul de dimensions, que cette suite est ezacte, puis,
en utilisant la propriété (iv) du § 3, il montre qu’elle se scinde de fagon unique.

COROLLAIRE. — Le m-module T,G ® C est somme directe de d modules iso-
morphes a C(1) et de d’ modules isomorphes a C.

Remarque. — Soit X un schéma projectif et lisse sur R, et soit G le groupe p-
divisible associé a la variété d’Albanese de X. On peut interpréter T;,G comme
le premier groupe de cohomologie p-adique (étale) de X¢ = X xg C (& torsion
pres), et le théoréme 3 apparait comme un analogue p-adique de la décompo-
sition de Hodge

H!(Xc) = HY(Xc) @ H* (Xe),

le corps C jouant le réle du corps des nombres complexes.

On peut se demander s’il existe des décomposition analogues en dimen-
sion > 2 (elles ne peuvent en tout cas pas correspondre & des groupes p-
divisibles — il faut trouver autre chose). Méme en dimension 1, le cas d’une
variété abélienne ayant mauvaise réduction n’est pas réglé.

§ 5. Relevement des variétés abéliennes

Soit R un anneau artinien local de corps résiduel de caractéristique p. Soit
Ag une variété abélienne définie sur k, et soit Ag(p) le groupe p-divisible cor-
respondant. Un relévement de Ag sur R est un schéma abélien A sur R muni
d’un isomorphisme de la réduction A = A xg k sur Ag; définition analogue

pour Ag(p).

THEOREME 4. — Les relévements (& isomorphisme pres) de Ag et de Ag(p)
se correspondent bijectivement; cette correspondance est fonctorielle.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



218 SEMINAIRE BOURBAKI 1966-67, EXPOSE N° 318

Plus correctement, soit ¢ la catégorie des schémas abéliens sur R, et €'(p)
la catégorie des couples (A, G), ou Ag est une variété abélienne sur k et G
un relevement de Ag(p) sur R. Le théoreme 4 signifie que le foncteur A —
(A xR k,A(p)) est une équivalence € — %(p).

La démonstration du théoréme 4 est esquissée dans les notes de Woods Hole
[4]. Elle repose essentiellement sur la technique de relevement de GROTHEN-
DIECK [2], combinée avec une cohomologie fabriquée par TATE.

COROLLAIRE. — Soient A et B deux schémas abéliens sur un anneau local
noethérien complet, de corps résiduel k de caractéristique p, et soient Ay et
Bg leurs réductions. Pour qu’un homomorphisme fo: A9 — Bg se reléve en
f:+ A — B, il faut et il suffit que ’homomorphisme correspondant de Ay(p)
dans Bo(p) se reléve en un homomorphisme de A(p) dans B(p).

Lorsque 'anneau est artinien, c’est un cas particulier du théoréme 4. Le cas
général en résulte, par passage a la limite, en utilisant [2].

Remarque. — Le théoréeme 4 équivaut a dire que la variété formelle des mo-
dules est la méme pour une variété abélienne et pour le groupe p-divisible
correspondant. Cela explique l'intérét qui s’attache & la détermination des mo-
dules de groupes p-divisibles, et en particulier des modules de groupes formels
(cf. [6], pour le cas de la dimension 1).

Un exemple : le relevement canonique

Supposons k parfait, et prenons pour Ay une variété abélienne de dimen-
sion r, telle que le groupe de ses points d’ordre divisant p soit de rang r (pour
une courbe elliptique, c’est le cas «ordinaire », ou 'invariant de Hasse est non
nul.) On montre facilement que Ag(p) est somme directe d’un groupe étale Eg
de hauteur r et d’'un groupe My de type multiplicatif. Chacun de ces groupes
se releve de fagon unique a R; soient E et M les groupes correspondants. Vu le
théoreme 4, il existe un relevement A de Ag tel que A(p) soit isomorphe & la
somme directe de E et de M (un relévement pris au hasard donne simplement
une eztension de E par M). On appelle A le relévement canonique de Ayg; il
est fonctoriel en Ag. Etant défini sur tout anneau local artinien R, de corps
résiduel k, il peut aussi étre défini (par passage & la limite) sur l’anneau des
vecteurs de Witt sur k; comme I’a remarqué MUMFORD, le schéma formel ainsi
obtenu est un schéma abélien, car toute polarisation Ag: Ag — Aj se reléve en
une polarisation A de A.

Le foncteur «relevement canonique » a de nombreuses propriétés agréables.
Par exemple, lorsque le corps résiduel k est fini, il fournit des variétés abéliennes
de type (CM) au sens de SHIMURA-TANIYAMA; cela résulte de la fonctorialité,
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combinée avec un résultat récent de TATE [12]. Dans le cas elliptique, il n’est
nullement facile d’expliciter les relations entre les invariants modulaires jg et j
de la courbe et de son relevement canonique. Pour p = 5, par exemple, et
jo = 1, 2, 3, 4, on trouve que la courbe a pour anneau d’endomorphismes
ZOA0ZL, Zd %ﬂz, ZDiZ et Z D @Z; on en déduit que j est égal a
2333113, —215, 2633 et —21533 respectivement.

§ 6. Applications et compléments

Signalons :
(1) Un théoréme de prolongement des morphismes de schémas abéliens, utili-
sant essentiellement les théorémes 1 et 4 (GROTHENDIECK [3]).
(2) Les hypothéses et notations étant celles du §4, supposons que G soit
connezxe et de dimension 1. Soit L 'anneau des endomorphismes de G sur
Ry, et soit m, I'image du groupe de Galois dans Aut(T,G). Le groupe m,
contient un sous-groupe ouvert du groupe Auty,(T,G); plus précisément les al-
gebres de Lie de ces deux groupes p-adiques coincident. (La démonstration
utilise la décomposition de Hodge de T,G ® C, cf. [11].)

Lorsque L est de rang h sur Z,, Autr,(T,G) s’identifie au groupe L*, et I’on
a des résultats beaucoup plus précis (ils se déduisent facilement de ceux de
LUBIN-TATE [5]).

Terminons par une question (cf. [13], §2.1) :

(3) Y a-t-il d’autres groupes p-divisibles sur Z que les groupes «triviaux » ?
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Séminaire Bourbaki novembre 1977
1977-78, exposé n° 511

POINTS RATIONNELS
DES COURBES MODULAIRES X,(N)

d’apres Barry MAZUR

Le présent exposé fait suite & ceux de 1970 et 1975 ([8], [6]). On conserve les
notations de [6]. En particulier :

Q est une cloture algébrique de Q ;

N est un nombre premier ;

Yo(N) est la courbe algébrique sur Q dont les points parametrent les
couples (E, A) formés d’une courbe elliptique E et d’un sous-groupe A d’ordre
Nde E;on a

Yo(N)(C) = {z | Im(z) > 0}/To(N);

Xo(N) est la courbe projective obtenue en compactifiant Yo(N) par
adjonction des «pointes» 0 et co (qui correspondent & des couples (E, A) dé-
générés, cf. [1]) ; son corps des fonctions est Q(j, jn), ou j = j(z) est Pinvariant
modulaire usuel, et jn(z) = j(—1/Nz) = j(Nz);

w est I'involution canonique de Xo(N) ; elle échange les pointes 0 et oo,
ainsi que les fonctions j et jn-.

§ 1. Résultats
Le plus important est le suivant ([5], th. 1) :

THEOREME 1. — Si le nombre premier N n’appartient pas a ’ensemble
S =1{2,3,5,7,11,13,17,19,37,43,67,163},
la courbe modulaire Yo(N) n’a aucun point rationnel sur Q.

Vu la propriété universelle de Yo (N), ceci équivaut a :

THEOREME 1. — Soient E une courbe elliptique sur Q et A un sous-groupe
d’ordre N de E rationnel sur Q. On a alors N € &.
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Remarques. — 1) Dire que A est rationnel sur Q équivaut a dire que A, consi-
déré comme sous-groupe de E(Q), est stable par Gal(Q/Q).
2) Lorsque N appartient a &, la situation est la suivante :

a) pour N = 2,3,5,7,13, la courbe Yo(N) est unicursale, donc a une infinité
de points rationnels;

b) pour N = 19,43,67,163, Yo(N) a un seul point rationnel, correspondant
a une courbe elliptique a multiplications complexes par ’anneau des entiers
de Q(V—-N);

c¢) pour N = 17,37, Yo(N) a deux points rationnels, échangés par I'involution
w;

d) pour N = 11, Y((N) a trois points rationnels; 'un d’eux est du type b);
les deux autres sont du type c).

Avant de donner la démonstration des théorémes 1 et 1’ (ce qui sera 1’objet
du §2), en voici quelques applications, tirées de [5] :

THEOREME 2. — Il existe une constante C telle que toute courbe elliptique
sur Q soit Q-isogéne a au plus C courbes elliptiques (& isomorphisme pres).

Cela résulte du th. 1 et d’un théoreme de MANIN (cf. [8]).

THEOREME 3 (([3], [4])). — Si une courbe elliptique sur Q contient un point
rationnel d’ordre premier N, on a N < 7.

En effet,d’apres le th. 1/, il suffit de prouver que N est différent de 11, 13,
17, 19, 37, 43, 67, 163, ce qui est connu (voir par exemple [2]).

Compte tenu du th. IV.1.2 de [2], le th. 3 entraine :

THEOREME 4. — Soient E une courbe elliptique sur Q, et Eios(Q) le sous-
groupe de torsion de E(Q). Alors Eios(Q) est isomorphe a l'un des groupes
sutvants :

Z/mZ (m <10 et m = 12)

Z/2Z x Z/2mZ (m < 4).

Ces quinze groupes interviennent effectivement : les courbes modulaires cor-
respondantes sont unicursales, cf. [2], p. 217.

Le th. 3, combiné a la prop. 21 de [9], entraine :

THEOREME 5. — Soit E une courbe elliptique sur Q. Si E est semi-stable, et
st N > 11, le groupe de Galois des points de N-division de E est isomorphe a

GLs(Fy).

DOCUMENTS MATHEMATIQUES 1



POINTS RATIONNELS DES COURBES MODULAIRES X((N) 223

L’hypothese de semi-stabilité signifie que le conducteur de E est sans facteur
carré, ou encore que l'on peut représenter E comme une cubique plane dont
toutes les réductions modulo p sont non singuliéres ou ont un point double a
tangentes distinctes.

Questions. — 1) Le th. 2 est-il vrai avec C = 87
2) Le th. 5 reste-t-il valable si I'on remplace les hypotheses

«E semi-stable» et «N > 11»
par
«E n’a pas de multiplications complexes» et « N > 41 »7
3) Si M n’est pas premier, est-il vrai que Yo(M) n’a pas de point rationnel en
dehors des cas connus M =1, 4, 6, 8, 9, 10,12, 14, 15, 16, 18, 21, 27?7 Compte
tenu de [2], et du th.1, il suffirait de traiter les cinq cas suivants :

M = 3.13, 513, 7-13, 132 et 5°.

4) Pour tout corps de nombres K, existe-t-il un ensemble fini Sk de nombres
premiers tel que, si N ¢ Sk, la courbe Yo (IN) n’ait aucun point rationnel sur K,
a part ceux provenant des courbes a multiplications complexes? Lorsque K
est quadratique imaginaire, on trouvera dans [5] un résultat partiel dans cette
direction, basé sur un théoréme de (GOLDFELD.

§ 2. Démonstration des théorémes 1 et 1’

Soit E une courbe elliptique sur Q, munie d’un sous-groupe A rationnel sur Q
d’ordre N. Il nous faut montrer que N appartient a I’ensemble & du th. 1.

a) Propriétés de bonne réduction

PROPOSITION 1. — Supposons N différent de 2, 3, 5, 7, 13. Alors E a poten-
tiellement bonne réduction en tout nombre premier p # 2, N.

Remarques. — 1) Dire que E a potentiellement bonne réduction en p signifie
(cf. [10]) qu’il existe une extension finie du corps p-adique Q, sur laquelle E
acquiert bonne réduction, ou encore que I'invariant modulaire j(E) de E est
p-entier.

2) L’hypothese p # N n’est en fait pas nécessaire, cf. [5]. Il en est de méme
de p # 2, sauf lorsque N = 17.

Démonstration. — Notons z le point de Xo(N) associé a (E,A); onax # 0, 00,
puisque x n’est pas une «pointe ». Soit J la jacobienne de Xo(N), et soit f 1’ap-
plication de X((N) dans J définie par f(P) = cl((P) — (00)). L’hypothese faite
sur N entraine que dim J > 1, et que f est un plongement. Notons 7 : J — Jla
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projection de J sur son quotient d’Eisenstein J (cf. [3], [6]) ; soit f I'application
composée

Xo(N) L 7 = 7.
Posons S = Spec(Z)—{2,N} = Spec(Z[1/2N]). On sait ([1]) que Xo(N) et J (et
donc aussi J, cf. [10]) ont bonne réduction sur S (et méme sur Spec(Z) — {N}),
i.e. se prolongent en des schémas projgctifs et lisses sur S, que nous noterons
Xo(N)g, Js et Jg. Les points z, f(x) et f(z) s’interprétent comme des S-sections

de ces schémas, et I'on peut parler de leurs valeurs zp, f(zp), f(zp) en un
nombre premier p # 2, N. Supposons alors que E n’ait pas potentiellement
bonne réduction en p; cela équivaut a dire que z, est égal a 'une des deux
pointes 0, et oo, de la fibre de Xo(N)g en p. Quitte & remplacer x par w(z),

on peut supposer que x, = 00p, d’out f(zp,) = 0. Ainsi, f(x) s’annule en p. Or
f(z) appartient au groupe J(Q), qui est fini ([6], th. 2); on en tire, par un
argument facile (ou ’hypothese p # 2 intervient), f(z) = 0. On a donc

f(m):f(oo) et Tp = XOp;

les deux sections z et co de X(N)g ont méme image par fet coincident en p.
Comme le morphisme f : Xo(N)s — Jg est non ramifié, au sens de EGA
IV.7.3.1, en tout point de la section oo ([5], prop. 3.1 — voir Appendice), cela
entraine x = oo d’aprés EGA 1V.17.4.7. Cette contradiction établit la prop. 1.

b) Action de Gal(Q/Q) sur A

Cette action est définie par un caractére
r:Gal(Q/Q) — F¥ = Aut(A).
Du fait que F}; est abélien, r se factorise & travers

Gal(Q/Q)ab = GaI(Qcycl/Q)a

ot Qcyc désigne le corps obtenu par adjonction a Q de toutes les racines de
I'unité. On a

Ga'l(Qcycl/Q) = H Z;a
p

si 'on note rp, : Z;, — FY la restriction de r & Zy, on a 7, = 1 pour presque

tout p, et
r= H Tp-
P
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PROPOSITION 2. — i) Sip # N, le caractére v, est d’ordre 1, 2, 3, 4 ou 6.
ii) Soit x le caractére canonique ZY, — FY. Il existe un entier e, égal a1,
2, 3, 4 ou 6, tel que

(%) (rN) =x¢ avee 0<c<e.

Le caractére x est celui qui donne I’action de Gal(Q/Q) sur le groupe ux
des racines N-iémes de 'unité.

Démonstration de i). — Du fait que 7, ne dépend que de 'action du groupe
d’inertie en p, la question est locale. Si j(E) n’est pas p-entier, E est une
«courbe de Tate» sur Q,, (a torsion quadratique pres), et la structure d’une
telle courbe montre que 7, est d’ordre < 2. Si j(E) est p-entier, il résulte de
[10], §2 (voir aussi [9], n® 5.6) que le groupe d’inertie en p opere sur les points
de N-division de E a travers un groupe ®, d’automorphismes d’une courbe
elliptique en caractéristique p; un tel groupe ®, est cyclique d’ordre 1, 2, 3, 4
ou 6, ou non abélien d’ordre 12 ou 24; son image dans FY; est cyclique d’ordre
1,2, 3,4 0ub6.

Démonstration de ii). — L’argument est analogue. Si j(E) n’est pas p-entier,
la structure des courbes de Tate montre que (ry)? = 1 ou x2. Si j(E) est
p-entier, il existe une extension finie de Q,, d’indice de ramification e égal a
1, 2, 3, 4 ou 6, sur laquelle E acquiert bonne réduction (du moins si N # 2, 3,
ce que l'on peut supposer, la prop. 2 étant triviale si N < 11). En appliquant
a cette extension la prop. 10 de [9] (ou le cor. 3.4.4 de [7]), on obtient le fait
que (rN)¢ est de la forme x€, avec 0 < ¢ < e.

Remarques. — 1) Le fait que (r,)'2 = 1 pour p # N peut aussi se déduire des
propriétés de ramification du revétement X;(N) — Xo(N), cf. [5], §5.

2) Tout caractere Zy — F} est une puissance du caractere canonique x, qui
est d’ordre N — 1. On a donc 7y = x*, avec k € Z/(N — 1)Z, et la condition
(*) de ii) peut s’écrire :

(%)’ ek=c (mod N—1)avec0<c<e.

c) Exploitation de a) et b)
On suppose a partir de maintenant que N # 2, 3, 5, 7, 13. Soit p un nombre
premier distinct de 2 et de N, et décomposons le caractére r en :
T =TpPp, OU Qp=T"N H .
I#p,N

Soit K, l'extension cyclique de Q associée au noyau de r,. C’est une sous-
extension du corps cyclotomique Q(u,) de degré égal a l'ordre de 7p. Elle est
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totalement ramifiée en p. Notons p son unique idéal premier de norme p.
PROPOSITION 3. — Sur K,,, la courbe E a bonne réduction en p.

En effet, la prop. 1 montre que E a potentiellement bonne réduction en p, et
le groupe local ¢, correspondant ([9], n° 5.6) fixe un point d’ordre N, donc est
réduit & {1}, ce qui entraine la propriété de bonne réduction cherchée, cf. [10],
§2.

On peut donc parler de la réduction mod. p de E; ¢’est une courbe elliptique
sur F,,. Notons a,, la trace de son endomorphisme de Frobenius. On a I'inégalité
de Hasse :

() lap| < 2P

et de plus :
PROPOSITION 4. — a, = ¢,(p) + ppp(p) ! (mod N).
[On identifie ¢, a un caractére de [, ., Zj, ce qui donne un sens & ¢,(p).]

Comme @p(p) = rn(p) [Tppn 7e(p), €t Te(p)'? = 1 pour £ # p, N, on en
déduit :

COROLLAIRE. — Awvec les notations de (x)', on a
(% * *) ap = wyp® + w;lpl_k (mod N),

ol wy € FY est tel que wy® = 1.

Démonstration de la prop. 4. — Soit G C GL2(Fy) le groupe de Galois obtenu
par adjonction des points de N-division de E. Vu la prop. 3, cette extension
est non ramifiée en p. Soit o, € G I’élément de Frobenius correspondant. On
sait que

Tr(op) = ap, (mod N).

D’autre part, o, agit sur A par homothétie de rapport ¢, (p). L’une des valeurs
propres de o, est donc ¢,(p) et 'autre est pp,(p)~! puisque det(oy,) = p
(mod N). D’ou

Tr(oy) = ¢p(p) + pep(p) ™" (mod N),

ce qui démontre la proposition.
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d) Fin de la démonstration

Revenons aux notations de (x)' : on a ek = ¢ (mod N — 1), avec e = 1, 2,
3,4,6 et 0 < c¢ < e;onen déduit que c est divisible par pged(e,N — 1), et le
rapport ¢/e ne peut prendre que les valeurs suivantes :

c/e=0oul

c/e=1/30u2/3 [sie=3o0oub,et3t(N—1)

cle=1/2 [sie=4etdt(N-1)].

(Dans [5], §5, MAZUR remarque que ces cing valeurs correspondent aux cing
possibilités de [6], th. 6; nous n’utiliserons pas ce fait.)

Nous allons examiner successivement ces différents cas.

d1) Le cas c/e =0 ou 1
Soient f; ,(X), 1 < i < 4, les polynémes suivants :

fipX)=X+p+1;

fap(X) =X+ (p—1)%;

fap(X) =X+ (p+ )X +p? —p+1;

fip(X) =X — (P® +4p+ 1)X2 + (p* +p+ 1)

LEMME 1. — Supposons E de type dy). Alors, pour tout p # 2, N, il existe
i €{1,2,3,4} et a € Z tels que |a| < 2,/p et N|f;p(a).

Démonstration. — Puisque ¢/e = 0 ou 1, on a ek = 0 ou e mod (N — 1), et
d’apres (* * %), on en déduit
ap = ¢€p + 5;1p (mod N),

ou g, € F}; est d’ordre 1, 2, 3, 4, 6 ou 12. Supposons par exemple que €, soit
d’ordre 3 ou 6, i.e. que

epte, ' £1=0 (mod N).

1

En développant le produit (a, — &, — &, 'p)(a, — €, — €pp), on voit que

a%:l:(p+1)ap+p2—p+150 (mod N),

ce qui montre que N divise f3,(+ap), D’ot1 le lemme dans ce cas. Lorsque ¢,
est d’ordre 1 ou 2 (resp. 4, resp. 12), on utilise le polynéme f;, (resp. fap,
resp. fap).

Il est maintenant facile de conclure. Prenons en effet p = 3. La condition
la| < 2,/p signifie que a = 0, £1, £2, 3 ; les valeurs des f; 3(X) en ces entiers
sont les nombres

1,2,3,4,5,6,7; 4,5,8,13; 3,4,7,12,19,28; 52,97, 148, 169.
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Leurs diviseurs premiers sont 2, 3,5,7,13,19, 37,97 qui appartiennent tous a G,
sauf 97. Pour montrer que N ne peut étre égal a 97, on peut, soit invoquer
des résultats connus (cf. [2]), soit recommencer le méme calcul pour p = 5; on
trouve alors pour valeurs des polynémes f; 5(X) les entiers

2,3,4,5,6,7,8,9,10; 16,17,20,25,32; 12,13,16,21,28,37,48,61;
481,628,793,916,961,
et 'on constate que 97 ne divise aucun d’entre eux.
dg) Le cas c/le=1/3 ou2/3 (31 (N —1))
Soient f; ,(X), i =5, 6, les polynémes suivants :
fsp = X% = 3pX +p* +p;
fop = (X3 —3pX)% + (p* — p)2.
LEMME 2. — Supposons E de type da). Alors, pour tout p # 2, N, il existe
i€ {5,6} etac Z tels que |a| < 2,/p et N|f; p(a).
Démonstration. — On procede comme pour le lemme 1. On a d’apres (iii),
ap = epp” + 6;1p1_h (mod N),
avec 3h =1 (mod N — 1), et 6;2 = 1. D’ou;
af’, — 3pa, = sf,p + €;3p2 (mod N).
Si 5?, est d’ordre 1 (resp. 2, resp. 4), cette congruence montre que N divise
fsp(—ap) (resp. f5p(ap), resp. fop(ap)). D’ol le lemme.

Comme ci-dessus on applique le lemme avec p = 3. Les valeurs de f53(X)
et f6,3(X) pour X =0, £1, +2, £3 sont :

2,4,12,20,22; 36,100, 136.
Leurs diviseurs premiers sont 2, 3, 5, 11, 17, qui appartiennent tous a &.
ds) Le cas c/e=1/2 (41 (N —1))

LEMME 3. — Supposons E de type ds). Alors, pour tout p tel que2 < p < N/4,

ona (§)=-1.

Démonstration. — On a, d’apres (iii),
ap = spph + eglpl_h (mod N),
avec 2h =1+ (N—1)/2 et e} = 1. Dot :

af) —2p = (5123 + 552)p1+(N_1)/2 (mod N).
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Du fait que 4 ne divise pas N — 1, I'ordre de ¢, divise 6 et celui de 512) divise 3.
On a donc

+5;25 2 ou —1 (mod N).

™ N

€
Supposons alors que (%) = p(N-1)/2 g5t égal a 1. Il vient :
a?, —2p= 2p ou —p (mod N),

d’ou az% = 4p ou p (mod N). Si en outre on a N > 4p, N est strictement plus
grand que |a§ — 4p| et |a;2, — p|, et la congruence ci-dessus entraine que az2, est
égal a 4p ou a p, ce qui est absurde. D’ou le lemme.

LEMME 4. — Si44 (N —1), et si (%) = —1 pour tout p tel que 2 < p < N/4,
le nombre de classes du corps Q(v/—N) est égal a 1.

Démonstration. — L’hypothese faite sur N équivaut & dire que tout idéal du
corps Q(v/—N) dont la norme est impaire et < N/4 est engendré par un
élément de Z. Distinguons alors deux cas :

a) N =3 (mod 8)

On a (%) = —1, de sorte que tout idéal entier du corps Q(v/—N) de norme
< N/4 est principal. D’aprés un théoreme de MINKOWSKI, cela entraine que
le nombre de classes du corps est 1.

B) N= -1 (mod 8)

Nous allons voir que ce cas est impossible (N étant supposé > 7). Posons
en effet z = (1++/-N)/2si N=7 (mod 16), et z = (3++/—N)/2si N= —1
(mod 16). On vérifie que la norme de x est de la forme 2m, avec m impair,
1 < m < N/4. 1l en résulte, d’apres ce qui a été vu plus haut, que l'idéal ()
est produit d’un idéal de norme 2 par un idéal (a) engendré par un élément
a de Z, avec a > 1. L’élément x est donc divisible par a, ce qui est absurde
puisque {1, z} est une base de ’'anneau des entiers de Q(v/—N).

Une fois les lemmes 3 et 4 démontrés, on n’a plus qu’a appliquer le théoreme
de Heegner-Stark-Baker (cf. [11]) pour conclure que N est égal a 11, 19, 43, 67
ou 163; cela achéve la démonstration des théorémes 1 et 1.

Remarque. — La démonstration ci-dessus se simplifie considérablement si ’on
n’a en vue que les théorémes 3, 4 et 5 : les cas d3) et d3) n’interviennent pas.
Par exemple, dans le cas du th. 3, on suppose que E a un point rationnel
d’ordre N, i.e. que le caractere r est trivial. La prop. 3 montre alors que E
a bonne réduction en tout p # 2, N, d’ou le fait que N divise p +1 — a,
(cf. prop. 4) ; or c’est absurde si p = 3, car p+ 1 — a,, est compris entre 1 et 7.
On a donc N € {2,3,5,7,13} et le cas N = 13 est exclu par un théoréme de
Brass-MAZUR-TATE (voir [2]). D’'ou N < 7.
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Appendice

Il s’agit de prouver le résultat suivant, utilisé dans la démonstration de la
prop. 1:

THEOREME. — Le morphisme f : Xo(N)s — Jg est non ramifié en tout point
de la section oo.

Rappelons que S = Spec(Z) — {2,N}.

Soit B le noyau de 7w : J — j; c’est une sous-variété abélienne de J. Puisque
J a bonne réduction sur S, il en est de méme de B; notons Bg son modeéle
de Néron. L’injection B — J se prolonge en un morphisme Bg — Jg dont
I'image est I’adhérence B de B dans Js. RAYNAUD et MAZUR ont démontré
que le morphisme By — B ainsi défini est un isomorphisme, de sorte que Jg
s’identifie au quotient Jg/Bg, et que le morphisme 7 : Jg — js est lisse; la
démonstration utilise le th. 3.3.3 de [7], appliqué & un sous-schéma en groupes
fini convenable Bg (pour plus de détails, voir [5], §1); le fait que Spec(S) ne
contienne pas 2 est ici essentiel.

Supposons maintenant que fsoit ramifié en un point de la section oo, dont
I’image dans S est le nombre premier p. Sil’on convient de noter par un indice p
les fibres en p, cela signifie que I’application tangente en oo, a fp, : Xo(N), — jp
est nulle. Cette propriété peut se reformuler en termes de formes différentielles
(i.e. de formes modulaires de poids 2) :

Notons €, (resp. ©,) I'espace des formes invariantes sur J, (resp. sur J,);

du fait que J, — J, est lisse, on peut identifier (2, & un sous-espace de §2,,
qui lui-méme s’identifie & I’espace des formes de premiere espece sur Xo(N),.
Si w € Q,, on développe w au voisinage de oo, & la maniere habituelle (qui

garde un sens en caractéristique p, on le sait) :
dg
w=(a1(w)g+ -+ an(w)q" —i—);

Le fait que la différentielle de ]71, soit nulle en oo, se traduit par la propriété :
a1(w) =0 pour tout w € (Nlp.

Mais ﬁp est non nul (car dimJ > 1), et stable par les opérateurs de Hecke.
Comme ces opérateurs commutent entre eux, ils ont un vecteur propre commun
w # 0 dans ﬁp. Des formules standard permettent alors d’exprimer les a,(w)
comme des multiples de a;(w); comme a;(w) est nul, il en est de méme de
tous les a,(w), et 'on a w = 0; contradiction !
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Séminaire Bourbaki juin 1999
1998-99, exposé n° 864

SOUS-GROUPES FINIS DES GROUPES DE LIE

Introduction

Les sous-groupes finis du groupe des rotations SO3(R.) sont bien connus. Ce
sont :
les groupes cycliques C,, d’ordre n = 1,2,...;
les groupes diédraux D,, d’ordre 2n, n =2,3,... ;
le groupe alterné Alty d’ordre 12;
le groupe symétrique Sym, d’ordre 24;
le groupe alterné Alt; d’ordre 60.

On aimerait avoir une liste analogue pour d’autres groupes de Lie com-
pacts, ou d’autres groupes algébriques (en caractéristique zéro, et méme en
caractéristique > 0). Ce serait utile pour beaucoup de questions (représen-
tations f-adiques, par exemple). Bien siir, c’est trop demander, vu que tout
groupe fini se plonge dans un groupe unitaire convenable! On va voir que I'on
peut tout de méme dire pas mal de choses si ’on se borne a des groupes finis
qui sont, soit abéliens, soit simples.

Hypothéses et notations

Plutét que de travailler dans la catégorie des groupes de Lie compacts, on
préfere se placer dans celle des groupes réductifs complexes. Cela ne change
rien : on sait que, si K est un groupe de Lie compact, il possede un complexifié
G qui est un groupe réductif sur C; le groupe K est un sous-groupe compact
maximal de G(C). Tout sous-groupe fini de G(C) est conjugué & un sous-
groupe de K; de plus, K «controle la fusion de K dans G(C) » au sens suivant :

si A, B sont deux sous-groupes de K, et si g € G(C) est tel que gAg—! = B,
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il existe un élément go de K tel que ggago_1 = gag~! pour tout a € A (cela se
déduit de la décomposition de Cartan de G(C)).

(Dans le cas particulier K = SO3(R), on a G = PGLy, de sorte que
les groupes C,,D,,..., Alts s’interprétent comme des sous-groupes finis de
PGLy(C), c’est-a-dire comme des groupes finis d’automorphismes de la droite
projective.)

Dans ce qui suit, on adoptera le point de vue des groupes algébriques (qui
a, entre autres avantages, celui de permettre des réductions modulo p). On
fixe un corps k algébriquement clos de caractéristique zéro, ainsi qu’un groupe
réductif connexe G défini sur & ; on se permet d’identifier G & G(k). Le cas le
plus intéressant est celui ou G est « presque simple », i.e. semi-simple a systeme
de racines irréductible ; le groupe adjoint G4 est alors un groupe simple, au
sens usuel du terme.

1. Le cas (presque) abélien

Lorsque G = PGLy les sous-groupes abéliens finis de G sont les groupes
cycliques C,, et le groupe diédral Do qui est abélien élémentaire de type (2,2).
Les C,, sont contenus dans un tore maximal, alors que Dy ne l'est pas; le
nombre premier p = 2 joue donc un réle particulier pour PGL2. Nous allons
trouver une situation analogue dans le cas général.

1.1. Sous-groupes toraux. — Un sous-groupe fini A de G est dit toral
s’il est contenu dans un tore maximal T de G. La structure d’un tel sous-
groupe est évidente : si r = dim T est le rang de G, A peut étre engendré
par r éléments; inversement, tout groupe abélien ayant cette propriété est
isomorphe a un sous-groupe toral de G.

Soit N = Ng(T) le normalisateur de T dans G. Le quotient W = N/T est le
groupe de Weyl de G (plus correctement : du couple (G, T)). Ce groupe opere
sur T par conjugaison, et il controle la fusion de T dans G :

1.1.1. Si A et B sont des sous-groupes de T, et si g € G est tel que gAg~' = B,
il existe w € W tel que w(a) = gag™' pour tout a € A.

Cet énoncé est ’exact analogue d’un théoréeme de BURNSIDE sur les sous-
groupes du centre d’un p-groupe de Sylow. Il se démontre de la méme maniere :
on remarque que T et g~ 'Tg sont des tores maximaux du centralisateur Zg(A)
de A, donc sont conjugués par Zg(A). Cela permet de remplacer g par un
élément de N ; d’ou le résultat cherché.

Les groupes abéliens ayant tres peu de générateurs sont toraux :
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1.1.2. Soit A un sous-groupe abélien fini de G. Alors A est toral dans chacun
des deuz cas suivants :

a) A est cyclique;

b) G est simplement conneze, et A est engendré par deuz éléments.

Le cas a) est immédiat : tout élément d’ordre fini est semi-simple, donc
contenu dans un tore maximal. Dans le cas b), supposons A engendré par z,y.
Du fait que G est simplement connexe, le centralisateur Zg () est connexe. Le
méme argument que dans a) montre qu’il existe un tore maximal T de Zg(z)
qui contient y. Ce tore est un tore maximal de G et il contient x, donc A.

1.2. Plongements dans N. — A défaut de pouvoir plonger un groupe abé-
lien fini dans un tore maximal, on peut essayer de le plonger dans le norma-
lisateur d’un tel tore. C’est toujours possible. Plus généralement (cf. BOREL-
SERRE [6], BOREL-MOSTOW [5] et SPRINGER-STEINBERG [33], I1.5.6) :

1.2.1. Soit A un sous-groupe fini hyper-résoluble de G. Il existe un tore maxi-
mal T de G dont le normalisateur N contient A.

Rappelons qu’un groupe A est dit hyper-résoluble («supersolvable») s’il
admet une suite de composition :

1=AgCA C---CA,=A,
ou les A; sont normaux dans A, et A;/A;_1 est cyclique pour tout ¢ > 1. On
a les implications :
abélien = nilpotent = hyper-résoluble = résoluble.

Voici une application simple de 1.2.1 :

1.2.2. Soit p un nombre premier ne divisant pas l’ordre du groupe de Weyl W.
Si A est un p-groupe contenu dans G, A est abélien et toral.

En effet, on peut supposer, d’apres 1.2.1, que A est contenu dans N. Vu
Ihypothese faite sur p, son image dans W = N/T est triviale. Il est donc
contenu dans T.

Remarque : Le groupe N est une extension, en général non triviale, de W
par T. On trouvera dans T1Ts ([35], [36]) une description de cette extension,
en termes d’un certain groupe fini Nz défini explicitement par générateurs et
relations; voir aussi BOURBAKI, LIE IX, p. 115, exerc. 12.

1.3. Nombres premiers de torsion

(Références : BOREL [4], STEINBERG [34] et BOURBAKI, LIE IX, p. 120-121,
exerc. 7 & 12.)

Un nombre premier p est dit de torsion (pour G) s'il vérifie les conditions
équivalentes suivantes :
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a) Il existe un p-sous-groupe abélien de G qui n’est pas toral.
a') Il existe un p-sous-groupe abélien élémentaire de G, de rang < 3, qui
n’est pas toral.

On note Tors(G) ’ensemble de ces nombres premiers; d’apres 1.2.2, c’est
un sous-ensemble de I'ensemble des diviseurs premiers de ’ordre de W. Dans
le cas particulier o G = PGLg, on a Tors(G) = {2}.

Le terme de «torsion» provient du résultat suivant, dans lequel je suppose
que k = C (sinon il faut faire intervenir la cohomologie étale) :

1.8.1. (cf. [4], [34]) Pour que p appartienne a Tors(G), il faut et il suffit que
lun des groupes d’homologie H;(G,Z) contienne un élément d’ordre p.
(Noter qu’il revient au méme de considérer ’homologie de G = G(C) ou
celle d’'un compact maximal K, car G(C) et K ont méme type d’homotopie.)
On trouvera dans [4] et [34] une longue liste de propriétés caractérisant les
éléments de Tors(G). En voici quelques-unes :

1.3.2. On a Tors(G) = Tors(G'), ou G’ est le groupe dérivé de G.

Comme G’ est semi-simple, cela rameéne ’étude de Tors(G) au cas ol G est
semi-simple. Dans ce cas, notons G le revétement universel de G, notons 71 (G)
le noyau de G — G et soit Tors(m;(G)) I’ensemble des nombres premiers qui
divisent I’ordre du groupe fini 71(G). Alors :

1.3.3. On a Tors(G) = UgTors(m1 (H')), ot H parcourt les sous-groupes réduc-
tifs connexes de G ayant méme rang que G.

1.3.4. On a Tors(G) = Tors(G) U Tors(m1(Q)).

Cet énoncé ramene la détermination de Tors(G) au cas ou G est simplement
connexe. En utilisant 1.3.3, on en déduit (cf. [4], [34]) :

1.3.5. Supposons G simplement conneze et presque simple. Soit («;) une base
de son systéme de racines, soit 8 la plus grande racine, et écrivons la racine
duale 8V de 3 sous la forme :
/B\/ = E n; az/v

ot les m; sont des entiers > 0. Alors, pour que p soit de torsion pour G, il faut
et il suffit qu’on ait p < sup(n;).

D’ou :
1.3.6. Supposons G simplement conneze et presque simple. Alors :

Tors(G) = & si G est de type A, ou Cp;
Tors(G) = {2} si G est de type B, (n > 3), Dy, (n >4) ou Go;
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Tors(G) = {2,3} si G est de type Fu, E¢ ou E7;
Tors(G) = {2,3,5} si G est de type Eg.

1.4. Exemples de groupes abéliens élémentaires non toraux

(Références : ADAMS [1], BOREL [4], BOREL-SERRE [6], COHEN-SEITZ [10],
STEINBERG [34] et (surtout) GRIESS [17].)

Je me borne a deux exemples, I'un relatif & p = 2 et 'autre a p = 5.

1.4.1. Supposons que —1 appartienne au groupe de Weyl W ; c’est le cas pour
les groupes de type Aj, B, C,, D, (n pair), Go, Fy4, E7, Es. Soit ¢ € N un
représentant de I’élément —1 de W. On peut montrer que g2 est d’ordre 1 ou 2,
et appartient au centre de G. Supposons que g2 = 1 (c’est le cas si G est de
type adjoint). Soit A le groupe engendré par g et par les éléments d’ordre 2
de T'; c’est un groupe abélien élémentaire d’ordre 2”1, oll n est le rang de G,
i.e. la dimension de T. Ce groupe n’est pas toral; on peut méme montrer que
son centralisateur Zg(A) est fini.

Lorsque G est PGLo, le groupe A est le groupe diédral Ds. Lorsque G est
de type Ga, F4 ou Eg, A est d’ordre 23, 25, 27 ; de tels sous-groupes jouent un
grand role dans la cohomologie (usuelle — ou galoisienne) du groupe G. Noter
que, dans ces trois cas, A est un sous-groupe élémentaire mazrimal de G : de
fagon générale, si G est simplement connexe, les p-sous-groupes abéliens de
G sont de rang < n+ 1 si p = 2, et de rang < n si p > 2, cf. BOREL [4] et
COHEN-SEITZ [10].

1.4.2. Le groupe G = Eg contient un élément z d’ordre 5 dont le centralisateur
Zc(z) est de la forme Gy - Gg, ot Gy et Gg sont isomorphes & SLs, commutent,
et ont pour intersection (z) (cela se déduit du diagramme de Dynkin complété
de Eg en remarquant que, si 'on en retranche la racine simple qui a le coeffi-
cient 5 dans la plus grande racine, on trouve deux diagrammes de type Ay).
Dans G; = SLs, il est facile de trouver des éléments x; , y; d’ordre 5 tels que
xlylxl_lyl_l = z; de méme, il existe dans Go des éléments x5, yo d’ordre 5
tels que x2y2$2_1y2_1 = z71. Sil’on pose x = 122 et Yy = Y1y2, on constate que
le groupe A = (z,y, z) est abélien élémentaire d’ordre 53. Ce groupe n’est pas
toral; on peut méme montrer que Zg(A) est égal & A.

1.5. Relations entre cohomologie galoisienne et sous-groupes non
toraux

Qu’il existe de telles relations est connu depuis longtemps. Voici deux
exemples :

1.5.1 (GROTHENDIECK [23]). Les deuz propriétés suivantes sont équivalentes :
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a) Tors(G) = @ (cela équivaut a dire que tout sous-groupe abélien de G est
toral).

b) HY(K, G) = 0 pour toute extension K de k.

(Pour la définition de H!(K, G), voir par exemple [30].)

Lorsque G est semi-simple, ces propriétés sont satisfaites si et seulement si
G est un produit de groupes simplement connexes de type A ou C, cf. §1.3.
Un tel groupe est parfois dit «spécial ».

1.5.2. Supposons que G soit égal & PGL2, ou soit de type Go. Soit A le 2-
sous-groupe élémentaire non toral de G défini dans 1.4.1. Alors, pour toute
extension K de k, Uapplication H (K, A) — HY (K, G) est surjective.

Noter que H'(K,A) n’est autre que Hom(Gal(K/K),A). Dans le cas de
PGL,, les éléments de H! (K, A) peuvent donc s’interpréter comme des couples
(A, p) d’éléments de K*/K*2 et 1’élément correspondant de H!(K,PGLy) est
I’algebre de quaternions définie par deux générateurs ¢ et j soumis aux relations

.2 .9 .. ..
C=A, Ji=p, ij =gl
Méme chose pour Go, les quaternions étant remplacés par les octonions.

L’énoncé 1.5.2, pour agréable qu’il soit, ne donne pas de moyen de prouver la
non trivialité des éléments de H' (K, G) ainsi obtenus; il faut le compléter par
la construction d’invariants cohomologiques, cf. [30], §§6,7 et [25], §31. Tout
récemment, REICHSTEIN et YOUSSIN [29] ont obtenu un résultat bien plus
satisfaisant. Pour le formuler, il faut d’abord définir la dimension essentielle
ed(z) d'un élément x de H(K,G) : c’est la borne inférieure des degrés de
transcendance sur k des sous-extensions K’ de K telles que x appartienne
a I'image de H'(K’,G) — H}(K, G). (En termes plus géométriques — et plus
vagues — c’est le nombre minimum de parametres dont on a besoin pour écrire
le G-torseur z.) La borne supérieure des ed(z), quand K et z varient, est la
dimension essentielle de G ; elle est notée ed(G). Nous pouvons maintenant
énoncer le théoréme principal de [29] :

1.5.3. Si G contient un p-sous-groupe abélien élémentaire A dont le centrali-
sateur est fini, on a ed(G) > rang(A).
En combinant cet énoncé avec 1.4.1, on obtient :

1.5.4. On a ed(E2d) > 8 et ed(Eg) > 9.
Ainsi, il existe des Eg-torseurs dont la construction exige au moins 9 para-
metres !
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Remarques

1) L’hypothese faite sur A dans 1.5.3 est équivalente & dire que A n’appar-
tient & aucun sous-groupe parabolique propre de G. Elle entraine que A n’est
pas toral.

2) L’énoncé démontré dans [29] est plus précis que 1.5.3; c’est :

ed(G;p) > rang(A),

ou ed(G; p) est la dimension essentielle de G «en p» (i.e. en considérant comme
négligeables les extensions de corps de degré premier & p).

3) Les démonstrations de [29] utilisent la résolution des singularités (sous
forme équivariante). Elles ne s’étendent pas, pour l'instant, aux corps de ca-
ractéristique # 0.

2. Le cas (presque) simple

On va maintenant s’intéresser aux plongements d’un groupe simple S (fini,
non abélien) dans G.

Il est commode de considérer, plus généralement, les plongements des
groupes S qui sont des extensions centrales de S (on peut imposer & S d’étre
égal a son groupe dérivé, cela ne change rien). Exemple typique :

S =Ls(q) =PSLa(F,;) et S=2-Ly(q) =SLa(F,), g impair.

(Les notations La(g) et 2 - La(g) sont celles de PATLAS [15].)

Un plongement d’un tel groupe S dans G est appelé un plongement projectif
de S. Le principal avantage de cette notion est la propriété d’invariance sui-
vante : si G’ — G est une isogénie, S a un plongement projectif dans G si et
seulement si il a un plongement projectif dans G’.

Lorsque S et G sont donnés, et que G est un groupe classique, ’examen
de la table des caractéres de S (et de ses extensions centrales) permet de
décider si S a un plongement (ou un plongement projectif) dans G; c’est
clair lorsque G est de type A, et c’est facile pour les types B,,, C,, D,,. Une
méthode analogue s’applique & Gy (en utilisant sa représentation irréductible
de degré 7 et la forme trilinéaire alternée correspondante), cf. ASCHBACHER [2]
et COHEN-WALES [11]. Les types Fy, Eg, E7, Eg sont plus difficiles ; ce n’est que
récemment (GRIESS-RYBA [22]) que la liste des S possibles a été complétée.
Avant de donner cette liste (que l'on trouvera au §2.4), je vais parler du cas
S = La(q), qui est le seul ol 'on ait des énoncés généraux, i.e. valables aussi
bien pour les groupes classiques que pour les groupes exceptionnels.
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2.1. Plongements projectifs de L2(¢) dans G ; énoncé du résultat. —
On suppose ¢ > 2. Le groupe S = La(q) = PSLy(F,) est alors un groupe
simple (sauf si ¢ = 3, oll c’est le groupe Alty), et toute extension centrale S
de S, égale a son groupe dérivé, est isomorphe, soit & 2-S = SLy(Fy), soit & S
(sauf si ¢ =4 ou 9). On va donc s’intéresser aux homomorphismes

f:SLy(Fy) — G

de noyau égal & 1 ou & {£1}. Un tel homomorphisme sera dit non dégénéré.

Ecrivons q sous la forme p®, avec p premier, e > 1. Le p-groupe de Sylow
U = ((1) T) de SLy(F,) est isomorphe a F,. Le groupe A = f(U) est un
p-groupe abélien élémentaire de G de rang e. Nous dirons que f est de type
toral si A est toral au sens du §1.1. C’est le cassie =1, ousi e =2 et G est
simplement connexe (1.1.2), ou si p n’est pas un nombre premier de torsion
pour G.

Nous allons donner un critére pour l’existence d’un f non dégénéré de type
toral. Supposons G presque simple, de rang r; soient k; (i = 1,...,7) les ex-
posants de son groupe de Weyl et soient d; = k; + 1 les degrés correspondants
(BourBAkl, LIE V, §6, prop. 3). L’énoncé suivant résume une série de ré-
sultats dus & divers auteurs ([2], [8], [9], [11], [12], [14], [19], [20], [24], [28],
[31]) :

2.1.1. Pour qu’il existe un homomorphisme non dégénéré de type toral de
SLy(Fy) dans G, il faut et il suffit que ¢—1 divise l’'un des entiers 2dy, . . ., 2d,.

Remarque.— Lorsque p = 2 ou 3, il existe quelques plongements de Lo (p®) qui
ne sont pas de type toral, par exemple :

Ly(4) — PGL2 , L2(8) — G2, L2(16) — Ds ,L2(32) — Eg;

L2(9) — PGL3 , Ly(27) — Fy.
Je ne sais pas en donner de description systématique.

Ezemples

1) Si G =SLg,onar =1et d; = 2; la condition dit alors que ¢—1 divise 4,
d’olt ¢ = 3 et ¢ = 5, ce qui donne des plongements de SLy(F3) et SLo(F5) dans
SLy; d’out des plongements de PSLy(F3) = Alty et de PSLy(F5) = Alts dans
PGL;y. On retrouve ainsi les groupes du tétraédre et de l'icosaédre (quant
au groupe du cube, Symy, il s’interprete aussi comme PGL2(F3), et c’est le
normalisateur du groupe Alty).

2)SiG = Go,onar =2,d; =2,dy = 6;la condition dit que ¢—1 divise 12,
ce qui donne des plongements projectifs pour ¢ = 3,5,7,13. En fait, siq¢ =7
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ou 13, ces plongements projectifs sont de vrais plongements de La(q), car sinon
leurs images seraient contenues dans le centralisateur d’un élément d’ordre 2,
qui est de type Aj - A, et cela contredirait 'exemple 1. (Ce genre d’argument
s’applique a beaucoup d’autres cas : les plongements projectifs intéressants
sont de vrais plongements.)

3)SiG =Eg,ona(dy,...,ds) =(2,8,12,14, 18,20, 24, 30) et ’on en déduit
notamment des plongements de La(q) pour ¢ = 16, 31,41, 49, 61.

4) Le plus grand des entiers d; est le nombre de Cozxeter h, égal a

(dimG)/r — 1.

L’énoncé 2.1.1 contient donc comme cas particulier la conjecture de Kostant :
si g = 2h + 1 est une puissance d’un nombre premier, le groupe G contient
un sous-groupe isomorphe a La(q).

5) On a un énoncé analogue a celui de KOSTANT lorsque h + 1 est une puis-
sance d'un nombre premier, d’ot1 par exemple Ly(19) — E2d et Ly(31) — Es.
Lorsque h + 1 est égal & un nombre premier p, on a un résultat plus précis
(cf. [31]) : le groupe PGLy(F,) (qui est «deux fois plus grand » que PSLy(F)))
est, lui aussi, plongeable dans G®4. Lorsque G = PGLy, on retrouve le groupe
du cube PGLy(F'3), cf. exemple 1. De ce point de vue, on peut dire que «les
analogues » pour Eg des groupes Alty, Sym,, et Alts du début de ’exposé sont
respectivement PSLQ(Fgl), PGLQ(F31) et PSLQ(Fﬁ]_)

2.2. Le critére 2.1.1 : démonstration de la nécessité. — 1l s’agit de
prouver que, si f : SLa(Fy) — G est un homomorphisme non dégénéré de type
toral, alors ¢ — 1 divise 'un des entiers 2d;.

On utilise :

2.2.1. Soit A un p-sous-groupe élémentaire toral de G, et soit g € Ng(A). Soit
I, € GL(A) lautomorphisme de A (vu comme espace vectoriel sur F,) défini
par la conjugaison par g. Soit A\ une valeur propre de 1, dans Fp et soit m
Dordre de X\ (dans F;) Alors m divise l'un des d;.

(On peut supposer que A est contenu dans T ; d’apres 1.1.1, il existe w € W
qui induit I, sur A. L’une des valeurs propres de w en caractéristique 0 a
pour réduction X\ en caractéristique p. Son ordre est donc de la forme mp?,
avec a > 0. D’apres un théoréme de SPRINGER ([32], th. 3.4 (i)), mp® divise
l'un des d;. Il en est donc de méme de m.)

Revenons a f, et au p-Sylow U = <(1] T) Soit A = f(U), et soit g = f(h),

ou h = (8 091) est un générateur du sous-groupe diagonal de SLy(F,). Si
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l’on identifie U & Fy, 'action de h sur ce groupe est I’homothétie de rapport
c?; ses valeurs propres (dans F,) sont les conjugués de ¢?, qui sont d’ordre
m=(q—1)/2sip>2et m=gq—1sip=2 Enappliquant 2.2.1 & A et g, on

voit que m divise I'un des entiers d; ; donc ¢ — 1 divise 'un des entiers 2d;.

Remarque.— Le méme argument montre que, si f est un homomorphisme de
GL3(F,) dans G, qui est non dégénéré et de type toral (en un sens évident),
alors ¢ — 1 divise 'un des d;.

2.3. Le critere 2.1.1 : vérification de la suffisance. — On doit montrer
que, si ¢ — 1 divise 'un des entiers 2d;, il existe f : SLy(Fy) — G qui est non
dégénéré de type toral.

On ne connait pas de démonstration générale de cet énoncé. On procede cas
par cas :

1) Le cas ou G est de type classique se traite facilement, grace & la connais-
sance de la table des caractéres de SLa(Fy); les caracteres irréductibles de
degré (¢ + 1)/2 sont particulierement utiles. La condition de toralité est tri-
vialement satisfaite si p # 2; dans le cas ol p = 2, et ou G est un groupe
orthogonal, il faut faire un peu attention. La méme méthode s’applique a Go
(voir aussi [2], [11], [28]).

2) Pour les groupes exceptionnels, les inclusions des groupes classiques dans
ceux-ci, et les plongements

Gg — F4 — E¢ — E7 — Eg,
montrent qu’il suffit de traiter les cas suivants :
Fy(¢g=25); Eg(¢g=19); E7(¢=29,37); Eg (¢=16,31, 41, 49, 61).

Le cas (Eg; 16) se traite en remarquant que Lo (16) se plonge dans un groupe
de type Dg, donc dans un groupe de type Eg ; ce plongement n’est pas de type
toral dans Dg, mais il le devient dans Eg comme on le voit en appliquant [8],
prop. 3.8.

Le cas (Fy4; 25) se déduit de ce que Lo (25) se plonge dans le groupe de Tits
2F4(2)', qui lui-méme se plonge dans Eg, cf. 2.4.2, b) ci-apreés. On vérifie par
un calcul de caracteres que le sous-groupe de Eg ainsi obtenu est contenu dans
un conjugué de Fy, cf. COHEN-WALES [14].

Les cas (Eg; 19), (E7; 37), (Es; 31), (Es; 41), (Es; 49), (Es; 61) ont été
vérifiés par des calculs sur ordinateur, cf. COHEN-WALES [14], KLEIDMAN-
RyYBA [24], GRIESS-RYBA [19] et [20], COHEN-GRIESS-LISSER [9].
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Les cas (E7; 37), (Es; 31) et (Eg; 61) sont traités dans [31] par une méthode
p-adique qui consiste & relever un plongement (bien choisi) de la caractéris-
tique p a la caractéristique 0. Une variante non encore publiée de cette méthode
permet de traiter aussi (Eg; 19), (E7; 29) et (Eg; 41). Ainsi, tous les cas o q
est premier peuvent étre obtenus sans ordinateur.

Remarque.— Les calculs sur ordinateur ont un inconvénient évident : ils ne
sont pas vérifiables pas a pas, comme une démonstration doit ’étre. Ils ont
toutefois un avantage : dans certains cas, ils montrent [’unicité (4 conjugaison
prés) du plongement considéré, cf. [19], [20]. C’est 14 un résultat que la méthode
p-adique ne donne pas, au moins pour le moment.

2.4. Plongements projectifs des groupes finis simples dans les
groupes de type exceptionnel. — La table suivante est extraite de
GRIESS-RYBA [22] (avec une petite correction relative a Fy4). Elle donne la
liste des groupes simples ayant un plongement projectif dans Go,...,Eg.
Je renvoie a [22] et [27] pour divers renseignements supplémentaires sur ces
plongements, ainsi que pour des références.

Table

Gg — Alt,, n=5,6; La(q), ¢ = 7,8,13; SU3(3) = G2(2)".

F4 — ceux de Gy et : Alt,, n = 7,8,9,10; La(q), ¢ = 17,25,27; L3(3);
SU4(2) 5 Sps(2) = 07(2); OF (2); *D4(2).

Ee¢ — ceuz de Fy et : Alt1; La(q), ¢ = 11,19; Lz(4); PSU4(3); 2F4(2);
My, ; HJ = Jo.

E7 — ceuz de Eg et : Alt,, n =12,13; La(q), ¢ = 29,37; PSU3(8) ; Mi2.

Es — ceuz de E; et : Alt,, n = 14,15,16,17; La(q), ¢ = 16,31, 32,41, 49, 61;
L3(5) ; PSpy(5) ; Ga(3) ; *Ba(8) = Sz(8).

[Les notations sont celles de PATLAS [15]. En particulier L,(q) désigne le
groupe PSL,(Fy). Vu que Alts = La(4) = La(5) et Altg = L2(9), la liste pour
Go pourrait aussi étre écrite :

Gy — La(q), ¢ = 4,5,7,8,9,13; SU3(3) = G3(2)’. De méme, pour Fy, on
peut remplacer Altg par L4 (2).]

La vérification de ’exactitude de cette table comporte deux parties. Tout
d’abord :

2.4.1. Un groupe simple qui ne figure pas dans la table n’a pas de plongement
projectif dans G.
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Comme on peut s’y attendre, le point de départ est la classification des
groupes simples finis, qui est admise (le lecteur curieux de savoir quelle partie
de cette classification reste & démontrer pourra consulter ASCHBACHER [3]).
Cela permet de passer en revue les différents cas possibles : groupes alternés,
groupes de type algébrique, groupes sporadiques. Pour éliminer un groupe S,
on utilise des arguments variés, par exemple 1.2.2 ou 2.2.1 (qui suffisent si
le groupe est trés gros), ou (dans les cas difficiles) la table des caractéres du
groupe. C’est un travail délicat. La moindre erreur peut conduire a éliminer
a tort le groupe en question. C’est ce qui s’était passé dans une liste précé-
dente [8] pour les groupes Ly(41), L(49) et Sz(8) qui avaient été déclarés non
plongeables dans Es.

2.4.2. Tout groupe figurant dans la table a au moins un plongement projectif
dans G.
On utilise différentes méthodes. Par exemple :

a) Le cas le plus facile est celui ou 'on connait un sous-groupe de G dans
lequel S a un plongement projectif. Ainsi, pour traiter le cas de Altg et Fy,
il suffit de remarquer que Alt1y a une représentation orthogonale évidente de
degré 9, autrement dit se plonge dans un groupe de type By, et 'on utilise le
plongement de B4 dans Fy.

b) Certains cas peuvent se traiter a partir de la table des caracteres de S (et
de ses extensions centrales). Outre G = Go, déja signalé, il faut mentionner
le cas ou G = Eg et ot1 S est le groupe de Tits 2Fy(2)’ (COHEN-WALES [14]).
On part du fait que le groupe S - 2 = 2F4(2) a une représentation irréductible
V de dimension 78 (cf. [15], p. 75). Un calcul de caractéres montre que A2V
contient V ; il existe donc un homomorphisme non nul A2V — V compatible
avec 'action de S - 2, et un autre calcul de caractéres montre que l'identité
de Jacobi est satisfaite. D’olul une structure d’algebre de Lie sur V. Il est clair
que cette algebre de Lie est simple; puisqu’elle est de dimension 78, elle est
de type Bg, Cg ou Eg. On élimine les types Bg et Cg qui conduiraient a des
représentations de S - 2 de degré trop petit. L’algebre de Lie V est donc de
type Eg, ce qui fournit un plongement de S - 2 dans Egd, donc a fortiori un
plongement de S.

c¢) La plupart des autres plongements ont été construits au moyen de calculs
sur ordinateur. Je renvoie & [22] pour une description des méthodes employées.
Je signale seulement que les calculs ne se font pas sur le corps k, mais sur un
corps fini Fy, ou £ est un nombre premier ne divisant pas 'ordre de S et tel
que Fy contienne les racines de 'unité intervenant dans la construction : ainsi,
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pour plonger Ly(61) dans Eg, COHEN-GRIESS-LISSER [9] choisissent £ = 1831.
Le relevement de Fy & Z; (donc & la caractéristique 0) ne présente aucune
difficulté vu que ¢ ne divise pas |S|. Il semble que, dans chaque cas, le calcul
comporte suffisamment de vérifications internes pour qu’on puisse lui faire
confiance.

2.5. Compléments

2.5.1. Classification en caractéristique > 0

L’analogue de 2.4 en caractéristique p a été fait par LIEBECK—SEITZ [27].
Tout groupe S intervenant en caractéristique 0 intervient aussi en caractéris-
tique p (quel que soit p); c’est 1la une conséquence simple de la théorie de
Bruhat-Tits, cf. [31], §5. Outre ces groupes, et ceux qui sont «de caractéris-
tique p», LIEBECK—SEITZ donnent la liste suivante :

Go—-p=2:Jy;p=5:Alty; p=11:7J;.

Fg—ceurdeGoet p=2:14(3);p=3:L3(4);p=5:52(8);p=11: My,
Altqq.

Ee¢ — ceux de Fy et p = 2 : Mg, Altqo, G2(3), 07(3), Moo, J3, Figg;
p=3:Miz, Alt12;p=5:Miz; p="T7: Maa.

E7 — ceux de Eg et p=5: Mag, Ru, HS; p = 7 : Alt14.

Eg — ceur de E7 et p=2:L4(5); p=3:Altig, Th; p="5:S52(32).

Noter en particulier le groupe de Janko J; dans Go(Fi1) et le groupe de
Thompson Th dans Eg(F3).

2.5.2. Classes de conjugaison de plongements

On aimerait pouvoir compléter la table 2.4 en décrivant les plongements
a conjugaison pres. Cela a été fait dans certains cas, mais pas dans tous,
cf. [22]. Le cas des plongements de Alts dans Eg est particulierement inté-
ressant (cf. FREY [16]); on peut déterminer les triplets (z,y,z) de classes
de conjugaison de Eg d’ordres (2, 3,5) qui sont représentables dans un méme
sous-groupe Alts. Pour tous ces triplets, sauf un (celui appelé «844 » dans [16]),
FREY détermine le nombre de classes de conjugaison correspondantes (une ou
deux). Par contre, pour le cas «844» (qui est le seul ou le centralisateur du
sous-groupe Alts soit fini), on ne sait pas combien il y a de classes de conju-
gaison ; on dispose de plusieurs tels sous-groupes (par exemple un sous-groupe
du groupe de Borovik [7], ou un sous-groupe de Ly(41), ou de Ly(61),...), mais
il n’est pas facile de voir s’ils sont ou non conjugués. Comme Alts admet la
présentation :

(g2 |2 =y =2"=1, ayz =1),
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c’est 1a un probleme analogue a celui de la «rigidité» intervenant pour la
classification des revétements galoisiens de la droite projective ramifiés en 3
points.

2.5.3. Rationalité

On sait que G provient par extension des scalaires d’un groupe déployé
Gaep défini sur Q. Si S (ou S) est plongeable dans G(k), on peut se demander
quels sont les sous-corps &’ de k tels que S soit plongeable dans Ggep(k'). Cette
question est étroitement liée & la précédente (celle des classes de conjugaison) :
voir la-dessus [19], App. 2. Voici un exemple typique :

D’aprés ASCHBACHER [2], le groupe S-2 = G2(2) admet un plongement
dans Go(k), et un seul, & conjugaison pres. Or, & la fois S-2 et Go ont un centre
trivial, et pas d’automorphisme externe. De plus, le centralisateur de S-2 est
trivial. Soit P ’ensemble de ces plongements; c’est un Go-torseur qui est dé-
fini de fagon naturelle sur Q. Il définit donc une Q-forme Gy de Gs, et I'on
peut plonger S-2 dans G9(Q) par définition méme de GY. Or, il n’y a que
deux formes de Go sur Q, que l'on distingue par leurs points réels; la forme
déployée ne peut pas contenir S-2 : son compact maximal est trop petit. Ainsi,
GY est la forme non déployée de G, celle qui correspond aux octonions usuels.
On conclut de la que le plongement cherché de S-2 dans Ggep(k') existe si
et seulement si Ggep et GY sont k'-isomorphes, i.e. si et seulement si —1 est
somme de 4 carrés dans k'. Un argument analogue montre que Lo(13) est
plongeable dans Ggep (k') si et seulement si k' contient v/13 et —1 est somme
de 4 carrés dans k' ; méme chose pour Ly(8), avec /13 remplacé par zg + Zg,
ou zg est une racine primitive 9-ieme de 1'unité. (Noter I’analogie de ces énon-
cés avec le suivant, connu depuis longtemps : Alty, Sym, et Alts sont plon-
geables dans PGLy (k') si et seulement si —1 est somme de 2 carrés dans k' et

(pour Alts) k' contient v/5.)
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ON A THEOREM OF JORDAN

The theorem of JORDAN which I want to discuss here dates from 1872. It is
an elementary result on finite groups of permutations. I shall first present its
translations in Number Theory and Topology.

1. Statements

1.1. Number Theory

n
Let f = Z amr™ be a polynomial of degree n, with coefficients in Z. If p

m=0
is a prime, let Ny(f) be the number of zeros of f in ¥, = Z/pZ.

THEOREM 1. — Assume
(i)n>2,
(ii) f is irreducible in Q[x].
Then

(a) There are infinitely many p’s with N,(f) = 0.
(b) The set Po(f) of p’s with Ny(f) = 0 has a density co = co(f) which
15 > 0.
[Recall that a subset P of the set of primes has density c if
number of p € P with p < X

I -
Xohoo 7(X) ©

where 7(X) is as usual the number of primes < X.]

Moreover,

THEOREM 2. — With the notation of Theorem 1, one has co(f) >

strict inequality if n is not a power of a prime.

, with

S|
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Ezample. — Let f = 22+1. One has p € Po(f) ifand only if p = —1 (mod 4);
this set is well-known to have density 1/2. We shall see more interesting
examples in § 5.

1.2. Topology
Let S; be a circle.
Let f: T — S be a finite covering of a topological space S. Assume :
(i) f has degree n (i.e. every fiber of f has n elements), with n > 2,
(ii) T is arcwise connected and not empty.

THEOREM 3. — There exists a continuous map ¢ : S1 — S which cannot
be lifted to the covering T (i.e. there does not exist any continuous map
@ :S1 — T such that ¢ = fo@).

1.3. Finite Groups

Let G be a group acting on a finite set X. Put n = |X| (1.
THEOREM 4. — (JORDAN [9]) Assume that

(i) n > 2,

(ii) G acts transitively on X.
Then there exists g € G which acts on X without fized point.

Assume that G is finite (which is the case if G acts faithfully on X). Let Gg

G
be the set of g € G with no fixed point. Call ¢y the ratio %.
1
THEOREM 5. — (CAMERON-COHEN [4]) One has co > —. Moreover, if n is
n

1
not a power of a prime, then cy > —.
n

2. Proofs of the group theoretical statements

2.1. Burnside’s Lemma

Let G be a finite group acting on a finite set X. If g € G, let x(g) be the
number of fixed points of g on X, i.e. x(g) = |X9|.

BURNSIDE’S LEMMA. — (cf. [6, §4.2], [3, §145]) The number of orbits of G
in X s equal to
061 = G Lgea x(9) = [ x-

(If S is a finite set, we denote by |S| the number of elements of S.
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(If ¢ is a function on G, and S is a subset of G, we denote by fs  the number

1
€] Z ©(g). When S = G, we write [ ¢ instead of [ ¢.)
g€eSs

By decomposing X into orbits, it is enough to prove the lemma for X # &
and G transitive on X, i.e. X ~ G/H for some subgroup H of G.

We give three proofs, in different styles.
First Proof : “Analytic Number Theory Style”.

PROEDIDIEEDIDIE

geG geG zeX zeX geG
= > [H=H X =G|
zeX

Second Proof : “Combinatorics Style”. Let Q C G x X be the set of pairs (g, x)
with g-z = . We compute |{2| by projecting on each factor. In the projection
Q — G, the fiber of g € G has x(g) elements and hence

2] => x(9).

geG
On the other hand, in the projection {2 — X, the fiber of z € X is a conjugate
of H and hence
Q=) [H| = [H| - |G/H| = |G].
zeX

Third Proof : “Algebra Style”. The function yx is the character of the permuta-
tion representation defined by X. Hence, (x, 1) is the dimension of the space
of G-invariant elements of that representation, which is obviously 1.

2.2. Proof of Theorem 5

LEMMA. — [x? > 2.

First Proof (by Burnside’s Lemma). If g € G, x2(g) is the number of points of

X x X fixed by g and [ x? is the number of orbits of G on X x X, which is > 2,

as one sees by decomposing X x X into the diagonal and its complement.
This also shows that [ x? = 2 if and only if G is doubly transitive on X.

Second Proof (by Group Representations). We have x = 1 + X/, where ¥’ is a
non-zero real character with [ x’ = 0. Therefore,

fX2:1+fX/2>27
with equality if and only if X’ is irreducible.
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We now prove Theorem 5. Recall that Gy is the set of g € G with x(g) = 0.
If g & Go, then we have 1 < x(g) < n and therefore,

(x(9) = D(x(g) —n) <O0.
Hence,
Ja—g, (x(9) = D(x(g9) — n) <0,

ie.,

Jo(x(9) = D(x(9) = n) < Jo, (x(9) = D(x(g9) —n) =n [g, 1.
The right hand side is
nfGO 1 =ncy,
and the left hand side is

JoO? = (n+1)x +n).
By the Lemma, and the fact that [ x = 1, we have

Jo 0P —(+x+n) 22— (n+1)+n=1,

hence

1< ncy.

2.3. Equality in Theorem 5

The proof of Theorem 5 shows that equality holds if and only if [ x? = 2
and (x(g9) — 1)(x(g) —n) = 0 for every g € G — Gy, i.e. if and only if G is
doubly transitive, and no element of G — {1} fixes 2 points. By a theorem of
FROBENIUS [8], the set N = {1} U G is then a normal subgroup of G, and
G is a semi-direct product : G = H-N. Hence |N| = n, and (n — 1)/|G| =
|Gol/|G| = co = 1/n,ie. |G| =n(n—1), |H = n—1. Moreover, the action of H
on N — {1} by conjugation is a free action. Since H and N — {1} have the same
number of elements, one sees that H acts freely and transitively on N — {1}.
This implies that N is a p-group for some prime p [and even more : N is an
elementary abelian p-group]. Hence, n is a power of a prime.

Remarks.
1. It is only for convenience that we have used Frobenius’s Theorem [8]. It
is possible to give a direct proof, as was already done in JORDAN’s paper [9].
2. Conversely if n is a power of a prime, there exists a pair (G, X) with
|X| =n and ¢g = 1/n : take X = k, a finite field with n elements, and define
G as the group of affine transformations x — ax + b with a € k*,b € k.
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3. Proof of the covering space statement

With the same notation as in § 1.2, choose a point s € S. Let X = f~1(s) be
the fiber of s. Let G = m1(S, s) be the fundamental group of S at the point s.
There is a natural action of G on X, and the hypothesis that T is arcwise
connected implies that every two points in X can be connected by a path and
hence G acts transitively on X. Since n = |X| > 2, Theorem 4 shows that
there exists g € G which has no fixed point on X. If we represent g by a loop

¢ :(S1,80) — (S,s),

where sg is a chosen point in S;, then ¢ cannot be lifted to T. Indeed, if
@ :S1 — T were a lift of ¢, the point x = $(sp) would be a fixed point of G.

4. Proof of the number theoretic statement

We now prove Theorems 1 and 2 with the help of Theorems 4 and 5.

Let x1,%9, - ,Z, be the roots of f in an algebraic closure Q of Q. Let
E = Q(z1, 22, -+ ,zy) and let G = Aut E = the Galois group of E/Q. The ac-
tion of G on the set X = {x1,z2, -+ ,z,} is transitive since f is irreducible

over Q. Let Gg be the subset of G having no fixed points. By Theorems 4
and 5, we have

IGol _ 1.

G ~ n

Let us define a finite set S of “bad” prime numbers, namely, those which
divide the discriminant of f or divide the coefficient of ™. Assume now that
p & S. Then the reduction f, of f modulo p is a polynomial of degree n, whose
n roots (in an algebraic closure F, of F,,) are distinct. Let X, be the set of
such roots. We may identify X, and X in the following way :

Let R = Z[z1,z2, -+ ,x,] be the ring generated by the x;’s. Choose a
homomorphism ¢ : R — F,, ( such a homomorphism exists since p { ag) and
any other such homomorphism is of the form ¢os, with s € G. Such a ¢ defines
a bijection ¢, : X — X,,, which is well-defined up to an element of G. Let m,
be the Frobenius automorphism of Fp, i.e., A= AP. The map m, acts on X,,.
If we identify X, with X via ¢,, we get a permutation o, of X (depending on
the choice of ¢). One proves that this permutation belongs to G. It is called
the Frobenius substitution of p (relative to the choice of ¢); it is well-defined
up to inner conjugation in G. We have

(%) If p €S, N, is the number of x € X fixed by o,
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This follows from the corresponding fact for X, and m,. [More generally, if o,
is a product of disjoint cycles of lengths £, then f,, decomposes into a product
of Fp-irreducible polynomials of degrees ¢,.] Hence, N, = 0 if and only if
op € Go, where Gg is the set of s € G which acts on X without fixed point.
Note that G is stable under conjugation so that “o, € Go” makes sense.

We now recall Chebotarev’s Density Theorem (see Notes for §4) :

CHEBOTAREV’S DENSITY THEOREM. — ([19], [1]). Let C be a subset of G,
stable under conjugation (i.e. a union of conjugacy classes). Then the set Pc g

C
of primes p ¢ S with o, € C has a density, which is equal to %
Applying this Theorem to the case C = Gy shows that the set Po(f) of
G
Theorem 1 has density ¢y = %; by Theorems 4 and 5, this completes the

proofs of Theorems 1 and 2.

5. Example : Ny(f) for f=2" -2 -1
5.1.

In this section, we consider the special case of f = 2" —x—1,n > 2, and we
relate the numbers N, (f) to the coefficients of suitable power series. We limit
ourselves to stating the results; for the proofs, see the hints given in the Notes.

Here is a small table of N,(f) for f =2" -2z —1,n =2,3,4,5:

p |ln=2n=3|n=4|n=>5
2 0 0 0 0
3 0 0 0 0
5 1 1 0 0
7 0 1 1 0
11 2 1 1 0
13 0 0 1 0
17 0 1 2 2
19 2 1 0 1
23 0 2 1 1
59 2 3 1 0
83 0 1 4 0
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5.2. The case n =2

The discriminant of f = 2 —x — 1 is 5; the polynomial f has a double root
mod 5; hence N5(f) = 1. For p # 5, we have

2 ifp=+1 (mod 5)

Np(f) = {o if p=+2 (mod 5).

o0
If one defines a power series F(q) = Z amq™ by
m=1

- -+q" _

- - -+ + - -+ +

F=

the above formula can be restated as
N,(f) =ap+1 for all primes p.

Note that the coefficients of F are strongly multiplicative : one has
Q! = QmGyy for every m,m’ > 1. The corresponding Dirichlet series

o0
-1
Z amm~® is the L-series H (1 — (g) p_s) .
m=1 p

5.3. The case n =3

The discriminant of f = 23 — 2 — 1 is —23; the polynomial f has a double
root and a simple root mod 23; hence Nog(f) = 2. For p # 23, one has :

_Joor3 if (&)
No(F) = {1 if (g) =—1.

Moreover, in the ambiguous case where (2%) = 1, p can be written either as
z? + xy + 6y% or as 222 + xy + 3y? with z,y € Z; in the first case, one has
N,(f) = 3; in the second case, one has N,(f) = 0.

[The smallest p of the form z? + xy + 6y% is 59 = 52+ 5-2 4 6 - 22, hence
Nso(f) = 3, cf. table above.]
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oo
Let us define a power series F = Z amq™" by the formula

m=0

F=q]][1-d"01-¢*)
k=1

1 x? +acy—l—6y2 212+xy+3y2
=5 ( S o vy

z,YyeZ z,yeZ
RPN QS JTPA ST Sk B L T
The formula for N,(f) given above can be reformulated as :
N,(f) =ap+1 for all primes p.

Note that the coefficients of F are multiplicative : one has a,,, = Gman, if
m and m’ are relatively prime. The g-series F is a newform of weight 1 and
level 23. The associated Dirichlet series is

. a a py 1 -t

S =TI -2+ (%) )
L)

m:1ms . ps 23 ps

5.4. The case n =4

The discriminant of f = 2* — 2 — 1 is —283. The polynomial f has two
simple roots and one double root mod 283, hence Nog3(f) = 3. If p # 283, one
has

0 or 4 if p can be written as 2% + zy + 71y?
N,(f) =11 if p can be written as 7z? + 5xy + 11y?
Oor2 if () =-1.

[These cases correspond to the Frobenius substitution of p being conjugate
in Sy to (12)(34) or 1; (123); (1234) or (12) respectively.]
A complete determination of N,(f) can be obtained via a newform

F= Z amq™ of weight 1 and level 283 given in [5, p.80, example 2] :

m=1

F=qg+ /—_2q2_ /—_2q3_q4_ /_—Qqs+2q6—q7—q9+2q10+q11+ /_—2q12+--- '
One has :

N,(f) =1+ (ap)2 — (%) for all primes p # 283.
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I do not know any closed formula for F, but one can give one for its reduction
mod 283, see Notes. This is more than enough to determine the integers N, (f),
since they are equal to 0,1,2 or 4.

5.5. The case n > 5

Here the only known result seems to be that f = 2™ — x — 1 is irreducible
(SELMER [15]), and that its Galois group is the symmetric group S,. No
explicit connection with modular forms (or modular representations) is known,
although some must exist because of the Langlands program.

Notes
1.1

Here is another interpretation of ¢o(f). Let K = Q[z]/(f) be the number
field defined by f. We have [K : Q] = n > 2. For every d > 1, let a4(K) be
the number of the ideals a of the ring of integers of K with N(a) = d. The
zeta function of K is the Dirichlet series

aq(K)
Gls) =D =g
d>1
Using standard recipes in analytic number theory, one can show that The-
orem 1 is equivalent to saying that (k is lacunary : most of its coefficients

are zero. More precisely, if we denote by Nk (X) the number of d < X with
aq(K) # 0, one has

Nk (X) ~ cK( for X — oo,

L
log X)CO (f)

where ck is a strictly positive constant (cf. ODONI [13] and SERRE [16, §3.5]).
As for Theorem 2, it can be reformulated as

X
Ni(X) =0 ((log X1/

with “O” replaced by “0” if n is not a power of a prime.

) for X — oo,

1.2. Jordan’s Theorem (Theorem 4)

The standard proof of Theorem 4 relies on the fact that the stabilizer H, of
a point z of X has |G|/n elements, since X ~ G/H,. When z runs through the
n points of X, the subgroups H; have at least one point in common, namely
the element 1. Hence, their union has at most n - |[H,| — (n — 1) elements,
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i.e. at most |G| — (n — 1) elements. This shows that there are at least n — 1
elements of G which do not belong to any H,, i.e. which have no fixed point.
The interest of Theorem 5 is that it replaces the crude lower bound n — 1
by |G|/n, which is close to being optimal.

Remark. Another way of stating Theorem 4 is :

THEOREM 4'. — If H is a proper subgroup of a finite group G, there is a
conjugacy class of G which does not intersect H.

In group-character language, this can be restated as :

THEOREM 4”. — There exist two characters of G which are distinct, but have
the same restriction to H.

In other words, the characters of G cannot be detected by their restriction
to a proper subgroup of G. One needs at least two such subgroups (such as,
for GLy(Fy), a Borel subgroup and a non-split Cartan subgroup). This is
quite different from the case of compact connected Lie groups, where just one
maximal torus is enough.

1.3. Theorem 5

Theorem 5 originated with a question of LENSTRA, in relation with Theo-
rem 2. See BOSTON et al [2] for more on this story.

2. Burnside’s Lemma

The first two proofs we offer are basically the same. Only their styles are
different : analytic number theorists love to write 1 and to permute sum-
mations, while combinatorists are fond of counting the elements of a set by
mapping it into another one.

Note that Burnside’s Lemma implies directly the weak form of Jordan’s
Theorem (Theorem 4 above). Indeed, since the mean value of x(g) is 1, and
the element g = 1 contributes n > 1, there has to be some g € G with x(g) < 1,
hence x(g) = 0.

Note also that Burnside’s Lemma, combined with Chebotarev’s Density
Theorem, gives the following result :

If f is as in §1.1, the mean value of Np(f) for p — oo is equal to 1.

In other words :
> Ny(f) ~w(X)  for X — oo.

p<X
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This is due to KRONECKER [10] and FROBENIUS [7], in the slightly weaker
form where “natural density” is replaced by “analytic density”.

3. Lifting circles to coverings

Theorem 3 does not extend to infinite coverings. Indeed, it is easy to con-
struct an infinite free group G having a subgroup H of infinite index such that
UgHg™! = G. If one chooses a connected graph S with fundamental group
isomorphic to G, the covering T — S associated with H has the property
that every continuous map S; — S can be lifted to T.

4. Chebotarev Density Theorem

The original proof can be found in [19]; it uses “analytic density” instead of
“natural density”. The more precise form we give was pointed out by ARTIN [1],
even before Chebotarev’s Theorem was proved.

For the history of this theorem, see [11], which also includes a sketch of
proof. For applications, see for instance [16] or [18].

Note that, for the application we make to Theorems 1 and 2, a weaker ver-
sion of the theorem would be enough, namely the one proved by FROBENIUS [7]
(with, once again, the proviso that “analytic density” has to be replaced by
the “natural density”).

5.1. Computation of N,(f)

For a given polynomial f, such as z> —z — 1, 2* —z — 1, etc., the numerical

computation of Ny(f) is an interesting question, especially for large values of
the prime p. There are essentially two methods :

— The naive one is to try successively all the values of £ mod p, and count
those which are zeros of f mod p. This is slow; it requires exponential time
(with respect to the number of digits of p); it is reasonable for very small
primes only (up to 5 digits, say).

— The second method is much faster (polynomial instead of exponential),
and can handle primes of about 100 digits. It relies on the standard fact
that computing zP by successive squarings takes about logp operations. One
applies this principle to the finite F,-algebra A, = F,[X]/(f), with « equal to
the image of X in A,. Once zP is computed, one gets N, (f) by the formula :

n — Np(f) = rank of the linear endomorphism u — (zP — z)u of A,,.

Note that a variant of this method is incorporated in programs such as
PARI, where one has only to ask polrootsmod(f,p)? to get the list of the
roots of f modp.
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5.2. N,(f) for f=2? -z -1

For p # 2,5, the roots of f, in F,, are (1 £ 1/5)/2; hence N,(f) =2if5is a
square (mod p), and N,(f) = 0 if not. By quadratic reciprocity, the first case
occurs if and only if p = £1 (mod 5). A direct proof is as follows : call z a

primitive 5% root of unity in Fp and put z = —(z + 2*), 2/ = —(2%2 + 23). One
has ¢ + 2’ = 1 and za’ = —1 because 1 + z + 22 + 23 + 2* = 0. Hence, z,2’
are the zeros of f,. The action of the Frobenius o, on X = {z,z'} is clear :
we have o,(7) = —(2P + 27P). If p = £1 (mod 5), we have 2P = z*!, hence

op(z) = z,0p(x’) = 2/, and Np(f) = 2; if p = £2 (mod 5), the same argument
shows that o, permutes z and ', hence N,(f) = 0.

Remark. — Even though the two cases N,(f) = 0 and N,(f) = 2 arise
“equally often” (in an asymptotic sense, when p — 00), yet there is a defi-
nite bias towards the first case. This is an example of what RUBINSTEIN and
SARNAK call “Chebyshev Bias”, cf. [14].

5.3. Ny(f) for f =23 -z -1

Let E = Q[X]/(f) be the cubic field defined by f, and let L be its Galois
closure. We have Gal(L/Q) = Ss. The field L is a cubic cyclic extension of
the quadratic field K = Q(1/—23); it is unramified, and, since h(—23) = 3, it
is the Hilbert class field of K, i.e. the maximal unramified abelian extension
of K (as a matter of fact, it is also the maximal unramified extension — abelian
or not — of K, as follows from the Odlyzko bounds, see e.g. MARTINET [12].)

If p # 23, let 0, be the Frobenius substitution of p in S3 = Gal(L/Q); it
is well-defined, up to conjugation. The image of o, by sgn : S3 — {%1} is
£(p), where ¢ is the quadratic character associated with K/Q, i.e., e(p) = (2%)
This shows that oy, is a transposition if (4) = —1, hence Np(f) = 1 in that
case. When (&) =1, oy, is of order 1 or 3, hence N,(f) =3 or N,(f) =0. To
distinguish between these two cases, one decomposes p in K as a product of
two prime ideals p and p, and one has to decide whether p is principal or not.
The standard correspondence between ideal classes and binary quadratic forms
shows that p is principal is equivalent to p being representable by the form
22 + xy + 6y2, while p is non principal is equivalent to p being representable
by the form 222 + zy + 3y?. This gives the recipe we wanted, namely,

3 if p is representable by 22 + zy + 6y>
N,(f) =< 0 if p is representable by 222 + zy + 3y>
1 if (&) =-1.
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The natural embedding p of S3 = Gal(L/Q) in GL3(C) gives rise to an Artin
L-function

with coefficients a,, € Z. One may characterize it by

L(p, s) = Cu(s)/<(s),

where (g(s) is the zeta function of the cubic field E. This is equivalent to

saying that the linear representation p @ 1 is isomorphic to the 3-dimensional

permutation representation of S3. By comparing the traces of o, in both

representations, we get Ny, (f) = a, + 1 for every prime p (including p = 23).

Since S3 is a dihedral group, Hecke’s theory applies and shows that the power
o

series F = Zamqm with the same coefficients as L(p, s) is a cusp form of
m=1

weight 1 and level 23, with respect to the character €. The explicit expressions

of F' given in the text can be checked by standard modular methods.

5.4. N,(f) for f=a* -z -1

Let E be the quartic field defined by f and L its Galois closure; the Ga-
lois group G = Gal(L/Q) is isomorphic to S4. Let H be the unique normal
(2,2)-subgroup of G; the quotient G/H is isomorphic to S3. The field L is
the Hilbert class field of Q(1/—283); note that h(—283) = 3. The same ar-
gument as in Note 5.3 gives the image of the Frobenius o, in G/H in terms
of (385) and of the binary forms z? + zy + 71y* and 7z? + bzy + 11y? with
discriminant —283.

To go further, one needs a result of TATE (reproduced in [17],[12],[5]) which
says that the field L has a quadratic extension L having the following two
properties :

e L is unramified over L (and hence also over Q(v/—283));
e L is a Galois extension of Q.

(An explicit construction of i, due to TATE, is : L= L(v4 — 7z?), where z is
a root of f in L; the construction given in CRESPO [5] is more complicated.)
MARTINET [12] has shown that L is the maximal unramified extension of
Q(v/—283); in other words, the fundamental group of Spec Z[(1 4+ v/—283)/2]
is isomorphic to the “binary tetrahedral group” Ay= SLy(Fs3).
The group G = Gal(L/Q) is isomorphic to GLy(F3); it has a natural em-
bedding p in GLy(C); its character has values in Z[v/—2]. By a well-known
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theorem of LANGLANDS and TUNNELL (see the references in [5]), the L-series
oo

attached to p corresponds to a modular form F = Z amq™ of weight 1 and
m=0

level 283 whose first hundred coefficients are computed in [5]. One checks (by a

character computation) that one has

p@p=cd(0—-1),
where 6 is the 4-dimensional permutation representation of G and ¢ is the

signature character of G. By taking traces, this gives

(%)2 = (2;%3) + N, (f) — 1, for all primes p # 283.

Remark. One may give an explicit formula for F (mod 283) as follows : by
a known result [17, 9.3.1] F is congruent mod 283 to a modular form ¢ of
weight (283 + 1)/2 = 142, and of level 1. Hence, ¢ can be written as a linear
combination, with coefficients in Fog3, of the standard basis :

QR*A, QR*A? ..., QrA!

(with Ramanujan’s notation :

0 n3qn & n5qn
Q=1+240) R=1-504)
n=1 n=1

1_qn’ 1_qn’

o
and A = (Q®—R?)/1728 = ¢ [J (1 — ¢)*).
n=1
A computation, using only the first eleven coefficients of F, gives the coeffi-

cients of ¢ in that basis :
1,24, 52,242, 40, 232, 164, 217, 262, 274, 128].
In other words, we have
F = QR®A + 24QR?*'A? + ... + 128QRAM  (mod 283).
(In these computations, I have selected 127 as “y/—2” mod 283.)
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Séminaire Bourbaki mars 2004
2003-2004, exposé n° 932

COMPLETE REDUCTIBILITE

1. Introduction : le cas du groupe linéaire
1.1. Rappels

Soient k£ un corps commutatif et I' un groupe. Un I'-module (ou une repré-
sentation linéaire de I') est un k-espace vectoriel V de dimension finie, muni
d’une action linéaire de I'.

On dit que :

(1.1.1) V est irréductible (ou simple) si V. # 0 et si V ne contient aucun
sous-I'-module distinct de 0 et de V.

(1.1.2) V est complétement réductible (ou semi-simple) si V est somme di-
recte de I'-modules irréductibles.

(1.1.3) V est indécomposable si V # 0, et si V n’est pas somme directe de
deux sous-I'-modules # 0.

[Dans la suite, nous abrégerons en écrivant ir, cr, ind respectivement.]

Les propriétés suivantes sont bien connues :

(1.1.4) V est cr si et seulement si, pour tout sous-module W de V, il existe
un sous-module W/ de V tel que V=W & W',

(1.1.5) Si V est somme directe de sous-modules V;, alors V est cr < tous
les V; sont cr.

On connait moins bien les propriétés relatives au produit tensoriel V @ V'
de deux représentations V et V’. La plupart des cours d’Algebre se bornent
a définir le produit en question, et & en démontrer des propriétés évidentes.
Aucun, & ma connaissance, ne signale le résultat trés frappant suivant, di &
CHEVALLEY :

THEOREME 1.1 ([Ch 55, p. 88]). — Supposons k de caractéristique 0. Si V et
V' sont des T'-modules complétement réductibles, leur produit tensoriel V@ V'
est complétement réductible.

(Noter que l'on ne fait aucune hypothese sur le groupe I'.)
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Lorsqu’on veut étendre ce théoréme & la caractéristique p (avec des condi-
tions restrictives sur dim V et dim V', cf. prop. 5.8), il est utile de disposer
d’une notion de compléte réductibilité dans laquelle le groupe linéaire GL(V)
est remplacé par un groupe réductif quelconque. Cette notion peut se définir,
soit en termes de sous-groupes paraboliques, soit en termes d’immeubles de
Tits, cf. [Se 97b], [Se 98]. C’est ce que nous allons voir. Les §§ 2,3 contiennent
les énoncés généraux, et les §§ 4,5 donnent des criteres plus précis, ainsi que
diverses applications.

1.2. Exemple : 'immeuble de GL(V)

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie n. On supposera n > 2
(sinon, 'immeuble correspondant est vide).

1.2.1. Définition. — L’immeuble de GL(V), appelé aussi immeuble de V,
est un complexe simplicial X = X(V), de dimension n — 2, qui est défini de la
maniere suivante :

— les sommets de X correspondent bijectivement aux sous-espaces vectoriels
de V distincts de 0 et de V. (Si W est un tel sous-espace, on note xw le sommet
correspondant.)

— un ensemble s de sommets de X est un simplexe de X si et seulement si
les sous-espaces vectoriels correspondants forment un drapeau, i.e. une filtra-
tion strictement croissante de V. [Si l'on préfere la géométrie projective a la
géométrie affine, on peut aussi voir les sommets de X comme les sous-variétés
projectives de I’espace projectif P(V), distinctes de @ et de P(V).]

1.2.2. Type. — Si x = zw est un sommet de X, on note type(z) la dimen-
sion de ’espace vectoriel W. L’ensemble des types de sommets est ’ensemble
I={1,...,n—1}.

1.2.3. Opposition. — Deux sommets x = zw et 2’ = zyw- sont dits opposés si
V est somme directe de W et W’ ; leurs types se correspondent par I'involution
t — n —t de I. Deux simplexes sont opposés si tout sommet de I'un est opposé
a un sommet de I'autre. En termes de filtrations, cela correspond & la notion
usuelle de filtrations opposées.

1.2.4. Sous-groupes paraboliques. — Les sous-groupes paraboliques de GL(V)
sont les stabilisateurs des drapeaux de V. Les sous-groupes paraboliques
propres (i.e. distincts de GL(V)) correspondent donc aux simplexes non vides
de 'immeuble X ; les paraboliques maximaux correspondent aux sommets de
X et le groupe GL(V) au simplexe &. Deux simplexes s et s’, correspondant
aux paraboliques P et P’, sont opposés au sens du n°1.2.3 si et seulement
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si P et P’ sont opposés au sens usuel du terme, c’est-a-dire si P N P’ est un
sous-groupe de Levi de chacun d’eux, cf. [BT 65, 4.8].

1.2.5. Appartements. — Soit T un tore déployé maximal de GL(V). L’action
de T sur V décompose V en somme directe de droites D;. Si, dans la définition
de X, on se restreint aux W qui sont sommes directes de certaines des D;, on
obtient un sous-complexe C de X qui est isomorphe au complexe de Cozeter du
groupe symétrique S,. D’un point de vue combinatoire, ¢’est la subdivision ba-
rycentrique du bord d’un (n — 1)-simplexe ; topologiquement, c’est une sphere
de dimension n — 2. Un sous-complexe de X obtenu de cette fagon est appelé
un appartement de X. Par construction, les appartements correspondent aux
tores déployés maximaux de GL(V).

1.2.6. Exemple. — Prenons n = 3. L’immeuble correspondant est un graphe,
qui a deux types de sommets : ceux qui correspondent aux points du plan
projectif et ceux qui correspondent aux droites. Deux sommets sont voisins (i.e.
sont les extrémités d’une aréte) si et seulement si ils correspondent & un point
situé sur une droite : la relation de voisinage est la relation d’incidence. Les
appartements sont les hexagones a-B-c-A-b-C-a associés aux triangles ABC,
de cotés a = BC, b = CA, ¢ = AB : la théorie de Tits transforme triangles en
hexagones!

1.3. Traductions immobiliéres : le cas de GL(V)

Si V est un I'-module, le groupe I' opére de fagon naturelle sur I'immeuble
X = X(V) du n°1.2. Cette action respecte les types (au sens du n°1.2.2).
En particulier, si un simplexe s de X est stable par I, il est fixé par I'. Si P
est le sous-groupe parabolique correspondant a s, P est normalisé par I, i.e.
contient I' (puisqu’un parabolique est son propre normalisateur). Le sous-
espace X! des points fixes de I' est un sous-compleze simplicial de X, et les
définitions du n° 1.1 se traduisent de la fagon suivante :

(1.3.1) V est irréductible <> X' = @ < T n’est contenu dans aucun sous-
groupe parabolique propre de GL(V).

(1.3.2) V est complétement réductible < pour tout sommet = de X! il existe
un sommet 2’ de X' qui est opposé & = (cf. 1.2.3) < pour tout parabolique
maximal P contenant I, il existe un parabolique P’ opposé a P qui contient I'.

(1.3.3) V est indécomposable < X' ne contient aucun couple de sommets
opposés < il n’existe pas de couple (P, P’) de paraboliques propres de GL(V)
qui soient opposés et contiennent tous deux I'.
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Il n’est pas difficile de montrer que (1.3.2) équivaut a :

(1.3.2") pour tout simplexe s de X', il existe un simplexe s’ de X' qui est
opposé a s < pour tout parabolique P (maximal ou pas) contenant I', il existe
un parabolique opposé & P qui contient I'.

2. La compléte réductibilité dans les immeubles sphériques

2.1. Immeubles sphériques

Un immeuble sphérique est un complexe simplicial X, muni d’une famille
de sous-complexes appelés appartements. Je renvoie & [Ti 74] pour la liste des
axiomes ; voir aussi [Br 89], [Ron 89] et [TW 02, § 40]. Voici quelques-unes des
propriétés de ces immeubles :

2.1.1. Dimension et rang. — Le complexe X est de dimension finie. L’entier
r = dim(X) 4+ 1 est appelé le rang de X. Lorsque X = &, on convient que
dim(X) = —1, de sorte que r = 0. Tout simplexe maximal est de dimension
dim(X).

2.1.2. Types des sommets. — Soit som(X) ’ensemble des sommets de X. Il
existe une unique relation d’équivalence R sur som(X) ayant les propriétés
suivantes :

(a) L’ensemble quotient som(X)/R a r éléments.

(b) Deux sommets appartenant & un méme simplexe ne sont R-équivalents
que s’ils sont égaux.

Si z € som(X), 'image de x dans I = som(X)/R est appelée le type de z, et
notée type(z). On dit qu'un automorphisme f de X préserve les types si x et
f(z) ont méme type quel que soit = € som(X).

Ezemple. Lorsque X est 'immeuble X(V) du n°1.2, on peut identifier I &
{1,...,n—1}, cf. 1.2.2.

2.1.3. Appartements. — Un appartement est isomorphe au complexe de Coxe-
ter d’'un groupe de Coxeter fini qui ne dépend que de X; c’est une sphere de
dimension r — 1. Deux simplexes quelconques sont contenus dans un apparte-
ment.

2.1.4. Opposition et géodésiques. — Soient z et y deux points de X (c’est-a-
dire de sa réalisation géométrique), et soit A un appartement les contenant.
On dit que x et y sont opposés dans X s'ils le sont dans A (ce qui a un sens
puisque A est un complexe de Coxeter); cela ne dépend pas du choix de A.
Deux simplexes sont dits opposés si chaque sommet de I'un est opposé a un
sommet de I’autre. Si x et y ne sont pas opposés, il y a une unique géodésique xy
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qui les joint dans A. Elle est indépendante (paramétrisation comprise) du choix
de A.

2.1.5. Conwvexité. — Une partie Y de X est dite conveze, sil’on a zy C Y pour
tout couple de points x,y de Y, non opposés. On dit que Y est strictement
conveze si Y est convexe et ne contient aucun couple de points opposés (c’est
la notion de «convexité» de [Ti 74] et de [Mu 65, p. 63]).

2.1.6. Sphéres de Levi. — Une sphere de Levi est un sous-complexe S de X qui
est contenu dans un appartement A, et qui est l'intersection de A (vu comme
sphére) avec un sous-espace vectoriel.

2.1.7. Remarque. — Ces définitions se présentent de facon un peu plus na-
turelle si ’'on introduit ’immeuble vectoriel XVe* associé & X, dans lequel les
points de X sont remplacés par des demi-droites, ayant en commun un point
«0» (cf. [Rou 78]). Les appartements deviennent alors des espaces vectoriels
de dimension r, et les spheres de Levi des sous-espaces vectoriels définis par
l’annulation de certaines racines. Si = et y sont deux points de X't leur
somme  + y a un sens, et I’on a

r+(y+z)=(+y) +2

pourvu que z,y et z appartiennent a un méme appartement. Deux points
x et x' sont opposés si x + ' = 0. Une partie de X est convexe si le cone
correspondant de XV°* est stable par (z,y) — = + y, autrement dit si son
intersection avec tout appartement est un cone convexe au sens usuel du terme.

2.1.8. Immeuble résiduel. — Soit s un simplexe de X de dimension m. On note
Xs, ou St(s), 'immeuble résiduel («link ») de X en s, cf. [Ti 74]). Rappelons que
les simplexes de X de dimension d correspondent bijectivement aux simplexes
de X contenant s de dimension d +m + 1 (de sorte que le simplexe vide de X,
correspond & s). Si Y est un sous-complexe de X, les simplexes de Y contenant
s définissent un sous-complexe Y, de X, ; si Y est convexe, il en est de méme
de Y.

Soit S une sphére de Levi, et soient s et s’ deux simplexes de S de di-
mension maximale. Il y a un isomorphisme canonique proj : X5 — Xy (défini
dans [Ti 74, § 3.19]). Ces isomorphismes satisfont & la condition de transitivité
usuelle, ce qui permet d’écrire Xg a la place de X;. L’immeuble Xg peut étre
appelé 'immeuble de S. Les spheres de Levi de Xg correspondent bijectivement
aux spheres de Levi de X contenant S.
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2.2. Complete réductibilité et contractibilité

2.2.1. Définition. — Une partie Y de X est dite complétement réductible (en
abrégé : X-cr, ou simplement cr) si elle est convexe, et si, pour tout point
y €Y, il existe ¥y’ € Y qui est opposé & y.

Dans la suite, nous nous intéresserons surtout au cas ou Y est un sous-
complexe convexe de X (ou, parfois, de sa subdivision barycentrique) ; dans ce
cas, la condition cr équivaut a dire que, pour tout simplexe s de Y, il existe
un simplexe s’ de Y qui est opposé & s (il suffit méme que tout sommet de Y
ait un opposé dans Y, cf. th. 2.2 ci-dessous).

Exemple de sous-complexe convexe. Prenons pour X l'immeuble X(V) du
n® 1.2. Soit L un ensemble de sous-espaces vectoriels de V tel que :

WWeL = WNWeL et W+ W €L.

Soit Y, le sous-complexe plein de X(V) dont les sommets sont les zw, pour
WeLetW#0,V (cf. 1.2.1). Alors Yr, est conveze, et 'on obtient ainsi tous
les sous-complexes convexes de X(V).

2.2.2. Nous allons donner un critére topologique permettant de reconnaitre
si un sous-complexe convexe est cr. Précisons que nous munissons X de la
topologie limite inductive : une partie de X est ouverte si ses intersections
avec les sous-complexes finis de X le sont. (Une autre topologie est souvent
utile : celle définie par la distance angulaire ; elle n’interviendra pas ici.)

Rappelons d’autre part qu’un espace est contractile s’il a le type d’homotopie
d’un point ; un espace discret est contractile si et seulement si son cardinal est
égal a 1 ('ensemble vide n’est pas contractile!).

THEOREME 2.1 ([Se 97b]). — Soit Y un sous-compleze conveze de X. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Y est X-cr.

(b) Y contient un couple (s,s’) de simplezes opposés ayant méme dimension
que Y.

(¢) Y contient une sphére de Levi S de dimension dim(Y).

(d) Y n’est pas contractile.

Démonstration. — (a) = (b) est clair.

(b) = (c) : le plus petit sous-complexe convexe C(s, s’) contenant s et s’ est
une sphere de Levi.

(¢) = (d) : la sphere S définit un cycle dans Y qui n’est pas homologue & 0
puisqu’il est de méme dimension que Y (ceci ne vaut que si dim(Y) > 1, mais
le cas dim(Y) < 0 est immédiat).
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(d) = (a) : si Y n’est pas cr, il existe un point y € Y qui n’a pas d’opposé
dans Y, et 'on contracte Y grace aux géodésiques issues de y.

THEOREME 2.2. — Les conditions (a), ..., (d) du th. 2.1 sont équivalentes a :
(e) Pour tout sommet x de Y, il existe un sommet ' de Y qui est opposé
ax.
La démonstration sera donnée au n° 2.2.5 ci-dessous.

2.2.3. Remarques. — 1) Un résultat analogue au th. 2.1 vaut pour les sous-
complexes convexes de la subdivision barycentrique de X, a condition d’utiliser
d’autres sphéres que les spheres de Levi.

2) Supposons que Y soit cr, et non vide. On peut préciser sa structure
topologique de la fagon suivante :

Choisissons un simplexe s de Y de dimension maximum, et soit U(s) 1’en-
semble des simplexes de Y qui sont opposés a s. Si t € U(s), soit S; = C(s, 1)
la sphere de Levi définie par s et t. Soit B = % S; le bouquet des spheres S;
(t € U(s)); le choix d’un point  de s permet d’envoyer B dans Y.

PRrOPOSITION 2.3. — L’application B — Y ainsi définie est une équivalence
d’homotopie.

(Autrement dit, Y a le type d’homotopie d’'un bouquet de n-spheéres, ou
n = dim(Y).)

Démonstration. — Soit = un point intérieur a s, et soit Y’ le complexe obtenu
en retirant de Y les intérieurs des simplexes appartenant & U(s). Siy € Y/,
il est clair que y n’est pas opposé a z; de plus, on peut montrer que la géo-
désique zy est contenue dans Y’. Il en résulte que Y’ est contractile. On peut
donc contracter Y’ en un point sans changer le type d’homotopie de Y. On
obtient ainsi le bouquet de sphéres B, et la prop.2.3 s’en déduit. (Noter que
cet argument est le méme que celui employé par SOLOMON-TITS [So 69] dans
le cas particulier ou Y = X.)

On peut aussi se placer & un point de vue homologique. Il est commode d’uti-
liser les groupes d’homologie réduits H;(Y, Z) ; rappelons que ces groupes sont
égaux aux groupes d’homologie usuels si 7 > 0 et que ﬁg(Y, Z) et ﬁ_l(Y, Z)
sont respectivement le noyau et le conoyau de ’homomorphisme Hy(Y,Z) —
Z. En particulier ﬁ_l(Y,Z) est 0siY # Detest ZsiY =2, SiY est
contractile, tous les H;(Y,Z) sont nuls.

PROPOSITION 2.4. — S5iY est un sous-compleze conveze de dimension n, on
a H;(Y,Z) =0 pour i # n, et Hy(Y,Z) est un groupe abélien libre de rang
égal a Card(U(s)); il est # 0 si et seulement si Y est cr.
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Cela résulte de la prop. 2.3.

2.2.4. Réduction. — L’énoncé suivant permet souvent de passer de X a 'un
des immeubles résiduels X du n° 2.1.8.

PROPOSITION 2.5. — Soit Y un sous-complexe convexe de X, et soit S une
sphére de Levi contenue dans Y. Soit Xg l'immeuble associé a S, et soit Yg le
sous-complexe de Xg défini par Y. Pour que Y soit X-cr, il faut et il suffit que
Yg soit Xg-cr.

(Précisons comment est défini Yg : on choisit un simplexe s de S de di-
mension maximum, et 'on prend 'image de Y, par ’isomorphisme naturel
Xs — Xg.)

La démonstration utilise le lemme suivant ([Ti 74, p. 54]) :

Lemme 2.6. — Soit {s, s’} un couple de simplexes opposés, et soient t1,ts deux

simplexes de X5 (identifiés a des simplezes de X contenant s). Soit t) le sim-

plexe de Xy correspondant a t1 par lisomorphisme proj : X, — Xy Alors :
t1 et ty sont opposés dans X5 < t] et ty sont opposés dans X.

Démonstration de la prop. 2.5. Soit s un simplexe de S de dimension maximum,
et soit ¢; un simplexe de Y contenant s et de dimension égale & dim(Y).
Supposons d’abord que Y soit X-cr. Soit s’ 'unique simplexe de S opposé & s.
Puisque Y est cr, il existe un simplexe t5 de Y contenant s, qui est opposé a t;
dans Y. Le simplexe ¢} du lemme 2.6 est opposé & tg, et est contenu dans Y du
fait que Y est convexe (utiliser la définition de I’isomorphisme proj : X; — Xy
donnée dans [Ti 74, § 3.19]). On en déduit que Y contient la sphére de Levi
définie par {to,t]}, d’ou le fait que Y est cr d’apreés le th. 2.1. Inversement,
si Y est cr, il contient un simplexe opposé & t;, d’oll une sphére de Levi S’
de méme dimension que Y ; le sous-complexe S/, de Xy est une sphére de Levi
contenue dans Y, et de méme dimension ; il en résulte que Y, est cr.

2.2.5. Démonstration du théoréme 2.2. — 1l s’agit de prouver que (e) < (a).
L’implication (a) = (e) est évidente. On prouve (e) = (a) par récurrence sur
dim(X). Si Y = &, ’énoncé est clair. Sinon, choisissons un sommet y de Y,
que nous identifions & un simplexe de dimension 0. Puisque Y satisfait & (e),
il contient un sommet 3’ opposé & y. Le couple {y,y’'} est une sphere de Levi
de dimension 0. Vu la prop. 2.5, pour prouver que Y est X-cr il suffit de
montrer que le sous-complexe Y, de I'immeuble résiduel X, est X,-cr. Comme
dim(Xy) = dim(X) — 1, on peut appliquer ’hypothése de récurrence au couple
(Xy,Yy); il suffit donc de prouver que Y, a la propriété (e). Cela revient
a montrer que, pour toute aréte yz de Y d’extrémité y, il existe une autre
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aréte yz; qui est opposée & la précédente dans X,. Choisissons un sommet 2’
de Y opposé a z, ce qui est possible d’apres (e). Il existe une sphére de Levi D
de dimension 1 («cercle de Levi») contenant 2’ et yz. De plus, 2’ et yz sont
contenus dans le demi-cercle formé de la réunion de yz et de la géodésique yz'.
Soit z; le sommet de la géodésique yz’' qui est le plus proche de y, tout en
étant distinct de y. L’image D, de D dans X, est égale & {yz,yz1}, et c’est
une sphere de Levi de dimension 0 de X, ; il en résulte que yz et yz; sont
opposés dans X,, comme on le désirait.

2.3. Groupes agissant sur X

2.3.1. Soit I' un groupe agissant sur X, i.e. muni d’un homomorphisme
I' — Aut(X). Soit X' le sous-espace de X fixé par I'. Il est clair que X
est convexe : si I' fixe deux points x et y qui ne sont pas opposés, il fixe la
géodésique zy. Par analogie avec le n° 1.3, nous dirons que ’action de I' sur X
est :

— irréductible, si X' = @ ;

— complétement réductible, si Xb est cr;

— indécomposable, si X! est strictement convexe (cf. n°2.1.5).

Comme précédemment, nous utiliserons les abréviations ir, cr et ind.

Remarque : L’espace X! est un sous-complexe de la subdivision barycentrique
de X. Si l’action de I" préserve les types (ce qui sera le cas dans les §§ 3,4,5),
c’est méme un sous-complexe de X. D’apres le th. 2.1 (complété par la Re-
marque 2.2.3.1), XU est contractile si et seulement si ’action de T sur X n’est
pas cr.

2.3.2. Voici une propriété de réduction, au sens du n°2.2.4 :

PROPOSITION 2.7. — Supposons que I' préserve les types, et qu’il fixe une
sphére de Levi S, auquel cas il opére sur l'immeuble Xg correspondant. On a
l’équivalence suivante :

L’action de I" sur X est cr < L’action de I' sur Xg est cr.

Cela résulte de la prop. 2.5, appliquée au sous-complexe Y = X! de X.

2.4. La conjecture du point fixe

CONJECTURE 2.8. — Soit Y un sous-compleze de X (ou de sa subdivision
barycentrique), conveze et contractile. Il existe alors un point de’Y qui est fixé
par tout automorphisme de X qui stabilise Y.

(Un tel point mérite d’étre appelé un centre de Y.)
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Cette conjecture a été faite par TITS dans les années 50, sous I’hypothese
supplémentaire que Y est strictement convexe; son but était, semble-t-il, de
prouver un résultat sur les groupes unipotents que BOREL et lui ont démon-
tré ensuite par une méthode différente, cf. [BT 71]. Sous cette forme plus
restrictive, la conjecture est signalée par MUMFORD [Mu 65, p. 64] & cause
de ses relations avec la « Geometric Invariant Theory» (G.I.T.). En fait, le
cas particulier utile pour G.I.T. a été démontré en 1978 par KEMPF [Ke 78]
et ROUSSEAU [Rou 78]. Il y a d’ailleurs beaucoup d’autres cas ol 2.8 a été
démontrée, cf. [Rou 78], [Ti 97] et [Mi 97].

PROPOSITION 2.9. — Admettons la conjecture 2.8. Soit Y un sous-complexe
conveze contractile de X et soit I' un groupe d’automorphismes de X préservant
les types, et stabilisant Y. Alors YL est contractile.

Il est clair que Y' est un sous-complexe convexe de X. D’apres 2.8, il est
non vide. Il s’agit de montrer qu’il n’est pas cr. S’il I’était, il contiendrait une
sphere de Levi S de méme dimension, cf. th. 2.1. L’image Yg de Y dans Xg est
stable par T, et est contractile (prop. 2.5). En lui appliquant la conjecture 2.8,
on en déduirait que (Y')g = (Yg)! est non vide, ce qui est impossible puisque
S et YT ont la méme dimension.

PROPOSITION 2.10. — La prop. 2.9 est vraie (sans supposer que la conjec-
ture 2.8 le soit) dans chacun des deuz cas suivants :

(a) dim(Y) < 1.

(b) L’mage de I' dans Aut(Y) est un groupe résoluble fini.

Le cas (a) est clair si dim(Y) = 0, car Y est réduit & un point; il est facile si
dim(Y) =1 car Y est un arbre de diamétre borné, et un tel arbre a un centre,
a savoir le milieu des chemins sans aller-retour de longueur égale au diametre.

Pour (b), on se raméne par dévissage au cas ou I' agit sur Y par un groupe
cyclique d’ordre premier p. Comme les ﬁi(Y, Z/pZ) sont tous nuls, il en est
de méme des H;(Y', Z/pZ) d’apres la théorie de Smith; en effet, cette théorie
dit que, si I' ~ Z/pZ opere sur un complexe Y de dimension finie, et si les
H;(Y,Z/pZ) sont nuls pour i > N (ol N est un entier fixé), il en est de méme
des Iin(YF, Z/pZ) pour i > N. Or, si Y n’était pas contractile, il serait cr, et
le groupe ﬁi(YF, Z/pZ) correspondant & i = dim(Y") serait non nul d’apres
la prop. 2.4.

Action de sous-groupes normauz

PROPOSITION 2.11. — Admettons la conjecture 2.8. Soit I' un groupe d’auto-
morphismes de X respectant les types, et soit I un sous-groupe normal de T'.
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Si laction de T' est cr, il en est de méme de celle de T”.

(Comparer avec le résultat bien connu suivant : si une représentation li-
néaire d’'un groupe I' est completement réductible, il en est de méme de ses
restrictions aux sous-groupes normaux de I', cf. e.g. [Se 94, lemme 5].)

Posons Y/ = X et Y = X! = YT/, 11 s’agit de montrer que Y’ n’est
pas contractile. S’il I’était, la prop. 2.9, appliquée & (X, Y’,T"), montrerait que
Y = X' est contractile, contrairement & I’hypothese faite.

Un argument analogue, utilisant la prop. 2.10, démontre :

PROPOSITION 2.12. — Si T'/T" est un groupe résoluble fini, la prop. 2.11 est
vraie sans supposer que la conjecture 2.8 le soit.

Nous verrons au § 3.3 un autre cas du méme genre (th. 3.6).

3. Complete réductibilité des sous-groupes d’un groupe réductif

Dans ce qui suit, G désigne un groupe algébrique réductif sur un corps k
(cf. [BT 65]). Rappelons qu’un tel groupe est lisse et connexe.

Par un «sous-groupe algébrique» de G, on entend un k-sous-groupe algé-
brique («défini sur k »).

3.1. L’immeuble de G

3.1.1. Sous-groupes paraboliqgues. — Un sous-groupe parabolique de G est un
sous-groupe algébrique P tel que G/P soit une variété projective (définition
équivalente : apres extension des scalaires, P contient un sous-groupe de Borel).
Un tel groupe est lisse, connexe, et coincide avec son normalisateur dans G. Les
propriétés de ces groupes dont nous aurons besoin se trouvent dans [BT 65];
voir aussi [DG 70, XXVI].

3.1.2. L’immeuble de G. — Sa définition est donnée dans [Ti 74, § 5]. On le
notera X(G) ou simplement X. Ses simplexes correspondent aux sous-groupes
paraboliques de G ; si s est un simplexe, on note P le sous-groupe parabolique
correspondant. Les sommets de X correspondent aux paraboliques propres
maximaux ; le simplexe vide correspond a G. Le rang r de X est égal au k-
rang semi-simple de G, c’est-a-dire au k-rang (ou rang relatif) de G*4 = G/Cq,
ot Cg est le centre de G. On a r =0 (et X = @) si G* est anisotrope.

3.1.3. Appartements. — Ils correspondent aux tores déployés maximaux
(de G, ou de G*, c’est la méme chose).
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3.1.4. Types de sommets. — L’ensemble I des types de sommets peut étre
identifié a ’ensemble des sommets du k-diagramme de Dynkin de G.

3.1.5. Opposition. — Deux simplexes s et s’ de X sont opposés si et seulement
si les paraboliques P et Py sont opposés au sens de [BT 65, § 4], i.e. si PsNPy
est réductif, auquel cas c’est un sous-groupe de Levi de chacun d’eux.

3.1.6. Action de G(k). — Le groupe G(k) des k-points de G opere sur X
(par conjugaison des paraboliques). Cette action respecte les types. Si s est
un simplexe de X, le sous-groupe de G(k) fixant (ou stabilisant) s est P4(k).

3.1.7. Sphéres de Levi. — Soit L un sous-groupe de Levi d’un parabolique.
Les sous-groupes paraboliques contenant L correspondent aux simplexes d’une
sphére de Levi St,, et ’on obtient ainsi une bijection entre les L et les spheéres de
Levi (ce qui explique la terminologie utilisée au § 2). Les paraboliques ayant L
pour sous-groupe de Levi correspondent aux simplexes de dimension maximale
de la sphere Sg.. Si s est I'un de ces simplexes, 'immeuble résiduel X, (cf. 2.1.8)
peut étre identifié a 'immeuble de L.

3.1.8. Critére de convexité. — Soit Y un sous-complexe de X, et soit H ’en-
semble des paraboliques correspondant aux simplexes de Y.

PROPOSITION 3.1. — Pour que Y soit conveze, il faut et il suffit que H satis-
fasse a la propriété suivante :

(C) Si trois paraboliques P, P', Q sont tels que P € H, P’ € H, et Q D PNP’,
alors Q € H.

(Attention : I'inclusion Q D P NP’ est une inclusion de groupes algébriques.
Il ne suffit pas que Q(k) contienne P(k) N P'(k).)

L’énoncé revient & déterminer ’enveloppe convexe de la réunion de deux
simplexes (ceux correspondant & P et P’), ce qui se fait au moyen d’un appar-
tement les contenant tous deux.

3.1.9. Relations avec les sous-groupes multiplicatifs a 1 paramétre (G.1.T.).

Soit A : G,;, — G un homomorphisme. On peut lui associer de fagon na-
turelle deux points opposés hy(\) et h_(\) de I'immeuble vectoriel XVect,
cf. 2.1.7. Si X est & valeurs dans le centre de G, on a hy(A) = h_(A\) = 0.
Sinon, les demi-droites engendrées par hy(A) et h_(A) définissent deux points
x4+ (M) et z_(A) de 'immeuble X; ces points sont opposés. Soient si(A) et
s_() les plus petits simplexes de X contenant respectivement 2 (\) et x_ (),
et soient P4 (A) et P_(\) les sous-groupes paraboliques correspondants. Le
groupe P () est formé des points g de G qui sont contractés par A, i.e. tels
que A(t).g.A(t7!) ait une limite pour ¢ — 0 (cf. [Mu 65, p. 55] ou [Ri 88,
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§ 2]). De méme, P_()\) est 'ensemble des g tels que A(t).g.A(t~!) ait une li-
mite pour t — oo, et le groupe de Levi P (A\) NP_()) est le centralisateur de
I'image de .

Remarque. — Les h4 () jouent le rdle de points entiers pour 'immeuble vec-
toriel, et les x4 (\) sont les points rationnels de 'immeuble sphérique. L’in-
terprétation des sous-groupes paraboliques en termes de contractions est a la
base de la “Geometric Invariant Theory”; elle joue un role essentiel dans les
résultats de RICHARDSON et de BATE-MARTIN-ROHRLE cités plus loin.

3.2. Les propriétés G-ir, G-cr et G-ind

3.2.1. A partir de maintenant, I' désigne un sous-groupe de G(k). Son ac-
tion sur X permet de lui appliquer les définitions du n® 2.3.1 : irréductibilité,
complete réductibilité et indécomposabilité. Pour mettre G en évidence, nous
écrirons G-ir, G-cr et G-ind. Autrement dit :

T' est G-ir & I' nest contenu dans aucun sous-groupe parabolique propre
de G.

I' est G-cr < Pour tout parabolique P de G contenant I, il existe un sous-
groupe de Levi de P contenant I' (ou, ce qui revient au méme, il existe un
parabolique P’ opposé a P tel que I' C P(k) NP/(k)).

I' est G-ind & T' n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-
groupe parabolique propre de G.

3.2.2. Ezemples. — Lorsque G est un groupe classique (ou un groupe de
type G2) la notion de « G-cr» peut se traduire trés concrétement :

(a) Lorsque G = GL(V), elle signifie que le I'-module V est semi-simple,
cf. n°1.3.

(b) Supposons k de caractéristique # 2, et prenons pour G un groupe SO(V)
(ou Sp(V)), relatif & une forme bilinéaire symétrique (ou alternée) B sur V,
non dégénérée. La définition de « G-cr» donnée ci-dessus dit que I' est G-cr
si et seulement si, pour tout sous-I'-module totalement isotrope W de V, il
existe un autre sous-I-module totalement isotrope W', de méme dimension,
tel que la restriction de B & W + W’ soit non dégénérée. Un argument
élémentaire permet de montrer que cela se produit si et seulement si le
['-module V est semi-simple (c’est aussi une conséquence de la théorie de
Richardson, du moins quand k est algébriquement clos, cf. [Ri 88, cor. 16.10]).

(c) Supposons G de type Go, et k de caractéristique # 2. Soit V I'unique
représentation irréductible de G de dimension 7. Ici encore, on peut montrer
que I' est G-cr si et seulement si le I'-module V est semi-simple. Cela se voit
en utilisant la description des paraboliques donnée dans [As 86].
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On verra au § 5 des résultats analogues pour d’autres représentations — mais
on devra alors éviter d’autres caractéristiques que la caractéristique 2.

3.2.3. La proposition suivante est une conséquence immédiate de la prop. 2.5 :

PROPOSITION 3.2. — Supposons que I' soit contenu dans un sous-groupe de
Levi L d’un sous-groupe parabolique de G. On a alors

I' est G-cr <= T est L-cr.
(Lorsque G = GL,, cela redonne (1.1.5).)

3.2.4. On peut définir un « G-analogue» de la semi-simplification d’une re-
présentation :

Choisissons un parabolique P contenant I' et minimal pour cette propriété
(cela revient & choisir un simplexe de dimension maximum de X''). Soit L un
sous-groupe de Levi de P et soit 7 : P — L la projection de P sur L. de noyau
le radical unipotent R,,(P) de P.

PROPOSITION 3.3. — (a) Le groupe 7(I') C L(k) est L-ir et G-cr.

(b) Différents choiz de (P,L) donnent des homomorphismes '— L(k)— G(k)
qui sont conjugués par G(k).

(Lorsque G = GL(V), 'homomorphisme I' — L(k) — G(k) est le semi-
simplifié de I' — G(k), et Passertion d’unicité de (b) est le théoréme de Jordan-
Hélder.)

Dans (a), le fait que 7 (I") soit L-ir provient de ce que P est minimal ; on en
déduit que I' est G-cr en appliquant la prop. 3.2. On prouve (b) en remarquant
que, pour P fixé, le choix de L n’a pas d’importance puisque deux L différents
sont conjugués par R, (P)(k) ; et, pour un autre choix P’ de P, on utilise le fait
que P et P’ ont un sous-groupe de Levi commun (c’est une propriété générale
des simplexes maximaux d’un sous-complexe convexe).

3.2.5. Voici un autre résultat, inspiré par des arguments de [Ri 88] et de
[BMR 05] :

PROPOSITION 3.4. — Soit Cr le centralisateur de I' dans G. Soit T un tore
déployé mazimal de Cr, et soit L le centralisateur de T dans G. On a T C L(k).
De plus :

(a) L est un sous-groupe de Levi d’un parabolique de G ; il est minimal parmi
tous les Levi de paraboliques contenant T'.

(b) T est L-ind.

(¢) Pour que T soit G-cr, il faut et il suffit qu’il soit L-ir.

(d) Si k est parfait, les différents choiz de L sont conjugués par Cr(k).
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(Lorsque G = GL(V), le choix de L correspond & une décomposition du
I'-module V en somme directe de modules indécomposables, et (d) est le théo-
réme de Krull-Remak-Schmidt.)

L’assertion (a) se déduit du fait que les sous-groupes de Levi de paraboliques
sont les centralisateurs des tores déployés de G, cf. [BT 65, 4.16]. L’assertion
(b) provient de la minimalité de L, et (c) se déduit de (b) et de la prop. 3.2.
Quant a (d), il résulte de la conjugaison des tores déployés maximaux de Cr,
qui est valable quand k est parfait, d’aprés [BT 65, 11.6].

3.3. La propriété de «forte réductivité» de Richardson

On suppose maintenant que k est algébriquement clos, ce qui assure que tous
les tores sont déployés. La prop. 3.4 (c) s’énonce alors de la fagon suivante :

THEOREME 3.5 ([BMR 05]). — Soit T un tore mazimal du centralisateur
de T, et soit L le centralisateur de T. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) T est G-cr.

(ii) ' n’est contenu dans aucun sous-groupe parabolique propre de L.

La propriété (ii) a été introduite en 1988 par RICHARDSON [Ri 88, § 16]
sous le nom de «strong reductivity ». Ce n’est que tout récemment que BATE,
MARTIN et ROHRLE ont démontré qu’elle équivaut & la propriété (i). Ils en ont
tiré de nombreuses conséquences, que l'on trouvera dans [BMR 05]. En voici
quelques unes :

THEOREME 3.6 ([Ma 03b] et [BMR 05]). — Soit IV un sous-groupe normal de
I'. SiT est G-cr, il en est de méme de I".
(Comparer avec la prop. 2.11 du § 2.)

THEOREME 3.7 ([Ri 88] et [BMR 05]). — Supposons que I' soit engendré
topologiquement par des éléments x1,...,Tpym. Soit f : G - G x --- x G
(m copies) Uapplication

1

g— (92197, s gTmg ™).

Pour que T' soit G-cr, il faut et il suffit que f(G) soit une partie fermée de
Gx---xG.

Dans le cas particulier m = 1, on retrouve le fait qu’une classe de conjugai-
son est fermée si et seulement si ses éléments sont semi-simples.
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THEOREME 3.8 ([BMR 05]). — Soit G’ un groupe réductif contenant G, et tel
que :

(a) Le centralisateur (schématique) de T' dans G’ est lisse.

(b) Il existe un sous-espace vectoriel m de Lie G, stable par conjugaison
par G et tel que Lie G’ = m @ Lie G.

Alors, si I' est G'-cr, il est G-cr.

(Dans [BMR 05], la condition (a) est appelée «séparabilité»; quant & (b),
elle exprime que (G, G) est un «couple réductif» au sens de RICHARDSON.)

COROLLAIRE 3.9. — Soit V un G-module fidéle. Supposons que la forme bi-
linéaire (z,y) — Tr(xzyv.yy) sur Lie G soit non dégénérée. Alors, si V est
I'-semi-simple, le groupe I' est G-cr.

Cela résulte du th. 3.8, appliqué & G’ = GL(V). La condition (a) est sa-
tisfaite. La condition (b) ’est aussi : on prend pour m l'orthogonal de Lie G
dans Lie GL(V) pour la forme trace.

4. Criteres de complete réductibilité

Dans ce qui suit, G est un groupe réductif sur un corps algébriquement clos
k, et I' est un sous-groupe de G(k). A partir du n°4.2, on suppose que la
caractéristique p de k est > 0.

On se propose de donner des critéres, aussi explicites que possible, per-
mettant de reconnaitre si I' possede la propriété G-cr. Si ' est ’adhérence
de T pour la topologie de Zariski, il est clair que I' est G-cr <= T est G-cr.
Cela nous permettra souvent de supposer que I' est fermé, i.e. que c’est un
sous-groupe algébrique (lisse) de G.

[I1 serait intéressant de considérer aussi le cas d’un sous-groupe algébrique
non nécessairement lisse. Il n’y a pas de difficulté a étendre a de tels groupes
la définition de « G-cr», non plus que celle du sous-complexe convexe « XTI ».
Ce qui est moins clair, c’est ce qui doit remplacer la saturation du § 5. Une
fois cet obstacle surmonté, on peut espérer que les résultats des n® 5.2 et 5.3
s’étendent sans changement.]

4.1. Une premieére condition

Notons R, (T") le radical unipotent de I', i.e. son plus grand sous-groupe
unipotent normal (connexe ou non). (Lorsque k est de caractéristique p > 0,
et que I est fini, on a Ry, (I") = O,(T"), avec les notations usuelles de la théorie
des groupes finis.)

PROPOSITION 4.1. — SiT' est G-cr, on a R, (I") = 1.
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Quitte a remplacer G par un Levi de 'un de ses sous-groupes parabo-
liques, on peut supposer que I' est G-ir (cf. prop. 3.3). Soit alors U I'adhérence
de Ry (T"). D’apres [BT 71, prop. 3.1], il existe un sous-groupe parabolique P
de G, avec U C Ry (P), qui est stable par tout automorphisme du couple (G, U).
Comme I" normalise U, il normalise P, donc est contenu dans P. Puisque I est
G-ir, cela entraine P = G, d’ou U = 1 puisque R, (G) = 1.

PROPOSITION 4.2. — Supposons k de caractéristique 0, et supposons que I'
soit fermé. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est G-cr.
(ii)) R, (T') = 1.

(iii) La composante neutre T® de T' est un groupe réductif.

L’équivalence de (ii) et (iii) provient de ce que tout sous-groupe unipotent
de I est contenu dans I'Y. L’implication (i) = (ii) est la prop. 4.1. L’implication
(iii) = (i) provient du fait bien connu suivant (spécial a la caractéristique 0) :
toute extension de I' par un groupe unipotent est scindée, et deux scindages
quelconques sont conjugués (on se ramene, par dévissage a une annulation de
groupes de cohomologie, cf. [Mo 56] et [DG 70, p. 393]).

COROLLAIRE 4.3. — Supposons k de caractéristique 0. Soit f : G — G’ un
homomorphisme de G dans un groupe réductif G'. Si T est G-cr, alors f(T)
est G'-cr; la réciproque est vraie si f est presque fidéle.

(Un homomorphisme f est dit presque fidéle si Ker(f) est un groupe de type
multiplicatif.)

C’est clair, grace a (iii).

Remarques. — 1) Le cor. 4.3 redonne le théoréeme de Chevalley cité au n° 1.1 :
il suffit de I'appliquer & ’homomorphisme naturel f : GL(V) x GL(V’) —
GL(V® V).

2) La prop. 4.2 montre que la propriété « G-cr» n’a pas grand intérét en
caractéristique 0. C’est pour cela que, & partir de maintenant, on supposera que
le corps k est de caractéristique p > 0. On donnera alors des conditions sur
p (du genre «p est assez grand ») permettant d’avoir des résultats analogues &
ceux de la caractéristique 0, cf. th. 4.4, th. 4.5 et th. 5.3.

4.2. Le cas ou I' est connexe
Définissons un entier a(G) par la recette suivante :

(1) Si G est simple :
a(G) =1 + rang(G).
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(2) Si {Gy,...,G,} sont les quotients simples de G, on pose :
G(G) = Sup(17 a(G1)7 s 7a(GT‘))‘

THEOREME 4.4. — (JANTZEN, MCNINCH, LIEBECK-SEITZ). — Supposons
que p > a(G), que T' soit un sous-groupe fermé de G, et que (I : T?) soit
premier a p. Il y a alors équivalence entre :

(i) T est G-cr.

(i) TO est réductif.

L’implication (i) = (ii) a été démontrée plus haut. Supposons que la condi-
tion (ii) soit satisfaite. En utilisant le fait que (I : T'%) est premier & p, on
démontre facilement que I'° est G-cr = I' est G-cr. On peut donc supposer
que I' est connexe, autrement dit que c’est un sous-groupe réductif de G; on
peut aussi supposer que G est quasi-simple. Le cas ou G est de type excep-
tionnel est traité dans [LS 96] (sauf pour p = 3 et G de type Gg, mais ce cas
n’offre pas de difficultés). Lorsque G est de type A,, le théoréme signifie que
toute représentation linéaire de degré < p d’un groupe réductif est semi-simple,
ce qui a été démontré par JANTZEN [Ja 97]. De méme, si G est de type B,
C, ou D,,, on est ramené & montrer que toute représentation self-duale d’un
groupe réductif est semi-simple si sa dimension est < 2p; cela a été démontré
récemment par MCNINCH (non publié : le cas crucial est celui ou le groupe
réductif est de type A; — les autres cas se déduisent de [Mc 98]).

Remarque. — La borne p > a(G) du th. 4.4 est essentiellement optimale lorsque
le groupe I'? est de rang 1. Elle peut par contre étre améliorée lorsque les
facteurs simples de I'? sont de rang > 1, cf. [LS 96] et [Mc 98].

4.3. Le cas non connexe

On se borne au cas ott G = G/Cqg est un groupe simple. On remplace
Pentier a(G) du n° 4.2 par un entier b(G) un peu plus grand :

b(G) =2,3,5 si G est de type Aj, Ay, By;

b(G)=n+3 si G est de type A, (n>3);

b(G) =2n+3 si G* est de type By, C,, (n >3) ou D, (n >4);

b(G) = 11,29,29,59,251 si G est de type Ga, Fu, Eq, Er, Es.

THEOREME 4.5. — Supposons que I' soit un sous-groupe fermé de G(k), avec
G2d simple, et p > b(G). Il y a équivalence entre :

(i) T est G-cr.

(i) Ry (T) = 1.

(Autrement dit, on a le méme énoncé que 4.2, pourvu que p > b(G).)
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Ici encore, il suffit de montrer que (ii) = (i). Le cas essentiel est celui ou
G = GL,; il est dii & GURALNICK, cf. [Gu 99, th. C]. (La démonstration est
loin d’étre élémentaire : elle utilise non seulement la classification des groupes
finis simples, mais aussi la liste des caractéres modulaires irréductibles des
groupes sporadiques donnée dans [JLPW 95].) Les autres cas s’en déduisent
en appliquant le th. 5.4 ci-dessous a des représentations linéaires de G de basse
dimension.

Remarques. 1) Voici quelques exemples de couples (I', G) montrant que, pour
les groupes classiques, la condition p > b(G) du th. 4.5 ne peut guere étre
améliorée :

Type A :T'=S5,; G=SL,_;

Types B, C, D : T' = SLy(F;) ou PSLy(F); G = SO,2,Sp,_1,50p11.

Supposons p > 3. Dans chaque cas, on a R,(I') = 1, et l'on peut
construire un plongement de I' dans G(k) qui donne une représentation li-
néaire non semi-simple, ce qui signifie que I" n’est pas G-cr, d’apres 3.2.2. On a
p=b(G) —2,b(G) — 4,b(G) — 4,b(G) — 2 respectivement.

2) La situation est différente pour les groupes exceptionnels; la borne
p = b(G) peut étre grandement améliorée, par exemple en utilisant les mé-
thodes de [LS 96]. Ainsi, pour le type Gg, on peut remplacer «p > 11» par
«p = 5», qui est optimal. J’ignore quelles sont les bornes optimales pour les
types Fy4, Eg, E7 et Eg.

5. Saturation et représentations linéaires
5.1. Exponentielle et saturation

On note h(G) la borne supérieure des nombres de Coxeter des quotients
simples de G. (S’il n’y en a aucun, i.e. si G est un tore, on convient que
h(G) = 1.) Rappelons que, si G est simple, on a h(G) = dim(G)/rang(G) —1;
les valeurs de h pour les différents types sont :

A,:h=n+1;B,,C,:h=2n;D,:h=2n—-2;Gy: h=6;F4,Eg: h=
12; E7 : h=18; Eg : h = 30.

Supposons maintenant que p > h(G). Soit v un élément unipotent de G.
D’apres [Te 95], on a u? = 1. De plus, si ¢t est un élément de k, on peut
définir de fagon canonique (c’est 1a un point essentiel) la «¢-iéme puissance »
u? de u, cf. [Se 98] (voir aussi [S 00] qui traite un cas plus général). L’application
t — u! est un homomorphisme du groupe additif G, dans le groupe G. Lorsque
G = GL,, 'hypothese p > h(G) signifie que p > n, de sorte que u = 1+v avec
vP =0, et u® est donné par le développement binomial : (1+v)! = 1+t-v+---.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



284 SEMINAIRE BOURBAKI 2003-2004, EXPOSE N° 932

[L’hypothese «k algébriquement clos» faite au début du § 4 n’intervient
pas dans la définition de l’exponentielle u!. En fait, le cas crucial est celui
d’un schéma en groupes semi-simples, déployé et simplement connexe, sur le
localisé Z,) de Z en p. Les autres cas s’en déduisent par descente, en utilisant
les méthodes de [DG 70], cf. [S 00, § 5].]

DEFINITION 5.1. — Un sous-groupe T' de G(k) est dit saturé s’il est fermé et
si lon a u' € T pour tout élément unipotent u de T, et tout t € k.

[Par exemple, tout sous-groupe parabolique est saturé; tout centralisateur
d’un sous-groupe est saturé.]
On démontre facilement :

PROPOSITION 5.2. — Si I' est saturé, l'indice de T° dans T’ est premier a p.

Pour tout sous-groupe I' de G(k), il existe un plus petit sous-groupe saturé
le contenant ; on appelle le saturé de I' et on le note I'*?'. (Lorsque G = GL,,
on retrouve la notion utilisée dans [No 87] et [Se 94].)

THEOREME 5.3 ([Se 98, th. 8]). — Il y a équivalence entre :
(i) T est G-cr.
(i) T2 est G-cr.
(iii) La composante neutre de I est un groupe réductif.
(Rappelons que 1’on suppose p > h(G).)

L’équivalence (i) < (ii) est claire : les sous-groupes paraboliques et leurs
sous-groupes de Levi sont saturés. L’équivalence de (ii) et (iii) résulte du th. 4.4
et de la prop. 5.2; noter que le th. 4.4 est applicable car a(G) < h(G).

5.2. Représentations linéaires : ’invariant n(V)

Choisissons un tore maximal T de G, ainsi qu’un sous-groupe de Borel B
de G contenant T. Soit X(T) = Hom(T, G,,) le groupe des caracteéres de G,
et soit Y(T) = Hom(Gy,, T) son dual. Notons R C X(T) le systeme de racines
de (G, T). Si a € R, notons a* la racine duale; c’est un élément de Y(T).

Pour tout x € X(T), on pose

n(x) =) (x,a"),

ou a parcourt les éléments > 0 de R (pour la relation d’ordre associée & B).
Si V est un G-module, on définit un invariant n(V) de V par la formule :
n(V) = sup n(x), ou x parcourt ensemble des poids de T dans V,
cf. [Dy 52, n°12]. C’est un entier > 0. Voici quelques unes de ses propriétés

(on en trouvera d’autres dans [Dy 52], [Se 98] et [IMP 03]) :
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(5.2.1) Si V a une suite de composition dont les facteurs successifs sont
Vi,..., V., on an(V)=supn(V;).

(5.2.2) Si V est irréductible de plus grand poids A, on a n(V) = n(A).

(5.2.3) On a n(V) = 0 si et seulement si le groupe dérivé de G opere trivia-
lement sur V, i.e. si 'image de G — GL(V) est un tore.

(5.2.4) Si V est presque fidele (au sens du cor. 4.3), on a n(V) > h(G) — 1.

(5.2.5) SiV=V;®Vy, on an(V)=n(Vy) +n(Vs).

(5.2.6) On a n(Lie G) = 2h(G) — 2.

Remarque. — L’invariant n(V) «se calcule sur SLg » au sens suivant :

Soit f : SLy — G un homomorphisme tel que le composé G,, — SLy — G
soit & valeurs dans T, et soit égal dans Y(T) a la somme ) a*, ou a par-
court les racines > 0. Un tel f existe : cela se démontre par réduction & partir
de la caractéristique 0. Grace a f, le G-module V peut étre vu comme un
SLy-module, et son invariant n(V) comme G-module est le méme que son
invariant n(V) comme SLy-module. [Autre interprétation de n(V) : & un fac-
teur 2 pres, c’est le degré en la variable «¢» de la dimension quantique de V]

L’intérét de 'invariant n(V) provient du théoréme suivant, qui relie la semi-
simplicité du I'-module V & la propriété « G-cr» :

THEOREME 5.4. — Supposons p > n(V). Soit I' un sous-groupe de G(k).

(i) Si I' est G-cr, alors V est I'-semi-simple (i.e. semi-simple comme
I-module).

(ii) Inversement, si V est I'-semi-simple, et si V est presque fidéle, alors T’
est G-cr.

(Si 'on regarde V comme un SLp-module - cf. Remarque ci-dessus — I’hy-
pothese p > n(V) signifie que V est un SLo-module restreint («restricted ») :
ses poids sont < p.)

On peut supposer que V est presque fidele. D’apres (5.2.4), on a alors
p = h(G), ce qui permet d’utiliser le th. 5.3. Les détails de la démonstration
se trouvent dans [Se 98] (voir aussi [IMP 03]).

COROLLAIRE 5.5. — Supposons p > 2h(G) — 2. Les deux propriétés suivantes

sont équivalentes :
(cr) T est G-cr.
(ad) L’algébre de Lie Lie G de G est un I'-module semi-simple.

Cela résulte du th. 5.4 et de la formule (5.2.6).

Remarque 5.6. —La condition p > 2h(G) — 2 est presque optimale pour I'im-
plication (cr) = (ad). En effet, supposons que cette condition ne soit pas
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satisfaite, et que G soit simple; on peut alors construire (& deux exceptions
pres, cf. ci-apreés) un sous-groupe I' de G, isomorphe & SLs ou PGLjy, qui sa-
tisfait & (cr) mais pas & (ad). (Les deux exceptions sont : p = 3, G de type Ba,
et p=>5,G de type Gs.)

Par contre, 'implication (ad) = (cr) est en général valable sous des condi-
tions bien moins restrictives que p > 2h(G) — 2. Par exemple, si G est de
type Eg, le cor. 3.9 montre que la condition p > 2h(G) — 2 = 58 peut étre
remplacée par p > 5.

5.3. Applications

Le th. 5.4 peut étre utilisé pour prouver des énoncés ou la notion de « G-cr»
n’intervient pas explicitement. Par exemple :

PROPOSITION 5.7. — Soit I' C G(k), ot G est de type Eg. Soient Vi,...,Vg
les huit représentations irréductibles fondamentales de G. Supposons que 'un
des I'-modules V; soit semi-simple. Alors tous les autres le sont pourvu que
p > 270.

(J’ignore si la minoration p > 270 est optimale.)

Soit () une base du systéme de racines et soit ) ¢;a} la somme des duales
des racines positives. Il résulte de (5.2.2) que l'on a n(V;) = ¢; pour tout i.
Dans le cas de Eg, cela donne :

n(V;) = 92, 136, 182, 270, 220, 168, 114, 58 pour i = 1,...,8.

D’ou le résultat, d’apres le th. 5.4.

Voici deux autres applications. La premiére est ’analogue en caractéris-
tique p du théoreme de Chevalley cité au n° 1.1 :

PROPOSITION 5.8 ([Se 94]). — Soient V; des représentations linéaires semi-
simples d’un groupe T'. Si p > > (dim(V;) — 1), la représentation @V, est
I'-semi-simple.

On applique le th. 5.4 & G = [[ GL(V;). L’hypothése que les V; sont
semi-simples signifie que l'image de I' dans G est G-cr. D’autre part, il ré-
sulte de (5.2.5) que linvariant n(V) de la G-représentation @) V; est égal a
> (dim(V;) — 1). D’ou le résultat.

Autre énoncé du méme gott :

PROPOSITION 5.9 ([Se 98] et [Mc 00]). — Si V est une représentation li-
néaire semi-simple d’un groupe I', il en est de méme de AN*'V, si p >
i(dim(V) — 7).
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On applique le th. 5.4 4 G = GL(V). On peut supposer que 0 < i < dim(V).
On a alors n(A'V) = i(dim(V) — 7). D’otu le résultat.

Remarque. — Dans les deux cas ci-dessus, on peut se proposer de prouver des
réciproques. Par exemple, si A' V est semi-simple, est-il vrai (si 0 < i < dim(V)
et si p est assez grand) que V est semi-simple ? Le th. 5.4 dit que «oui» si
p > i(n —i) ou n = dim(V). En fait, un argument tannakien élémentaire
([Se 97a]) donne un résultat nettement meilleur : il suffit que p ne divise aucun
des entiers n — 2,n —3,...,n —1.
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97 (1997), 89-102.
[TW 02] J. TrTs et R.M. WEISS — Moufang Polygons, Springer-Verlag, 2002.
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NOTES

Séminaire Bourbaki 1949-50, exposé 27

1. Cet «exposé ultérieur » a été fait par A. BOREL (Sém. Bourbaki 1949-50,
exposé n° 29).

2. Dans le présent exposé «extension du groupe F par le groupe B » signifie
(comme chez IWASAWA [2]) que F est un sous-groupe normal, et que B est le
quotient. Ce n’est pas la convention choisie par BOURBAKI, et utilisée dans les
exposés suivants; lorsqu’il s’agit (par exemple) de modules, on préfere qu'une
«extension de A par B» corresponde & un élément de Ext(A,B) et non & un
élément de Ext(B, A).

3. «représentation » = homomorphisme.

4. «noyau de groupe» = group chunk (en anglais) = morceau de groupe (en
géométrie algébrique) = groupuscule (Bourbaki LIE III1.1.10).

5. Il vaut mieux supposer aussi que le graphe de la relation d’équivalence
définie par F est fermé dans E x E, cf. Sém. Cartan 1949-1950, exposé 6, n°
4. Dire que E est un F-espace fibré principal revient alors & dire que F opeére
librement et proprement sur E (Bourbaki, TG III, §4, prop. 6).

6. «... du F-fibré G ». Ceci n’est correct que si F se plonge comme sous-groupe
fermé dans le groupe linéaire G. Cette condition est satisfaite si F est compact,
ce qui est le cas considéré par Gleason (Proc. A.M.S. 1 (1950), 35-43). Dans
le cas général, il faut raisonner de fagon purement locale, comme indiqué dans
la Remarque.

Pour une autre démonstration (et une généralisation) du théoréme de Glea-
son, voir : R.S. PALAIS, On the ezistence of slices for actions of non-compact
Lie groups, Ann. of Math. 73 (1961), 295-323, §4.1.
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7. Le «calcul immédiat » est le suivant. On écrit le membre de gauche comme

/ [u(z,y) — z-uly, 1) + u(zy, ) — u(z, O] k(t) di ;

en utilisant le fait que u est un cocycle, ceci se récrit :
/[u(:c,yt) —u(z,t)]k(t) dt .

8. On peut aussi procéder de la fagon suivante : si les s; sont des sections
continues au-dessus d’ouverts U; recouvrant la base, on choisit une partition
de l'unité (f;) subordonnée aux (U;) et Pon définit une section globale s par
la formule s = Y f;s;.

9. Il s’agit, bien siir, des groupes de cohomologie H?, avec ¢ > 0.

10. Référence : C. CHEVALLEY, On the topological structure of solvable groups,
Ann. of Math. 42 (1941), 668-675.

Séminaire Cartan 1950-51, exposé 5

1. Il n’est pas indispensable d’utiliser des cochaines normalisées, mais c’est
parfois commode [par exemple pour que I’élément neutre de l’extension soit
représenté par le couple (0,1)].

Séminaire Cartan 1950-51, exposés 6 et 7

1. Les références sont relatives a la premiere édition du livre d’Algeébre de
BOURBAKI.

2. Soit V un espace vectoriel de base (e;)ier; si £ = D \je; est un élément de
V, notons S(z) I'ensemble des indices i tels que \; # 0. Soit W un sous-espace
vectoriel de V. Un élément = # 0 de W est dit primordial si S(z) est un élément
minimal de Pensemble des S(y), avec y € W — {0}. Les éléments primordiaux
de W engendrent W.

(Cette notion figurait dans la premieére édition de BOURBAKI, Alg. II; elle
a disparu des éditions suivantes.)
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3. Le groupe Brq est le sous-groupe de Z/2Z & Q/Z ® Q/Z @ - - - formé des
éléments dont la somme dans Q/Z est nulle (ce qui a un sens si ’on identifie
Z/27Z A un sous-groupe de Q/Z).

4. Il me parait plus simple de définir I'algebre A par le procédé suggéré a la
page suivante :

Pour tout g € G, I'image réciproque I, de g dans ’extension E est un L*-
torseur a gauche. En lui adjoignant un élément 0 on en déduit un L-espace
vectoriel Ny de dimension 1. On définit alors A comme la somme directe des
Ny, pour g € G. Le produit I, x I, — I;, se prolonge en Ny x Ny — N4
D’ou la structure d’algebre de A.

5. On utilise le fait élémentaire suivant : avec les notations de la note 2 ci-
dessus, si x est un élément primordial de W, et si y est un élément de W tel
que S(y) C S(z), alors y est un multiple scalaire de x.

Séminaire Cartan 1953-54, exposés IV et V

1. Pour un exposé «faisceautique » du théoreme de Riemann-Roch (dans le cas
des courbes algébriques), voir Un théoréme de dualité, Comm. Math. Helv. 29
(1955), 1-26.

2. La définition de F(x) donnée dans le texte a un sens si  n’appartient pas au
support de D, car alors les f;(x) sont # oo, et ne sont pas tous nuls. Lorsque
x appartient au support de D, il convient de remplacer les f;(z) par t" f;(x),
ou t est une uniformisante locale en x et n = 0,(D).

3. Le «poids» dont il s’agit ici est ’exposant du jacobien; c’est la moitié du
poids modulaire usuel.

4. D’aprés un théoréeme de SIEGEL (Ann. of Math. 46 (1945), 708-718), les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) X est compact;

(ii) Vaire de X = Y /G est finie.

Q+z
Q—z
demi-plan supérieur Im(¢) > 0 et son bord |z| = 1 devient la droite projective

R = RU{oo}, avec Q +— o0o. Le groupe Gq est engendré par une transformation

5. Si’on fait une représentation conforme z — ( = ¢ , le disque Y devient le
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de la forme ¢ — ¢ + ), avec X réel > 0. Cela se traduit par z — 2/, avec

(= Q) =1/(z=Q)+h, o h=iNQ/2,
d’ot1 le fait que h/iQ est un nombre réel > 0, ce qui précise le «choix
convenable » du texte.

6. Ici encore, 2mA est I'aire de X =Y /G.

7. On peut ajouter & la Bibliographie les deux ouvrages suivants :

G. SHIMURA, Introduction to the arithmetic theory of automorphic functions,
Iwanami Shoten, Princeton Univ. Press, 1971.

C.L. SIEGEL. Topics in Complex Function Theory, vol. I1 : Automorphic func-
tions and abelian integrals, Intersc. Tracts, Wiley-Interscience, 1971.

Séminaire Cartan 1953-54, exposé XVI

1. Les références sont relatives a la premiere édition du livre des EVT.
2. Au lieu de «homomorphisme », on dit maintenant « morphisme strict ».

3. Cela peut se voir en appliquant le th. 1 de BOURBAKI, TG 1.75, qui montre
que 'application w est propre.

4. Pour un énoncé général, voir BOURBAKI, TG IX.22, prop. 18.

Séminaire Cartan 1953-54, exposés XVIII et XIX

1. Voir la-dessus Un théoreme de dualité, §2.
2. «est isomorphe » : il serait plus correct de dire «est anti-isomorphe ».

3. Oui, ce résultat s’étend a toute variété analytique complexe. Cela peut se
déduire d’un théoréeme de LOJASIEWICZ et MALGRANGE (cf. Sém. Bourbaki
1959-60, exposé n°203, cor. au th. 4).

4. Dans cet exposé, ainsi que dans les suivants, un homomorphisme de fais-
ceaux analytiques est dit analytique s’il est O-linéaire.

5. Le lemme en question est le célebre «lemme de Nakayama ».

6. «... on obtient ainsi toutes les sections de &(n)». C’est vrai si n > 0 ou si
r > 0; c’est faux sin < 0 et 7 = 0 (i.e. X réduit & un point).
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Séminaire Cartan 1953-54, exposé XX
1. Les hypotheses (i) et (ii) signifient que le groupe G opére proprement sur
I’espace X, au sens de BOUrRBAKI, TG II1.32.
2. «forme automorphe de poids n, au sens usuel » : il s’agit plutot du poids 2n.

3. Voir FAC, Chap. III, §2, pour cette correspondance entre faisceaux cohé-
rents et modules gradués.

4. HIRZEBRUCH venait d’annoncer sa démonstration du théoréme de Riemann-
Roch pour les variétés projectives non singulieres (Proc. Nat. Acad. Sci.
USA 40 (1954), 110-114).

Séminaire Bourbaki 1953-54, exposé 100

1. Je m’étais basé sur deux textes que BOREL m’avait envoyés. L’'un d’eux a
été incorporé a ses (Buwvres (vol. I, n® 30); l'autre (celui relatif au §2) est resté
inédit.

2. Le terme de «variété symplectique » a maintenant un sens différent.

3. Pour les relations entre groupes complexes et groupes compacts, voir C.
CHEVALLEY, Theory of Lie Groups, Princeton Univ. Press (1946), Chap. VI,
ainsi que le §5 de Gébres, L’Ens. Math. 39 (1993), 33-85.

4. Pour la classification de ces structures complexes, voir BOREL-HIRZEBRUCH,
Amer. J. of Math. 80 (1958), 458-538, prop. 13.4.

5. Parler du «poids dominant » d’une représentation peut préter a confusion.
Il vaut mieux dire «plus grand poids », cf. BOURBAKI LIE VII, §7.

6. «ample» — «trés ample ».

Séminaire Cartan 1954-55, exposé 20

1. Les «produits basiques » correspondent aux éléments d’un ensemble de Hall,
au sens de BOURBAKI, LIE II, §2, n° 10.

2. Voir E. WitT, Treue Darstellung Liescher Ringe, J. Crelle 177 (1937),
152-160 (=Ges. Abh. n° 25).
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Séminaire Chevalley 1958, exposé 1

1. Pour la théorie des revétements dans le cadre des schémas, voir GROTHEN-
DIECK, SGA 1 (Lect. Notes in Math. 224). La terminologie d¢ GROTHENDIECK
est quelque peu différente de celle utilisée ici : «non ramifié » est remplacé par
«étale ».

2. Oui, on peut définir un schéma quotient ayant des propriétés raisonnables,
cf. SGA 3 (Lect. Notes in Math. 151), exposés V et VI4.

3. «dépourvu d’éléments nilpotents » signifie «réduit », i.e. sans élément nil-
potent # 0.

4. Voir SGA 1, exposé 1.
5. Voir SGA 1, loc. cit., prop. 9.2.
6. Ce «résultat bien connu» est parfois appelé «lemme de Shapiro ».

7. «revétement galoisien» : il vaudrait mieux dire « g-revétement », car ’ad-
jectif «galoisien» laisse penser que g est le groupe des automorphismes du
revétement, ce qui n’est pas vrai en général (sauf si Y est connexe).

8. La définition des espaces fibrés principaux (ou torseurs) donnée ici a été
réinterprétée 'année suivante par GROTHENDIECK (Sém. Bourbaki 1959-60,
exposé n°190, §6) comme la locale trivialité par rapport a une «topologie »
qu’il a appelée plus tard la topologie «étale finie», cf. SGA 3, exposé IV, §6.3.
En fait GROTHENDIECK a montré que les topologies les plus commodes sont la
topologie étale et la topologie fidélement plate de présentation finie (f.p.p.f.);
ce sont elles qui sont maintenant les plus utilisées, cf. par exemple, J.S. MILNE,
Etale Cohomology, Princeton Univ. Press, 1980, Chap. IV, §4.

Lorsque le groupe structural est un groupe linéaire lisse, les différentes to-
pologies mentionnées ci-dessus conduisent & la méme notion de torseur (GRO-
THENDIECK, loc. cit., p. 190-27); il n’en est pas de méme lorsque le groupe
structural est une variété abélienne : il peut exister des torseurs pour la topo-
logie étale qui ne sont pas localement isotriviaux, cf. note 13 ci-apreés.

9. Voir la-dessus le texte de GROTHENDIECK cité dans la note précédente.

10. Il faut étre un peu plus soigneux. On choisit d’abord U assez petit pour
que U’ — U soit entier, puis on le rétrécit grace & 1.2 pour que U’ — U soit
non ramifié.
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11. Ici encore, on aura intérét & se reporter & GROTHENDIECK, loc. cit.

12. «la vraie cohomologie ». Dés la fin de ’exposé oral, GROTHENDIECK m’a
dit : cela va donner la cohomologie de Weil en toute dimension! J’avais trouvé
cela tres optimiste. Bien siir, la topologie de Zariski donne un 7; et un H!
trop petits, et j’avais remédié a ce défaut. Mais était-ce suffisant? Mes réflexes
de topologue me disaient qu’il fallait aussi s’occuper des groupes d’homotopie
supérieurs : mwg, 73, etc. La suite a montré que GROTHENDIECK avait raison
(& un détail technique prés : le remplacement de «isotrivial» par «étale»,
cf. note 8 ci-dessus).

13. «... deux droites ayant un point en commun » : non, il faut utiliser deux
droites ayant 2 points en commun.

Une autre possibilité (RAYNAUD, Lect. Notes in Math. 119, p. 199, exemple
I11.3.1 — je dois cette référence & J-L. COLLIOT-THELENE) consiste & prendre
pour base une cubique ayant un point double ordinaire (i.e. une droite pro-
jective dont on a identifié deux points distincts). Si 'on choisit pour groupe
structural une courbe elliptique E, on constate que les E-torseurs de X (au
sens de la topologie f.p.p.f.) forment un groupe isomorphe a E(k). Si a est
un point de E(k) et si Y, est le E-torseur correspondant, les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) la fibration Y, — X est localement isotriviale;

(ii) a est d’ordre fini dans E(k);

(iii) Y, est une surface projective.
En prenant a d’ordre infini, cela donne un exemple de fibré principal pour
la topologie étale qui n’est pas localement isotrivial (et cela donne en méme
temps un exemple de surface compléte qui n’est pas projective).

14. 1] existe une théorie des revétements ou les groupes finis sont remplacés
par des schémas en groupes finis. Cela conduit & un groupe fondamental qui
est proalgébrique, cf. V. NORI, Proc. Indian Math. Soc. 91 (1982), 73-122.

15. La réponse a cette question est «oui». En effet, grace au lemme 4,
il suffit de le démontrer lorsque G est linéaire, et ce cas a été traité par
J-L. CoLLIOT-THELENE et M. OJANGUREN, Publ. Math. LH.E.S. 75 (1992),
97-122.

16. Ici encore, la réponse est «oui»; cela résulte du fait que le corps des
fonctions d’une courbe est de dimension cohomologique 1.
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17. Cela a été démontré par GROTHENDIECK, cf. SGA 1, exposé XII, p. 332,
th. 5.1.

18. «un calcul explicite » : je n’ai pas conservé les détails de ce calcul, et je ne
peux pas garantir qu’il soit correct; il se peut que 0y () soit égal & —« et non
aa.

19. Pour un résumé de la théorie des fibrés algébriques de Weil, voir Sém.
Bourbaki 1952-53, exposé n°® 82.

Séminaire Chevalley 1958-59, exposé 10

1. Les notations et conventions sont les mémes que dans I’exposé précédent : le
corps de base k est algébriquement clos, et les « variétés » sont supposées irré-
ductibles. Si V est une variété, R(V) désigne le corps des fonctions rationnelles
de V.

2. Ce lemme est standard, cf. e.g. BOURBAKI, A V.113.
3. «fonction » = application rationnelle.

4. «théoréme principal » : il s’agit du « Main Theorem » de Zariski, cf. EGA
111.4.4.3 et EGA 1V.8.12.6.

5. Il devrait étre possible de prouver les propriétés (i), ..., (iv), mais je ne crois
pas que cela figure explicitement dans la littérature.

6. Oui, cf. note 17 a 'exposé précédent.

7. Oui, ce n’est pas difficile & démontrer.

Séminaire Chevalley 1958-59, exposé 11

1. Le corollaire 3 ne s’étend pas a la caractéristique p > 0. MUMFORD (Amer.
J. Math. 83 (1961), 339-342) a méme montré qu’il existe des exemples de
formes de premiére espéce qui ne sont pas fermées (de fagon plus précise, il a
montré que toute forme de degré 1 sur une surface devient de premiére espece
sur un revétement ramifié convenable).
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Séminaire Bourbaki 1959-60, exposé 198

1. Pour la factorisation des fonctions entiéres p-adiques, voir par exemple
M. LAZARD, Publ. Math. LH.E.S. 14 (1962), 47-75.

Séminaire Bourbaki 1959-60, exposé 204

1. «j’ignore quel travail...». Il a fallu une vingtaine d’années pour y parvenir.
Voir la-dessus I’exposé de DELIGNE au Séminaire Bourbaki 1979-80, n° 543, sur
les travaux de FULTON et HANSEN. Voir aussi M.V. NORI, Ann. Sci. E.N.S. 16
(1983), 305-344.

2. Les «variétés» considérées ici sont supposées irréductibles. On ne s’occupe
que de revétement connexes.

3. Voir les travaux cités dans la note 1 ci-dessus.

4. Pour des démonstrations générales du théoreme de pureté, voir GROTHEN-
DIECK, SGA 2, exposé X, th. 3.4, ainsi que M. AUSLANDER, Amer. J. of
Math. 84 (1962), 116-125.

5. On doit supposer que W est non singuliére; sinon, on peut simplement
affirmer que W/ — W est non ramifié en dehors d’un sous-espace de codimen-
sion > 1.

Pour une version locale de ce lemme, voir SGA 1, exposé XIII, §5.

Séminaire Bourbaki 1960-61, exposé 209

1. La notation ﬁq(G,A), avec q € Z, désigne le g-ieme groupe de cohomo-
logie de G, a coefficients dans A, modifié a la Tate si ¢ < 0, cf. CARTAN-
EILENBERG, [2], Chap. XII, §2.

2. Non, [P] = 0 n’entraine pas que P soit libre; SWAN en a fabriqué un exemple,
ou le groupe G est le groupe quaternionien d’ordre 32 (Ann. of Math. 76
(1962), 55-61).

3. Les références des articles de GIORGIUTTI et de BASS sont :
I. GiorciuTTi, C.R.A.S. 250 (1960), 1419-1420;
H. Bass, Ann. of Math. 73 (1961), 532-542.
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Séminaire Delange-Pisot-Poitou 1965-66, exposé 15

1. Il s’agit du théoreme dit «des six exponentielles ».

2. Ce théoreme a des applications & la théorie des représentations f-adiques
abéliennes, cf. Abelian ¢-adic Representations and Elliptic Curves (Benjamin,
New York, 1968 — 2nd edit. AK Peters, Wellesley, 1998, p. I1I-24). Dans cette
direction, un énoncé nettement plus fort a été obtenu par M. WALDSCHMIDT
(Invent. Math. 63 (1981), 97-127); voir aussi G. HENNIART, Séminaire de
Théorie des Nombres 1980-81, Birkh&user-Verlag 1982, 107-126.

3. Pour cet «argument classique » (di, je crois, & DEDEKIND), voir BOURBAKI,
A V.26, cor. 1 au th. 1.

4. Javais eu I'espoir d’appliquer cet énoncé aux représentations ¢-adiques abé-
liennes, cf. note 2 ci-dessus. Je n’y suis pas parvenu, faute de pouvoir vérifier
la condition de « A-densité» dans le cas qui m’intéressait.

Séminaire Bourbaki 1966-67, exposé 318

1. Pour un exposé des principales propriétés des groupes p-divisibles (égale-
ment appelés «groupes de Barsotti-Tate »), voir :

L. SZPIRO, Séminaire sur les pinceaux arithmétiques : la conjecture de Mor-
dell, Astérisque 127, exposé VI (par L. ILLUSIE), 151-198.

2. Précisons que c’est le groupe étale qui est le quotient.

3. Le th. 1 a été étendu par A.J. DE JONG au cas d’égale caractéristique :
Invent. Math. 134 (1998), 301-333; Erratum, ibid. 138 (1999), 225.

4. Référence : S. SEN, Ann. of Math. 90 (1969), 33—46 et Invent. Math. 62
(1980), 89-116.

5. Ce probleme (existence d’une décomposition de Hodge-Tate pour la cohomo-
logie p-adique en toute dimension) a été essentiellement résolu par FONTAINE-
MESSING et FALTINGS. Voir par exemple :

J-M. FONTAINE et W. MESSING, Contemp. Math. 67, A.M.S. (1987), 179-
207,

G. FavLTinGgs, J. A.M.S. 1 (1988), 255-299,
ainsi que :

T. TsuJi, Invent. Math. 137 (1999), 233-411.
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6. Pour p = 2, il existe un groupe p-divisible de hauteur 2 sur Z qui n’est pas
«trivial », i.e. pas produit de deux groupes de hauteur 1 (mais il est 2-isogene
a un tel produit).

Pour p = 3,5,...,17, tout groupe p-divisible sur Z est trivial; cela a été
démontré par V.A. ABRASHKIN (Izv. Mat. S.S.S.R. 31 (1988), 1-46) et par
J-M. FONTAINE (Invent. Math. 81 (1985), 515-538), en utilisant des minora-
tions de discriminants a la Odlyzko.

Le cas p > 17 reste ouvert.

Séminaire Bourbaki 1977-78, exposé 511

1. Oui, la valeur optimale de C est 8, cf. M.A. KENKU, J. Number Theory 15
(1982), 199-202.

2. Cette question est encore ouverte.

3. La réponse a la question 3) est «oui», cf. M.A. KENKU, J. London Math.
Soc. 23 (1981), 415-427.

4. Cette question est encore ouverte; par contre la question analogue pour
Y (N) a été résolue par L. MEREL (Invent. Math. 124 (1996), 437-449).

Séminaire Bourbaki 1998-99, exposé 864

1. Cf. A. BOREL, Linear Algebraic Groups (2nd enlarged edition), Springer-
Verlag 1991, §24.7.

2. Pour cette «variante non encore publiée», voir les notes d’un cours donné
a Eugene (Oregon) en 1998 :
http://darkwing.uoregon.edu/ math/serre/index.html

3. Ce probleme a été résolu (positivement) par G. LuszTiG (J. Algebra 260
(2003), 298-322).
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Abhyankar (théorémes d’ —), 179
Albanese (variété d’ —), 149
appartement, 268, 275
automorphes (fonctions —), 33, 65

Baer (multiplication de —), 13
Bate-Martin-Rohrle (théorémes de —), 279
Borel-Weil (théorémes de —), 83

basique (produit —), 101

bouquet de spheéres, 99

Brauer (groupe de —), 20

Burnside (lemme de —), 250

Cameron-Cohen (théoréme de —), 250

canonique (classe —), 36

canonique (relevement — d’une variété
abélienne ordinaire), 218

Chebotarev (théoréme de densité de —),
254, 259

Chevalley (théoréme de — sur les produits
tensoriels), 265

Chow (théoréme de —), 63

classes (de G-modules projectifs), 191

cochaine, 1

cocycle, 2

cohomologie (des groupes), 7

cohomologique (opération), 95

complétement continue (application —), 45

completement réductible, 265, 267, 270,
273

contractile (espace —), 270

convexité (dans un immeuble sphérique),
269

cr = complétement réductible

croisé (homomorphisme), 8

décomposition (corps de —), 25

d"’-cohomologie, 51

densité (d’un ensemble de nombres pre-
miers), 249

Dolbeault (théoréme de —), 53

Dwork (théoréme de —), 169

Eilenberg-Mac Lane (espaces d’ —), 91
étale (topologie —), 296

extensions (de groupes), 1

extensions (de représentations), 8

facteur d’automorphie, 65
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Jordan (théoreme de —), 250, 257
Kostant (conjecture de —), 241

lacunaire (série —), 257

Lang (théoréme de —), 199

Levi (sphére de — dans un immeuble sphé-
rique), 269, 276

Liebeck-Seitz (théoréme de classification
de -), 245

Manin (théoréme de —), 222

Maschke (théoreme de —), 9
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p-divisible (groupe —), 211
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principal (espace fibré —), 2, 114
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pureté (théoréme de —), 183, 185
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troisitme espeéce (forme différentielle
de -), 164

type d’homotopie (de modules), 189
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Ce volume regroupe des exposés donnés par J.-P. Serre entre 1950 et
1999 dans les séminaires Bourbaki, Cartan, Chevalley et Delange-Pisot-
Poitou. Les thémes abordés vont de la topologie algébrique a la théorie
des nombres en passant par les groupes de Lie, la géométrie algébrique
et les formes modulaires. On y trouve a la fois des présentations de
travaux d’autres mathématiciens (Borel, Dwork, ...) et de travaux plus
personnels comme '’exposé du séminaire Chevalley sur les espaces fibrés
algébriques qui devait inspirer & Grothendieck la définition de la coho-
mologie étale. Aucun de ces textes ne figurait déja dans les quatre volumes
des « Collected Papers» de J.-P. Serre.

La deuxiéme édition de ce volume a été augmentée de deux textes ré-
cents : « On a theorem of Jordan» (Math. Medley 2002) et « Compléte
réductibilité » (Sém. Bourbaki 2003-2004).





