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Le groupe quaquaversal, vu comme groupe S-arithmétique
JEAN-PIERRE SERRE

1. Les groupes G(m,n)

Les pavages non périodiques de R? décrits dans [1] et [2] font intervenir certains
groupes de rotations, notés G(m,n). Rappelons comment sont définis ces groupes.
On se donne deux entiers m,n > 3 et on note z,, une rotation de R3 d’angle
27 /m autour d'un axe D,; on note de méme y, une rotation de 27/n autour
d’un axe D, perpendiculaire & D,. Le groupe G(m,n) est défini comme le sous-
groupe (T, yn) de SO3(R) engendré par x,, et y,. A part le cas m = n =
4 ot G(m,n) est isomorphe au groupe symétrique Sy, ces groupes sont infinis,
et lon peut les décrire comme des amalgames de deux groupes finis (cf. [3] ,
[4]); ils posseédent des sous-groupes libres d’indice fini. Ainsi, par exemple, le
groupe G(6,4), qui correspond au pavage “quaquaversal” de Conway-Radin [1],
est isomorphe a ’amalgame Dg *p, D4, o D; désigne un groupe diédral d’ordre
2i.

2. S-arithméticité des groupes G(m,n)

On peut se demander si certains groupes G(m, n) sont des sous-groupes arithmé-
tiques (ou plutét S-arithmétiques) du groupe algébrique SO3. Cette question a
été posée par G.R.Robinson [5] & propos des groupes G(4,2™),n > 2. On va voir
que 'on peut y répondre, a la fois pour les G(4,2"), et pour le groupe quaquaversal
G(6,4).

Ce dernier cas est celui qui s’énonce le plus simplement. Si ’on choisit bien
les coordonnées dans R?, on constate que G(6,4) est contenu dans le groupe
SO;,(Z[3]), o SO3 4 désigne le groupe spécial orthogonal de la forme quadratique
q(r,y,2) = 22 + 3y% + 322

Théoréme 1. L’inclusion G(6,4) — SO34(Z[1]) est une égalité.

En particulier, G(6, 4) est un sous-groupe S-arithmétique de SO3 4, ou S = {2}.

Le cas de G(4,2™),n > 3, est différent. Tout d’abord, on doit remplacer Q
par le corps K, = Q(wan + wy, ), ot wan désigne une racine primitive 2"-ieme
de P'unité (c’est le plus grand sous-corps réel du corps cyclotomique Q(wzn)). On
a par exemple K3 = Q(v2), K1 = Q(V2+/2), etc. Soit A, = Zwan + wi: ]
Panneau des entiers de K,,. Le groupe G(4,2™) se plonge de fagon naturelle dans
le groupe SO3(A,[4]) relatif & la forme quadratique standard 22 + y* + 22

Théoréme 2. a) Sin = 3 ou 4, Uinclusion G(4,2") — SO3(A,[1]) est une
égalité.
b) Sin > 5, G(4,2") est un sous-groupe d’indice infini de SO3(A,[3]).

3. Indications sur les démonstrations

Pour le th.1, on utilise 'action du groupe I' = 8O3 4(Z[3]) sur arbre de Bruhat-

Tits X du groupe SOs , relativement au corps local Qg, cf. [7], chap.II, §1 (noter
que SOs 4 est isomorphe & PGLy sur Qg). L’action de I' sur X a pour domaine
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fondamental une demi-aréte P — P’, le fixateur de P (resp. P’, resp. P — P’) étant
Dg (resp. Dy, resp. Ds); cela montre (cf. [7], chap.I, §4.1) que I' = Dg *p, Dy;
comme Dg et Dy sont contenus dans G(6,4), on en déduit que I' = G(6, 4).

La démonstration du th.2.a) est analogue a celle du th.1.

Pour le th.2.b), on utilise les caractéristiques d’Euler-Poincaré ([6],§1) des deux
groupes G(4,2") et I', = SO3(A,[3]). On a:

x(G(4,27)) = —1/12 + 1/27+L,
et

X(Tn) = 272", (1) = — disc(K,)3/2(2m) 72" (k. (2),
ou (g, désigne la fonction zéta du corps K, et disc(K,,) est le discriminant de
K,

La premiere égalité se déduit de I'isomorphisme G(4,2") = Sy*p, Dan, démontré
dans [4], th.1, et la seconde résulte d’un calcul de volume basé sur la valeur du
nombre de Tamagawa de SOs, cf. [8] et [7], chap.Il, §1.5.

[Exemples : pour n = 3 (resp. 4) les deux caractéristiques d’Euler-Poincaré
sont égales & —1/48 (resp. & —5/96); pour n = 5, celle de G(4,2") est égale &
—13/192 = —0,067... et celle de I',, & —276.3.5.97 = —22,734..]

Pourn > 5, on constate que |x(I'y)| > [x(G(4,2"))], ce qui ne serait pas possible
si I'indice de G(4,2") dans I, était fini.

Remarque. En fait, |x(T';,)| tend vers I'infini avec n; on en déduit que le nombre
minimum de générateurs de I';, a la méme propriété.
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