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ANNALS OF MATHEMATICS
Vol. 58, No. 2, September, 1953
Printed in U.S.A.

GROUPES D’HOMOTOPIE ET CLASSES DE GROUPES ABELIENS

PAR JEAN-PIERRE SERRE

(Received June 23, 1952)

Introduction

Rappelons un théoréme classique d’Hurewicz: Soit X wun espace tel que
7i(X) = 0 pour i < n; on a alors H(X) = 0 pour 0 < ¢ < n, et w,(X) est is0-
morphe & H,(X).

Nous avons indiqué dans un travail antérieur [8] diverses généralisations de
ce théoréme. On peut les formuler de la maniére suivante: si ’on ne suppose plus
que 7;(X) est nul pour ¢ < n, mais seulement que c’est un groupe de type fini
(resp. un groupe fini), on trouve que H,(X) est un groupe de type fini (resp. un
groupe fini) pour 0 < ¢ < n, et que les groupes 7,(X) et H,(X) sont isomorphes
“modulo” un groupe de type fini (resp. un groupe fini).

Nous reprenons ici la question, et nous montrons que le cadre naturel de ces
diverses généralisations est la notion de classe de groupes abéliens.

Une classe C est, par définition, une collection de groupes abéliens qui vérifie
certaines conditions algébriques simples. Ces conditions expriment essentielle-
ment que C est stable vis & vis des opérations de 1’algdbre élémentaire: sous-
groupe, groupe quotient, extension. La donnée d’une classe @ permet d’introduire
des ‘“C-notions” ol I'on “néglige” les groupes de la classe € (par exemple, un
C-isomorphisme est un homomorphisme dont le noyau appartient & €). L’étude des
classes et notamment de certains axiomes supplémentaires, nécessaires pour
les applications ultérieures, fait ’objet du Chapitre I.

Dans le langage de la @-théorie, notre généralisation du théoréme d’Hurewicz
s’énonce ainsi (Chapitre ITI, Théoréme 1):

St mo(X) = m(X) = 0, et st 7:(X) appartient & © pour i < n, alors H(X)
appartientd C pour 0 < 7 < n, et "homomorphisme w,(X) — H,(X) est un C-iso-
morphisme sur.

(Pour retrouver ’énoncé classique, prendre pour @ la classe des groupes & un
seul élément).

On a également un théoréme d’Hurewicz relatif mod € (il faut, & vrai dire,
imposer & € des conditions un peu plus restrictives que pour le théoréme absolu).
On tire de 13 un théoréme de J. H. C. Whitehead mod € (Chapitre III, Théoréme 3)
dont je me bornerai & énoncer ici un cas particulier:

Soient A et B deux espaces connexes et simplement connexes par arcs, f: A — B
une application continue qui applique ms(A) sur m(B). Les propriétés suivantes
sont alors équivalentes:

(a) f+ : Hi(A) — Hi(B) est un @-isomorphisme sur pour tout 1.

(b) fo : mi(A) — w(B) est un C-isomorphisme sur pour tout <.

Les démonstrations de ces théorémes se font de la manidre suivante: on
établit d’abord (Chapitre IT) certains résultats auxiliaires sur les espaces fibrés,
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et on tire de 13 le théoréme d’Hurewicz par la méthode de [4], ou par celle de
[8], Chapitre V. Le théoréme d’Hurewicz relatif (et celui de J. H. C. Whitehead
qui en découle) se ramenent au précédent par l'intermédiaire d’espaces de lacets
convenablement choisis.

Les résultats généraux qui préceédent font l’objet des Chapitres I, IT et III,
alors que les Chapitres IV et V sont consacrés aux applications. Dans ces applica-
tions le théoréme de J. H. C. Whitehead cité plus haut joue un réle important,
notamment lorsque € est la classe des groupes finis d’ordre divisible seulement
par des nombres premiers donnés. Il y a 13 la possibilité d’une étude locale (au
sens arithmétique!) des groupes d’homotopie; citons par exemple la Proposition
3 du Chapitre IV:

Le groupe w(S,), n pair, est C-isomorphe d la somme directe de mi—1(Sa1) et
de 7:(San_1), @ désignant la classe des groupes finis d’ordre une puissance de 2.

Le Chapitre IV contient d’autres résultats de ce genre, relatifs. & la suspension
de Freudenthal et au calcul des p-composants des groupes m:(S,).

Le Chapitre V est consacré  la comparaison des espaces (et en particulier
des groupes de Lie) avec les spheres. Nous introduisons notamment la notion
de nombre premier régulier pour un groupe de Lie donné G. Grosso modo, p est
dit régulier pour G si G est équivalent, “vis & vis de p”, & un produit de sphéres.
Lorsque G est un groupe simple classique (compact et simplement connexe), de
dimension 7 et de rang I, nous déterminons tous les nombres premiers p réguliers
pour G': ce sont ceux qui sont supérieurs & n/l — 1.

CHAPITRE 1. LA NOTION DE CLASSE

Notations

Soient A et B deux groupes abéliens, f: A — B un homomorphisme; nous
noterons par Im.f smage de f, par Ker.f le noyau de f, et par Coker.f le conoyau
de f (c’est-a-dire le quotient B/Im.f). La suite:

0— Kerf— 4 -i) B — Coker.,f — 0
est donc exacte.

1. Définition des classes

Une collection non vide @ de groupes abéliens est dite une classe si elle vérifie
I’axiome suivant:

(I). Si, dans une suite exacte L — M — N, les groupes L et N appartiennent a
@, alors M appartient a C.

On peut mettre cet axiome sous une forme légérement différente:

ProposiTION 1. Pour que Paviome (1) soit satisfait, il faut et il suffit que les
trois conditions sutvantes soient remplies:

(a) Tout groupe rédust a 'élément neutre est dans €.

(b) Tout groupe isomorphe & un sous-groupe ow & un groupe quotient d’un

groupe de C est dans C.
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(¢) Toute extension de deux groupes de C est dans @.

Nécessité. Puisque @ est non vide, il existe un M tel que M e @; soit A un
groupe réduit & I’6lément neutre; la suite M — A — M étant exacte, I’axiome
(I) entraine que A € C, et (a) est vérifié. La propriété (c) est un cas particulier
de (I); il en est de méme de (b), compte tenu de (a).

Suffisance. Soit L L ML N une suite exacte, avec L € @, N ¢ C; M est donc

une extension de Im.f par Im.g; puisque Im.f est isomorphe & un groupe quotient
de L, (b) entraine que Im.f ¢ @; de méme pour Im.g; la propriété (c) entraine
donc M e €, ce qui montre que @ vérifie (I). D’autre part @ n’est pas vide, &
cause de (a); @ est bien une classe.

RemArqQuEs. (1) Nous donnerons des exemples de classes au n° 6 et au n°7;
pour linstant, signalons simplement la classe des groupes réduits & 1’élément
neutre, et la classe de tous les groupes.

(2). 11 résulte de (b) que tout groupe isomorphe @ un groupe de © appartient a
C; ceci montre évidemment que € ne peut pas étre un “ensemble”, et on ne
peut donc pas appliquer & la relation A ¢ @ toutes les propriétés de la relation
d’appartenance. Par exemple, il serait dépourvu de sens d’écrire I .cA.

2. Les C-notions

Dans la suite de ce travail, les groupes appartenant & une classe donnée @
seront, en un certain sens, négligés. Ceci est précisé par les définitions suivantes:

Un groupe A4 est C-nulsi A € C.

Un homomorphisme f: A — B est @-biunivoque si Ker.f ¢ ©; il est C-sur si
Coker.f € C.

Un homomorphisme qui est & la fois @-biunivoque et @-sur est un C-isomor-
phisme sur.

Deux groupes A et B sont C-isomorphes s’il existe un groupe L et deux homo-
morphismes f: L — A, g: L — B qui soient tous deux des @-isomorphismes sur.
Cette notion est transitive, car si h: M — B, et k: M — C sont deux @-isomor-
phismes sur, en prenant pour N le sous-groupe de la somme directe L + M
formé des (I, m) tels que g(I) = h(m), et en posant r(l, m) = f(1), s(I, m) = k(m),
on obtient deux homomorphismes r: N — 4, s: N — C qui sont des C-isomor-
phismes sur.

Les notions précédentes ont les mémes propriétés formelles que les notions
classiques (auxquelles elles se réduisent lorsque la classe @ est formée des groupes

f

4 un seul élément); par exemple, soient 4 - B EA C deux homomorphismes; on
vérifie alors sans difficulté que:

2.1. Sif et g sont C-biunivoques, go f est C-biunivoque.

2.2. Si fetg sont C-sur, go f est C-sur.

2.3. Sigo fest C-biunivoque, f est C-biunivoque.

2.4. Si go f est C-sur, g est C-sur.

2.5. Si go f est C-biunivogue et si f est C-sur, g est C-biunivoque.
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2.6. Si go fest C-sur et si g est C-biunivoque, f est C-sur.

On vérifie également que le “lemme des cing” reste valable pour les C-notions.
De fagon précise, si I’on a deux suites exactes & 5 termes, et 5 homomorphismes
des groupes de la premitre suite dans les groupes correspondants de la seconde
(vérifiant les relations de commutation nécessaires), et si les 4 homomorphismes
“extrémes” sont des C-isomorphismes sur, alors ’homomorphisme médian est
aussi un C-isomorphisme sur.

On peut donner de nombreux autres résultats de ce genre'; signalons seulement
le suivant, qui nous sera utile dans la suite:

PropPOSITION 2. Soient @ une classe, A, p——l> A, 22» A, p—3> A, p—4» As une sutte
exacte, k: Ay — A, et k': As — A4 des homomorphismes tels que prok et psok’ sotent
des C-automorphismes de A et de As respectivement. Soit (ps , k") ’homomorphisme
de la somme directe A;s + As dans Ay qui coincide sur le premier facteur avec ps ,
sur le second avec k'. L’homomorphisme (ps , k') est un C-isomorphisme sur.

(Dans cet énoncé, le terme ““C-automorphisme” désigne un endomorphisme
qui est un C-isomorphisme sur).

Indiquons, & titre d’exemple, la démonstration de cette Proposition:

Tout d’abord, il résulte de 2.4 que p; et p, sont C-sur; puisque la suite est
exacte, Ker.p, est isomorphe & Coker.p; , et p; est donc C-biunivoque.

Soit alors N le noyau de (ps, k'), et (as, as) € N; on a ps(as) + &'(as) = 0,
d’00 pso k'(as) = 0, et a5 e Ker.(pao k). Sias = 0, on a a; € Ker.ps ; il suit de 13
que Pon a une suite exacte: Ker.p, — N — Ker.(pso k), et comme les deux
groupes extrémes sont dans €, on a N ¢ C, et (ps, k') est C-biunivoque.

. D4
Désignons maintenant par ¢ le composé A4 — 45 — Coker.(pso k'), et con-

, K
sidérons la suite: 4; + 45 (_pa__)) A, 9, Coker.(pso k'). Le composé de ces deux

homomorphismes est 0, et, réciproquement, si g(as) = 0, cela signifie qu’il y a
x5 € As tel que pso k' (z5) = paas), ou encore ps(as — k'(xs)) = 0, ce qui entraine
Pexistence de z; € A, tel que as — k' (x5) = ps(xs); as est donc dans Im.(ps, &)
et la suite écrite plus haut est exacte. Comme Coker.(pso k') € € par hypothése,
(ps, k') est @-sur, ce qui achdve la démonstration.

3. Le produit de torsion

H. Cartan et S. Eilenberg ont introduit dans [3] une nouvelle notion, celle du
produit de torsion de deux groupes abéliens (ou plus généralement de deux
modules); leur livre n’étant pas encore paru, nous allons rappeler la définition
et les principales propriétés de cette opération.

1 Signalons deux autres C-notions:

(a) La C-égalité de deux sous-groupes A et B d’un méme groupe C': elle a lieu lorsque les
homomorphismes A N B — A et A N B — B sont tous deux des C-isomorphismes sur.
Cette notion permet de définir les suites C-ezactes, etc.

(b) Les @-homomorphismes: un C-homomorphisme de A dans B est défini par son graphe
F, sous-groupe de A X B dont la projection dans A est C-égale & A, et qui vérifie
F n ({0} X B) eC.



262 JEAN-PIERRE SERRE

Soient 4 et B deux groupes abéliens; écrivons B sous la forme B = L/R, ot
L est libre, et soit C le noyau de ’lhomomorphisme 4 ® R — A ® L. On démontre
que C ne dépend que de A et de B, c’est par définition le produit de torsion de A
et de B; on le note Tor(4, B) ou encore A * B. C’est un foncteur covariant en
A et en B. Il jouit des propriétés suivantes:

31. A *x B~ B x A.

3.2. Soit 0 > L — M — N — 0 une suite exacte, 4 un groupe; on a alors
une suite exacte:

0>AxL—o>A+«M—->AxN—-AQL>A4AM—>A4N —0.

3.3. Le foncteur A * B commute avec les opérations de somme directe (finie
ou infinie) et de limite inductive.

3.4. A x B ne dépend que des sous-groupes de torsion de A et de B (ce qui
justifie la terminologie).

Les propriétés 3.3 et 3.4 montrent que, pour calculer 4 * B lorsque 4 et B sont
de type fini, il suffit de connaitre 4 * Z,, , ou Z, désigne le groupe cyclique d’ordre
n. Or, il résulte immédiatement de la définition donnée plus haut que:

3.5. A x Z, = ,A, sous-groupe des éléments a ¢ A tels que na = 0.

Le produit de torsion intervient de fagon essentielle dans la formule de Kiinneth:

3.6. Soient K et L deux complexes gradués, K ® L leur produit tensoriel
(muni de la structure de complexe gradué déduite de celles de K et de L). Sup-
posons K ou L sans torsion; alors les groupes d’homologie de K, de L, et de
K ® L sont liés par la suite exacte:

0 — 2 itjnHi(K) ® HiL) = Ha(K ® L) — iy jenrH(K) * Hi(L) — 0.

3.7. Si les sous-groupes des cycles de K et de L possédent des supplémentaires
dans K et L respectivement, la suite exacte précédente se réduit & une somme
directe.

Les cas particuliers les plus importants de 3.6 et 3.7 sont: (a) celui ou K et L
sont libres (en Topologie, cela fournit ’homologie d’un produit direct en fonction
de celle de ses facteurs), (b) celui o K est libre et ol ’opérateur bord de L est
nul (“formule des coefficients universels” qui, en Topologie, fournit ’homologie
d’un espace & valeurs dans un groupe de coefficients arbitraire en fonction de
Phomologie & coefficients entiers).

Les propriétés 3.1, - - - , 3.7 sont des cas trés particuliers des propriétés démon-
trées dans D’article [3] déja cité; signalons par exemple qu’elles sont vraies sans
aucun changement pour les modules sur un anneau principal; nous nous sommes
bornés au cas de ’'anneau des entiers parce qu’il est suffisant pour la suite.

4. Deux axiomes sur les classes

Revenons aux propriétés des classes. Dans le Chapitre suivant (relatif aux
espaces fibrés), nous aurons besoin de supposer que les classes @ considérées
vérifient 'un ou l'autre des deux axiomes suivants:

(II,). AecCetBeCentratneni A @ BeCet A x B e C.
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(Ilg). A € C entraine A ® B ¢ C quel que soit B.

L’axiome (Ilg) entraine ’axiome (II,). En effet:

ProposiTioN 3. L’axiome (11s) est équivalent & chacun des axiomes:

(IIs)’. A eCentraine A @B eC et A * B € C quel que soit B.

(II)”. Quel que sott A € @, toute somme directe (finie ou infinie) de groupes
tsomorphes @ A est dans C.

(I1Ig) entraine (1Ig)”, car (IIz)” équivaut & dire que A @ L e Csi 4 e Cet si
L est libre.

(I1g)” entraine (IIg)’; en effet, soit A € @ et B arbitraire; écrivons B = L/R,
ou L (donc R) est libre; d’aprés (IIg)” ona 4 @ LeCet A @ R € C; comme
A ® B est isomorphe 4 un groupe quotient de A ® L, et que A * B est isomorphe
4 un sous-groupe de A @ R,onabienaussi A @ BeCet A * B ¢ C.

(I1g)’ entratne (Ilg) trivialement.

COROLLAIRE. Soit € une classe vérifiant (1Ig); st A et B sont C-isomorphes
respectivement @ A’ et B, alors AQB et A » B sont C-isomorphes respectivement
a0 A'®@B et A’ + B'.

11 suffit de prouver ce Corollaire lorsque B = B’; en outre, vu la définition des
C-isomorphismes, on peut supposer qu’il existe f: 4 — A’ tel que Ker.f ¢ C et
Coker.f € @; en factorisant f par A — Im.f — A4’, on se raméne aux deux cas
particuliers ou Ker.f = 0 et Coker.f = 0. Examinons le premier cas (le second

étant tout & fait semblable); on a donc une suite exacte 0 — A i» A4’ — 47 — 0,
avec A” e @. Appliquant 3.2, on en tire la suite exacte:
0—-AxB—>A'"*B—>A"*B—>AQ®B—>A"®@B—>A4" @ B—0.

D’aprés (IIg)”,ona A” * BeCet A” @ Be@,d’olilefaitqued* B — A’ « B
et A ® B —> A’ ® B sont des C-isomorphismes sur, ce qui achéve la
démonstration.

ProrosiTioN 4. Soient @ une classe vérifiant (1Ig), X un espace topologique,
et G un systéme local sur X (au sens de Steenrod) formé de groupes abéliens tous
isomorphes a un méme groupe G tel que G € C. On a alors H (X, G) € C pour tout
72 0.

Soit S(X) le complexe singulier de X ; les groupes H:(X, G) sont les groupes
d’homologie du complexe S(X) ® @, muni d’un certain opérateur bord; puisque
Gee,onaSX)® Gecdapres (IIg), d’ou a fortiori H,(X, G) € € pour tout
12 0.

Note. 11 existe des classes qui ne vérifient pas (IIg): on en verra des exemples
au n° 6. Par contre, j’ignore s’il existe des classes ne vérifiant pas (I1,).

5. Un nouvel axiome

Soit IT un groupe, commutatif ou non, et L un groupe abélien sur lequel II
opere 3 droite; on définit alors classiquement (cf. [5], [6]) les groupes d’homologie de
11 & valeurs dans L, notés H. (II, L). En particulier, on peut prendre pour L le
groupe additif des entiers, Z, sur lequel II opere trivialement; les groupes H;(I1,Z)
ainsi obtenus seront appelés groupes d’homologie de II, et notés simplement
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H(IT). Par définition, ce sont les groupes d’homologie du complexe non homogéne
de II, tel qu’il est défini dans [5]. Rappelons quelques propriétés classiques de
ces groupes:

5.1. Si II est limite inductive des groupes II, , alors H ;(I) est limite inductive
des H,(Il,) pour tout ¢ (en effet, le complexe non homogene de II est limite in-
ductive des complexes non homogenes des II,).

5.2. Hg,‘(Zn) =0si7? > 0, Ifz,‘_{.]_(Zn) = Zn siz ; 0.

53. H(Z) = H(Z) = Z, H(Z) = 0si¢ > 1.

5.4. Soient S et T deux groupes; on a:

Hu(8 X T) & Xitjen Hi(S) ® Hi(T) + Xirins Hi(S) + Hy(T).

(En effet, soient K5 et K, les complexes non homogenes de S et T respective-
ment; il résulte immédiatement de la théorie des complexes libres et acycliques
que H,(S X T) =~ H.(Ks ® K1) pour tout n, et la formule de Kiinneth donne
alors le résultat).

Les propriétés 5.2, 5.3, 5.4 permettent évidemment de calculer H ;(IT) lorsque
II est abélien de type fini.

Ce rappel étant fait, nous pouvons poser notre nouvel axiome (nécessaire pour
I’étude des groupes d’homotopie):

(III). A € © entraine H,(A) e C pour tout 1 > 0.

Note. Jignore s’il existe des classes ne vérifiant pas (III).

6. Exemples de classes vérifiant les axiomes (II,) et (III).

(Dans chacun de ces exemples la vérification de I’axiome (I) est laissée au
lecteur.)

6.1. Les groupes de type fini. Si les a; engendrent A et les b; engendrent B, les
a; ® b; engendrent A @ B qui est donc de type fini. Ecrivons maintenant B =
L/R, ol L est le groupe libre de base les b; ; L est de type fini, donc également R,
et puisque 4 * B est isomorphe, par définition, & un sous-groupede A @ R, A * B
est de type fini, ce qui achéve la vérification de (IL,).

Pour prouver (I11) il suffit, d’aprés 5.4, de le vérifier lorsque A = Z, et lorsque
A = Z, ; cela résulte alors de 5.2 et de 5.3.

6.2. Les groupes dont Uensemble des éléments a une puissance inférieure ou égale
a un cardinal infini donné N, .

Puisque tout élément de A ® B s’écrit sous la forme D_a; ® b;, a; e A, b; ¢ B,
le groupe 4 ® B a au plus N, éléments’. Soit maintenant L le groupe libre de
base I’ensemble des éléments de B; on a B = L/R, et L (donc aussiR) aau plus
N, éléments; puisque A * B est isomorphe 2 un sous-groupe de A ® R, il a au
plus N, éléments d’aprés ce qui précéde. L’axiome (II,) est donc vérifié.

Soit K, le complexe non homogéne de A; d’aprés sa définition, ce complexe
admet une base ayant au plus N, éléments, ce qui montre que ses groupes d’homo-
logie ont au plus N, éléments, et vérifie (III).

* Rappelons (Bourbaki, Ensembles, Chapitre III) que, si E est un ensemble infini, I’en-
semble des parties finies de E est équipotent & E.
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6.3. Les groupes finis. L’axiome (II,) résulte immédiatement de 3.3, 3.4, 3.5.
L’axiome (III) résulte de 5.2 et 5.4.

6.4. Les groupes finis dont Uordre n’est divisible que par les nombres premsiers
appartenant & une famille donnée.

Méme démonstration que pour 6.3.

6.5. Les groupes qui vérifient la condition de chaine descendante pour leurs sous-
groupes. On doit s’appuyer sur la structure de ces groupes (voir Bourbak:, Alg.
VII, Exercices): ce sont des sommes directes finies de groupes finis et de groupes
du type U, (ibid. §2, Ex. 3; les groupes de type U, sont parfois appelés groupes
de type (p*)); or on voit aisément que U, ® A = U, x A = 0 lorsque 4 est un
groupe de torsion; ’axiome (II,) est donc vérifié.

Utilisant le fait que U, est limite inductive de groupes Z* et la propriété
5.1, on montre que H;(U,) = 0 lorsque ¢ est pair et > 0, et que H,(U,) = U,
si ¢ est impair. L’axiome (III) résulte de 14 et de la propriété 5.4.

7. Exemples de classes vérifiant les axiomes (IIg) et (III).

Introduisons d’abord un nouvel axiome:

(IV). Toute somme directe (finie ou infinie) de groupes de C est dans €.

Cet axiome est d’ailleurs visiblement équivalent au suivant:

(IV)'. Toute limite inductive de groupes de C est dans C.

ProrposiTioNn 5. L’axziome (IV) entraine les axiomes (IIg) et (III).

L’axiome (IV) entraine trivialement (IIg)”, donc aussi (IIg). Montrons qu’il
entraine (III). Soit A ¢ €; A est limite inductive de ses sous-groupes de type
fini, A., et d’aprés 5.1 H;(4) est donc limite inductive des H(A,); d’apres
Paxiome (IV)’ on est donc ramené & montrer que, si A est de type fini et ap-
partient & @, alors H;(4) appartient & €. Or ceci est une simple conséquence de
Paxiome (I), car il résulte de 5.2, 5.3 et 5.4 que H,(A) est, pour tout ¢ > 0, iso-
morphe & un groupe quotient de A7, ol j est assez grand.

Donnons maintenant des exemples de classes:

7.0. Les groupes a un seul élément.

7.1. Les groupes de torsion®.

L’axiome (IV) est évidemment vérifié.

7.2. Les groupes de torsion dont les p-composants sont nuls pour une famille
donnée de nombres premiers p.

L’axiome (IV) est évidemment vérifié.

7.3. Les groupes A tels qu’il existe un entier K # 0 avec K-a = 0 pour tout
aeA.

L’axiome (IIp) résulte de ce que K(Q a; ® b)) = Z(Ka,-) ® b; = 0. Pour

3 Rappelons (Bourbaki, Algebre, Chapitre VII) qu’un groupe abélien A est dit de torsion
si pour tout z ¢ A il existe un entier n # 0 tel que n-z = 0. Si p est un nombre premier,
le p-composant (ou composante p-primaire) d’un groupe A est le sous-groupe des z ¢ A pour
lesquels il existe un entier k 2 0 avec p*-x = 0;si A est un groupe de torsion, il est somme
directe de ses p-composants (p parcourant I’ensemble des nombres premiers). Si A est réduit
4 son p-composant (p premier donné), on dit que A est un p-groupe; si A est de type fini,
cela équivaut & dire que A est fini et que son ordre est une puissance de p.
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prouver (III), il suffit de montrer que, pour tout x e Hi(A), ¢ > 0,ona K-z = 0;
puisque A est limite inductive de ses sous-groupes de type fini, il suffit de vérifier
ceci lorsque A est de type fini, et cela résulte alors de ce qui a été dit & la fin de
la démonstration de la Proposition 5.

REMARQUE. La classe 7.3 ne vérifie pas I’axiome (IV), ce qui montre que celui-ci
n’est pas une conséquence des axiomes (I), (IIg) et (III). D’ailleurs, on peut
déterminer toutes les classes qui vérifient (IV): si 'on excepte celle formée de
tous les groupes, on trouve qu’elles sont toutes du type 7.2 (la classe 7.1 corres-
pond & la famille vide, la classe 7.0 & la famille pleine).

CHAPITRE II. EsPACES FIBRES

1. Espaces fibrés relatifs

Soit (E, p, B) un espace fibré au sens de [8], IT (en d’autres termes, la projec-
tion p: E — B vérifie le théoréme de relévement des homotopies pour les
polydres); soit B’ un sous-espace de B, et soit E’ = p '(B’). Nous dirons que le
couple (E, E’) est un espace fibré relatif de base le couple (B, B’) et de méme fibre
F que E.

Les propriétés des espaces fibrés relatifs sont tout & fait analogues a celles des
espaces fibrés absolus. Par exemple, si B’ # @, on a:

PRroPOSITION 1. La projection p définit un isomorphisme de = (E, E') sur w:(B, B")
pour tout ¢ = 0.

' Soit b € B, et soit F = p~'(b); considérons le diagramme commutatif:

m(E,F) > ny(E, F) > nE, E') > 7ia(E', F) > wi1(E, F)

! l ! ! !
W{(B', b) g Wi(B, b) d 7r.-(B, B') g 7r,‘_1(BI, b) g 7l'i_1(B, b)

Les deux lignes de ce diagramme sont des suites exactes, et les 4 homomor-
phismes “verticaux’’ extrémes sont des isomorphismes sur, on le sait. Le lemme
des cinq montre alors que ’lhomomorphisme vertical médian est un isomorphisme
sur, ce qui démontre la Proposition.

2. La suite spectrale d’homologie d’un espace fibré relatif

Nous conservons les notations du numéro précédent; nous supposons en outre
que B, B’ et F sont connexes par arcs et que B’ % @ (le cas B’ = @ ayant été
traité dans [8], II); choisissons un point b € B’ et un point = ¢ £’ tels que p(x) = b.
Tous les cubes singuliers considérés auront leurs sommets en z (ou b); cela ne
change pas I’homologie, vu les hypoth&ses de connexion faites plus haut.

Soit C(E) le complexe singulier cubique de E, C(E’) celui de E’; les groupes
d’homologie du complexe C(E)/C(E’) sont, par définition, les groupes
d’homologie du couple (E, E’). La filtration définie dans [8], II, n® 4 sur C(E)
induit une filtration sur C(E’), et une filtration sur C(E)/C(E’). Cela définit trois
suites spectrales, que nous noterons respectivement E7'%, 'Ef* et "E?"* (r = 0, 1,

., ®); les deux premidres sont les suites spectrales attachées respectivement
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aux espaces fibrés E et E’; par définition, la troisiéme sera dite attachée a l’espace
fibré relatsf (B, E').

On posera, comme d’ordinaire, E? = Y, EF'Y, et de méme pour 'E? et "E?.
Avec cette notation, considérons le diagramme:

0o — 'EP — E? — "E? - 0

| ' ” |
1 | ‘| o 1
0 — CP(B,) ® C(F) — Cp(B) ®CEF) — p(By BI) ®C(F) — 0.

Les lignes de ce diagramme sont des suites exactes, comme on le voit im-
médiatement; ’homomorphisme ¢: Ef — Cp(B) ® C(F) est celui qui est défini
dans {8], II, n° 4; les autres homomorphismes verticaux sont définis & partir
de ¢, par restriction et passage au quotient. Comme ¢ et ¢’ sont des équivalences
de chaines (loc. cit. n° 5), il en est de méme de ¢”, ce qui, par passage & I’homologie,
donne le diagramme suivant (ou les fleches verticales sont maintenant des iso-
morphismes sur):

0 — 'E? — E? - "E? - 0

Lol ‘| ‘| 1
0 — C,(B)@HWF) — CyB)® HF) — Cy(B,B)® HF) — 0.

Puisque les homomorphismes horizontaux proviennent d’homomorphismes
respectant la filtration, ils commutent avec la différentielle d; . Or nous connais-
sons d; sur Ef &~ C,(B) ® H(F) (loc. cit. n° 6); il en résulte que 'isomorphisme
¢” transforme la différentielle di en la différentielle naturelle de C,(B, B’), au sens
des coefficients locaux que forment les groupes H (F') sur I’espace B. D’oll, puisque
E2 =H (El):

ProrositioN 2. Soit (E, E’) un espace fibré relatif de base (B, B') et de fibre
F, les espaces B, B’ et F étant connexes par arcs. Le terme " EX? de la suite spectrale
d’homologie attachée & (E, E') est canoniquement isomorphe & H,(B, B’} H,(F)),
p-éme groupe d’homologie singuliére de (B, B’) & valeurs dans le systéme local formé
par H,(F) sur B.

(Si, au lieu de filtrer C(E)/C(E’), on avait filtré C(E)/C(E’) ® G, ou G est
un groupe de coefficients, on aurait obtenu:

”E«f'q ~ p(B, B/; Hq(F’ G))' CA. [8], 11, th. 2)

Il résulte de la Proposition précédente que la suite spectrale attachée & ’espace
fibré relatif (£, E’) a toutes les propriétés formelles d’une suite spectrale d’espace
fibré absolu. Son terme E, est le groupe gradué associé au groupe filtré H(E, E').
Plus précisément, considérons I’homomorphisme p, : Hi(E, E') — H«(B, B’);
comme dans le cas absolu, Ker.psx admet une suite de composition dont les
quotients successifs sont les groupes "Eg'” (m + n = 4, n > 0); on a Im.p, =
7ES « Hi(B, B’): c’est lintersection des noyaux des dy : "Ei® — 7Ei™
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r 2 2. En particulier Coker.p, admet une suite de composition dont les quo-
tients successifs sont isomorphes & des sous-groupes des groupes ”Ei 7!
r=23,---,1).

(Comme dans [8], ces propriétés sont de simples conséquences de la Prop. 2,
et de la théorie générale des suites spectrales développée dans [8], I).

On notera cependant une différence avec le cas absolu: on a E¥? = 0 pour
r = 2et tout ¢ = 0, car Hy(B, B’) = 0 puisque B’ > §.

3. La suite spectrale de cohomologie d’un espace fibré relatif

Nous n’expliciterons pas les résultats qui sont simplement les transposés de
ceux du n° 2, et nous nous bornerons 4 donner une propriété du cup-product:

On sait que le cup-productd’un élément f ¢ C"(E, E’) et d’un élément g ¢ C™(E)
est un élément f-g e C™*"(E, E’), et que I’on a la formule habituelle de dérivation :

a(f-g) = df-g + (=1)"f-dg.

En outre, on voit tout de suite que le cup-product est compatible avec les
filtrations et définit donc des applications bilinéaires:

”Ef'q X Ef,'q' N ”Ef+p’.q+q'
qui, si on les note (z, y) — x-y, satisfont & la formule:
&/ (z-y) = (dz)-y + (=)™ 2-dp).

Pour r = 2, le produit -y s’obtient en multipliant par (—1)?'? le cup-product
de z ¢ H°(B, B'; H*(F)) par y ¢ H” (B, H* (F)): cela se voit de la méme fagon
que le Théoréme 3 de [8], II.

4. Les théorémes principaux

Nous conservons les hypothéses et notations des numéros précédents; on a
donc m(B) = m(B’) = m(F) = 0 et B’ # @. En outre, nous supposons que le
systéme local formé par H;(F) sur B est trivial pour tout ¢; il résulte alors de la
Proposition 2 et de la formule des coefficients universels que:

@.1) "E? ~~ H,(B, B") ® H,(F) + H,.(B, B') » H,(F).

TuEorEME 1. A. Soit @ une classe de groupes abéliens vérifiant Uaxiome (I1,).
Supposons que Hi(B, B") = 0, que H(B, B’) e @ pour 0 < 7 < p, et que H;(F) ¢
pour0 < j < q (p et g étant des entiersdonnés). Posonsr = Inf (p, ¢ + 1). Alors
la projection px: Hi(E, E') — H (B, B’) est @-biunivoque pour i < r et C-sur pour
1 =<r—+ 1.

TuEorEME 1. B. Soit € une classe de groupes abéliens vérifiant Uaxiome (I1s).
Supposons que H (B, B') ¢ @ pour 0 < 7 < p, et que Hi(F) e @ pour 0 < j < ¢
(p et q étant des entiers donnés). Posonsr = p + q — 1. Alors la projection
px: Hi(E, E') — H (B, B’) est C-biunivoque pour i < r et C-sur pouri < r -+ 1.

Nous ferons simultanément les deux démonstrations.

(a) D’aprés ce qu’on a vu au n° 2, pour prouver que Ker.px ¢ Csi i < 7, il
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suffit de montrer que "En " e @sim + n < r et n > 0, et il suflit a fortiors de
montrer que "E7" e @sim +n < retn > 0.

Si I’on est dans les hypotheéses du Théoréme 1. A, alors r = Inf (p, ¢ + 1),
et, comme m + n =< r, cela donne soit m = 0, 1, et alors H,(B, B’) =
H, (B, B) =0,s0it 1 <m < p, et alors 0 <n < ¢, dodt Hn(B, B’) € C,
H, (B, B') ¢ @, H,(F) € €. Dans les deux cas la formule (4.1) montre bien que
"ET'" ¢ @, compte tenu de (I1,).

Si maintenant l’on est dans les hypotheéses du Théoréme 1.B, alors r =
p + g — 1, et 'on a soit m < p auquel cas Hn(B, B’) ¢ @ et Hn,1(B, B’) € €,
soit 0 < n < g auquel cas H,(F) e €. Dans les deux cas la formule (4.1) montre
bien que "E7™ ¢ €, compte tenu de (Ilg)’.

(b) D’aprés ce qu’on a vu au n° 2, Coker.ps admet une suite de composition
dont les quotients successifs sont isomorphes & des sous-groupes des termes
"R (s = 2, 8, -+, ©). Il nous suffit donc de prouver que "E3 "' € €
lorsque 'on a2 < s < 4, et ¢ < r + 1; mais cela vient justement d’étre fait dans
(a) et le théoréme est donc démontré.

REMARQUE. Si I’on suppose que € est la classe des groupes & un seul élément
et que B’ est réduit & un point, on retrouve un résultat connu (cf. [8], p. 469):

StH:(F) = 0pour 0 < ¢ < q, et H(B) = 0 pour 0 <z < p, alors la projection
px: H(E, F) — H(B) est biunivoque pour 0 < 7 = p + ¢ — 1 et sur pour
0<i=p-+aq

6. Applications

Dans ce numéro, E désigne un espace fibré de base B, fibre F'; B et F sont sup-
posés connexes par arcs, et B simplement connexe.

ProposiTioN 3. A. Soit @ une classe vérifiant (11,). Supposons que H(E) ¢ ©
pour tout 1 > 0, et que Hy(B) € @ pour 0 < © < p; alors Hy(F) e € pour 0 < 7 <
p — 1, et H, 1(F) est C-tsomorphe & H,(B).

ProrosiTioN 3. B. Soit @ une classe vérifiant (11g). Supposons les hypothéses de
la Proposition précédente remplies. Alors Hi(F) est C-isomorphe & Hi.(B) pour
0<7<2p—2

Les deux Propositions se démontrent par récurrence sur p, le cas p = 1 étant
trivial. L’hypothese de récurrence montre d’abord que H(F) ¢ € pour 0 < 7 <
p — 2, et que H, 5(F) est C-isomorphe & H,_1(B), donc appartient aussi & €.
Appliquant alors le Théoréme 1. A (resp. le Théoréme 1. B) avec ¢ = p — let B’
réduit & un point, on voit que H;(E, F) est C-isomorphe & H;(B) pour 7 = p(resp.
0 < ¢ £ 2p — 2). Comme, d’aprés la suite exacte du couple (E, F) et ’hypothése
faite sur E, H;_;(F) est C-isomorphe 4 H.(E, F) pour ¢ > 1, les Propositions en
résultent.

Introduisons maintenant une définition:

Un espace X sera dit C-acycliquet si Hi(X) e € pour tout z > 0.

+ Notons que Paxiome (IIs) équivaut & dire que si deux espaces X et Y sont connexes et
C-acycliques, leur produit direct est aussi C-acyclique.
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On a alors:

ProrosiTioN 4. A. Soit € une classe vérifiant (IL,). St deux des trois espaces
E, B, F sont C-acycliques, le iroisiéme Vest ausss.

Si les deux espaces sont B et F, il résulte de la formule des coefficients uni-
versels que E3”’ ¢ @ lorsque ¢ + j > 0, ot E%’ € @, et le groupe gradué associé
a H.(E) appartient & € pour tout n > 0; il en résulte que H,(E) lui-méme ap-
partient & @.

Si les deux espaces sont E et B, on applique la Proposition 3. A avec p = «.

Si les deux espaces sont E et F, montrons par récurrence sur n que H,(B) ¢ €,
le cas n = 1 étant trivial. En appliquant la Proposition 3. A et I’hypothése de
récurrence, on voit que H,_1(F) est C-isomorphe & H,.(B), et, comme H,_,(F) ¢ €,
cela donne bien H,(B) ¢ @.

REMARQUE. Si ’on prend pour € la classe des groupes de type fini (cf. Chapitre
I, 6.1), on retrouve la Proposition 1 du Chapitre IIT de [8], sous I’hypothése
supplémentaire m1(B) = 0. Cette hypothése supplémentaire nous a simplement
servi & simplifier la démonstration: il serait en effet facile de prouver la Proposi-
tion précédente sous la seule hypothése que le systéme local formé par H.(F)
sur B est trivial pour tout <. Nous en laissons la vérification au lecteur.

ProrositioN 5. B. Soit € une classe vérifiant (11g). Supposons que H:(B) € @
pour tout © > 0. Alors Phomomorphisme H(F) — H(E) est un @-isomorphisme
sur pour tout 1 = 0.

11 suffit de voir que H(E, F) € € pour tout 7 = 0, ce qui résulte du Théoréme
1. B, ot l’on prend B’ réduit & un point, ¢ = l et p = .

ProrosiTioN 6. B. Soit @ une classe vérifiant (IIs). Supposons que H(F) ¢ @
pour tout © > 0. Alors Uhomomorphisme H ;(E) — H(B) est un C-isomorphisme
sur pour toutt = 0.

11 suffit de voir que H.(E, F) — H (B, B’) est un C-isomorphisme sur, B’
étant réduit & un point; or cela résulte du Théoréme 1. B, oit l’on prend p = 1
et g = o,

REMARQUES. 1. La Proposition 5. B est un “théoréme de Feldbau mod €”, la
Proposition 6. B un “théoréme de Vietoris mod €”.

2. Les Propositions 5. B et 6. B ne subsistent pas lorsqu’on suppose seule-
ment que € vérifie (I,): il suffit de prendre £ = B X F pour le voir.

6. Espaces de lacets et groupes d’Eilenberg-MacLane

Soit X un espace tel que m(X) = m (X) = 0 et soit Q ’espace des lacets de
X. On sait (cf. [8], IV) qu’il existe un espace fibré contractile de fibre Q et de
base X; les résultats du numéro précédent lui sont donc applicables; en parti-
culier:

ProposiTION 7. A. Soit @ une classe vérifiant (I1,). Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes:

(a) X est C-acyclique.

(b) Q@ est C-acyclique.

Soit maintenant IT un groupe abélien, n un entier =1; nous noterons H,(II; n)
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les groupes d’homologie du complexe d’Eilenberg-MacLane K(II, n) (pour la
définition de ce complexe, voir [5]). Les groupes H.(II; 1) ne sont autres que les
groupes d’homologie de II, dont nous avons rappelé les propriétés au Chapitre I,
n° 5.

On sait (cf. [8], p- 499) que pour tout couple (II, n) il existe un espace X tel que
m(X) = 0si 7 # n, 7,(X) = II; un tel espace sera dit un espace X(II, n);
cette terminologie est justifiée par le fait que H.,(X(Il, n)) = H,(II; n) pour
tout ¢ (cf. [5]).

ProrosiTioN 8. Soit C une classe vérifiant les axiomes (I1,) et (III). St 11 € @,
ona H;Il;n)eCpouri = 1,n = 1.

(En d’autres termes si I € ©, tout espace X(II, n) est C-acyclique).

On raisonne par récurrence sur n, le cas n = 1 n’étant rien d’autre que ’axiome
(III). Soit donc n = 2, et soit X un espace X(II, n); il est clair que ’espace 2
des lacets de X est un espace X(II, n — 1); d’aprés ’hypothése de récurrence on
a donc H;(2) € € pour tout z > 0, d’oit (Proposition 7. A) H,(X) e € pour tout
1> 0.

ReEMARQUE. Cette Proposition est bien connue dans le cas particulier des
classes 6.1, 6.3 et 6.4 du Chapitre I; cf. [8], VI.

CuariTre III. Les teEOREMES D'HurEwIcz ET DE J. H. C. WHITEHEAD

1. Le théoréme d’Hurewicz

TutoriME 1. Soit @ une classe vérifiant les axiomes (I1,) et (III). Soit X un
espace tel que mo(X) = m(X) = 0 et que 7.(X) € @ pour v < n, n étant un entier
donné. On a alors Hy(X) € @ pour 0 < 7 < n, et m.(X) — H.(X) est un C-iso-
morphisme sur.

Lorsque € est la classe des groupes & un seul élément, on retrouve bien le
théoréme d’Hurewicz classique.

Nous donnerons deux démonstrations de ce théoréme, la premiére faisant usage
de la méthode introduite dans [8], V, la seconde de celle introduite dans [4].

Premiére démonstration. (Cette démonstration n’est valable que si X est (ULC),
au sens de [8], p. 490.)

On procéde par récurrence sur n, le théoréme étant trivial pour n = 1.
L’hypothése de récurrence montre que H:(X) ¢ € pour 0 < 7 < n, et il nous
suffit d’étudier ’homomorphisme m,(X) — H.(X).

Soit Q I’espace des lacets de X, T le revétement universel de 2 (qui existe,
puisque X est (ULC)); on a m(T) = m(T) = 0 ainsi que m;(T) = m;1(X) pour
7 = 2; appliquant alors ’hypotheése de récurrence & T on en conclut que Hi(T) e @
pour 0 < 2 < n — 1 et que m,1(T) — H,_1(T) est un C-isomorphisme sur.

Considérons maintenant le revétement 7 — @, et appliquons-lui la
suite spectrale de Cartan-Leray®; son terme E3? est isomorphe au groupe

& Cette suite est bridvement étudiée dans [3], le lecteur pourra également se reporter &
un article de G. Hochschild et I’auteur (Cohomology of group extensions, & paraitre aux
Trans. Amer. Math. Soc.) ol sont établies les propriétés de la suite spectrale duale (appli-
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Hp(m(Q), Ho(T)), et son terme E_ est le groupe gradué associé au groupe
filtré H(Q). Posons II = m(Q) = m(X); d’aprés ’hypothése faite on a II € @,
d’ou Hy(Q) e € d’apres (IIT). D’autre part I opére trivialement sur les groupes
H(T) ([8], p. 479) ce qui permet d’appliquer la formule des coefficients univer-
sels & H,(XI, H,(T)):

H,(I1, H(T)) ~ Hy(I) @ Ho(T) + Hpa(IT) + Hy(T).

En appliquant (IL,), on voit alors que £ ¢ € pour p=20,0<g<n-—1,
et pourg = 0,p > O;onadoncEf“eCsi0<p+qg<n—1,et lorsque p + ¢ =
n — let p > 0; en dimension totale n — 1 le seul terme qui n’appartient
peut-8tre pas & @ est donc Ey" ' & Hy(II, H,_y(T)) = H,_,(T); en outre aucun
des éléments de ce terme, & part 0, n’est un bord pour les d, , alors que les d,
appliquent ce groupe dans des groupes appartenant & ©; il en résulte finalement
que H, +(T) — H,_1(Q) est un C-isomorphisme sur. On voit de méme que H;(Q)eC
pour 0 < z < n — 1. Enfin, puisque =;(T) — =:(Q) est un isomorphisme sur
pour 7 = 2, et un C-isomorphisme sur pour 7 = 1, on voit que m1(Q) = H,,(Q)
est un C-isomorphisme sur.

Soit maintenant £ lespace fibré des chemins de X d’origine fixée x ¢ X. Le
couple (£, Q) est donc un espace fibré relatif de fibre Q et de base (X, z); en lui
appliquant le Théoréme 1. A avec p = n, ¢ = n — 1, on obtient le fait
que H,(E, Q) — H,(X) est un C-isomorphisme sur. Considérons le diagramme
commutatif suivant:

7"71—1(9) — Wﬂ(Eyy Q) - Wn(X)

I I I
H,. 1(Q) « H.(E, Q) — H,(X).

Dans ce diagramme, les fléches horizontales sont toutes des C-isomorphismes
sur, et nous avons vu qu’il en est de méme de I’homomorphisme ,_(2) — H,_,(Q).
Les autres fleches verticales, et en particulier =,(X) — H 2(X), sont donc aussi
des C-isomorphismes sur, ce qui achéve cette démonstration.

2. Le théoréme d’Hurewicz; deuxiéme démonstration

Rappelons d’abord le principe de la méthode de calcul des groupes d’homotopie
introduite par H. Cartan et 'auteur dans [4], et, indépendamment, par G. W.
Whitehead®:

A tout espace X on associe une suite d’espaces (X ,n) mo=1,2, ...,
et (X, 1) = X) et d’applications continues f, : (X ,n 4+ 1) — (X, n) de telle

cable 4 la cohomologie). On peut d’ailleurs retrouver la suite spectrale de Cartan-Leray par
la méthode de [4], en introduisant un espace fibré @/, de méme type d’homotopie que @, de
fibre T, et de base un espace X (m(2), 1). Voir aussi [1] ol ceci est généralisé A un espace
fibré principal de groupe structural non nécessairement discret.

¢ Voir G. W. Whitehead. Fiber spaces and the Eilenberg homology groups. Proc. Nat.
Acad. Sci. U. 8. A., 38, 1952, p. 426-430.
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sorte que:

(I). Le triple (X, n + 1), ., (X, n) est un espace fibré de fibre un espace
K (X), n — 1).

(IT). 11 existe un espace fibré X, qui a méme type d’homotopie que (X, n),
dont la fibre est (X, n + 1) et la base un espace (r.(X), n).

En outre 7;(X,n) = 0 pour < n, et fio fao -+ o f,_y définit un isomorphisme
de m;(X, n) sur m;(X) pour z = n.

(On définit les (X, n) par récurrence sur n; on plonge (X, n), supposé construit,
dans un espace X (m,(X), n) obtenu par adjonction de cellules & (X, n); ceci fait,
(X, n + 1) est I’espace des chemins de X(m,.(X), n) dont Porigine est fixée et
Pextrémité est dans (X, n); X est I'espace des chemins de & (r,(X), n) d’origine
arbitraire et d’extrémité dans (X, n); les fibrations (I) et (II) sont alors des fibra-
tions standard d’espaces de chemins.)

Il résulte des propriétés homotopiques des (X, n) et du théoréme d’Hurewicz
classique (que nous supposons connu) que l'on a:

Ho (X, n) ~ ma(X, n) & mu(X).

Ainsi les groupes d’homotopie de X sont isomorphes & certains groupes
d’homologie des (X, n); c’est évidemment ce qui permet d’utiliser les espaces
(X, n) pour le calcul des m:(X).

Aprés ces préliminaires, venons-en i la démonstration du Théoréme 1. De
méme que dans la 1-ére démonstration on procéde par récurrence sur 7, et on est
ramené & voir que m,(X) — H,(X) est un C-isomorphisme sur. Introduisons les
espaces (X, 7) associés & X comme il vient d’étre dit. Comme m(X) = 0, on
peut poser (X, 2) = X. En outre (X, ) € € pour ¢ < n, d’ott Hi(X, J) € € pour
0 < ¢ < n. Démontrons un lemme:

LemME 1. 877 < n, laprojection (f;)« : H{(X,j + 1) — H(X, j) est C-biunivoque
pour 1 < n et C-sur pour i = n + 1.

On applique le Théoréme 1. A du Chapitre II avec £ = (X, j + 1), F =
K(r;(X),j — 1), B = (X, ), B’ réduit & un point, p = n, ¢ = «. Clest licite,
car du fait que j < 7, on a 7,;(X) € €, d’ot (Chapitre II, Proposition 8) H,(F)eC
pour tout ¢ > 0. L’homomorphisme H(E, F) — H(B, B') est donc un C-iso-
morphisme pour 7 £ n, et est C-sur pour ¢ < n + 1; comme H(E) — H(E, F)
est un C-isomorphisme sur pour tout ¢ > 0 en raison de la suite exacte d’homologie,
le lemme est démontré.

Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant:

(X, n) = H,(X, n)

I !
m(X) — H.(X).

Dans ce diagramme, les homomorphismes m,(X, n) — H.(X, n) et (X, n) —

781 @ vérifie (ITp), (fi)x: Hi(X,j + 1) — Hi(X, j) est un C-isomorphisme sur pour j < n,
i 2 0.
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7.(X) sont des isomorphismes sur, et il résulte du Lemme précédent que H, (X, n)
— H,(X) est un €-isomorphisme sur. Donc 7,(X) — H,(X) est un €-iso-
morphisme sur et la démonstration est achevée.

COROLLAIRE 1. 82 mo(X) = m(X) = 0, et st Hi(X) € C pour 0 < ¢ < n, alors
mi(X) € @ pour i < n.

En prenant pour classe € la classe des groupes finis, ou bien des groupes de
type fini, on retrouve des résultats de [8], V, débarrassés de I’hypothese: X est
(ULC). En prenant pour classe € la classe des groupes finis d’ordre premier a
P, p premier donné, on trouve un résultat sensiblement plus précis que celui de
(8], p. 401 qui affirme simplement que, si H.(X) est de type fini, alors I’lhomo-
morphisme 7,(X) ® Z, — H.(X) ® Z, est un isomorphisme sur.

On notera un cas particulier intéressant du Cor. 1:

CoRroLLAIRE 2. 8% mo(X) = m(X) = 0 et si X est C-acyclique, alors X est
C-asphérique, i.e. T,(X) € @ pour tout :.

Remarques. 1. Il résulte du Lemme 1 que H,1(X, n) — H,1(X) est @-sur.
Supposons 7 = 2 (le cas n = 1 étant trivial); on sait alors que H,,(II; n) = 0
pour tout groupe II, et il s’ensuit aisément que 7.41(X, n) — H.1(X, n) est sur
(cf. [10], par exemple). En combinant ces deux résultats on obtient:

L’homomorphisme m,1(X) — H,1(X) est C-sur.

2. On pourrait croire que le Théoréme 1 subsiste lorsqu’on ne suppose plus
X simplement connexe, mais qu’on suppose seulement que (X) est abélien et
appartient & €;il n’en est rien comme le montre ’exemple de la classe des groupes
de type fini. Cependant, supposons que X posséde un revétement universel X,
que mi(X) soit abélien, appartienne & €, et opeére trivialement sur les groupes
H(X) (c’est notamment le cas lorsque X est un H-espace au sens de [8], IV);
alors le Théoréme 1 vaut pour X. Cela se voit en appliquant d’abord le
Théoréme 1 & X, puis en appliquant au revétement X — X la suite spectrale de
Cartan-Leray, comme dans la démonstration du n° 1.

3. Comme on I’a déja remarqué, la deuxieéme démonstration du Théoréme 1
utilise le théoréme d’Hurewicz classique. Par contre la premiére ne 1’utilise pas,
et le démontre donc & nouveau; d’ailleurs dans ce cas la démonstration se simplifie
notablement du fait que 7 = Q; en particulier on n’a plus besoin de supposer que
X est ULC. On notera que cette démonstration du théoréme d’Hurewicz présente
sur les démonstrations classiques I’avantage technique de n’utiliser aucun “lemme
d’additivité”’; il faut simplement savoir que 7 (X), rendu abélien. est isomorphe
a H.(X), ce qui est tout & fait élémentaire.

3. Le théoréme d’Hurewicz relatif

TrEOREME 2. Soit © une classe vérifiant les axiomes (I1g) et (III). Soient A et
B deux espaces connexes et simplement connezxes par arcs, tels que A C B; on suppose
que m(A) — m(B) est sur. Alors, si w,(B, A) € @ pour i < m, n élant un entier
donné, on a Hi(B, A) € @ pour 0 < ¢ < n, et 7,(B, A) — H,(B, A) est un C-iso-
morphisme sur.

Nous supposerons 4 = @, le cas A = @ résultant du Théoréme 1. On procéde
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alors par récurrence sur n, le cas n = 1 étant trivial, et on est ramené & voir que
(B, A) — H,(B, A) est un C-isomorphisme sur.

Soit b un point de B, T I’espace des chemins de B d’origine en b et d’extrémité
arbitraire, Y le sous-espace de T formé des chemins d’extrémité contenue dans
A; la projection p: T — B qui, & un chemin, fait correspondre son extrémité,
définit le couple (T, Y) comme un espace fibré relatif de base le couple (B, A) et de
fibre Pespace Qp des lacets de B. 1l en résulte d’abord (Chapitre II, Proposition 1)
(T, Y) ~ =B, A) pour tout ¢, d’ol, puisque T est rétractile, =:(B, 4) ~ m:i1(Y),
résultat d’ailleurs évident directement. La suite exacte:

m(A) = m(B) — my(B, A) — m(4) = m(B) — m(B, 4) — 0

montre que les hypotheses faites entrainent m(B, A) = m(B, 4) = 0, d’ou
m(Y) = m(Y) = 0. Comme 7;(Y) ¢ € pour 7 < n — 1, on peut appliquer & Y’ le
Théoreme 1, et w,—1(Y) — H,_1(Y) est un C-isomorphisme sur.

D’autre part Pespace fibré relatif (7, Y) vérifie les hypothéses du Théoréme
1. B du Chapitre IT avec p = n et ¢ = 1 (la fibre 2 est connexe puisque on
a supposé B simplement connexe); donc H.(T, Y) — H.(B, A) est un €-iso-
morphisme sur. Considérons alors le diagramme commutatif suivant:

Ta1(Y) — 7a(T, ¥) — ma(B, 4)

l l l
Hor(Y) — Ho(T, Y) = H.(B, A).

Dans ce diagramme toutes les fleches horizontales sont des C-isomorphismes
sur, et en outre nous avons prouvé que m,_1(Y) — H, 1(Y) est aussi un C-iso-
morphisme sur; il en résulte que les autres fleches verticales, et en particulier
ma(B, A) — H,(B, A), sont des C-isomorphismes sur, ce qui achéve la démons-
tration.

COROLLAIRE. St Hi(B, A) € C pour 0 < ¢ < n, alors mi(B, A) € C pour ¢ < n.

ReMARQUES. 1. Le Théoréme 2 ne subsiste pas lorsqu’on suppose seulement que
e vérifie (I1,)3; cette différence entre les hypothéses des Théorémes 1 et 2 n’a
cependant pas une grande importance pratique, car dans les applications tous
les groupes d’homotopie et d’homologie considérés sont, d’ordinaire, des groupes
de type fini; or, soit F la classe des groupes de type fini, € la classe donnée; con-
sidérons la classe © des groupes dont les sous-groupes de type fini appartiennent
a e; il est clair que D vérifie ’axiome (IV) du Chapitre I, donc a fortior: les axiomes
(Ig) et (III), et que D n F = € n F. Le Théoréme 2 vaudra donc pour D. Ainsi,
si les groupes H.(A) et Hi(B) sont de type fini pour tout 1, le Théoréme 2 est valable
sans hypothése sur la classe ©. Bien entendu, la méme remarque s’applique au
Théoréme 1.

8 Pour le voir, il suffit de prendre B=X X ¥, A = X X {y} (ye¥),ou ¥ est C-acyclique,
et ot X est choisi convenablement. En fait, on peut montrer que, pour que le Théoréme 2
(resp. le Théoréme 1) soit vrai pour une classe € donnée, il faut et il suffit que C vérifie
(II) et (III) (resp. vérifie (I1x) et (III)).
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2. D’aprés la Remarque 1 du n° 2, ’homomorphisme m,(Y) — H.(Y) est
C-sur; d’aprés le Théoréme 1. B du Chapitre II, H, (T, Y) — H,1(B, A) est
C-sur. En combinant ces deux résultats on obtient:

L’homomorphisme m,1(B, A) — H, (B, A) est C-sur.

3. Dans le but de simplifier la démonstration, nous avons fait dans ’énoncé
du Théoréme 2 des hypothéses assez restrictives sur 4 et B. Ces hypothéses
sont remplies dans les cas les plus intéressants, comme on le verra; cependant
il y aurait avantage & se détarrasser de ’hypothése: m(4) — m2(B) est sur. On
peut y parvenir si 'on suppose que ’espace Y posséde un revétement universel
Y, car on peut montrer que m1(Y) opére trivialement sur les groupes d’homologie
de Y et Y est donc justiciable de la Remarque 2 du n° 2 (pour établir le premier
point, utiliser la loi de composition des lacets pour définir une application con-
tinue 25 X Y — Y, puis raisonner comme dans [8], IV, n° 3). Nous n’insisterons
pas la-dessus.

4. Le théoréme de J. H. C. Whitehead

THEOREME 3. Soit € une classe vérifiant les axiomes (IIg) et (III). Soient A et B
deux espaces connexes et simplement connexes par arcs, f :A — B une application
continue qui applique w3 (A) sur wo(B), n un entier > 0. Les deux propriétés suivantes
sont alors équivalentes:

(a) f+: Hi(A) — H(B) est C-biunivoque pour i < n et C-sur pour i < n.

(b) fo: mi(A) — wi(B) est C-biunivoque pour i < m et C-sur pouri < n.

(Sil’on prend pour € la classe des groupes réduits & un seul élément, on retrouve,
4 de légeres modifications prés, un théoréme de J. H. C. Whitehead, [13]; la
démonstration qui suit est d’ailleurs calquée sur la sienne.)

Introduisons le “mapping cylinder” B, de I’application f (pour la définition de
cette notion, voir par exemple [13]); on sait que les espaces A et B se trouvent
canoniquement plongés dans By, B étant un rétracte de déformation de B, . En
outre on peut factoriser f en:

A—>B—B

ol la premiere application est une injection, et la seconde est la rétraction de
déformation en question. Les groupes d’homologie (resp. d’homotopie) de B,
et de B sont donc isomorphes, et les propriétés (a) et (b) équivalent a:

(a)" Hi(A) — H(By) est C-biunivoque pour i < n et C-sur pour i < n.

(b)" mi(A) — wi(By) est C-biunivogue pour i < n et C-sur pour i < n.

Il résulte alors des suites exactes d’homologie et d’homotopie du couple (B, , A)
que (a)’ et (b)’ sont respectivement équivalents a:

(a)” H(By, A) € @ pour i < n.

(b)” wi(By, A) € @ pour i = n.

Comme (a)” et (b)” sont équivalents d’aprés le Théoréme 2, notre théoréme
est donc démontré.

6. Critéres d’application du théoréme de J. H. C. Whitehead

Reprenons les hypotheses précédentes, et soient 4 et B deux espaces connexes
et simplement connexes par arcs, f: A — B une application continue qui applique
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m2(4) sur m(B). Nous supposerons également que les groupes d’homologie de A
et de B sont de type fini en toute dimension; il en est alors de méme des groupes
d’homotopie & cause du Théorémz 1.

Proposition 1. Soient @ la classe des groupes finis, © la classe des groupes de
torsion, k un corps de caractéristique nulle. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes:

(1) fx: Hi(A) — H(B) est C-biunivoque pour i < n et C-sur pour ¢ =

s

(2) fx: Hi(A) — H;(B) est D-biunivogque pour 1 < n et D-sur pour ¢ = n
3) fx: Hi(A, k) — H(B, k) est biunivoque pour 1 < n et sur pour ¢ < n.
(4) f*: H'(B, k) — H'(A, k) est sur pour i < n et biunivoque pour i < n.

Soit & la classe des groupes de type fini; puisque D nF = € n Fil est clair que
(1) et (2) sont équivalents. L’équivalence entre (3) et (4) provient de ce que
H'(A,k) (resp. H'(B, k)) est le dual du k-espace vectoriel H;(A, k) (resp. H:(B, k)).
L’équivalence entre (2) et (3) provient de la formule: H;(A, k) = H:(A) ® k
(le produit tensoriel étant pris sur Z).

Nortes. (1) Puisque la classe D vérifie les axiomes (IIg) et (III), on peut
appliquer le Théoréme de J. H. C. Whitehead & I’application f: A — B.

(2) La démonstration précédente montre que les propriétés (2), (3), (4) sont
équivalentes méme si les groupes d’homologie considérés ne sont pas de type fini.

ProrosiTioN 2. Soient @ la classe des groupes finis d’ordre premier & p, (p étant
un nombre premier donné), D la classe des groupes de torsion dont le p-composant
est nul, k un corps de caractéristique p. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) f+: Hi(A) — H(B) est C-biunivogque pour ¢ < n et C-sur pour ¢ = n.
(2) fx: Hi(A) — H(B) est D-biunivoque pour i < n et N-sur pour ¢ < n.
) fx: Hi(A, k) — H (B, k) est biunivoque pour 1 < n et sur pour ¢ =

8

(4) f*: H'(B, k) — H'(4, k) est sur pour i < n et biunivoque pour i < n.

L’équivalence de (1) et (2) et ’équivalence de (3) et (4) se montrent de la
méme fagon que dans la Proposition 1. Introduisons alors le mapping-cylinder
B; de f: A — B. Les conditions (1) et (3) équivalent respectivement a:

(1) Hi(By, A) € C pour ¢ = n.

B) Hi(By, A; k) = 0 pour © < n.
L’équivalence de (1)’ et de (3)’ résulte alors de la formule:
HB;,A;k) ~H(B;,A) ® k + H,1(B;, A) » k,

et du fait que H;(B;, A) est de type fini.

Notes. (1) Il est facile de prouver la Proposition 2 sans passer par l'inter-
médiaire du mapping-cylinder.

(2) Les Propositions 1 et 2 permettent dans de nombreux cas de remplacer
les calculs “modulo @” par des calculs & coefficients dans un corps.
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CHAPITRE IV. GROUPES D’HOMOTOPIE DES SPHERES

1. Certains endomorphismes

Soient S, une spheére de dimension n, k: S, — S, une application de degré
g # 0; cette application définit un endomorphisme ™ (ou, plus simplement, ¢,)
de 7:(S,). En désignant par 7, application identique de S, , on a donc:

(1.1) oy ™) = (g-tn)oa, st aen(S,).

On a évidemment:

(1.2) Pag’ = Pg0Pg’ .

Enfin il est classique® que:
1.3) i@ = g-a lorsque n = 1, 3, 7 ou lorsque ¢ < 2n — 1.

Nous donnerons d’autres propriétés des endomorphismes ¢, au Chapitre v,
n° 1; dans ce Chapitre nous n’utiliserons que le résultat suivant:

ProrosiTioN 1. Sotent q un entier non nul, € la classe des groupes finis d’ordre
divisant une puissance de g; Uendomorphisme oi™ est alors un C-automorphisme
de w i(S,,).

On applique le Théoréme de J. H. C. Whitehead (Chapitre ITI, Théoréme 3) &
h: S, — S, ; c’est licite car les groupes d’homologie de S, sont de type fini (cf.
Chapitre III, n° 3, Remarque 1 ainsi que Chapitre III, n° 5), & condition que
Pon ait n = 3. Mais pour n = 1, on a ¢,(a) = g-a, et pour n = 2, p,(a) = ¢’
si¢ = 3. Ceci démontre la Proposition.

CoroLLAIRE. Soit p un nombre premier ne divisant pas g¢; la restriction de o,
au p-composant de w(S,) est un automorphisme.

2. La variété des vecteurs tangents 4 une sphére de dimension paire

Soit Wz,1 la variété des vecteurs de longueur unité tangents & S, , n pair;
on sait que les seuls groupes d’homologie non nuls de W;,_, sont:

HO(W2n—1) = Z, H n—l(W2n—l) = Zy ’ H2n-—1(W2n—1) = Z.

Nous avons utilisé cette variété dans [8], pour ’étude des groupes w,(S,);
nous allons compléter les résultats que nous avions obtenus.

ProrosiTION 2. Soit @ la classe des 2-groupes finis; il existe une application
It Son1 — Wany telle que fo: m:(Sen1) — m(Wan_y) soit un C-tsomorphisme sur
pour tout 7.

On sait que le revétement universel de Ws est Sy, ce qui nous permet de nous
borner au cas n = 4; appliquant alors le Théoréme de J. H. C. Whitehead, on
voit qu’il suffit de trouver f: S — Wi,y tel que I’homomorphisme fi:
Hyn1(S2a1) — Han1(Waa_1) soit un €-isomorphisme sur, ou, ce qui revient au

® Voir B. Eckmann. Ueber die Homotopiegruppen von Gruppenratimen. Comment. Math.
Helv., 14, 1941, p. 234-256.
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méme, de trouver un élément de Ton1(Wan_1) dont I'image dans Heny(Wapn-1)
engendre un sous-groupe d’indice une puissance de 2; comme un tel élément
existe d’apres le Théoréme d’Hurewicz (Chapitre III, Théoréme 1), la Proposi-
tion est démontrée.

REMARQUE. Soit g: Weay — Szn1 une application de degré brouwérien égal
3 1; le Théoréme de J. H. C. Whitehead montre que go: 1i{(Wan_1) — 7i(Sen1)
est aussi un @-isomorphisme sur pour tout i.

COROLLAIRE. Si p est premier %2, le p-composant de 7:(Wan-1) est tsomorphe &
celm de T{(Szn_ﬂ.

Rappelons maintenant sans démonstration un résultat connu'®:

LemME 1. Soit W un espace fibre de base S, , de fibre F, et soitd: wi(Sn) — mia(F)
Phomomorphisme bord de la suite exacte d’homotopie de W; posons v = d(in) €
waa(F), et désignons par E la suspension de Freudenthal. On a alors, pour tout
a € mi(Sa1):

dE(a) = voa, dans le groupe wi(F).

Appliquons ce Lemme & Wani fibré par F = S,1, base S. ; la classe v est
ici 2-5,_1 € Tn1(Sn_1), et le Lemme montre alors que dE = ¢, , les notations
étant celles du n° 1. Si € est la classe des 2-groupes finis on sait (Proposition 1)
que ¢z est un C-automorphisme de wi1(Sa-1); appliquant & la suite exacte:

7i41(Sn) = 7i(Sa1) — 7i(Wan1) — 7:(Sy) — mic1(Sn1),

la Proposition 2 du Chapitre I, on obtient finalement:

ProposITION 3. Soient € la classe des 2-groupes finis, n un entier pair. Sott
k: 7:(Wan_1) + mic1(Sn1) — 7:(S,) Uhomomorphisme qui coincide sur la premiére
composante de la somme directe avec la projection w:(Wan—1) — i(Ss), et sur la
seconde composante avec la suspension de Freudenthal. L’homomorphisme k ainst
défini est un C-isomorphisme sur pour tout 1 = 0.

Les Propositions 2 et 3 entrainent:

COROLLAIRE 1. Le groupe m:(S,), n pazr, est e-isomorphe a la somme directe de
1I','_1(S,,,_1) et de m(Sz,,_l).

Le Corollaire précédent sera précisé plus loin (Proposition 5, Corollaire 2).
Notons des maintenant qu’il contient comme cas particulier:

COROLLAIRE 2. Le p-composant de w:(S.) (p premier # 2, n pair) est isomorphe
& la somme directe des p-composants de 7i_1(Sn_1) et de mi{Seny).

3. La suspension itérée

Soit 2. Pespace des lacets de S, ; si nous identifions S._1 & Déquateur de S, ,
on voit que tout point de S,_1 détermine un lacet d’un type particulier, ce qui a
pour effet de plonger S,_1 dans Qn . 11 est bien connu (E. Pitcher’, G. W. White-
head [12]) que ’homomorphisme ainsi défini E:mia(Sny) = 7mia(@a) = 7(Sy)

1 Voir B. Eckmann. Espaces fibrés et homotopte. Colloque de Topologie, Bruxelles, 1950,
p. 83-99, §2.3.
11 Proc. Int. Congress 1950, I, p. 528-529.
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coincide avec la suspension de Freudenthal. En appliquant le théoréme
d’Hurewicz relatif au couple (Q, » Sn_1) on retrouve ainsi la “partie facile” des
théorémes de Freudenthal; nous n’insisterons pas la-dessus, renvoyant le lecteur
4 [12] pour plus de détails.

ProrosITION 4. Sotent n un entier impair, p un nombre premier, @ la classe des
groupes finis d’ordre premier a p; posons r = p(n + 1) — 3. La suspension itérée
E?: 7(Sn) — mi19(Snys) est C-biunivoque si 1 < r et C-sur si i < r.

Soient 2,4, espace des lacets de S.+2, T Despace des lacets de Q.42 ; le plonge-
ment de S,.; dans Q,;, définit un plongement Q,,; — T, d’ott un plongement
S» — Q41— T'; s on identifie 7,(7T) & Ti12(Sat2) il est clair que ’lhnomomorphisme:
7i(S,) — mi42(Sat2) ainsi obtenu n’est autre que E*. Vu la Proposition 2 du
Chapitre III et le Théoréme de J. H. C. Whitehead, il nous suffit donc de montrer
que ’homomorphisme H¥(T, k) — H (S, k) est sursii < r, et biunivoque si
1 = r (k étant un corps de caractéristique p); or il est évident que cet homo-
morphisme est un isomorphisme sur si ¢ = n (cela revient & dire que E* est un
isomorphisme sur si s = n), et d’autre part on a H(T, k) = O pour 0 < ¢ < n
et pour n < ¢ < r ([8], Chapitre V, Lemme 6). La Proposition en résulte.

COROLLAIRE. Les p-composants de 7:(Ss) et de mi_py3(Ss) sont isomorphes st n
est impair Z 3, p premier, et ¢ < n + 4p — 6.

On raisonne par récurrence sur n, 3 partir de n = 3; d’apres la Proposition 4
il suffit de vérifier que p(n — 1) — 3 > n + 4p — 8, ou encore que (p — 1)
(n — 5) Z 0, ce qui est bien exact pour n = 5.

REMARQUE. La démonstration de la Proposition 4 donnée plus haut n’est
valable que sin = 3, A cause des hypotheses restrictives nécessaires 2 la validité
du Théoréme de J. H. C. Whitehead; mais il est clair que la Proposition 4 sub-
siste lorsque n = 1, puisque le p-composant de 7i(S;) est nul lorsque 7 < 2p
(cf. [8], p. 496, ainsi que la Proposition 7).

4. Homotopie des sphéres de dimension paire

Nous utiliserons le Lemme suivant:

LemME 2. L’homomorphisme: T0-1(Ss) = Tona(Qn) — Hano(Q,) = Z, coincide
au signe prés avec Pinvariant de Hopf.

(La démonstration sera donnée au n° 7).

Soit u: Spy — S, (n pair) une application d’invariant de Hopf égal & g, avec
g # 0; elle définit une application v: Q,_, — @, dont nous allons déterminer
Peffet sur les algébres de cohomologie 3 coefficients entiers H *(Q) et H*(Q9n_y).
On sait ([8], p. 488) que H*(2,) admet une hase {es}, ot dim.e; = i(n — 1),
1=0,1,---, telle que:

e =1, (a) = 0, ()" = p! ey, €1°€2p = €3pc€1 = €3p41.
De méme, H*(Q,_,) admet une base {e1}, ot dim.e] = i(2n —2),i=0,1, ---,
telle que: e; = 1, (e))” = P! ey
Soit v*: H*(Q.) — H*(Q,_,) ’homomorphisme défini par v. Il résulte du Lemme
2 ci-dessus que v*(e2) = =q-ey, et, en changeant éventuellement e; de signe,
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on peut donc supposer que v*(e;) = g-e1. On tire de 1a:
pl v*(exy) = v*((e2)") = ¢"-(e1)” = ¢"p! €p, A0 v*(ezp) = ¢"-€5.

Comme on a évidemment v*(ezp11) = 0, il en résulte que v* est complétement
déterminé.

Soit maintenant j: S,_; — Q, 'application qui définit la suspension; si 'on
pose e” = j*(e1), on sait que e” est un générateur de H "(Saly).

A cause de la loi de composition dont est muni ’espace @, , les applications j
et v définissent une application

j’v: Sn—l X Q27;--1. - Qn .

L’algébre de cohomologie H*(S,—1 X Q2.—1) est canoniquement isomorphe au
produit tensoriel H*(S,—1) @ H*(Q2.—1) (cela résulte, soit d’'un théoréme d’Eilen-
berg-Zilber sur ’homologie des produits directs, soit d’un raisonnement analogue
a celui de [8], p. 473). Cela permet de déterminer immédiatement I’homo-
morphisme (j-v)*:

G-v)*ew) = ¢1 ® €
(G-0)*(erps) = (G-0)*(er)-(G-0)*(eap) = (¢” ® 1)-(¢"1 ® €3) = ¢"-¢” @ €.

11 résulte de ces formules que (j-v)* est biunivoque et a pour conoyau un groupe
fini d’ordre une puissance de g, et ceci en toute dimension. D’oll, par dualité, la
méme propriété en homologie; en d’autres termes, si € désigne la classe des
groupes finis d’ordre divisant une puissance de g, (j-v)x : Hi(Saa1 X Qen1) —
H;(Q,) est un C-isomorphisme sur pour tout z.

D’apres le Théoréme de J. H. C. Whitehead, il en est donc de méme de

(7-v)0: Ti(Sar X Qen—1) — ().

Mais le groupe 7(S,—1 X Q._1) est isomorphe & 7,(Sn—1) + 7:(Q2n-1), c’est-a-
dire & 7i(Sa1) + mi31(S2a_1); de méme 7,(Q,) est isomorphe & 7:41(S,). L’homo-
morphisme (j-v), est transformé par les identifications précédentes en un homo-
morphisme

Yu: Ti(Sa1) + Tig1(San—1) = miga(Sy).

11 résulte de la définition méme de ¥, que ¥, coincide sur le premier facteur de
la somme directe avec la suspension E, et, sur le second facteur avec ’homo-
morphisme & — u o a. On obtient done finalement (aprés changement de ¢ en
1 — 1):

PRrOPOSITION 5. Sotent u: Ssn_1 — S, une application d’invariant de Hopf égal a
g (g # 0, n pair), € la classe des groupes fini s d’ordre divisant une puissance de q.
Soit Y. Phomomorphisme de la somme directe m;1(Sn—1) + i(Sen—1) dans mi(S,)
qui coincide sur le premier facteur avec la suspension et sur le second facteur avec
Vapplication o — 4 o a. Pour tout © = 0y, est un C-isomorphisme sur.

REMARQUE. La démonstration donnée plus haut de la Proposition 5 n’est
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valable que si n = 4, 4 cause des hypothéses restrictives nécessaires & la validité
du Théoréme de J. H. C. Whitehead ; mais il est clair que la Proposition 5 subsiste
lorsque n = 2.

Sig = 1la classe € de la Proposition 5 est formée des groupes & un seul élément.
On a done:

CoROLLAIRE 1. 87l existe un élément u € mwen—1(S,) dinvariant de Hopf égal a 1,
Uhomomorphisme ¥, est un isomorphisme de w;_1(Sn_1) + m:(San_z) sur w:(S,).

(En particulier, la suspension E: m;_1(S.—1) — 7i(S,) est biunivoque).

On comparera le Corollaire 1 avec un résultat classique d’Hurewicz-Steenrod.

CoROLLAIRE 2. Soient n pair, ¢ arbitraire, € la classe des 2-groupes finis. Le
groupe w(S,) est alors C-isomorphe & la somme directe de m;_1(S._1) (appliqué par
la suspension) et de w:(Szn—1) (appliqué par Vintermédiaire de n’importe quel élément
U € To—1(S,) dinvariant de Hopf égal a 2).

Ce résultat est plus précis que celui que nous avions obtenu au n° 2. Nous
allons en tirer:

ProrposiTiON 6. Sotent n impair, ¢ arbitraire; U'vmage de w(S,) dans 7:42(Sniz)
par E* est un sous-groupe de E(m:41(Sny1)) dont Vindice est une puissance de 2.

Soit € la classe des 2-groupes finis; on doit prouver que le quotient de
E(r:41(Sa41)) par E*(x:(S,)) appartient 3 €. D’apres le Corollaire 2 3 la Proposi-
tion 5, 7:41(S.41) est C-isomorphe & 7,(S,) + 7i11(S2.41); il suffit done, pour
prouver la Proposition, de trouver un élément % e m2n41(Sn41) d’invariant de
Hopf égal & 2 et tel que E(uo o) = 0 pour tout «; I’élément u = [in11, tny]
(produit de Whitehead de ’application identique de S,; avec elle-méme) répond
évidemment & ces conditions puisque la suspension d’un produit de Whitehead
est toujours nulle ([11], 3.66).

COROLLAIRE. Le p-composant de E(m;11(Sni1)) coincide avec celui de E*(wi(S,))
lorsque n est impair et p premier = 2.

Nortk. On trouvera d’autres résultats sur la suspension dans la Note [9]; nous
reviendrons la-dessus dans un article ultérieur.

6. La sphére de dimension 3

Appliquons & la sphére S; la méthode de la Note [4] (cf. Chapitre III, n° 2);
on obtient ainsi un espace (S;, 4) = Y et une application continue ¢: ¥ — S;
tels que:

5.1. 7;(Y) = 0 pour ¢ < 4.

5.2. ¢ : m(Y) — mi(S;) est un isomorphisme sur lorsque 7 = 4.

5.3. Le triple (Y, ¢, S;) est un espace fibré de fibre un espace %(Z, 2). Nous
allons maintenant calculer les groupes d’homologie de Y (cf. [4], II, Proposi-
tion 5):

LemME 3. Les groupes d’homologie de DUespace Y sont les suivants: Hy(Y) = 0
st 1 est impair; Hy(Y) = Z, .

(Les premiers groupes sont donc: Z, 0,0, 0, Z,,0, Z;,0, Z,, 0, --- ).

Puisque la base de 'espace fibré (Y, ¢, S;) est une sphére, on peut lui appliquer
la suite exacte de Wang (en cohomologie):

o H(Y) > B'(Z;2) S B2, 2) > BH(Y) - -
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En outre on sait que l'opérateur ¢ est une dérivation de l'algtbre H*(Z; 2).
Mais cette algtbre, d’aprés un résultat connu, n’est autre que ’algébre de poly-
némes engendrée par un élément u de dimension 2. En faisant ¢ = 2 dans la
suite exacte précédente, et en remarquant que, d’apreés 5.1, H ‘(Y) = 0 lorsque
0 < i < 4, on voit que #(u) = =1, d’oll, en changeant éventuellement le signe
de u, 3(u) = 1. On en tire #(u™) = n-u""", ce qui détermine complétement &,
et, ainsi, les groupes H'(Y):on a H(Y) = 0siiest pair > 0, et H™™NY) = Z.,.
Par dualité on en tire les groupes d’homologie de Y.

Soit p un nombre premier, € la classe des groupes finis d’ordre premier & p; on a
Hi(Y) e @ pour 0 < ¢ < 2p, et on peut appliquer & ¥ le Théoréme d’Hurewicz.
Compte tenu de 5.2 cela donne:

ProrosITION 7. Le p-composant de w,(Ss) est nul si i < 2p; celui de msp(S3)
est Zp.

Mais on peut tirer du Lemme 3 des renseignements sensiblement plus précis.
Pour cela, introduisons d’abord I’espace S. | q que ’on obtient en attachant &
S, une cellule E,,; au moyen d’une application de la frontitre de la cellule dans
S, qui soit de degré ¢ (on supposera toujours g > 0). Soit T’ un espace, x € ma(T)
un élément tel que g-z = 0, et f: S, — T un représentant de z; il est clair que
Ion peut dans ces conditions prolonger f en une application f’ de S, | q dans T.
En particulier, prenons T = Y, n = 2p (p premier), ¢ = p, et prenons pour » un
générateur du p-composant de m,(Y) (qui est égal & Z,, on I’a vu). On obtient
ainsi une application

x:Sp|p — Y.

ProposiTioN 8. L’application ¢ o x: Ssp | p — Ss définit un homomorphisme de
7:(Sep | P) sur le p-composant de m:(S;) lorsque © < 4p — 1; cet homomorphisme est
biunwvoque lorsque © < 4p — 2.

Remarquons d’abord que tous les groupes H(Ss, | p) sont nuls si ¢ > 0, &
la seule exception de Hsp(Sz, | p) = Z, ; d’aprés le Théoreme d’Hurewicz les
groupes m:(Ss;, | p) sont donc des p-groupes (finis) pour tout 7, ce qui montre que
I'image de 7:(Ss, | p) est contenue dans le p-composant de 7:(Ss); si € désigne,
comme plus haut, la classe des groupes finis d’ordre premier & p, il nous suffira
donc de montrer que 7:(Sz, | p) — 7i(Ss) est C-biunivoque pour3 <7 = 4p — 2,
et @-sur pour 3 < 4 < 4p — 1, ou encore, d’aprés 5.2, que xo : 7i(S2p | p) = mi(Y)
est @-biunivoque pour ¢ < 4p — 2 et @-sur pour ¢ < 4p — 1; comme cette derniére
propriété résulte immédiatement du Théoréme de J. H. C. Whitehead et du
Lemme 3, la Proposition est démontrée.

La Proposition 8 conduit évidemment & se demander ce que sont les groupes
7:(Sx | ¢); nous allons répondre (trés partiellement) & cette question:

ProrosITION 9. Pour ¢ £ 2n — 2 on a une suite exacte:

0— 7mi(Ss) ® Z, > m(Sa | q) = miia(Ss) * Z, — 0.

Pour ne pas compliquer ’écriture, nous poserons X = S,|¢;ona S, C X,
et on peut écrire la suite exacte d’homotopie du couple (X, S,). Soit g une appli-
cation de E,4; sur X dont la restriction A & S, soit de degré ¢; on peut écrire le
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diagramme commutatif :
= min(X, S,) -i 7:(S,) = 7mi(X) = mi(X, S.) LA mi1(Sy) — - -
q g q dl
d d
1l','+1(.E, S”) - W;(S,.) 1r,~(E, S”) g 1I'¢_1(Sn).

Il résulte d’un théoréme de J. H. C. Whitehead, étendu d’une dimension par
Blakers-Massey et P. Hilton [7], que g: mi11(E, S,) — m:i41(X, S,) est un isomor-
phisme sur lorsque ¢ < 2n — 2; d’autre part ’homomorphisme A: 7,(S,) — 7:(S,)
n’est autre que I’homomorphisme ¢, du n° 1, et coincide donc avec a« — ¢-a
lorsque ¢ < 2n — 2. On peut donc remplacer la suite exacte d’homotopie de
(X, S,) par la suite exacte:

7:(Sa) 25 1(S,) = 1S | @) = Tea(Sh) o 1 i-1(Sn),

valable si ¢ < 2n — 2. Comme le noyau et le conoyau de ¢g: 7:(S,) — m:(S»)
sont respectivement isomorphes & 7:(S,) * Z, et m:(S,) ® Z,, on obtient finale-
ment la suite exacte de la Proposition 9.

REMARQUE. La Proposition 9 est tout & fait analogue & la “formule des co-
efficients universels” utilisée en homologie. Il ne faudrait cependant pas croire
que 7i(S, | ¢) est toujours isomorphe & la somme directe de =:(S,) ® Z, et de
mi-1(Sa) * Z, : on peut montrer que c’est inexact sin = 4,9 = 2,7 = 6.

6. Groupes d’homotopie des sphéres

En groupant les renseignements donnés par les Propositions 4, 5, 7, 8, 9 on
peut obtenir des résultats sur les p-composants des groupes =:(S,) qui sont sensi-
blement plus précis que ceux de [8]. Commengons par p = 2:

ProrosiTioN 10. Les groupes mny1(S,) et ma2(S,)(n = 3) sont isomorphes a Zs .
Le groupe mg(S;) a 12 élémenis.

La Proposition 7 montre que m4(S;) = Z, d’ol par suspension le méme résultat
pour 7,41(S,), n = 3. Appliquant la Proposition 9 avecn = 4,¢ = 2,7 = 5 on
obtient 5(Ss|2) = Z., d’ou (Proposition 8) le fait que le 2-composant de
75(S3) est Z;, et puisque les p-composants de m5(S;) sont nuls lorsque p = 2
(Proposition 7) il suit de 13 que 75(S;) = Z, , d’on, par suspension, m,42(S,) = Z; .
On peut alors appliquer la Proposition 9 avecn = 4, ¢ = 2,4 = 6, ce qui donne
une suite exacte: 0 — Z; — m(S4 | 2) — Z; — 0 qui montre que m5(Ss | 2) a 4
éléments; d’ou (Proposition 8) le fait que le 2-composant de m¢(S;) a 4 éléments;
comme son 3-composant est Z; et que ses p-composants sont nuls pour p > 3
(Proposition 7) il en résulte bien que ms(S;) a 12 éléments.

REMARQUES. (1) La méthode précédente donne en outre un moyen de con-
struire des éléments non nuls de 74(S;), © = 5, 6. Par exemple, il résulte de la
démonstration que I’élément non nul de 7,(S;) est image de 1’élément non nul de
75(S4 | 2); comme ce dernier, d’aprés la Proposition 9, est obtenu par composi-
tion: 85 — S; — S, | 2, il s’ensuit que I’élément non nul de 5(S;) est de la forme
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Ss — Sy — S;, conformément au résultat connu de L. Pontrjagin et G. W.
Whitehead. De la méme fagon, on voit que 1’élément S¢ — S; — Sy — S; (ol
chaque application partielle est essentielle) représente un élément non nul de
76(S3), conformément au résultat connu de P. Hilton ([7], Cor. 4.10).

(2) On pourrait également appliquer la méthode précédente pour obtenir
une majoration du 2-composant de m(S;) (et donc de m7(S;) lui-méme, d’aprés
le Corollaire & la Proposition 11); il suffirait d’appliquer la Proposition 8 et le
Théoréme 6.4 de [7].

(3) Il ne m’a pas été possible de montrer par la méthode précédente que
m6(Ss) est cyclique; en tout cas, il est équivalent de montrer que me(S. | 2) est
isomorphe & Z, et non & Z; + Z; ; c’est d’ailleurs cette équivalence, qui m’a été
signalée par P. Hilton, qui est & 1’origine de la méthode suivie ici.

Etudions maintenant le cas p % 2:

ProposiTION 11. Soient n smpasir = 3, p premier = 2. Le p-composant de w(S»)
estnul sii < n + 2p — 3, isomorphe 4 Z, it =n+2p — 3, nul sin + 2p — 3
< i< n+4 4p — 6. En outre les p-composants de ms,3(Ss) et de myp2(Ss) sont
isomorphes a Z, .

11 résulte de la Proposition 7 et du Corollaire & la Proposition 4 que le p-compo-
sant de 7:(S,) est nul si ¢ < n + 2p — 3, isomorphe & Z,si7 = n + 2p — 3.
Appliquons alors la Proposition 9 avec n = 2p, ¢ = p, ¢ < 4p — 3; puisque
i < 2n — 3,0onam(S,) = mi11(Sap1) et ainsi les p-composants des groupes d’ho-
motopie des sphéres qui interviennent sont connus. On en tire: (S, [p) = 0
$i2p < i <4p — 3, mip—3(Sep | D) = Z, .

Appliquant la Proposition 8 on voit que le p-composant de 7:(S3) est O si
2p < i < 4p — 3 et que celui de m1,_3(S3) est Z, . Le Corollaire de la Proposi-
tion 4 montre alors que le p-composant de 7(S,) est 0sin + 2p — 3 <1 <
n + 4p — 6, et que celui de m,14p—6(S.) est 0 ou Z, . Appliquant la Proposition 9
on en tire mip_2(Sep | P) = Z,, d’ott (Proposition 8) le fait que le p-composant
de 74p_2(Ss3) est Z,, .

COROLLAIRE. Les groupes m1(Ss) et ms(S;) sont des 2-groupes; mo(Ss) est somme
directe de Z; et d’un 2-groupe; m1o(Ss) est somme directe de Zs et d’un 2-groupe.

REMARQUES. (1) On a vu en cours de démonstration que le p-composant de
Tnsap—s(Sa) est 0 ou Z, (n impair = 5, p premier > 2). En fait, on peut montrer
au moyen des puissances réduites de N. E. Steenrod que c’est 0.

(2) On obtient un générateur du p-composant de ms, 3(S;) par composition:
Sip_s — Ssp — S; (chaque application partielle étant d’ordre p). Cela se voit
comme pour p = 2.

(3) On peut montrer que le p-composant de r4,-1(S;) est 0 sip #= 2. En effet,
il résulte de la Proposition 8 et de la démonstration de la Proposition 9 qu’un
élément de ce composant peut se mettre sous la forme Sy — Sz, — Sz, o0
S;, — S; est d’ordre p; mais la suspension d’un tel élément est du type Sip —
Sip41 — Si et, comme le p-composant de mi,(Szp41) est nul (Proposition 11),
cette suspension est nulle. L’6lément considéré est donc lui-méme nul puisque
E: 7,(S;) — 7:41(S4) est biunivoque.
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(4) Le lecteur explicitera lui-méme les p-composants des groupes wi(S,),
n pair, ¢ < n 4+ 4p — 6, en combinant la Proposition 11 avec le Corollaire de la
Proposition 3.

Nore. Les résultats ci-dessus ont été d’abord obtenus par H. Cartan qui se
servait d’une méthode substantiellement équivalente & celle de la Note [4],
ainsi que de certains calculs sur les groupes d’Eilenberg-MacLane. Ils ont été
annoncés dans [4], sous réserve de I’exactitude des calculs en question. La démon-
stration donnée ci-dessus a été trouvée indépendamment par J. C. Moore (en
méme temps que d’autres résultats intéressants dont il n’est pas question ici).

7. Démonstration du Lemme 2

Soit f une application continue de Sz,_; dans S, , n pair, et soit f/: Ssn_s — Q.
lapplication qu’elle définit ; nous noterons D le mapping-cylinder de f; on a
S2.1 C D, et D est rétractile sur S, . On désignera par v (resp. w) un générateur
du groupe de cohomologie & coefficients entiers H"(D, Syn_1) (resp. H*™*(D, Szny)).
D’apres N. E. Steenrod" Iinvariant de Hopf de I’application f est Ientier m tel
que v* = m.w.

Soit d’autre part m’ le degré de 1’application

f;: Hzn_z(SZn—2) g H2n—2(9n);

c’est aussi le degré de f/*: H*"}(Q,) — H**(S,,_s). Pour prouver le Lemme 2 il
nous faut done montrer que m = + m/’.

Soit E lespace des chemins de D d’origine fixée, 2, I’espace des lacets de D
(rétractile sur 2.), E’ le sous-espace de E formé des chemins dont l’extrémité
est dans Sz, . Le couple (E, E’) est donc un espace fibré relatif de base le couple
(D, Sz.1) et de fibre Q. Nous allons calculer H™(E, E') de deux manitres
différentes:

(a) Puisque H'(E) = 0 pour 5 > 0, on a H*(E, E') ~ H* \(E'); or E’ est
fibré de fibre Q, et de base Sz, ; la “classe caractéristique” de cette fibration est
donc un élément de m:,_2(27), et, si on identifie ce dernier groupe & mon—2(2,),
il est clair que cette classe caractéristique n’est autre que f’. Appliquant alors
4 E’ la suite exacte de Wang on trouve

H" Y E) & Zp , d00 H™ (B, E') & Zmr .

(b) Soit (E,) la suite spectrale de cohomologie de I’espace fibré relatif (E, E’).
On a E?* = H®(D, Sza) ® H%Qy). Il en résulte que Ef % est nul si p 5 n, 2n
et si ¢ # 0 mod (n — 1). La seule différentielle d. éventuellement non nulle est
donc d, , et on a en particulier E7'* = E7". Soit u un générateur de H" '(Q4);
le groupe B =E; """ est un groupe libre de générateur v ® u, et E2*° = E2~°
est un groupe libre de générateur w ® 1; on a donc d,(v ® u) = m"-w @ 1,
m'’ étant un certain entier, et on en tire immédiatement H*"(E, E') = Z .+ .

Comparant (a) et (b) on voit qu’il nous suffit de prouver que m’”’ = +m.

12 N. E. Steenrod. Cohomology invariants of mappings. Ann. of Math., 60, 1949, p. 954~
988, §17.
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Or ceci est immédiat. En effet, nous avons vu au Chapitre II, n° 3 que le cup-
product définit un accouplement des suites spectrales de E et de (E, E’) dans
celle de (E, E') et que les d, sont des antidérivations vis-a-vis de cet accouple-
ment. Il est clair que ’élément v ® u considéré plus haut est le cup-product
(au sens de cet accouplement) (v ® 1) (1 ® u); comme par ailleurs d.(1 @ u) =
+v ® 1 dans la suite spectrale de E, on en déduit:

d(@®1)-1Qu)=@w®1)d(lu=x0®1)@®1l)==mwdl,
d’ol, en comparant avec (b), m"” = =m, ce qui achéve la démonstration.

CHAPITRE V. COMPLEMENTS

1. Résultats préliminaires

Nous retournons 3 ’étude des endomorphismes ¢y" de wi(S,), définis au
Chapitre IV, ne 1.

PrOPOSITION 1. Sz n est tmparr, on a g0 ¢z = ¢ @2 .

Nous aurons besoin du lemme suivant:

LEMME 1. 8¢ n est impair, il existe une application de S, X - -+ X S, dans S,
qui est de type (2, -+, 2).

Comme 1’a remarqué H. Hopf, il existe une application (z,y) — z-y de S, X S,
dans S, qui est de type (2,1); autrement dit, Papplication y — z-y est de degré
1 pour tout z, alors que ’application  — z-y est de degré 2 pour tout y. Il en
résulte immédiatement que Papplication (z, -+, 20 = @1 - @2 -(-+- ) -+ ))
de S, X --- X S, dans S, est de type (2,2, ---, 2,1) et, en composant cette
application avec une application S, X --+ X S, — 8, X -+ X S, de degré 2
sur la dernidre sphére et de degré 1 sur les autres, on trouve bien une application
du type voulu.

Démontrons maintenant la Proposition 1. Pour cela, soit 7 une application
de type (2, - -+, 2) de (S,)? dans S, , soit ¢ I’application diagonale S, — (Sn)*?
définie par o(x) = (z, - -+ , ), et soit p = 7 o o; I'application p: S, — S, est de
degré 2¢, et ’homomorphisme po: 7:(S,) — 7:(S,) coincide donc avec gy .

Identifions 7:(S, X --- X S,) avec 7i(S.) + -+ + 7(S,); on a alors
oo(@) = (@, -, a), si @ e 7:(S,); d’autre part, puisque 7 est de type (2, - - - , 2),
ona 0, ++,0,a,0,---,0) = g(a); il suit de 14 que:

po(a) = 70 ao(@) = To(a, -+ +, @) = ¢a(a) + - + @(a) = ¢eaa),

d’on, en comparant avec le résultat trouvé plus haut, ¢ = g-¢2 . La Proposition
résulte alors de la formule (1.2) du Chapitre IV.

REMARQUE. Si n est tel qu’il existe une application S, X S, — S, de type
(1,1), alors le raisonnement précédent conduit & la relation classique ¢, = ¢.

COROLLAIRE 1. Si n est tmpair et p premier ¥ 2, la restriction de ¢, au p-com-
posant de w(S,) cotncide avec la multiplication par q.

On a en effet (p; — q)o @2 = 0, et comme la restriction de ¢; au p-composant
de 7:(S,) est un automorphisme si p 5 2 (Chapitre IV, Corollaire & la Proposi-
tion 1), ceci entraine ¢, — ¢ = 0.
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COROLLAIRE 2. Sott x € 7,(S,) un élément tel que ¢-x = 0 (n étant impair);
on a alors ¢xg(x) = 0, et, si g est impair, on a méme o (zx) = 0.

On a ¢20(2) = q-p2(x) = a2(q-x) = 0, ce qui démontre la lére partie du Corol-
laire. Si maintenant g est impair, z est contenu dans la somme directe des p-com-
posants de 7:(S,), p # 2, et d’aprés le Corollaire 1 on a p,(z) = ¢-z = 0.

COROLLAIRE 3. St n est impair et p premier, la restriction de @p QU P-composant
de 7(S,), © > n, est un endomorphisme nilpotent.

Résulte du Corollaire 2 ci-dessus.

REMARQUE. J'ignore si, dans les conditions du Corollaire 2, on a toujours
@q(x) = 0; par contre si on ne suppose plus que 7 est impair c’est inexact: ainsi
si 'on prend pour « le composé Ss — S; — S, , ot Sy — S; est essentielle et o
S; — S, est la fibration de Hopf, on a 2-z = 0 et cependant ¢.(z) > 0." Plus
généralement d’ailleurs il serait intéressant de voir ce qui subsiste des résultats
précédents lorsque n est pair; il est facile de traiter le cas des p-composants,
p # 2, grice au Corollaire 2 de la Proposition 5, Chapitre IV (ou l’on prend
u = [t 44]); cela montre par exemple que le Corollaire 3 est valable si n est
pair et p > 2; mais pour p = 2 ce procédé ne donne aucun renseignement.

2. Applications d’un polyédre dans une sphére de dimension impaire

ProrosiTion 2. Soit K un polyeédre fini, n un entier impair, x un élément de
H~(K, Z). Il existe un entier N 5= 0 et une application f: K — S, tels que f*(u) =
N -z, u désignant la classe fondamentale de H"(S, , Z).

Soit K, le squelette de dimension ¢ du polysdre K; d’aprés un théoreme bien
connu de H. Hopf, il existe une application f,: K,,; — S, telle que fa(u) = z
(en convenant d’identifier H*(K) & H"(K41)).

Si< > n, le groupe 7:(S,) est un groupe fins; soit 7, le nombre de ses éléments,
et soit g;: S, — S, une application de degré 2r; . Quel que soit « € 7:(S,), on a
gioa = 0, d’apreés le Corollaire 2 & la Proposition 1.

Ceci posé, nous allons définir des applications f;: Kiy1 — S, ,1 2 n, telles
que f, soit Papplication précédemment construite, et que la restriction de f; & K;
coincide avec g; o f;_; ; supposons f;_; connu, et soit e un simplexe de dimension
t + 1 de K; la restriction de f;; & la frontiére de ce simplexe définit un élément
o, €mi(S,), et la restriction de g;o f;_; définit 1’élément g;o a,, c’est-A-dire 0,
comme on I'a vu. Ceci signifie que gio fi_; peut se prolonger & K., et I’on
obtient ainsi ’application f; cherchée.

L’existence des f; étant démontrée, posons f = f,._; , o0t m désigne la dimension
de K. Je dis que I'application f répond aux conditions posées. En effet, on a
fiw) = ffiogfu) = 2r;- fiei(u), d’out finalement f*(u) = N -z, avec:

N = 2" [Tt

CoroLLAIRE. Sotent K un polyédre fini, k un corps de caractéristique nulle. Pour

tout z e H*(K, k), n impair, il existe f: K — 'S, et w e H*(S,, , k) lels que f*(u) = =.

12 On peut montrer que ¢»(x) est la suspension de S; — Sg— S3, ol S; — S¢ est essentielle,
et o0l Sg — S; est I’élément de Blakers-Masscy. La non-nullité de cet élément résulte alors
par exemple de [7], §4.
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Supposons que ’on ait dim K < n + 2p — 3, p étant premier; les nombres
ri(n+ 1= 17 =< m — 1) sont alors premiers & p d’aprés la Proposition 11 du
Chapitre IV, et le nombre N n’est donc pas divisible par p. Il résulte de 1a que
le Corollaire précédent est valable st la caractéristique de I est p, & condition de
supposer dim K < n + 2p — 3.

On peut étendre les résultats qui précédent dans d’autres directions. Signalons
par exemple la Proposition suivante (valable que 7 soit pair ou impair):

ProrositionN 2. Supposons que dim K < 2n — 2 et désignons par C la classe
des groupes finis. L’homomorphisme =(K) — H“(K, Z) est alors un @-isomor-
phisme sur.

Cette Proposition se démontre immédiatement en utilisant la suite spectrale de
cohomotopie™ du polyédre K. Nous n’insistons pas la-dessus, d’autant plus que
la Proposition 2 elle-méme est trés vraisemblablement valable pour » pair, &
condition de supposer que le cup-carré de w est un élement d’ordre fini de
H™(K, Z).

3. Groupes de Lie et produits de sphéres

Dans toute la suite de ce Chapitre, G désignera un groupe de Lie semi-simple,
compact, et connexe. Si k est un corps de caractéristique nulle, d’aprés un résultat
classique de H. Hopf, I’algebre de cohomologie H*(G, k) est une algebre extérieure

engendrée par des éléments x,, - -+, x; de dimensions impaires 7y, - -+, n;
Pentier { est le rang de G, et P'on a ny + nz + - -+ + n; = n, dimension de G.
Soit X le produit direct des sphéres de dimension ny, - -, n; ; le théoreme

de Hopf que nous venons de rappeler équivaut a dire que H*(@G, k) ~ H*(X, k).
Nous allons préciser ceci:

ProposiTION 3. Avec les hypothéses précédentes, il existe une application continue
f: G — X telle que f* soit un tsomorphisme de H YX, k) sur H(G, I:) pour tout 7.

Pour tout 7, 1 < ¢ < I, choisissons une application f;: G — S, , et un élément
u; e H'(S,, , k) tels que [¥(u;) = z:, ce qui est possible d’apres le Corollaire &
la Proposition 2. Soit f: ¢ — X = 11 S... Vapplication produit des applications
fi ; il est clair que f* est un isomorphisme de H*(X, k) sur H*(G, k).

CoroLLAIRE 1. Soit C la classe des groupes finis. Toute application f: G — X
vérifiant les conditions de la Proposition 3 définit un C-isomorphisme de w:(G)
sur m;(X) pour tout i = 0.

Soit G le revétement universel de G; ¢’est un groupe semi-simple compact, et
H*(G, k) =~ H*(G, k). Ceci montre qu’il sutnt de prouver le Corollaire lorsque G
est simplement connexe; mais dans ce cas il résulte du Théoréme de J. H. C.
Whitehead et de la Proposition 1 du Chapitre III.

COROLLAIRE 2. Pour tout ¢ = 0, le rang de 7,(Q) est égal auw nombre des entiers 1
tels que n; = q. En particulier, m,(Q) est fint st q est pair.

Vu le Corollaire 1, il suffit de prouver ceci pour X au lieu de G. Mais on a:

1t Pour tout ce qui concerne les groupes de cohomotopie 7*(K), ainsi que la suite spectrale
attachée & la filtration de K par les squelettes K, nous renvoyons le lecteur & E. Spanier.
Borsuk’s cohomotopy groups. Ann. of Math., 50, 1949, p. 203-245.
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mg(X) = m(Sa,) + -+ + mg(Say), et le Corollaire résulte alors de la finitude des
groupes m;(S,) pour ¢ > n, n impair.

REMARQUE. Le Corollaire précédent se généralise 4 tout espace G tel que
H*(G, k) soit le produit tensoriel d’une algébre extérieure et d’une algébre de
polynémes; cela se démontre immédiatement en utilisant la méthode de la Note
[4], I, ainsi, que [8], VI, Proposition 4; Cf. [4], II, Proposition 3.

4. Nombres premiers réguliers pour un groupe de Lie donné

Nous conservons les hypothéses et notations du numéro précédent. Nous
allons poursuivre la comparaison entre le groupe de Lie G et le produit de
spheres X.

DEriniTiON. Un nombre premier p est dit régulier pour G s'il existe f: X — @
tel que fx soit un isomorphisme de H (X, Z,) sur H{(G, Z,) pour tout ¢ = 0.”

Une telle application f sera dite une p-équivalence.

On notera que, si G a de la p-torsion (i.e. a un coefficient de torsion divisible
par p), p est irrégulier pour @, car la dimension sur le corps Z, de H«(G, Z,)
est alors strictement supérieure A celle de H«(X, Z,). La réciproque est inexacte
en général, comme on le verra sur les exemples du n° 5.

Le but de ce numéro et du suivant est de déterminer, dans la mesure du
possible, les nombres premiers réguliers pour un groupe de Lie donné. La Proposi-
tion suivante raméne cette recherche au cas d’un groupe simplement connexe:

ProposiTioN 4. Soit G un revétement de G, et soit H le noyau de la projection
¢: G — G. Pour qu’un nombre premier soit régulier pour G, il faut et il suffit qu’il
soit régulier pour G et qu’il ne divise pas Pordre de H.

(Rappelons que H est un sous-groupe fini du centre de G).

Supposons d’abord p régulier pour G; G n’a donc pas de p-torsion, et, puisque
H\(G) admet le groupe H comme groupe quotient, il s’ensuit que p ne divise pas
Pordre de H; Phomomorphisme ¢« : H:(G, Z,) — H«(G, Z,) est alors un isomor-
phisme sur pour tout ¢ = 0, d’aprés un resultat élémentaire de la théorie des
revétements. Soit f: X — @ une p-équivalence; puisque 71 (X) = 0, f se releve en
f: X — G qui est aussi une p-équivalence, d’apreés ce que nous venons de voir
Sur gx .

Réciproquement, s’il existe une p-équivalence f: X — @, et si p ne divise pas
P'ordre de H, Papplication f = go f: X — G est une p-équivalence et p est régulier
pour G.

L’intérét de la notion de nombre premier régulier provient de la Proposition
suivante:

Prorosition 5. Soient p un nombre premier régulier pour G, € la classe des
groupes finis d’ordre premier & p. Pour tout ¢ = 0, le groupe 7,(G) est @-isomorphe
d la somme directe des groupes m,(S,,), 1 < 17 < 1.

En raison de la Proposition 4, on peut se borner au cas ol m(G) = 0. Soit

18 1 gerait intéressant de savoir si le fait que p est régulier entraine V’existence d’une
p-équivalence g: G — X. Plus généralement est-il possible de batir une théorie du “C-type
d’homotopie” d’un espace?
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f: X — (@ une p-équivalence; puisque m(X) = 0, et que m(G) = m(G) = 0",
on peut appliquer le théoréeme de J. H. C. Whitehead, et ’homomorphisme
fo: (X)) — 7,(@) est un C-isomorphisme sur pour tout ¢ = 0. La Proposition
résulte alors de ce que 7,(X) = 7,(S,,) + +++ + 7,(Sn)).

COROLLAIRE. Si p est régulier pour G, le p-composant de w () est tsomorphe a
la somme directe des p-composants des 7,(S,;), 1 = ¢ = L

Nous allons maintenant montrer que tout nombre premier suffisamment
grand est régulier pour G. De fagon plus précise:

ProposITION 6. Soit p un nombre premier tel que G n’ait pas de p-torsion et que
Vonaitn; < 2p — 1 pour 1 < 1 < 1. Alors p est régulier pour G.

Puisque G n’a pas de p-torsion, l'ordre de m(G) n’est pas divisible par p, et
en appliquant la Proposition 4, on voit qu’on peut supposer (' simplement
connexe.

D’autre part, d’apres [1], §20, Remarque 1, algébre H«(G, Z,) = H+(G) ® Z,
(munie du produit de Pontrjagin) est une algébre extérieure engendrée par des
éléments 2, , -+ , z; de dimensions n; , - - - , n; ; nous noterons I; la sous-algébre
de H«(G) ® Z, engendrée par les éléments de dimension inférieure ou égale a
k. De méme, nous poserons Xy = | L.;<+S.; ; on a: He(Xy) ® Z, = I

Nous allons maintenant construire des applications fi: X; — G qui vérifient
la condition:

(a) L’image de (fi)x : H+(X:) ® Z, — Hx(G) ® Z, est I, .

11 est clair que (a) entraine:

(b) (fi)x est biunivogque.

Une fois les fr construites, on posera f = f.,, et 'on obtiendra bien une
p-équivalence.

Tout revient done & construire les f; , ce qui se fait par récurrence sur I’entier
k; puisque X; = Xy si k n’est égal & aucun des n;, il suffit de s’occuper du cas
ol % est égal & I’'un des n; ; si m désigne le nombre des entiers ¢ tels que n; = L,
on a:

X = X1 X (St X (Sk)2 X o+ X (S)m «

Soit G’ le mapping-cylinder de fi_1: Xx—1 — G; puisque fi_, vérifie la condition
(a), on a H(G', X1 ; Z,) = 0 pour ¢ < k; appliquant le Théoréme d’Hurewicz
relatif (ce qui est licite puisque m(G) = m(G) = 0) avec pour classe € la classe
des groupes finis d’ordre premier & p, on voit que m(G', Xy1) — H(G’', Xi 1)
est un C-isomorphisme sur, donc que m(G’, Xi—1) ® Z, — H(G', Xi1) ® Z,
est un isomorphisme sur; comme Hjy_1(G’, X;—1) € €, on a Hx(G', X31) @ Z, =
H(@', X1 ; Z,). D’autre part, puisque k est égal 4 'undes n,; ,onak = 2p — 1,
et il résulte de la Proposition 11 du Chapitre IV que mi(Xi—1) et me—1(Xi_i)
appartiennent & €; d’ot, en appliquant la suite exacte d’homotopie, le fait que
(@) ® Z, — m(G', Xi_1) ® Z, est un isomorphisme sur. Considérons alors le

15 Le fait que 72(G) = 0 pour tout groupe de Lie est d & Elie Cartan. Voir: la Topologie
des groupes de Lie, Paris, Hermanun, 1936.
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diagramme commutatif suivant, ol la ligne inférieure est une suite exacte:

(@) ® Z, > m(F, X)) ® Zp

3 3
Hk(Xk_l) ® Zp — Hk(G) 12 Zp — Hk(G’, Xk_l) ® Zp — Hk—!(Xk—l) ® Zp .

Il résulte de la propriété (b) et du diagramme précédent que I’homo-
morphisme m(G) ® Z, —» Hy(G) ® Z, est biunivoque et que son image Z
est supplémentaire dans H:(G) ® Z, de I'image de Hy(X:1) ® Z,; d’apreés
(a) cette dernitre image n’est autre que I;_; N (Hx(@) ® Z,). La dimension de
2, est donc égale & m, et si gy, - - - , Y. forment une base de Z; , la sous-algébre
de H+(G) ® Z, engendrée par I;_; et les y; n’est autre que I; .

Soient g;: Sy — G des représentants des y;, 1 < 7 < m. Puisque X; = X;; X
(Si)1 X -+ X (Sk)m, on peut définir une application fi: X; — G en posant:

Ji(ay, by, -oy bw) = fua(a) ga(by) -+ - gm(bm), @ € Xxy, b€ (Sk)s ’

le produit étant celui qui définit la structure de groupe de G. Par définition
méme du produit de Pontrjagin, 'image de (f) « est la sous-algeébre de H+(G) ® Z,
engendrée par I'image de (fi—1)x et par les images des (g:)x, c’est-d-dire I,
d’aprés ce qu’on vient de voir. L’application f; vérifie donc (a), ce qui acheve
la démonstration.

REMARQUES. (1) Signalons briévement comment on peut prouver la Proposi-
tion précédente de fagon légérement différente, en utilisant les résultats du
n° 2: si Y désigne le squelette de dimension n; + 1 de G (supposé triangulé) on
construit h: Y — X telle que h4: H,(Y) ® Z,— H,(X) ® Z, soit un isomorphisme
sur pour ¢ = n; ; c’est possible du fait que n; + 1 = 2p. Comme 7,(Y) = =,(G)
pour ¢ £ n;, 'application & donne assez de renseignements sur les =,(G) pour
que ’on puisse étre assuré de lexistence d’éléments g; ¢ 7,,(G) dont les images
dans H«(G) ® Z, constituent un systéme de générateurs de 1'algébre
H+«(G) ® Z,.On prend alors pour f le produit (au sens de @) des g; .

(2) Supposons que @ soit un groupe simple de dimension n, rang [; les nombres
n; vérifient alors la propriété de symétrie” bien connue: ny + n; = ny + nyy =

- = 2n/l; comme n; = 3, la condition n, £ 2p — 1 équivaut donc &
p=n/l — 1.

b. Groupes classiques

Rappelons que tout groupe simple est de 1’'un des types A;, B,, C;, D, G,
Iy, Es, E7, Eg, les quatre premiers types étant dits classiques, les cinq derniers
exceplionnels. Le tableau suivant indique pour chacun de ces types la valeur de
la dimension n, de n/l — 1, et (dans le cas classique) indique le représentant

7 Voir au sujet de cette symétrie H. S. M. Coxeter. The product of the generators of a
finite group generated by reflections. Duke Math. J., 18, 1951, p. 765-782.
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simplement connexe:

A-8SUl+1) -n=1ll4+2) -n/l-—1=14+1
B -Spm@l+1)-n=12l+1)-n/l—1=2]

C, - Sp() -n=IlQ2l+1)-n/l—1=2

D, - Spin(20) -n=IlQ2l—-1)-n/l—1=2l -2
Go-n= 14 -nfl—1= 6

Fy—n= 52 -n/l —1=12

Es—n= 78 -n/l —1=12

E;-n = 133 -n/l—1=18

Ey—n = 248 -n/l — 1 = 30.

Nous allons voir que, si G est classique, on peut démontrer une réciproque de la
Proposition 6:

ProPoSITION 7. Soit G un groupe simple, compact, connexe, classigue, et simple-
ment connexe, de dimension n et de rang l. Pour qu'un nombre premier p soit régulier
pour @, il faut et il suffit que p = n/l — 1.

Suffisance. D’apres la Proposition 6 et la Remarque 2 qui la suit, il suffit de
voir que G n’a pas de p-torsion si p = n/l — 1; or cela résulte immédiatement
de la détermination de la torsion des groupes classiques due & C. Ehresmann
et A. Borel.”

Nécessité. Nous devons montrer que, si p < n/l — 1, p est irrégulier pour G.
(a) Cas de SU(I+1).

1l faut montrer que tout p < [ est irrégulier. Or il résulte de la Note [2] que,
sous cette hypothese, Popération St:*~> de Steenrod transforme le générateur
de H*(G) ® Z, en un élément non nul; comme les opérations de Steenrod com-
mutent avec f*, et qu’elles sont nulles dans H*(X) ® Z, , il s’ensuit bien que p
est irrégulier pour G.

(b) Cas de Sp(l).

Le cas de p # 2 se traite comme précédemment. Reste & voir que 2 est irrégulier
pour Sp(l) si I = 2; d’aprés le Corollaire & la Proposition 5, il suffit de faire
voir que le 2-composant de ms(Sp(l)) n’est pas isomorphe & celui de m6(S:), et il
suffit d’examiner le cas I = 2. Or on a Sp(2)/S; = S;, d’ou la suite exacte
11(S7) — w6(S3) — m6(Sp(2)) — 0. Tout revient donc & montrer que le 2-compo-
sant de la classe caractéristique v € 76(S;) de la fibration Sp(2)/S; = S;n’est pas
nul. Or ceci est bien exact, car I’élément vy n’est autre que I’élément de Blakers-
Massey.

(c) Cas de Spin(2l) et de Spin(2l + 1).

Le cas de p = 2 se traite comme pour SU(l 4 1), et il reste & voir que 2 est
irrégulier pour Spin(n), sin = 5. Pour n = 5, cela résulte de ce que Spin(5) =
Sp(2); pour n = 6, de ce que Spin(6) = SU(4); pour n = 7, de ce que Spin(n)
a de la 2-torsion (A. Borel, loc. cit.).

8 Sur la cohomologie des variétés de Stiefel et de certains groupes de Lie. C. R. Acad. Sei.
Paris, 232, 1951, p. 1628-1630.
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Remarques. (1) La Proposition précédente est valable sans supposer G sim-
plement connexe, & condition d’exclure le groupe SO(3).

(2) Il serait intéressant de voir si la Proposition 7 peut s’étendre aux groupes
exceptionnels; le cas du groupe G semble le plus facile: on montre aisément que
2 et 5 sont irréguliers pour G, (car Gy a de la 2-torsion, et ’opération S#§ a un
effet non nul sur H*(Gy) ® Zs), et que tout nombre premier = 7 est régulier
(Proposition 6). Pour vérifier la Proposition 7 dans ce cas, il faudrait done
montrer que 3 est irrégulier; on voit d’ailleurs aisément que cela équivaut A
montrer que le 3-composant de o(G:) est nul.

Paris
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