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Faculté des Sciences de Paris 23~01

Séminaire P. DUBREIL
My-L. DUBREIL~JACOTIN et C. PISOT ¢ i 1958
(ALGEBRE et TFECRIE DES NOMBRES) s
Année 1957/58

[] ° s
G Jom Sum

MODULES PROJFCTIFS ET ESPACESFIBRES i FIBRE VECTORIELIE
par Jean-Pierre SERRE

1, Rappcl,
Tous les anneaux considérés dens cet exposé seront supposés cowmutatifs (sauf

aux n° 10 et 11), noethériens, et pourvus d'un élément unité., Tous les modules

sur ces anneaux seront supposéds unitaires et noethériens (c'estei=-dire de type

. fini),

Soit A un anneau et soit P un A~-module (A et P vérifiant les conditions
ci-dessus). On dit que P est projectif (CARTAN-EIIENBERG [2], I-2) s'il est
facteur direct d'un A-module libre (que l'on peut choisir de type f£ini) ; il
revient au méme de dire que ExtE(M , N) = 0 pour tout A-module N et tout

entier 9q> 1 .,

Dans le cas local, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 1., = Si P est un module sur un anncau local A , d'idéal maximal

w , les trois conditions suivantes sont équivalentes

i, P est libre.

ii., P est projectif,

iii. Tor)(P, 4/ =0 .

I1 est trivial que i. = ii. et 1i., = iii., Pour prouver que iii, =%i, ,

on choisit des éléments & P dont les classes dans P/mP forment. une base

p
i

de P/mP considéré comme espace vectoriel sur Afm 3 en utilisant iii. et

le "lemme de Nakayama" (voir ci-apres), on démontre que les p; Fforment une base
de P o Pour plus de déteils, voir [2], VIII-5 , Indiquons semlement 1'énoncé

du lemme de Nazkayama g

IEMME 1, = Si P' est un sous-module d¢ P tel que P=P' +mP , on a
P=p",
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Revenons au cas d'un anneau A quelconque ;3 si X est un idécl premier de
A on définit comme on sait l'anneau local Ay, 3 de méme, si M est un A-module,

on définit le module "localisé" My , qui est un A -modulc.

P
PROPOSITION 2, = Pcur qu'un A-module M soit projectif, il faut et il suffit

que tous ses modules localisds M? le soient.

La nécessité est triviale, puisque ¥$ = M B A?" Inversement, supposons que
les MP soient projectifs, et soit N un A-module. Grice aux hypothéses

noethériennes faites au début, les Ext "se localisent” : on a

(1) Extg(M , M), =Bxtl (M , N

b L, ;@) pour tout entisr q et tout y .
g

Puisque les Mﬂ; sont projectifs, ceci montre que Extz(M., N)p = 0 pour tout

R (si q 2 1). Or on vérifie tout de suite le lemme suivant

IEME 2, - Si un A-module R est tel que 3$ = 0 pour tout idéal premier
o de A,ome R=0. '

En appliquant ce lemme & R = ExtE(M , N) , on en déduit que Eth(M , N) =0,
dt M est bien projectif.

En combinant les propositions 1 et 2 , on obtient :

PROPOSITION 3. = Pour qu'un module soit projectif, il faut et il suffit qu'il

soit localement libre.

Remarquons que, si P et §' sont deux idéaux premiers tels que ,pg‘ZP' s
le module MV est un module localisé du module M,, 3 comme tout idéal premier
p est contenu dans un idéal maximal, om voit que, dans les propositions 2 et 3 ,

on peut se borner aux idéaux premiers %; qui ‘sont maximaux,

2. Spectre premier et spectre maximal d'un anneau.

Soit A wun anneau, et soit ilp(A) , ou simplement izp , llensemble des idéaux
premiers de A , Si ¢y est un idéal de A , on notera W(x) 1le sous-ensemble
de flp formé des ideaux premiers Y qui contiennent i . Ies W(%) sont les
fermés d'une csrtaine topologie sur .[% s l'espace topologique ainsi obtenu

sera appelé le spectre premier de A 3 le sous=-espace 0 e f%) formé des

idéaux maximaux sera appelé le spectre maximal, ou simplement le spectrs, de

A , On vérifie facilement les propriétés suivantes (voir par exemple (8],
chap. I) :
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a. L'sspace {}p est nocthérien (ses sous-cnsembles ouverts vérifient la cons

dition de chofne ascendante), et il en est de méme de tous ses sous-espaces.

b. Un sous-ensemble fermé de ’2p est irrdductible ( c'est-a=dire n'est pas
réunion de deux sous- ensembles fermés distincts de lui-mfme) si et seulement
s'il est de la forme WCQ) ou P est un iddal premier.

c. L'enneau A se dicompose en produit d'anneaux ayant pour spectres premiers

les composantes connexes de L) 3 ceci permettra, pour étudier les modules

ol

sur A , de se¢ borner au cas ou iﬁb gst connexe.

Dans tout espace topologique noethérien X on 2 la notion de heuteur d'un
sous-espace fermé Y ; si Y est irréductible, on définit sa hauteur, notée
ht(Y) , comme la borne supérieure, finie ou infinie, des enticrs n tels qu'il
existe une chaine ¥ = YT C Y e T e sous-ensembles fermés de X  irré-
ductibles et distincts. Si Y n'est pas irréductible, on définit ht(¥) comme
Inf.,ht(¥'), ob Y' parcourt les sous-espaces fermés irréductibles de Y , Ia

borne supérieure des ht(Y) , pour Y CX , est 1la dimensicn de X .

Si 1'on prend X = &1 , ces définitions coincident avec les notions usuelles,
Par exemple, lo dlmcnSLOn de {1 est égale & dim(4) , au sens €o Krull. Il
p , ~
n'en est plus de méme pour le spectre maximal & 3 on a évidemment
dim {i ¢dim(4) , mais cette inégalité peut &tre stricte, comme le montre le

cas d'un anneau local o (I est réduit & un seul point.

3. Rang d'un modulc projectif.

Soit P un A-module projectif., 51 X est un idéal premier de A , on a vu
que %ﬁ est un Ap-module libre, ce gui permet de parler de son rang 5 nous

le noterons rg, (P) . On a évidemment
X
% .

(2) rg, (P) = [B/pE, + A /],

le membre de droite désignant la dimension de It/ sur le corps 4?AQA§ .

Si T& est maximal, on a A?, Aw\m AfpA , et de meme pour P .

PROPOSITION 4, - §i P est an A-module projeétif, 1'entier rg¥$P) ne dépend

que de la composante connexe de  dans i}p

Disons que deux idéaux premiers x» ot Q' sont contigus si W(p) N Wep')
Iy p g Y ’

clest~a-dire s'il existe un idéal premier p" gui les contient tous %kes deux.
On vérifie alors (cf. [8], Toc. cit.) que deux idéaux premiers 4 et P’

sont dans la méme composante connexe si et seulement s8i il existe une suite
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P= po , %1 BETERN x'  dtidéaux premiers tels que Ps et L5 soient

contigus pour 1 £ i<« . Pour démontrer la proposition 4 , il suffit donc de

-

Prouver que rg§(P) = rgp,(P) si.;? CP', ce qui est évident puisque Rp est
un module localisé de B, o
f\*

Lorsque (lp est connexe, on voit que rg¥(P) ne dépend pas de [ . On

1'appelle le rangtu module projectif P .

Plus particuliérement, supposons A intégre, et soit XK son corps do fractions ;
pour tout A-module M, on appelle rang de M Ia dimension du K-espace
vectoriel M e, K ; lorsque M est projectif, la formule (2) appliquée a
1'idéel premier % = O montre que cette définition est en accord avec la précé-
dente. Pour que M soit un module projectif de rang 1 , il faut et il suffit

qu'il soit isomorphe & un idéal inversible de l'anneau A (ef, [2], VII-3) ;

la proposition 3 montre d'ailleurs qu'un idéal non nul de A est inversible si
et seulement si il est localement principal. Deux id<aux inversibles o et &'
de A sont isomorphes comme modules s'ils appartiennent & la méme "classe",
clest=a-dire s'il existe x £ A tel que x = ¢' . On voit donc que le groupe

des classes d'idéaux inversibles de A est isomorphe au groupe des classes

de A-modules projectifs de rang 1 , la multiplication étant le produit tenso-

riel,

4, -Comparaison avec les espaces fibrés a fibre vectorielle.

Supposons que A soit 1'anneau de coordonnées k [V] d'une variété algébri-
‘que affine V . Pour fixer les idées, nous supposerons k algébriquement clos
et V connexe, D'apres le théoréme des zéros de Hilbert, les points de V.
correspondent biunivoquement aux idéaux maximeux de A ; le spectre maximal

{ ge A& s'identifie & V , munie de la topologie de Zariski.

Soit maintenant E wun espoce fibré algébrique, de base V , & fibre vectorielle
de dimension r . les sections régulieres de E forment un A-module S(E) ;
si E est trivial (i.e. isomorphe & V «x kr) , S(E) est un module libre, et
réciproquement. En utilisant le fait que E est localement trivial, on voit
que S(E) est localement libre, c'est~a-dire projectif (propééition 3). Inver-
sement, tout module projectif P sur A est isomorphe a un module S(E), o
E est déterminé de facon unique, & un isomorphisme prés (ef. [77], n° 50). On

peut donc énoncer :
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-

PROPOSITION 5. = Il y = une correspondance biunivoque entre fibrés a fibre

vectorielle de base V et [l-modules projectifs.
et proj

les fibres B _, xeV, d'un fibré T se construisent a partir du module
associé P, grice a la formule

2

E_ = /mk P, m ctant 1'idé=) maximal associé & x .

Le rang du module projectif P est donc ¢gnl & la dimension r des fibres de
E (que l'on appelle aussi le rang du fibré) ; 1l'hypothése que V est connexe
garantit que cette dimension reste constante.

Lo correspondance "medules projectifs <— fibres" préserve les opérations
de somme directe, produit tensoriel, puissance extéricure, puissance symétrique,

etce

Vu la propesition 5 , il est naturel d'essayer d'étendre aux modules projectifs
(sur un anneau A quelconque) les résultats (et les problémes) relatifs aux

espaces fibrés a fibre vectorielle. Par exemple, on a le théoréme suivant :

Tout fibré & fibre vectorielle de base V est somme directe d'un fibré

trivial et d'un fibré de rang £ dim V
(=]

(Lo démonstration se fait facilement, par voie gdométrique, cf, LTIYAH [17],

théoréme 2 , p. 426).

Ce théoréme se laisse transposer aux modules projectifs sous la forme suivante s

;-
TEEOREME 1. = Soit A un anneau dont le spectre premier est connexe, et soit

Q) son spectre moximal, Tout A-module projectif P est scrme directe d'un

A-module libre et d'un fA-module projeetif de rang < dim {1,

(Pour la définition de dim L), voir n° 2).

la dénonstration sere donnée au n® 6 .

5. Résultats préliminaires.

Dans ce numéro et dans le suivant, A désigne un anneau (commutatif, noethé-
rien, & é1lément unité), et P un A-module projectif (de type fini). Si x
est un élément du spectre maximal {) de A , on notera P(x) la "fibre"

P/xP ; si s &€ P on notera s(x) 1'inage canonique de s dans

P(x) = P/xP ; des él¢ments Sy eeny 8y de P seront dits linéairement

indépendants en x si les si(x) sont des ¢1éments lindairement indépsndants
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de 1'espace vectoriel P(x) sur le corps A(x) . (Cette terminologie et ces

notations sont inspirdées du cas géométrique).

IEMME 3. - 51 8, , ..., s, Sont des ¢léments de P, l'ensemble F des

p Soient linéairement dépendents en x est fermé

xel) tels que s, , .o, s
dans L) ,

Le module P est facteur direct d'un module libre L et la fibre P(x) est
facteur direct dans L{x) : 1l'on est ramené au cas d'un module libre. En prenant
le produit extérieur des 8; ¢t 1'idéal « de A engendré par les compcsantes
de ce produit, on voit que 1l'on a F = W() ,

C.Q.F.D.

IEMME 4. - Soient X

et soient v, € P(xi) , lgi<n . Il existe alors s €P tel que s(xi) =V,

eos 5 X des points de (), deux & deux distincts,
n

pour tout i .

Soit di le produit des idéaux maximaux Xj , J#4i ; auvcun idéal maximal
de A ne contient tous les 0; » ce qui signifie que i % =4 . Ona donc
une décomposition 1 =7 €. » & €9 .51 1l'on choisit alors des représentants

s; € P des vy, on peut poser
s=2568 s,

et 1'on a

S(Xj) = E:'Ei(xj) si(ij) = Eﬁ(xj) Sj(xj) =,

ce qui montre que s répond aux conditions posées (noter que ce lemme vaut sans

supposer P projectif).

IEMME 5, = Soit s € P, Pour que l'application a —> as de A dans P
identifie A & un facteur direct de P , il faut et il suffit que s(x) £ 0
pour tout x € (2, '

La conditicn est évidemment nécessaire. Inversement, supposons-la vérifide,
et soit ¢ ¢+ A —> P 1'homomorphisme défini par s . Si A' désigne 1l'image
de A dans P (c'est=d-dire le sous-module de P engendré par s), le compo-
A(x) = A'(x) = P(x) est injectif, et A(x) —> A'(x) est évidemment
surjectif ; done A(x) —> A'(x) est bijectif, et en appliquant le lemme 2

(028

S

au noyau de A —>A' , on voit que A — A' est lui-méme bijectif. Donc A

s'identifie au moyen de Y & un sous-module de P . Pour-tout x£ Q , On a
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P o a(x) = P(x) , d'ob 1a suite exacte
0 -—‘yTorl;(P/A , L(x)) =~ A(x) — P(x) .

Vu 1'hypothése, l'homomorphisme A(x) -—> P(x) est injectif, et on a donc
Torlll(P/!‘; , £(x)) = 0 . Fn appliquant les propositions 1 et 3 , on en déduit
que P/A est projectif, et A est bien facteur direct dens P .

[Variante : On montre que A est localement facteur direct dans P en appli-
quant la proposition 5.2 du chapitre VIII de [2] ;3 on en conclut qu'il est

globalement facteur direct grice & la formule (1) dun°® 1.

6. Démonstration du théordme 1 .

On va étoblir le résult~t suivant (qui est en fait plus fort que le théoréme
1) =

THEOREME 2. - Soit F wn sous-ensemble fermé de () , sofent %, , e.o, X

des points de F , deux a deux distincts, et soient v, € P(Xi) « Soient

8y 5 wee, 8 des éléments de P linlzirement indépendants en tout point
x ¢ F . Soit enfin k un entier »0 tel que h + k < rgX(P) pour tout x€ () .

Il existe alors s € P et un sous-ensemble fernd F' de ) tels que s

8o s(xi)zvi pour 1< ign.,

b. Sy s eee s 8y et s sont linlairement indépendants en tout point
X ¢ F AV F' .
ce Ona ht(F')>k.

(Pour la définition de ht(F') , voir n° 2),

Raisonnons par récurrence sur l'entier k . Lorsque k = O on peut prendre
F' = {), 1a condition c. est satisfaite, et la condition b, l'est quel que soit
le choix de s ; il reste & vérifier la condition a. ce qui est possible d'aprés

le lemme 4 .

Supposons maintenant k » 1 , et appliquons 1l'hypothése de récurrence avec
k=1 aulieude k ., On obtient un élément ué& P et un sous-ensemble fermé
G de 0] tels que ¢ A

at. u(xi)zv:.L pour 1 <i<n,
b's 8, éesy by et u sont lincairement indépendants en dehors de
F \J G’ .

c's ht(G) 2 k=~-1.
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Soit L 1'ensembls des points de [i oh s, , «.., 5, ot u sont lindai-

’ - 0y ’ 1) . PN
rement dépendants ; d'aprés lc lemme 3, L cest fermé dans 'L . S1 G' désigne

—

la réunion de ceclles des composantes irréductibles de L qui ne sont pas
contenues dans F , ona G'¢ G et LCTF G', ce qui montre que b', et c'.
sont vreis lorsque 1l'on remplace G par G' . Solent alors Gi y ees o Gé

celles des composantes irréductiblss de G' qui sont de hauteur k - 1, et
choisissons sur chaque G} un point y, qui ne soit contenu, ni dans F , ni
dzns les ~utres G¢ . Ces hypothéses entrafnent que les si(y&) soient linéai-
rement indépendants dans P(yy) , et que u(y,) soit combinaison linéaire des
Si(gx) ; de plus, 1'hypothése h + k =zrg_ (P) nntre que la dimension de
1'espace vectoriel P(yy) est >h ; on peut denc choisir un ¢lément Wy € P(y,)

linéairement indépendant des si(xx) .

Appliquons alors 1'hypnthése de réeurrence au sous-ensemble ferme F uG',
aux h + 1 &léments s, , ..., Sy , U, aux points Xy (avec pour valeurs
assocides 0), cux points y, (avec pour valeurs assocides les wx), et a
1'entier- k = 1 . Toutes les hypothéses du théoréme sont vérifides par ces
données (on observera que, d'eprés le choix des yy , ceux-ci sont deux & deux
distincts, et distincts des Xi). On obtient ainsi un élément t€ P et un
sous-ensemble ferné Hde () tels que

al, t(xi) =0 et t(y,) = W, .

\v

b". By y eee s Sy Uy t sont linéairement indépendants on dchors de

™

P o H.

c"s ht(H) 2k -1,

De plus, quitte & diminuer H , on peut supposer que H est contenu dans
l'ensemble des points oh s, , «eo , 5, U, t sont linéairement dépendants.

Designons par H, , ... , H, les composantes irréductibles de H qui ne sont

1
pas contenues dans F o G' et dont la hauteur est k = 1 « Si Hﬁ> est une de
ces composantes, cholsissons sur Hﬁ un point Z qui ne soit contenu, ni
dans F u G' , ni dans les cutres composantes de H . En un tel point Zp

les sl(zﬁ) y eee Sh(ZB) , u(gg) sont lindairement indépendants (d'aprés b'.)
et t(zﬁ) en est une combinaison linéaire ; il existe donc un élément _%-ﬁ

bien déterminé du corps A(z,) tel que 1l'on ait :

i)
t(sp) = hpulzg) modls (zg) 5 .oy o))

En appliquant le lemme 4 au module A et aux points y, , ZB on voit qu'il

existe £ & A tel que :
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at, f(y,) =0 et f(zp}) # «>\[3 (noter que tout corps a cu moins deux éléments !).
Nous poserons 2lors : |
s=u-~-f.t.

Soit K 1'ensemble des points ok s, , «.., § , s sont linccirement dépen=
dants, et soient KX celles des composantes irrdductibles de K
qui ne sont pas contenues dans F ; nous poserons F!' = U KY . Tout revient a
montrer que F' et s vérifient bien les conditions a., b.; c. de 1'énoncé.
Ctest trivial pour b. par définition méme de F' ; pour a. cela résulte de
a'. et a", Reste & vérificr c., c'est-a-dire que chacun des KX a une hauteur
> k . Remarquons d'abord que, d'apres b"., on a« KT F yH, d'ou Ky < H pour
tout K, . Il en résulte aéja, d'apres c"., que ht(Ky) >k~ 1,51 1'on avait
1'¢galité ht(K \() =k -1, KX serait 1l'une des comprsantes irréductibles de
H . Deux cas seraient possibles

i. On aurait KY CG', et Ky, colnciderait avec l'un des G) . Hais d'aprés
a'"s et a"'. on a s(&) =W, , qui est Iindéairement indépendant des Si(yw R
ce qui est incompatible avec la définition de K .

ii, K, ne serait pas contenu dans G' , donc coinciderait avec l'un des

H{,) . Mais, dfapres a"'.,, on a :
3(2'/3) # 0 mod (31(25) s eee s Sh(z{nh)) ’

ce qui est encore incompatible avec la définition de X ,

On a donc nécessairement ht(Ky) >k - 1, ce qui signifie gue ¢. est vérifié,
et achéve la démonstration du théoreme 2 .

Revenons maintenant au théordme 1 . Nous le démontrerons par récurrence sur
le rang v de P (qui est bien difini puisque .‘:lp est supposé ccnnexe). Le
cas r = 0 est trivial. Supposons donc r 2r1 , et distinguons deux cas

1 tna r gdim {2, On écrit P =0 + P, le module re¢duit & O est libre,

et le module P est de rang < dim (.

22 0na r >dim (2. On applique le théoréme 2 en prenant F =g, h=0,

k=r, et aucun point x . On a bien h + k= rgX(P) pour tout x & {2,
On obtient ainsi un é1lément s € P et un sous-ensemble fermé F' de {2 tels
que

b. s(x) #0 pour tout x ¥ F' .

c. ht(F')zZ r .
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Puisque nous 2vons supposé r > dim O, 1'inégalité c. n'est possible que si
F' est réduit & # 3 1o condition b., jointe au lemme 5 , montre alors que
P sa'identifie & la somme directe de A et d'un module projectif P' . Comme
P' est de rang T - 1 , 1'hypothdse de récurrence montre que P! = L' + P,
ot L' est libre et on P" est vrojectif de rong £ dim {1, On a donc
P=i+ L'+ P", d'oh le résultat cherché.

REM:RQUE. = Ies théorémes 1 et 2 s'appliquent aussi aux espaces fibrés ana-

lytioues, & fibre vectorielle, de base une variété de Stein connexe (2 . la

dimension de ) doit étre prise au sens complexe j les sous~-espaces fermés de

£ sont remplacés par les sous-espaces analytiques (fermés) de Q ;81 F est
4 patides Mok oihad
un tel sous-espace, sa hauteur est définie comme la différence - Aim(f2) - dim(F) ;

I A . /“; o ® . s .
dons le theoreme 2 , les points X, ¢ < pouvent &tre en nombre infini, & condi-

. . I
tion de former un sous-ensemble discret de &L .

7. Exemple : anneaux semi=-locaux,

Supposons que {) soit fini, c'est-a-dire que A soit un anneau semi-local ;
™ 4 by . . » ’
on o alors dim $L = 0 et le théoréme 1 donne le résultat suivant, qui gencra-

lise la proposition 1

PROPOSITION 6, = Si A est un anneau semi~local & spectre premier connexe

tout A-module projectif est libre.

1 va sans dire que ce résultat n'est pas difficile & démontrer directement,

en utilisant les lermes 4 et 5 , par exemple.

Si le spectre premier de A n'est pas connexe, 1l'anneau A se décompose en
produit d'anneaux semi-locaux Ai , et tout module projectif est somme directe

de modules isomorphes & 1l'un des A, .
P i

8. Exemple : anneaux de dimension 1 .

PROPOSITION 7. - Soit A4 un anneau de dimension 1 , dont le spectre premier

est connexe, Tout A-module projectif P#£ 0 est somme directe d'un module

libre L et d'un module projectif P1 de rang 1 o La classe de Pl est

déterminée de manidré unique por celle de P oo

L'existence de la décomposition P =1 + F) résulte du -théoréme 1 et du fait
que dim {) £ dim A , Si 1'on pose T = rg(P) , on a rg(lL)y=r -1, ¢t le
calcul de 1'zlgdbre extérieure d'une somme directe (BOURBAKI, Algébre, chapitre III,
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paragraphe 5 , exercice 7) montre que N p= fo-l L) ® P, =P, d'oh l'uni-
c ité de Pl .

COROLLAIRE., - Lo classe de P est déterminde de maniére unique par les deux

inveriants r = rg(P) et P =M P,

Notons additivement le groupe D(i) des clesses de A~mndules projectifs
de rang 1 3 si P et P' ont respectivement pcur imvarioents (r ,Z) et
(r* , ') , on voit tout de suite que P + P' a pour invariants
(r+r' ,x +'), que PP a pour invariants (rr' , ro' + 1'% , que

Hom(P , P') a pour invariants (rr', ro' - r'ot) , ste.

Un cas particulier intéressant est celui ob B est un snoeau de Dedekind,

autrement dit un anneau integre, intogralement clos, de dimensicn 1 . Le groupe
D(4) coincide alors avec le groupe des classes d'idéaux non nuls de A

(cfe n° 3). D'autre part, un A-module P est projectif si et seulement si il

est sans torsion (en effet, les deux propriétés sont localss, et les anneaux

locaux A,{ de A sont principaux). On retrouve donc le théoréme de Steinitz-
[N

Chevalley (cf. [3]) :

PROPOSITION 8, = Tout module non nul sans torsion sur un anneau de Dedekind
est somme directe d'un module libre et d'un idéal dont la classe ne dépend que .

du module,

9. Exemples de dimension »2 .

I1 y en a trés peu. Il serait souhaitable de déterminer, pour des anneaux 4

assez simples, tous les A-modules projectifs indécomposables (clest-ad-dire qui

re sont pas sommes directes de modules de rang inférieur). D'aprés le théoréme
1, un tel module a un reng au plus égal & dim & 3 en fait, je ne connais

aucun cas od il y ait égnlité (sauf, bien slr, si dim A< 1),

Le premier cas & considérer est celui de l'anneau des polyndmes

A=k [Xl y ees Xn] , ou k est un corps. J'ignore si cet anneau posséde

des modulss projectifs qui ne soient pas libres ; c'est en tout cas exclu pour
n=1 (puisque A est principal), et pour n =2 en vertu du résultat suivant,
dfi 3 SESHADRI (non publid) s

PROPOSITION 9, = Si C est un anneau principal, tout module projectif sur
1'anneau A = C [X] est libre.
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Pour n >3, on a le résultnat plus faible suivant

PROPOSITION 10. = Pour tout module projectif P sur 1l'anneau de polynbmes

A=k [Xl g vee Xn] , 11 existe un module libre 'L tel que P + L ES%E

un module libre.

Introduisons une variable supplémentaire X, et soit B=k [X , eee , X ]
o 0 n
On peut identifier A au quotient de B par 1'idéal 1 = XO s plus généra-
lement, si M est un B-module, on notera M' le A-module M/(1 - X )M .

On vérifie tout de suite que le foncteur M —» M! est un foncteur axact_de 1a

catégorie S(B) des B-modules gradués dans la catégorie des [i-modules j de
plus, tout A-module N est de la forme M' pour un MEQG(B) convenable
(écrire N comme le conoynu d'un homonorphisme Ij ££¢~LO ;Joﬁ les Ii sont
Tibres, et "remonter" les L, et q>). En appliquant alors le théoréme des syzy=-
gies de Hilbert (cf. [R], VIII-6) au module M, on voit que N posséde une

résolution de longueur n + 1 par des modules libres

T -
O"’éLn_,”l-‘}.ov -"'>L1 ﬁuO“‘;Nnﬂ"O *

Appliquons en particulier ceci au module N = P , La résolution ci-dessus se

décompose nlors ainsi

L, = Ni + W (0O gign+ 1), avec N=P, N ,=03

Par décomposition, on en déduit

L '..: LN ]
P+ 1t L3 + LO + 12 + Iﬁ + ,

d'ol le résultat cherché.

Si 1'on voulait utiliser 1o propeosition 10 pour montrer que tout A-module
projectif est libre, il faudrait prouver que " P + A est libre" =" P est

libre", ce qui peut se mettre sous la forme suivante 3

Si Xy 5 ees y, X, SoNt T éléments de A tels gme 1'idéal gqu'ils engendrent

soit égal & 4 , il existe une motrice carrée inversible, d'ordre r , 3 coeffi-

cients dans A , et dont la premiére lipgne est égnle & (x1 s osee Xr) .

- Malheureusement, cet énoncé n'a pas 1l'air facile & démontrer, en dépit (ou

4 cause) de sa forme élémentaire.
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10, Ie groupe des classes de modules projectifs.

Lo propesition 10 suggeére 1l'introduction d'une relation d'équivalence entre

modules projectifs sur l'annesu A (cf. [4]) : deux tels modules P et P!
sont dits équivalents s'il existe des modules libres L et L' tels que

P+ L soit isomorphe & P! + L' , Dans cette définition, il est inutile de
supposer A commutotif (on pourrs prendre, par exemple, l'algébre d'un groupe
fini). Si 1'on note PO(A) 1'¢nsemble des classes de 4~modules projectifs,
au sens précédent, on définit sur PO(A) une loi de composition au moyen de

la somme directe des modules. Cette loi de composition fait de PO(A) un groupe

abélien ¢ 1l'associativité, la commutativité, l'existence d'un élément neutre
(12 classe de 0) sont évidentes ; pour voir que la classe d'un module P a
un opposé, on observe que, par définition, il existe P' tel que P + P' soit

libre, et la classe de P' est l'opposée de la classe de P .,

Lorsque A est commutatif, et de spectre premier connexe, on définit un ho-
momorphisme c: PO(A) —>»D(4) en faisant correspondre & tout module projectif
de rang r sa puissance extérieure r-iéme, qui est un module projectif de
rong 1 5 cet homomorphisme est surjectif ; lorsque dim A =1 1l est méme

bijectif, d'aprés le corolleire & la proposition 7 .
La proposition 10 peut siénoncer en disant que PO(A) = 0 lorsque
A.:k[xl, oo ,ant

11, Comparaison avec la théorie de Grothendieck.

Soit A un anneau, commutatif ou non; noethérien & gauche j soit (?M(A)
la catdgorie des A-modules & gauche (de type fini) ; nous désignerons par
CP(A) et CH(A) les sous-catégories de () (A) formées respectivement des

modules projectifs, et des modules de dimension homologique finie, On a donc :

CP(A)C C’H(A) c O )

Si ( désigne l'une de ces catégories, on définit, avec GROTHENDIECK [57] , le
groupe K(C) comme le groupe abélien libre engendré par les éléments de ( ,

modulo 1'identification de A & la somme A' + A" si 1l'on a une suite exacte :
0> 4A' =A== "—>0, avec L, A' , A'c C .,

Nous désignerons reSpectivement par P(A) , H(L) , M(A) 1es groupes
KQ?P(A)) , KQ?H(A)) s K«ZM(A)) . Les inclusions entre catégories définissent
des homomorphismes canoniques : P(A) — H(A) —>M(A) . En fait, GROTHENDIECK



a démontré

PROPOSITION 11, - L'homomorphisme P(4) — H(L) est bijectif.

Lo, démonstration est la méme que celle du théoréme 2 de [5 ],

Le groupe P(A) est en repport étroit avec le groupe PO(A) du numéro
précédent s si 1l'on fait correspondre & tout module projectif P sa classe
dans PO(A) , on obtient une application "additive" de GP(A) dans PO(A) 3
vu le caractére universel de P(4) , on en dédult un homomorphisme surjectif
P(4) —4>PO(A) . Lorsque A est commutotif, et de spectre premier connexe, le
reng d'un module projectif est aussi une fonction additive du module, d'ol un
homomorphisme P(A) —+‘§A. En le combinant avec le précedent, on obtient un

homomorphisme
6 : P(h) —Z x P (4),
an O
et 1'on montre zisément que © est bijectif. Le groupe PO(A) constitue done
la composante non triviale du groupe P(4) .
Indiquons, d'apres GROTHENDIECK, comment on peut retrouver et généraliser la

proposition 10 de ce point de vue. On commence par prouver

PROPOSITION 12, ~ Si € est un anneau commutatif dé dimension finie (EE

sens de Krull), 1l'homomorphisme canonique C —=C [X] définit une bijection
de M(C) sur ¥(C[X]) . ‘

Le démonstration se fait par récurrence sur la dimension de C , cf. [5],

proposition 8 dans le cas géométrique.

COROLIAIRE, - 8i C est de dimension homologique globale finie, on a
P(C) = P(C [X]) .

L'hypothése entrafne que CH(C) = CM(C) , dtot P(C) = M(C) da'sprés la pro-
position 11 . Comme C [X] est aussi de dimension homologique globale finie
(voir par exemple [ 8], chapitre IV), on a de méme P(C [X]) = M(C [X]) , et

il n'y 2 plus qu'd apnliquer la proposition 12 .

Par récurrence, on déduit du corollaire que P(C) = P(C [Xl y see Xn]) .

Si C est réduit & un corps k , on a évidemment P(k) = Z et Po(k) =0,
AA

dton P (k [X

tion 10 .

19 ey Xn]) = 0, énoncé qui est bien dquivalent & la proposi=-
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12. Résultats compldmentaires sur les anneaux de dimension 1 .

Soit A un anneau sans ¢léments nilpotents # 0 , ot dont tous les anneaux

locaux AW , s (3, sont de dimension 1 . Soit A 1'anneau total des fractions
ce L 3 8i Py eee s Py désignent les idénux premiers minimaux de 4 ,
l'annecu 4 est le composé des corps des fractions K; dos Aﬁpi . Nous dési=-
grerons par & la clture intégrale de A dans L, , et nous supposerons que

w

T est un A-module de type fini. L'anneau L , ¢tant intégralement clos, contient

les icdempotents correspondant & 1o ddécomposition Iy =‘TTKi ; 11 se décompose

donc en produit A ='TTKi , chaque Ki étant un anneau de Dedekind de corps

des fractions Ki .

XEMPIES, -
i. & est l'anneau de coordonnées k [V d'une courbe algébrique affine
V, et & est l'anneeu de coordonnées de sa normalisée V 5 la courbe V est
réunion de courbes non singuliéres disjointes Vﬁ , correspondant aux J?i

ii., A est un "ordre", au sens de Pedekind, d'un corps de nombres K ,
c'est-a~dire un sous-anneau de K qui est un IE:module libre de rang ¢gal a
(X ] L'anneau K est 1l'anneau des entiers de K .

iii, A =12 [C] est 1'algébre sur 2 d'un groupe ebélien fini ¢ .

Soit D(A) 1le groupe des classes de A~modules projectifs partout de rang 1 3
lorsque le spectre premier de 4 est connexe, on sait que D(4) = PO(A) ,
ef. 10 8 . Le groupe D(Z) est Sgal au produit des groupes des classes d'iddaux
des anneaux de Dedekind Ki . Dans l'exemple i., la théorie des jacobiennes
généralisées de Rosenlicht [6] montre que D(i) est extension de D(X) par

un groupe de caractere "local'. Nous allons voir que c'est 1la un fait général,

Soient £} <yt~§1 les spectres de 4 et de K ; l'inclusion A —» & définit
une projection J:-—»ufl qui est surjcctive, puisque A ocst entier sur A . De
plus, puisque & est un A-module de type fini, ayant méme annesu total de
fractions que A , le quotient A/A est un A-module de longueur finie ; il
existe donc un iddal ¢ de A, tel que ¢A C A, et que W(¢) = F soit wmn
sous~ensemble fini de {1 . Si W & F , on a A, = Ar*’ et 1'image réciprogue
de ¢ dans (0 est réduite & un seul é1lément ﬁ; (les anneaux 4L et &

i €@, Z_ est un annesu semi-local d'idéaux

hed
maximaux ﬁg . Nous désignerons par F la réunion des iﬁi , pour mEF .

coincident en dehors de F)

%3

Soit ¢ F . Puisque Kﬂ; = An&’ 1'anneau Ay est un anneau de valuation

discréte ; une combinaison lindaire & coefficients entiers d'¢léments de
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A

1 .7 sera appelé un diviseur de 4 . Si € {1 , 1l'anneau local A g 8'identi-
fie & un sous~anneau du produit des corps Ki correspondant aux idéaux 5%_
contenus dans & ; pour tout f ¢ AS = TTKi , nous noterons i‘.gl~ 1la composante

. . . ¥ s e . s . .
de f dans ce produit ;3 si £, € A, » groupe multiplicatif des éléments inversi-
AN

w,
. . » . . * . . .
bles de s » BOUS cerirons aussi fe A«l , et nous dirons que f est inversi-

. * . . . .
bleen o . Si f & AS , et 81 f est inversible en tous les points KE de

F , nous définirons le diviseur de f , noté (£) , par la formule usuelle

(£) =;ﬂ§:§ %“(gn).uh Ven étant la valustion attachée a Ay s

Un tel diviseur est dit €quivalent & zéro dans A 3 le groupe des classes

de diviseurs de A4 , pour le relation d'équivalence précédente, sera noté
C(4)

IEMME 6, - Le groupe C(4) des classes de diviseurs de A est canoniguement

isomorphe au groupe D(4) des classes de i-modules projectifs partout de

reng 1 .

Soit P un A-module projectif pgrtout de rang 1 ., Il existe s € P tel
que s() #0 pour tout @ € 7 (lemme 4) 3 si wm £ F , le module By, €5t
un module libre de rang 1 sur l'annezu de valuation diserete Ay, et 1'on peut
parler de la valuation de s ; on définit ainsi le diviseur (s) de s .
Changer s revient & remplacer (s) par un diviseur équivalent ; on obtient
donc un homomorphisme D (&) Jﬁ,C(A) . Un module projectif P appartient au
noyeu de cet hanomorphisme s'il posséde une section s partout non nulle, donc
(lemme 5) s'il est libre. Pour vérifier que § est surjectif, il suffit d'ob-
server que tout produit & = My , (af F, est un module projectif partout
de rang 1 (utiliser la proposition 3 , par exemple), dont 1l'image par tf.est

la classe du diviseur - 2 Ny, T

Le résultat précédent s'apnlique aussi & & , en remplagant F par F ;
les diviseurs de £ sont les mémes que ceux de 4 , seule la relation d'équi-
valence change : on considére comme équivalents & zéro les diviseurs de la forme

(£) , avec fE€ AY et fec i i W ©€TF . S8il'on note alors L(A/A) 1e
’ S ?i i

groupe des classes dans A des diviseurs qui sont équivalents & zéro dems X ,

on a donc une sulte exacte

(%) 0 — L(&E/A) —> D(A) —D(@E) —>0 .
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I1 reste & déerire le groupe L(A/i) , ce qui ne présente pos de difficulté.

Indiquons simplement le résultat :
n,
Soit ¢ =TI®,> 1la décomposition de ¢ dams %, avee T, ¢ F' j soit Ry
le quotient du groupe multiplicatif K%i par le sous-groupe Tormé des éléments
i

o tels que Ve (1 -x) > n; , et soit R 1le produit des groupes R; . Soit
i
U 1le sous-groupe d¢ R engendrd par les ¢lements inversibles de & , et soit

V 1le sous-groupe de R engendré par les éléments de A§> qui sont inversibles
aux points Tﬁié: F ., Si UJ désigne le sous-groupe de R engendré par U

et V, on a alors un isomorphisme :

(%) © R/UY = L@E/L) .

EXEMPIE, - Soit g le groupe cyclique d'ordre p , et scit 4L =2 [g] .
L'anneau & est le produit 2 x Z [£], ou & est une racine primitive p-ieéme
de 1'unité, L'idéal (p) de 2, et 1'idéal (1 = &) de Z[€] ont méme

corps des restes 45% , 6t A s'identifie au sous-anneau de 2 x Z [¢] formé

des couples (n ,Zx) ayant méme image dans Fp (c'est l'analogue d'un point
double & tangentes distinctes dans le cas géométrique). On peut prendre
C = (p)e(l =¢) ; le groupe R est le produit Fr x‘£; ; le groupe U est

D
le groupe {Lf 1} x‘E; (& cause des propriétés des unités du corps cyclotomique),
et le groupe V est le sous-groupe diagonal de F¥ x X . On a donc
UV =R, a'oh L(E/4) =0, et D(4) =D@) . Le groupe D(E) est égal 2
D(&ZA) X DS:",“ (e = D(&[&]) , d'och finclement D{A) = PQ(A) = D(Em[é’]) , groupe
des classes d'idéaux du corps cyclotomique ,gﬁé) . On retrouve un résultat de

Dock S=ng Rim [4] .

Il devrait &tre possible de traiter de fagon énalogue le cas d'un groupe
abélien fini ¢ quelconque. En tout cas, (%) et (#*) montrent que D(A) est
un groupe fini, chaque fois que 4 est un Z~-module libre de type fini, et
n'a pas d'éléments nilpotents # O , ce qui éghvre a4 la fois les cas ii. et iii,
J'ignore 8i ce résultat s'étend au cas non comutetif (en supposant que le

radical de 4 , au sens de Jacobson, est réduit a 0).
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