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Séminaire DELANGE=PISOT-POITOU 19-01

(Théorie des Nombres) .
1le amnée, 1969/70, n° 19, 15 p. 11 mai 1970

FACTEURS LOCAUX DES FONCTIONS ZETA DES VARIETES ALGEBRIQUES
(DEFINITIONS ET CONJECTURES)

par Jean-Pierre SERRE

§ 1. Position du probléme

1.1. Conjectures standard sur les corps finis.

Rappelons bridvement en quoi elles consistent (voir [6], [7], [19], pour plus de
détails).
On se donne un entier m >0 et une variété projective non singulidre Y sur un

corps fini k & q = pf éléments. On note ms: ¥y b—e»yq 1'endomorphisme de
Frobhenius de Y .

Soit ¥ une cl8ture algébrique de k , et soit Y =7 x k la variété déduite
de Y par extension des scalaires de k¥ & k . Si £ est un nombre premier # D,
M. Artin et A. Grothendieck ont défini le groupe de cohomologie Hm(Y ,_gz) et
montré que c'est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps 3% des nom=
bres 4-adiques (cf. [2]). Par fonctorialité, = dinduit un endomorphisme ﬂz’m de

Hm(? y Qz) ;.cela permet de définir le polynfnme

(1) Pz,m(T) = det(1 - T.ﬂz’m) ,

qui est a coefficients dans 2% » De plus, le produit
m=27 (_1)m+l

(2) z(r) = T 2, (7) ’ r = din(Y) ,
n=0 ’

cofncide (cf. [2]) avec la fonction z&ta de Y au sens de Weil ([13], [19]) 3 en

particulier, c'est une fonction ratiomnelle de T , & coefficients dans Q , et elle

ne dépend pas du choix de £ .

Les "econjectures standard" pour une dimension m donnée consistent en les deux

asgertions suivantes :

Cl - Le polyndme Pz m(T) est & coefficients dans Z et ne dépend pas du choix
. ~

du nombre premier £ .

(On peut donc le noter Pm(T) , sans préciser £ .)
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C, (conjecture de Weil) - Si 1'on décompose Pm(T) sur C en facteurs linéaires

m/ 2

(1~ ki T) , on a lki’ =q pour tout i .

Pour m <1 , ces assertions sont vraies, car équivalentes & des résultats clas-
siques de Weil ([18], §§ IX, X). Pour m > 2 , par contre, on sait peu de choses,
faute dtavoir pu transposer en caractéristique p les résultats de la théorie

kshlérieme (cf. [67, [7], [11]).

1.2. Les "bons facteurs" des fonctions zlta sur les corps globaux.

Notations.

La lettre K désigne un corps global, i. e. un corps de nombres algébriques ou

un corps de fonctions d'une variable sur un corps fini. On note :K (resp. Ei )

1'ensemble des places ultramétriques (resp. archimédiennes) de K . Si v € :K U i;,
on note KV le complété de X pour v . Si v est ultramétrique, on note Ov ’
k(v) et P, 1'anneau de valuation de Kv , son corps résiduel et sa caractéristi=-

que résiduelle ; on pose Nv = Card(x(v)) $ on a

v = pieg(v) , avec deg(v) = [kx(v) : E% 1 .
v

La lettre X désigne une variété projective non singuliére sur K . La lettre m

désigne un entier >0 .

Bomnes réductions.

On choisit une partie finie S de T telle que X ait "bonne réduction en de=—
hors de S ". Cela implique que, pour tout v e - S , i1 existe un Ovrschéma

X projectif et lisse tel que X_ x, K_ s'identifie & X x, K_ . On choisit un
v v OV v X v
tel X.v s, et 1%'on note X(v) sa réduction en v , autrement dit le schéma

Xv X0 X(v) . Clest une variété projective non singulidre sur le corps Tini k(v) .

Nous supposerons dens tout ce qui suit que X(v) vérifie les conjectures standard

C, ot C, en dimension m . On peut donc parler du polyndme Pm(T) correspondant,

by

qui est a coefficients entiers ; comme ce polyn8me dépend de v , on le notera
Pm V(T) « Son degré Bm est le m-idme nombre de Betti de X(v) (ou de X s cela
’

revient au m@me en vertu des résultats de [2]). Sur C , on peut écrire Pm v(T)
’

sous la forme
=B

(3) P o= N (1-2 1) |- w2
T) = o 1 - ¥ ’ avec a,v T Nv .

On dit souvent, par abus de langage, que les ka v sont les valeurs propres de
?
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1'opérateur de Frobenius relatif & v opérant dans Hm(X) .

[Bien que X(v) dépende du choix du Ov-schéma XV s on peut montrer que le po-
lynfme P v(T) en est indépendant : cela résulte de son interprétation en termes
?

]
(K, s cfen 2.3. ]

de la cohomologie de X X

La fonction Cq -

Elle dépend du choix de S (et bien entendu aussi de X s K, Y. On la définit

(ef. Tate [17]) par le produit eulérien

(4) ggls) = T '*"-—3‘1:5’ = Ti l =S
-3 P ht — \
VGZK S Lm’v(iv ) vy 1 ka,v Nv

produit qui converge absolument pour R(s) > 1 +n/2 . On en déduit que QS(S) est

holomoxrphe et non nulle dans le demi-plan R(s) > 1+ m/2 et que c'est la somme

[ee]

d'une série de Dirichlet 2 ah/ns y a coefficients entiers, convergeant absolu~
n=1

ment dans le demi-~plan en question.

1.3. Prolongement analytique et éguation fonctionnelle de gs .

En général, on ignore si la fonction Cq définie ci-dessus peut 8tre prolongée
analytiquement 3 gauche de la droite R(s) = 1 + m/2 . Toutefois, on 1l'a vérifié
dans un certain nombre de cas particuliers (variétés abéliennes a multiplication
complexe, courbes modulaires, notamment). Dans chacun de ces cas, on constate gque
Oy se prolonge en une fonction méromorphe dans tout le plan complexe, et posséde

une équation fonctionnelle du type s <> m + 1 - s . Plus précisément, on arrive

oo

dans chaque cas & définir les objets suivants

i) Un nombre rationnel A > 0 ;

Il

ii) Pour tout v € S , un polyndme Pm V(T)

?

ML= T) , & coefficients en-
o o,V

tiers, de degré B <B s
! g n,v > m’

iii) Pour tout v e Z§ , un "facteur gamma" Pv(s) (cf. § 3).

De plus, si 1'on pose

(5) o(s) = gg(8)e Tt = i L
veS P (%) vea (1 - A _ W O)
m,v sV
et
(6) e(s) = 4%/2 ¢(s) T r,(s)

VEZK
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1'équation fonctionnelle s'écrit

(7) §(s) = Wg(m + 1 =3) ’ avec w=+1 .

Lorsque 1l'on examine la fagon dont A , les Pm v et les TV sont définis dans
9

chaque cas particulier, on constate qu'il est possible d'en donner une définition

générale : A et les Pm v (v € 8) ne dépendent que de la cohomologie f~adique
- 9

des variétés X xg Kv , et les Fv (v e j;) ne dépendent que de la décomposition

de Hodge de la cohomologie complexe de X Xx Kv . C'est cette définition générale
que je me propose de donmer dans cet exposé ; on la trouvera au § 4 (les §§ 2 et 3

contiennent divers préliminaires de nature locale),

Je précise qu'il ne s'agit de rien de plus que de domner une définition, accompa=

gnée d'un certain nombre de conjectures désignées par les sigles CB’ cony C9. Le

probléme de la démonstration de ces conjectures (et en particulier du prolongement

analytique et de 1l'équation fonctionnelle) reste entier. D'ailleurs, une telle dé-
monstration ne pourra sans doute se faire que par une combinaison convenable des
méthodes de la géométrie algébrique avec celles de la théorie des fonctions modu~
laires, suivant la voie inaugurée par Weil [20] et poursuivie, entre autres, par

Langlands ; nous sommes encore loin du but ...

§ 2. Invariants locaux ultramétriques.

Dans ce §, on désigne par Kv un corps complet pour une valuation discréte norma-
lisée v . Comme au n° 1.2, on note Ov ’ k(v) et pv 1'anneau de valuation de
Kv , son corps résiduel et sa caractéristique résiduelle. On suppose k(v) parfait ;
& partir du n° 2.2, on suppose méme que k(v) est fini et 1'on note Nv 1le nombre

de ses éléments.

On choisit une cléture séparable Kv s de Kv s on note G le groupe de Galois
b
de K sur K et I son groupe d'inertie.
VyS v

2.1. Représentations 4~adiques et conducteurs.

Soit £ wun nombre premier # b, soit V un Qz—espace vectoriel de dimension
finie d , et soit

p: G =~ Aut(V) ~ 0L(a, gﬂ)

un homomorphisme continu de G dans Aut(V) , autrement dit une représentation 4=

adigue de G dans V au sens de [15], n° 1.1. Nous allons attacher & p deux en-

tiers positifs e et & qui mesurent en quelque sorte la "ramification" de p .
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Ltinvariant ¢ est le plus facile & définir : si VI désigne le sous~espace de

V formé des éléments invariants par le groupe d'inertie I , on pose
(8) £ = codim.VI -4 - dim.V .

On a ¢ =0 si et seulement si p est non ramifide, i. e. si p(I) = {1} .

Pour définir § , nous ferons 1'hypothése suivante ¢

(Hp) - I1 existe un sous-groupe ouvert I' de I tel que p(g) soit unipotent

pour tout g € I?' .

(Rappelons qu'un endomorphisme est dit unipotent si toutes ses valeurs propres

sont égales & 1 .)

Remarque. - Grothendieck a montré ([16], p. 515) que la condition (HO) est véri-
fide lorsque k(v) est fini. I1 en est de m8me, d'aprés Deligne (non fublié),
lorsque p est la représentation définie par la cohomologie {—adique d'une varié-

té projective non singuliére sur Kv , cfe n® 2.3,

Supposons (Hp) vérifide, et prenons I! distingué dans I . Pour tout entier
n >0, soit Vn 1l'ensemble des x € V tels que (p(g) - l)n x = 0 pour tout
g el . Les Vh forment une filtration croissante de V , stable par I , et 1'on
a Vh =V pour n assez grand, d'aprés le théoréme de Lie-Kolchin appliqué a I?.

Si 1'on pose

(s}
Vo= 7
gr.V ~ Vn/Kn+1 !
n=0

le groupe I opére sur gr.V par l'intermédiaire du groupe fini & = I/I* . On en
déduit en particulier que, si g € I , la trace de p(g) dans V ne dépend que de
l'image de g dans & j3 on obtient ainsi une fonction Trp t g - QZ que l'on

appelle le caractére de p sur I .

Soit maintenant X 1l'extension non ramifiée maximale de Kv dans Kv ; on

,r ,S
a I = Gal(Kv ) et le groupe % est donc le groupe de Galois d'une exten=—

,s/kv,nr
sion finie K Kv np ! Qui est totalement ramifide. Soit Vs la valuation normée
H

de Ké y €t soit t une uniformisante de K@ s on a vé(t) = 1 . Définissons une

fonction b@ sur & par les formules

©) | b.le) =1 - v (glt) - 1), si ges~{1} ,
b (1) = - g/é1 b.(e) .

La fonction b@ est un caractére du groupe & (c'est le caractdre que Grothendieck

appelle "de Swan", cf. [9] ainsi que [14], p. III~20). Ltinvariant & est alors
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défini comme le produit scalaire (Trp ’ b§> des caracteres Trp et b§ :

(10) R R T 100] I () vyle)

C'est un entier >0 . Il ne dépend pas du choix de I' ., Ona 8 =0 si et seule-
ment si l'action de I sur gr.V est modérée, i. e. si P, = 0 ou (dans le cas
P, £ 0 ) sile pvrsous—groupe de Sylow de I opére trivialement sur gr.V (cela
revient aussi & dire que ce sous-groupe opére de fagon unipotente sur V ).

Une fois ¢ et § définis, on pose
(11) f=¢+6 3

c'est 1'exposant du conducteur de o .

Remargues.

1) Les entiers ¢ s 8 et f ne dépendent que de la restriction de p & I ;
ils ne changent pas lorsque l'on fait une extension non ramifide du corps de base

(ce sont des invariants "géométriques").

2) On peut donner une autre interprétation de § : soit A un gﬁ—réseau de V

stable par G , et soit V(4) = A/4A sa réduction modulo £ 3 clest un module ga-
loisien d'ordre fini premier & P, et sa "mesure de ramification sauvage™
a(Kv » V(£)) est définie (cf. Ogg [9], § I) ; il n'est pas difficile de prouver

(par les mémes arguments que dans [16], 8§ 3) que l'on a
(12) 8 =8k, v(z)) .

[On aurait pu prendre cette formule comme définition de & 3 cela aurait eu l'avan-

tage d'éviter 1'hypothése (Hp).]

3) Lorsque 1'image de p est finie, le conducteur d'Artin du caractére de p

est défini (cf. par exemple [12], chap. VI, § 2) et 1'on vérifie sans peine que son

exposant est égal & f , ce qui justifie la teminologie employée.

2¢2. Cas d'un corps résiduel fini.

Ajoutons aux hypoth®ses du n° précédent celle que k(v) est fini. Le groupe G/I
est alors muni d'un générateur canonique, le générateur de Frobenius F 3 h}—€>kyv
Comme I opere trivialement sur VI sy F définit un automorphisme de 1'espace
vectoriel VI 3 l'inverse de cet automorphisme sera appelé 1'automorphisme de
Frobenius "géométrique" ; nous le désignerons par np y ou simplement par w . Nous

poserons

(13) Pp(T) = det(1 - ﬂp.T) .
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‘ . I .
(Précisons bien que T, est un automorphisme de V- et non de V +tout entier.)
- 1.

Le polynéme Pp est 3 coefficients dans ,gz s son degré est égal & dim.VI==d-e.

2.3. Application & la cohomologie.

Revenons maintenant & la situation du § 1 3 soit Y une variété projective non

singulidre sur Kv , et soit m un entier >0 . 81 £ est un nombre premier

# P, s soit V, le m~iéme groupe de cohomologie de Y X K a4 coefficients

4

dans Qg « Le groupe G opére par transport de structure sur Vg ; cela définit

VeS

une représentation f~adique s 2 laguelle on peut appliquer les définitions ci-

)
dessus.

sont indépendants du choix de £ .

03 - Les entiers ¢, 6§ et £ relatifs & o

£
La partie de cette conjecture relative & & peut 8tre précisée de la maniére

suivante (cf. [167, p. 514, problem 1) ¢

by

04 - La restriction &8 I de la fonction Tr ) est a valeurs dans Z et elle

est indépendante de 4 .

Une fois C3 et 04 admis (ce que nous ferons), les entiers ¢ , 85 et f sont dé-

finis sans ambiguité.

Supposons maintenant que le corps résiduel k(v) de KV soit fini ; pour tout

4 # P, s le polynéme Pp relatif & la représentation Py est défini (cf. n® 2.2).
£

05 - Les coefficients de Pp appartiennent & Z et sont indépendants du choix

de 4 .

I3

£
Admettons cette conjecture, et notons Pm(T) le polyndme & coefficients dans 2

a
défini par 1'un quelconque des PO « Décomposons Pm sur C en produit de fac—
w4
teurs linéaires :

(14) Pm(T) =T - A, T) .

C6 - Pour tout « , il existe un entier m(a) compris entre O gﬁ. m  tel que
o

C7 - Si e=0, tous les m(a) sont dgaux 2 m .

Remarques.
1) Les conjectures 05’ 06, C7 ne concernent que l'action de G sur Vi s i1 y a

des conjectures plus générales, relatives a lt'action de G sur Vﬁ tout entier,
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par exemple la suivante (cf. [167, p. 514, problem 2) =

Cy = Soit g un é1ément de G dont 1'image dans G/I soit une puissance entide

by

re du générateur de Frobenius F . Le polyndme caractéristique de pz(g) est &

m—————

coefficients dans Q , et ne dépend pas de £ .

2) Admettons que les théortmes de Lefschetz (sous la forme A(X)(a) de [6])

stappliquent & Y , ce qui est par exemple le cas lorsque Kv est de caractéristi-

que zéro. On peut alors, pour tout £ # P, construire sur V, une forme bilie

4
néaire non dégénérée, & valeurs dans ce que Grothendieck note Q%[— n] , et qui est
- L)

invariante par G (compte tenu de 1'action de G & la fois sur VZ et sur

E&[- m] ). Si 1'on suppose que p, est non ranifiée (i. e« € =0 ), cela entratne

que, pour tout indice « , il existe un indice B8 tel que

(15)

AN, =W

a B

Doy m(e) + m(B) = 2n , et comme m(er) et m(B) sont compris entre 0 et m
d'apres C6’ on a m(y) =m(B) =m . Ainsi, Cq entrafne C7, au moins en caractéris—

tique zéro.

3) Supposons que Y ait bonne réduction en v , et soit Y(v) wune telle réduc-

by

tion. D'aprés [2], la cohomologie f-adique de Y s'identifie 2 celle de Y(v) 3

en particulier, on & ¢ = O . De plus, le polyndnme Pm relatif & Y (au sens ci-
dessus) coincide avec le polyn8me P~ relatif & Y(v) (au sens du n® 1.1) ; voir
4 ce sujet Tate [17], § 3. Les conjectures C. et C, se réduisent alors aux conjec=

5 1

tures standard C1 et 02.

2.4, Exemple : courbes elliptiques (cf. Ogz [9]).

Supposons que Y soit une courbe elliptique, et que m = 1 « L'espace de cohomo=-

logie Vz est le dual du module de Tate TZ de Y . Il y a trois cas & distinguer,

suivant la structure de la composante commexe Y(v) de la fibre du moddle de Wéron
de Y @

a) Bonne réduction (i. e. Y(v) est une courbe elliptique).

Ona =8 =1f=0 . Le polynbme Pm est de degré 2 ; il est donné par
o me
(16) Pm(T) =1-a T+Ive ,

ou av est la trace de 1l'endomorphisme de Frobenius de la courbe réduite Y(v) .
Le nombre de points de Y(v) sur k(v) est égal & Pm(l) =1-a_ +1v; cela

donne un moyen de calculer a, .
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b) Mauvaise réduction de type multiplicatif (i. e« Y(v) est un tore de dimen-

sion 1 ).
ona g=1, §=0, f=1.Le polynfme Pm est de degré 1 3 il est donné
par

(17) Pm(T) =l-c T, c,=%t 1 ,

avec ¢ = + 1 (resp. c, == 1) si le tore Y(v) est déployé (resp. ne 1l'est

pas).

c) Mauvaise réduction de type additif (i. €. Y(v) est isomorphe au groupe addi-
tif).

Ona e =2 et Pm =1, L'invariant 8§ est égal 3 0 si P, est différent de
2, 3 . Lorsque P, = 2 ou 3, le calcul de § est indiqué (au moins partielle—
ment) dans Ogg [9].

Plus généralement, les conjectures 03’ «eey C, sont vraies pour toute variété

8
abélienmne. Cela se démontre (par les arguments de [16], § 3) & partir du théoréme
de Grothendieck-lMumford disant qu'une telle variété admet un modéle de Néron sans
composante additive aprés extension finie du corps de base (ef. Grothendieck [4],

exposé IX).

§ 3. Invariants locaux archimédiens.

Dans toutes les équations fonctionnelles connues, les facteurs gammas sont accom-

pagnés de puissances de T . Pour pouvoir traiter les deux simultanément, nous po-

(18) FR(S) = n-s/2 r(s/2) ,
(19) re(s) = (2m)7° r(s) .
On a

(20) ZTC(S) = FR(S) FR(S +1) .

[Cette dernidre formule suggdre de remplacer FC(s) par ZFC(s) dans tout ce qui
suit ; ce genre de changement est inoffensif puisqu'il revient & nultiplier les

deux membres de 1'équation fonctionnelle par la méme puissance de 2 .
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3.1. Décomposition de Hodge sur C .

Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie. Une (C-~décomposition de

Hodge de V est une décomposition de V en somme directe V =f§?vp’q y indexée

par Z x Z »

Posons
(21) nip , q) = dim, V¢

Le facteur gamma attaché & V est défini comme le produit :

(22) ry(s) = T Tols = Inf(p , q))h(PsQ)

=
i. e
~

3.2. Décomposition de Hodge sur

Soit V comme ci-dessus. Une R-~décomposition de Hodge de V est le couple for-

mé d'une C-décomposition de Hodge (Vp,q) et d'un automorphisme o de V tel
que 02 =1 et G(Vp’q) = v P pour tout couple (p , q) .

Supposons V muni d'une telle structure. Nous poserons comme ci-dessus
n(p , q) = dim. V2,

Si n est un entier, l'automorphisme o laisse stable yan 3 cela permet de

n .
décomposer 7 en somme directe de deux sous—espaces

(23) PR _ it g s

avec

]

VT o (x| xe v, olx)

(- l)n x}

™S - (x| xevh® , o(x)

(_ l)n+l X} .

Nous poserons
(24) aln ,; +) = dim. V2t ot hin , =) = dim.v**"
de sorte que h(n , n) =h{n , +) + h(n, =) .

Le facteur gamma attaché & V est alors défini comme le produit

(25) w@)=g%@-nﬁhﬁ)%@-n+1ﬂhf>£q%@_pwwﬂ>'

3.3. Applications & la cohomologie.

Revenons & la situation du & 1. Soit Kv un corps complet pour une valeur absolue
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A

archimédienne ; on sait que Kv est isomorphe 3 R ou & ¢ (cf. Bourbeki, Alg.
Comm., Chap. VI, § 6). Soit Y wune variété projective non singulidre sur K, » et

soit m wun entier >0 . On va attacher & ces données une erstructure de Hodge,

donc aussi un facteur gamma, en vertu de ce qui précéde. Distinguons deux cas :

a) Kv est isomorphe & C . Soit Z 1'espace topologique Y(Kv) des points de

Y dans Kv y et prenons pour V 1le groupe de cohomologie Hm(Z ’ Q) « Une fois
choisi un isomorphisme de Kv avec C , l'espace Z est muni d'une structure de
variété analytique complexe et la théorie de Hodge fournit une décomposition
V=0Fv?% (p+qg=n) de V en somme de sous-espaces de type (p , q) . Dlod

une C=structure de Hodge sur V , au sens du n® 3.1. Si 1'on remplace 1'isomorphis-

me KV,Q:Q_ par son conjugué, on obtient la structure de Hodge symétrique de la
précédente ( v?19 gevient VP ), et le facteur gamma correspondant est le méme.

On a donc associé a (Kv , Y , m) un facteur gamma bien déterminé, que nous note-

rons Fv(s) .
b) Kv =R . Comme C est une extension quadratique de Kv s 1'espace 2 = Y(g)

des points de Y dans ( est défini. Munissons comme ci-dessus V = 'z y C) de
la structure de Hodge définie par la structure analytique complexe canonique de Z .
La conjugaison complexe z p~> z est un automorphisme anti-holomorphe de Z ; elle
induit sur V un automorphisme o transformant VP?? en v%'P y et 1'on a

62 = 1 « On obtient donc bien sur V une Restructure de Hodge au sens du n° 3.2,

d'ol un facteur gamma, que nous noterons Fv(s) .

Exemple.
Prenons m =1, et soit Y une variété abélienne de dimension r . On a
(1, 0) =h(0, 1) = v, les autres h(p , q) &tant nuls. On en déduit que, si

Kv = C , le facteur gamma est égal a Fc(s)2r . Si Kv =R, il est égal & Fc(s)r.

§ 4. L'équation fonctionnelle

4.1. Enoncé.

Nous reprenons les notations et hypothéses du n° 1.3. En particulier, X désigne
une variété projective non singulidre sur un corps global K , et m désigne un
entier >0 . Nous allons définir les invariants A , Pm v et I, promis au

?
n° 103 H

i) Le conducteur.

C'est le diviseur positif | de K défini (en notation additive) par la
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formule
(26) F= 2 fv)ov ,
veTy
ou f(v) est " ltinvariant f " attaché & la cohomologie de dimension m de la

variété X *x Kv sur le corps local Kv . (Noter que f(v) est nul lorsque X a

bonne réduction en v , ce qui fait que la somme (26) est finied)

Lorsque K est un corps de nombres, f{ s'identifie 3 un idéal entier du corps K.

ii) Définition de A .

Si K est un corps de nombres, posons
(27) = lagsol >

ou dK/g est le discriminant de K sur _g .

Si K est un corps de fonctions de genre g sur un corps fini & q éléments,

posons

(28) D=gq .

(Noter que D est le facteur qui intervient dans la définition de la mesure de

Temagaws. )
Soit dlautre part N(f) = Tl Nvf(v>
ey

dessus. L'invariant A est défini par

la norme du conducteur § défini ci=-

(29) a=n(p).om

A,

ou Bm est le m~idme nombre de Betti de X .

iii) Définition des Pm,v y VE T .

Ce sont les polyndmes Pm relatifs & la variété X X Kv , ¢f. n® 2.3. Lorsque

v £ 8, ils coincident avec les Pm v déja définis au n® l.2.
’

iv) Définition des facteurs gamma Fv(s) , Ve ﬁz .

Ce sont les facteurs gamma relatifs aux variétés X *x Kv , cf. n°® 3.3,

On peut maintenant définir g(s) et E(s) par les formules

(5) ((s) = 1 ——F——
veT, Pm’v(Nv %)

et
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(6) 5(s) = 4%2 ¢(s) T r(s)
veTy
et formuler la conjecture 3

09 - Les fonctions g(s) et E(s) se prolongent en des fonctions méromorphes

dans tout le plan complexe. On a

(7) g(s) = Wg(m + 1 - s) ’ ave¢c w=4+1 .

On trouvera dans 1'exposé de Tate [17] des conjectures supplémentaires relatives

aux zéros et pbles de ((s) .

Exemples.

a) Supposons que K soit un corps de fonctions de genre g sur un corps fini a

q éléments, et que les théordmes de Lefschetz s'appliquent & X (clest par exem=

ple le cas gi 1'on peut relever X en caractéristique zéro). Alors la conjecture

C9 est vraie (Grothendieck, non publié). De fagon plus précise, comme les conjectu=
res précédentes Cl’ ceny C8 ne sont pas encore démontrées, Grothendieck travaille
avec un £ Tfixé. I1 considére g(s) comme une série formelle Z{T) y & coeffi-
cients dans E% , en la variable T = qfs s et il montre que c'est une fonction ra=

tionnelle de T , et que 1l'on a 1'équation fonctionnelle

(30) 2(1) = w(q®1/2 12 g/l gy
(31) a=deg(f) + 22 - 2, i.e. q-=4 .

La formule (30) est équivalente & (7).

La démonstration de Grothendieck s'applique en fait & toute représentation f-
adique sur K ; 1'équation fonctiomnelle met alors en relation la fonction z8ta de
la représentation et celle de sa duale (le théoréme de Lefschetz sert simplement 2

déterminer cette duale dans le cas particulier considéré ici).

Bien entendu, c'est ce résultat de Grothendieck qui est principalement & la base

des définitions que nous avons adoptées pour les invariants f(v) ’ Pm v et A,
’

b) Soit K un corps de nombres, soit X = Spec(K) une variété réduite & un
point, et prenons m =0 . Ona N(f) =1, A=D, Pm,v(T) =1~ T pour tout
Ve ZK s et la fonction ( est la fonction z&ta du corps K , au sens usuel § 1'é=
quation (7) est son équation fonctionnelle, démontrée par Hecke 3 la constante w

est ici égale & 1 .

c) Prenons K = Q y m =1, et choisissons pour X une courbe elliptique. On a
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D=1, A& est le conducteur de X , Fv(s) = FC(S) et (7) est 1'équation fonc—
tionnelle conjecturée par Weil [20]. Lorsque X a de la multiplication complexe,

sa fonction z8ta est essentiellement une fonction L de Hecke a "GrUssencharaktere",
ce qui permet de démontrer son équation fonectionnelle (Deuring) ; on constate que
celle~ci est identique & (7). En dehors de ce cas, (7) a été vérifide pour certai-
nes des courbes assocides aux courbes modulaires, mais malheureusement pas pour
toutes (faute de bien connaftre les propriétés de ramification des représentations
4=adiques attachées aux formes modulaires au sens de Deligne [3]). C'est d'autant
plus dommage que, d'aprés une autre conjecture de Weil, toute courbe elliptique sur

Q doit 8tre associde (en un sens facile & préciser) 3 une courbe modulaire.

4,2. Comgléments.

I1 y a des énoncés analogues pour les Ffonctions L(s , x) d'Artin relatives 3
1'action d'un groupe fini sur X et & la donnée d'un caractere x de ce groupe.
(Le cas traité par Artin [1] correspond & m = O .) Bien-entendu, 1l'équation fonc-
tionnelle relie alors L(s , ) A Lm + 1 -s ,'y) s, OO ¥ désigne le conjugué
de x . De plus, la constante w(y) de 1'équation fonctionnelle n'est plus néces
sairement égale & + 1 . L'expression explicite de w(y) présente un intérét con-
gidérable ; une telle expression a été donnée pour les fonctions L d!'Artin par
Dwork [5] (au signe prés) et Langlands [8]. Utilisant ces résultats, Deligne a for—
mulé une conjecture générale donnant, dans tous les cas, la valeur de w(x) en
termes d'invariants locaux ; on la trouvera dans 1l'exposé qui fait suite & celui-ci g

le cas des courbes elliptiques avait d'ailleurs été remarqué par Langlands (non pu-
blié).

Signalons aussi que les définitions et conjectures ci=-dessus peuvent 8&tre données
dans le cadre des '"motifs" de Grothendieck, c'est-d-dire, grosso modo, des facteurs
directs des H" fournis par des projecteurs algébriques. Ce genre de généralisa~

tion est utile si 1'on veut, par exemple, discuter des propriétés des produits ten-

soriels de groupes de cohomologie, ou, ce qui revient au m8me, des variétés pro-

duits. Le cas du produit de deux courbes elliptiques est particulidrement intéres-
sant (cf. Ogg [107).
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