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ENDOMORPHISMES COMPLETEMENT CONTINUS
DES ESPACES DE BANACH p-ADIQUES

par JEAN-PIERRE SERRE

Dans le mémoire de Dwork [3] sur la rationalité des fonctions zéta, un réle essentiel
est joué par la fonction analytique p-adique det (1—#u), ou u est une certaine matrice
infinie. Cette fonction analytique est une fonction entiére, exactement comme dans la
théorie classique de Fredholm. Il était naturel de poursuivre cette analogie et d’étendre
a u la théorie spectrale de F. Riesz; c’est ce que vient de faire Dwork ([4], § 2). Dans
ce qui suit, je montre que ces résultats proviennent simplement du fait que u est la matrice
d’un endomorphisme complétement continu d’un espace de Banach; il se trouve en effet
que, en analyse p-adique, les théories de Riesz et de Fredholm ont le méme domaine de
validité : il n’y a pas a distinguer entre applications nucléaires (ou « a trace ») et appli-
cations complétement continues.

1. Espaces de Banach.

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps valué complet, non archimédien; on
note A I'anneau de valuation de K (c’est-a-dire I’ensemble des xeK tels que |[x|<1),
m son idéal maximal, & le corps résiduel A/m, et G I'image de K' dans R, par ’application
x—|x|. On suppose en outre que K n’est pas discret, c’est-a-dire que G=+{1}.

Nous appellerons espace de Banach sur K un espace vectoriel normé complet sur K
dont la norme vérifie I'inégalité ultramétrique

|x+p| <Sup (|«], |»])-

Si E est un tel espace, et si E; désigne I’ensemble des x€E tels que |x| <1, il est clair
que E; est un A-module, et que la topologie de E est définie par les sous-modules ¢,E,,
ou ¢, est une suite d’éléments de A tendant vers o.

Nous aurons a considérer la propriété suivante :

(N) — Pour tout x€E, |x| appartient @ Iadhérence G de G.

On observera que cette propriété est automatiquement vérifiée lorsque G n’est
pas discret, c’est-a-dire lorsque la valuation de K n’est pas une « valuation discrete ».
De plus, toute norme est équivalente & une norme vérifiant (N). En effet, si |x| est
la norme donnée, on définit |x|' comme la borne inférieure des éléments reG qui
sont >|x|, et ’on obtient ainsi une norme équivalente a4 I'ancienne et vérifiant (N).
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70 JEAN-PIERRE SERRE

Exemple. — Soit I un ensemble, et soit ¢(I) Pensemble des familles x = (x;);c{, x,€K,
telles que x; tende vers o suivant le filtre des complémentaires des parties finies (ce que
nous écrirons x,—>0 pour i{—o0). Posons |x|=Sup |x;|. On définit ainsi sur ¢(I)

iel

une structure d’espace de Banach vérifiant la condition (N). Le module E, correspondant
est ensemble des x= (x;) tels que x,€A pour tout tel, et x;—~o.

Proposition 1 (cf. Monna [8] et Fleischer [5]). — Supposons que la valuation de K
soit discréte. Alors tout espace de Banach E sur K qui vérifie la condition (N) est isomorphe (avec
sa norme) a un espace ¢(I).

Tout revient a trouver dans E une famille (¢;);<; jouissant de la propriété suivante :

(B) — Tout xeE s’écrit de fagon unique comme somme d’une série

x= 2 xe, avec x,—>0 et |x|=Sup|x,].
1€l icl

Une telle famille sera appelée une base orthonormale de E. L’existence de bases ortho-
normales résulte du lemme suivant :

Lemme 1. — Soit B, Pensemble des xcE tels que |x|<1, et soit E=E,/mE,. Pour
qu'une famille (¢);c, d’éléments de E soit une base orthonormale de E, il faut et il suffit que les ¢;
appartiennent & B, et que leurs images ¢; dans E. forment une base (au sens algébrique) du
k-espace vectoriel E.

La nécessité est évidente (elle est vraie méme si la valuation de K n’est pas discréte).
Montrons la suffisance. Soit = une uniformisante de K (c’est-a-dire un générateur de m).
Si xeE,, soit ¥ I'image de x dans E; on a * =3&7%, £eck, et en relevant les £ dans A,
on obtient des éléments x €A, nuls sauf un nombre fini d’entre eux, tels que

x=3xle,+mx', avec x'eE,.
En recommengant la méme opération sur x', et en itérant, on obtient

x=2Xx¢, avec x€A, et x—o0,

cette décomposition étant unique. De plus, si |x|=1, on a nécessairement

|x| =Sup|x;|, et par homothétie (ce qui est possible & cause de la condition (N)),
on en déduit le méme résultat pour tout xeE, cqfd.

Corollaire. — St la valuation de K est discréte, tout espace de Banach sur K est isomorphe
comme espace vectoriel topologique & un espace c(I).

En effet, on a vu que I’on peut remplacer toute norme par une norme équivalente
vérifiant la propriété (N), ce qui permet d’appliquer la proposition I.

Ainsi, lorsque la valuation de K est discréte, on peut se borner a considérer les espaces
du type ¢(1). C’est ce que nous ferons le plus souvent dans ce qui suit.

Proposition 2. — Soit F un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach E. vérifiant
la condition (N). Si la valuation de K est discréte, il existe un projecteur continu de E sur F de
norme <1.
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ENDOMORPHISMES COMPLETEMENT CONTINUS DES ESPACES DE BANACH P-ADIQUES 71

Soit E’=E[F. D’aprés la proposition 1, il existe une base orthonormale (¢/) de E’;
si Pon choisit dans E des représentants ¢; des ¢/ tels que |¢|<1, D'application ¢ —¢
se prolonge en une application linéaire continue s:E'—~E de norme <1 (cf. n’ 2).
L’espace de Banach E s’identifie alors, avec sa norme, au produit FxE’, d’ou la
proposition.

Remarques. — 1) D’aprés Monna [8], la prop. 2 et le cor. 4 la prop. 1 sont encore
vrais lorsque K est « maximalement complet » au sens de Kaplansky.

2) Soit E=¢(I), et soit F un sous-espace vectoriel fermé de dimension finie de E.
Alors, méme si la valuation de K n’est pas discrete, il existe un projecteur continu de E
sur F de norme <1, et ’espace E/F est isomorphe a un espace ¢(J). Cela se voit par
récurrence sur la dimension de F, en se ramenant au cas dim F =1, qui est immédiat.

2. Applications linéaires continues.

Soient E et F deux espaces de Banach, et soit #(E, F) I'espace vectoriel des
applications linéaires continues de E dans F. On munit Z(E, F) de la norme habituelle

|u| =Sup™—+.

Lorsque E vérifie la condition (N), on a |u|= Sup |ux|. On sait que Z(E, F) est

le|<1
un espace de Banach. Lorsque E et F vérifient la condition (N), il en est de méme
de Z(E, F).

Supposons maintenant que E =¢(I), et soit (¢g);c; la base orthonormale canonique
de E. Si ue #(E, F), posons f;==ue,. Les f; forment une famille bornée d’éléments de F.

Proposition 3. — L’application qui associe a un élément ue L (E, F) la famille (ue);c
est un isomorphisme de Uespace de Banach L (E, ¥) sur Pespace des familles bornées ( f;);oq d’éléments
de ¥, muni de la norme Sup]| f;|.

i€l

Soit &;(F) Pespace de Banach formé par ces familles bornées, et soit
w: L(E, F)-5/(F)
Papplication linéaire définie dans I'énoncé. Si (f)eb;(F), on définit un élément
uc Z(E, F) en posant
JeE.

1

ulx) =2 x, f; si x=(x
i€l

On obtient ainsi une application linéaire o : b;(F) -~ Z(E, F). Il est immédiat que
mow =1, won =1, et que |w|<I,|w|<I1, d’ou la proposition.

Corollaire. — Le dual E' de E est isomorphe & Pespace de Banach b(1) des familles bornées
d’éléments de K.

On applique la proposition avec F =K.
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72 JEAN-PIERRE SERRE

Explicitons la proposition g lorsque F a une base orthonormale, autrement dit
90 . N 712  z .
s'identifie 2 un espace ¢(J). Les éléments fieF s’écrivent alors sous la forme (n;)c;,
avec neK, |n;| borné, et n,—o pour ¢ fixé et j>c0. On a :

|u] = Sup|n,].
(&,9)
Si x=(x;) est un élément de ¢(I), on a ux= (), avec
Ji= ) 7% -
i€l

Nous dirons que (;) est la matrice de u relativement aux bases orthonormales données
de E et de F.

3. Applications linéaires complétement continues.

Soient E et F deux espaces de Banach, et soit ue Z(E,F). On dit que u est
complétement continu §’il est adhérent dans Z(E, F) au sous-espace des applications linéaires
continues de rang fini; on notera € (E, F) le sous-espace de Z(E, F) formé des éléments u
completement continus. Si E’ est un espace de Banach, etsi ve Z(F, E’), le composé vou
est compleétement continu si # ou v est complétement continu; en particulier, ¢(E, E)
est un idéal bilatére fermé de I’algébre £ (E, E).

Supposons maintenant que F=c(J). Si ueZ(E,F), on a, pour tout xcE,
ux = (w;x),
ou les w; sont des éléments du dual E’ de E. On posera :

r;(u) = |wjl.
On a |u|=Supr(u) =Sup|w;]|.
el i€l
Si E=¢(I) et sila matrice de u est (n;), on a :
w;= (my)ier et 7;(u) :sig%)lniﬂ-

Proposition 4. — Soit F=c¢(]). Lapplication qui, a tout ue¥€(E,F), associe la
Jamille (w;);c; définie comme ci-dessus, est un isomorphisme de Uespace de Banach €(E, F) sur
Pespace cg /() des familles (w;);jcy d’éléments de E tendant vers o, muni de la norme Sup |wj|.

Montrons d’abord que, si 4 est de rang fini, les w; tendent vers o. Il suffit de le vérifier
lorsque u est de rang 1, donc de la forme x—uo(x)f, avec veE’, feF; dans ce cas, on
a w;=xv, ou x; est la j° coordonnée de f, d’oi w;—o0. Supposons maintenant que
ucé(E, F), et soit u™ une suite d’applications de rang fini convergeant vers u. Si
u™ = (w}"), les w!” tendent uniformément vers les w;, d’ot le fait que w,—o. Reste a
montrer que, pour tout élément (y;)ecy(]J), il existe un ue?(E, F) avec w;=gy,. On
définit » par la formule

ux = (yx), x€k.

Il est clair que u est linéaire et continue. Si >0, il existe une partie finie T de J telle
que |y|<e pour jeJ—T. Soit u' =(]), avec v;=y si jeT et vJ=o0 si jeJ-T.
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ENDOMORPHISMES COMPLETEMENT CONTINUS DES ESPACES DE BANACH P-ADIQUES 73
L’application ' est de rang fini, et 'on a |u—u’|<e. Donc u est limite d’applications
de rang fini, ce qui acheéve la démonstration.

-

Corollaire. — Soit u= (w;) un élément de L (E, F). Pour que u soit complétement continu,
il faut et il suffit que w;— o, c’est-a-dire que 1;(u)—o.

C’est clair.

Proposition 5. — Supposons que K soit localement compact. Soient E et F deux espaces

de Banach sur K, et soit ue L (E,F). Pour que u soit complétement continu, il faut et il suffit
que 'image par u de toute partie bornée de E soit relativement compacte dans F.

La démonstration est la méme que dans le cas classique. Si u est complétement
continu, et si B est borné dans E, en utilisant le fait que « est limite d’applications de rang
fini, on voit que u(B) est précompact, donc relativement compact puisque F est complet.
Inversement, si 'image par u« de la boule unité B, de E est précompacte, pour tout £>o,
il existe un sous-espace V de F de dimension finie tel que la distance de ¥(B,) 4 V soit <e.
Supposons que E et F vérifient (N), ce qui est loisible, et soit p : F—~V un projecteur

de norme <1 (cf. prop. 2); on a |u—pou|<e, et comme pou est de rang fini, cela montre
bien que u est complétement continu.

4. Le point de vue des produits tensoriels topologiques.

Soient E, F, X trois espaces de Banach. Notons #Z(E, F; X) I’espace de Banach
des applications bilinéaires continues de E X F dans X, muni de la norme usuelle.
On appelle produit tensoriel topologique de E et de F un espace de Banach E®F, muni
d’une application bilinéaire continue ExF—E®F, notée (r,y)—x®y, qui vérifie la
propriété suivante :

(PTT) — Pour tout espace de Banach X, application naturelle de & (E®F, X) dans
AB(E, F; X) est un isomorphisme.

[Cette application fait correspondre & we Z(E®F, X) Pélément W de Z(E, F; X)
défini par la formule W(x, ) = w(x®y).]

L’unicité, & isomorphisme unique pres, de E®F est claire : il « représente » le
foncteur X —~Z%(E, F; X). L’existence se démontre en introduisant sur E®F la « semi-
norme »

|z| =Inf(Sup(|%].| %])), 2eE®F,

la borne inférieure étant prise sur tous les systémes finis (x;,5,), %€E, y,€F, tels que
z=2x0y;. En séparant E®F pour cette semi-norme, et en complétant I’espace normé
ainsi obtenu, on obtient E®F. La vérification est analogue 2 celle du cas classique
(cf. Grothendieck [6]) et ne présente aucune difficulté. On peut d’ailleurs montrer
(mais c’est plus délicat) que z—|z| est en fait une norme : l'application canonique
E®F—E®F est donc une injection. Nous ne donnerons pas la démonstration, car ce
résultat est évident dans les cas particuliers que nous aurons & considérer.

~2
<o
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74 JEAN-PIERRE SERRE

Proposition 6. — Pour tout espace de Banach L, le produit tensoriel complété L&®c(])
s'identifie @ espace ¢ (J) des familles (2);c; d’éléments de L tendant vers o, muni de la
norme Sup |z;].

Soit (g;) la base orthonormale canonique de ¢(J). Si z=(z;) est un élément
de ¢,(J), posons '

= Z z~®€~,
(z) Pt
la série étant convergente dans L@c(J), puisque |z®¢;|<|z;]. On obtient ainsi une
application linéaire
= : o (J) ~ L&(J),

et'ona |w|<1. D’autre part, ’application linéaire évidente L®c(J)—¢,(J) se prolonge
par continuité en une application linéaire

o : L&(J) - ¢ (])-

Ici encore, on a |w|<1. Comme on vérifie que wor=1, mow=1, cela acheéve la
démonstration.

En appliquant la proposition précédente au dual E’ d’un espace de Banach E,
et en comparant avec la proposition 4, on obtient :

Corollaire. — Soit ¥ =c(J). Pour tout espace de Banach E, le produit tensoriel complété
E'®F sidentific ¢ espace €(E, F) des applications linéaires complétement continues de E. dans F.

Bien entendu, cette identification transforme E'®F en l’espace des applications
linéaires continues de rang fini de E dans F.

Remarque. — Dans la terminologie de la thése de Grothendieck [6], le corollaire

ci-dessus revient a dire qu’il y a identité entre applications nucléaires et applications
complétement continues, et que la norme nucléaire coincide avec la norme usuelle.

5. Le déterminant de Fredholm.

Soit tout d’abord L un module libre sur un anneau commutatif R, et soit f un
endomorphisme de L tel que f(L) soit contenu dans un sous-module de type fint de L. Soit M
un sous-module libre de type fini de L, contenant f(L), et facteur direct dans L (on peut
prendre, par exemple, le sous-module engendré par une partie d’une base de L).
Soit fy : M—M la restriction de f 2 M. Le polynéme det(1—tfy) est bien défini, et ’on
vérifie aisément qu’il ne dépend pas du choix de M; on le note det(1—¢f). Le coefficient
de —t dans det(1—if) coincide avec la trace de f, définie directement en considérant f
comme un élément de L'®L. Plus généralement, on a :

det(1—tf) =1+c¢t+ ...+ t"+ ...,

avec ¢, = (—1)" Tr(A"f), A"f désignant la puissance extérieure m* de f. Soit (¢;);c; une
base de L, et soit (n;) la matrice de f par rapport & cette base. On peut expliciter ¢,, de
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ENDOMORPHISMES COMPLETEMENT CONTINUS DES ESPACES DE BANACH P-ADIQUES 75

la maniére suivante : si S est une partie finie de I, et si 6 est une permutation de S, de
signature £;, on pose

Ny o= ,H 7 oi et Oy = 2EM 45
eS8 [}

N

la somme étant étendue a toutes les permutations ¢ de S. On a alors :

6= (—1)"Ze;,

la somme étant cette fois étendue a toutes les parties S & m éléments de I.

Aprés ces préliminaires algébriques, revenons aux applications complétement
continues. Soit E un espace de Banach, que nous supposerons isomorphe a un espace ¢(1),
et soit # un endomorphisme complétement continu de E. Nous nous proposons de définir
le déterminant de Fredholm det(1—iu) de u. Supposons d’abord que |u|<1. Soit E,
Pensemble des x€E tels que || <1; on a u(E))cE,. Soit a un idéal non nul de A,
contenu dans m. L’endomorphisme u définit par passage au quotient un endomorphisme #,
de E,=E/ak;; si (¢);c; est une base orthonormale de E, les images des ¢; dans E, forment
une base (au sens algébrique) de E, considéré comme A/a-module. Si (n;) désigne la
matrice de u par rapport a (g;), et si 7;(u) :Sigllolnij[, on a ru)—>o0, d’ou lexistence
d’une partie finie T(a) de 1 telle que nea si jeI—T(a). Il Sensuit que I'image de u,
est contenue dans un sous-module de type fini de E,, et le polyndme det(r—ifu,) est
bien défini; ses coefficients appartiennent a Afa. Lorsque a varie, ces polynémes forment
un systéme projectif, et leur limite est une série formelle, notée det(1—iu), dont les
cocflicients tendent vers o; elle ne dépend que du produit fu. Si maintenant # est un
endomorphisme complétement continu quelconque de E, on choisit un scalaire ¢ non
nul tel que |cu|<1; alors det(1—#cu) est défini, d’ott aussi det (1—1u).

Proposition 7. — a) Si la matrice de u par rapport a la base orthonormale (¢);o, est
égale a (m;), on a

det(1—tu) = Eocmt’”, avec ¢, = (—1)"Ze,ng ,
m=

les notations étant les mémes que ci-dessus.

b) La série det(1—tu) est une fonction entiére de t (autrement dit, son rayon de
convergence est infini).
| ¢) St u,—~u, avec u,cb(E, E), alors det(1—tu,) tend vers det(1—iu) pour la topologie
de la convergence simple des coefficients.

d) St u est de rang fini, det(1—tu) coincide avec le polyndme défini plus haut.

Lorsque |u| <1, la formule a) se déduit par passage 4 la limite de la formule
écrite plus haut (dans le cas algébrique); le cas général en résulte par homothétie. Pour
démontrer 4), notons 7,7, ..., la famille des nombres réels positifs r;(u) =Si1CJ.Ip]ni7-|,
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rangés par ordre décroissant. Si S est une partie a m éléments de I, chaque produit 7y
fait intervenir m indices j distincts, d’oti

|ng o<1y .., €t o, |<ry. T,

Si M est un nombre positif quelconque, on a
|, M < (M) (r,M). .. (r, M)

et comme les 7;M tendent vers o, on en déduit |¢,|M™—>o0, ce qui démontre b).
L’assertion ¢) résulte trivialement de a). Enfin, supposons que u soit de rang fini; quitte
a remplacer # par un multiple, on peut supposer que |#|<1. Soit V un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E contenant u(E), et soient

V,=EnV, V,=V,/aV,.

Comme V, est facteur direct dans E;, V, est facteur direct dans E,, et c’est un sous-
module libre de E,; le déterminant det(1—fu,) peut donc se calculer dans V, et
comme det(1—u)=lim.det(1—tu,), on voit que det(r1—iu)=det(1—fuy), ol uy
désigne la restriction de « a V, d’ou d).

Le fait que det(1—fu) soit une fonction entiére permet de substituer a ¢ n’importe
quelle valeur dans K (ou dans une extension compléte de K). En particulier, det(1 4+ «)
est défini pour tout uc%(E, E).

Corollaire x. — Si u et v appartiennent @ €(E, E), on a
det(1 4+ u+ v+ uv) =det(1 +u).det(1 +0).
On a plus généralement
det((1—tu)(1—tv)) =det(1—tu) .det(1—12w),
comme on le voit en se ramenant au cas o |u|<1, |v|<I, et en réduisant modulo a.

Corollaire 2. — Soit ¥ un espace de Banach isomorphe a un espace ¢(J). St uc€(E, F)
et veL(F,E), on a
det(1—ztuov) =det(1—tvou).

[Cette formule a un sens, puisque uove¥(F,F) et wvouc®(E, E).]
Grace a ¢) et d), on peut supposer que u est de rang fini, et la formule est alors
bien connue : elle résulte par exemple des égalités

Tr(A"uov) = Tr(A"uo N"v) =Tr(A"vo N"u) =Tr(A\"vou).

La trace Tr(u) d’un élément « de ¥ (E, E) est définie comme le coefficient de —¢

dans det(r—u), c’est-a-dire comme Xn;. On a |Tr(u)|<|u|. L’isomorphisme
iel
¢ (E, E)—>E'®F transforme la trace en 'application linéaire canonique de E’®E dans K.
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ENDOMORPHISMES COMPLETEMENT CONTINUS DES ESPACES DE BANACH P-ADIQUES 17
Corollaire 3. — Soit uc€(E, E). Si la caractéristique du corps K est nulle, on a

det(r—tu) =exp (- z Tr(u’”)t’"/m).
m=1
Ici encore, cela se voit par passage & la limite & partir du cas des endomorphismes de
rang fini.

Remarques. — 1) Les propriétés ¢) et d) montrent que det(1—ix) ne dépend
pas de la norme de E, mais seulement de sa topologie.

2) On peut définir les puissances extérieures complétées de E, et associer A tout ue #(E, E)
des endomorphismes /A\™u de ces puissances extérieures. Si # est complétement continu,
il en est de méme des A"u, et 'on a ¢, = (—1)"Tr(/\"u); ce n’est qu’une autre fagon
d’exprimer a).

3) La partie ¢) de la proposition 7 peut se préciser de la maniére suivante :

Proposition 8. — Soit (u,) une suite d’éléments de €(E, E) convergeant vers un élément u.
Alors det(1—1tu,) — det(1—1tu) pour la topologie de la convergence uniforme sur toute partie
bornée de la cliture algébrique K de K.

Soient (n;) et (n’) les matrices de u et de u,; posons :

det(1—tu) =3¢, ", det(1—tu,) = Zc™ ™,
m n m

Soit ¢ un nombre réel tel que 0<e<1. Soient 7, ..., 7 ceux des 7;(z) qui sont >1,
et soit v un nombre >o tel que
0ry...nSe.

Soit # un entier tel que |u—u,|<7n. On a |n;—n]}

| <
en déduit que 7;(u,) =r(u) si 7,(u)>n et que 7£(y,)<
terme de la forme

7 pour tout couple (i,5); on
7 sinon. Considérons alors un

n, o=y = I, o — L7,
=t} 1€8
En Técrivant comme somme de produits de différences, on obtient Pinégalité
InS, U_né,f)c‘ < e Sup' H Sup (r,(u), ry(un))'
ieS jEeS
i#i
En tenant compte des inégalités écrites plus haut, et du fait que %<1, on voit que

|75, o—n{ | est majoré par 7, ...r, donc par . En sommant, on en déduit

lc,,—c|<e pour tout m.

Il résulte de ce qui précéde que det(1—iu,) tend uniformément vers det(i—tu) sur
le disque unité de K. Par homothétie, on en déduit le méme résultat pour toute partie
bornée de K, ¢qfd.

Lemme 2. — Soit Y=1'UI"" une partition de 1. Soit u un endomorphisme complétement
continu de E = c(I) qui applique ' = ¢(1') dans lui-méme. Soit u’ la restriction de u a E' et sott u'’
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Pendomorphisme de B’ = c(1"") défini par passage au quotient par u. Alors u’ et u’’ sont complétement
continus, et Ion a
det(r—tu) =det(1—tu’).det(1—tu'").

Cela résulte immédiatement de la définition.
Proposition 9. — Supposons que la valuation de K soit discréte. Soit
d d d
o>E, ->E —-...>FE —o,

une suite exacte d’espaces de Banach, les applications d étant linéaires et continues. Pour tout i, sott u; un
endomorphisme complétement continu de B ; supposons que dou;=u; _od pour 0<i<n. On a alors

IT det(1—um) "V =1.
i=0

Soit V;=d(E;); puisque V; est le noyauded: E, ,—E, ,, c’est un sous-espace fermé

(2

de E,;,,, et en particulier c’est un espace de Banach. On a des suites exactes :

o>V, —E—>V,->o

D’aprés la proposition 2 (applicable puisque la valuation de K est discréte), V,_, est
facteur direct dans E,,
appliquer le lemme 2 a ’endomorphisme u; de E,; et aux endomorphismes v, _; et
définis par y; sur V,_, et sur V;. On en déduit que det(1—iy;) =det(1—1ty;).det(1—1;_,)

d’ot1 aussitot la formule 4 démontrer.

et chacun des espaces E;, V, est de la forme ¢(I). On peut donc

6. La résolvante de Fredholm.

Nous conservons les notations et hypothéses du numéro précédent : E désigne

Iespace de Banach ¢(I), u un élément de ¥(E, E), (n;) la matrice de u, et 'on pose

Ms

det(1—tu) =1—Tr{u)t+ ... = 2 ¢, "

m=0

La résolvante de-Fredholm de u est par définition la série formelle

det(1—tu) i -
== 2y, "

m

Pz, u)

1—iu m=0

Les v,, sont des éléments de Z(E, E). On les calcule au moyen des formules de récurrence
V=1, Up=Cp+Ulp_ ;.

Ces formules montrent en particulier que les v, sont des polynimes en u.

Proposition 10. — La résolvante de Fredholm P(t, u) est une fonction entiére de t a valeurs
dans L (E, E). De fagon plus précise, pour tout nombre réel M, on a lim.|v,|M™=o. 1

Il s’agit de majorer |v,|. Pour cela, soit r,,...,7,, ..., la suite décroissante
de nombres réels introduite dans la démonstration de la proposition 7. Nous allons
démontrer le résultat suivant :
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Lemme 3. — On a |v,|<r...r,.
Cette majoration suffit pour la démonstration de la proposition 10. En effet, les M
tendent vers o, et il en est donc de méme de leurs produits (r, M)...(r,,M).
Reste & démontrer le lemme 3, ce que nous ferons en trois étapes :

a) Lespace E est de dimension finie. — Soit n=dimE. Les formules de Cramer’
montrent que la résolvante de Fredholm P(¢, 4) a pour matrice la matrice adjointe de 1—tu :
les coefficients de cette matrice sont égaux, au signe prés, aux mineurs d’ordre n—r1 de

la matrice
(3 tn).

Le coefficient de #” dans un tel terme est une combinaison linéaire, & coefficients +1,
de mineurs d’ordre m de la matrice (n;), donc aussi une combinaison linéaire, &
coefficients + 1, de produits a

Migiy =+ M i

ou les indices j;, ...,J, sont deux a deux distincts. La valeur absolue d’un tel produit est
donc <r,...r,, d’ou le méme résultat pour tous les coefficients de la matrice de v,
ce qui signifie bien que |o,,|<7...7,.

b) Il existe une partie finie J de 1 telle que n;—=o si j n’appartient pas & J. — Soit E7 le
sous-espace de E engendré par les (¢;);c;; hypothése faite sur u signifie que u(E)cE’.
Notons u’ la restriction de & E'; on a det(1—#u’) =det(1—), ce qui montre que
la résolvante de Fredholm Zz) ™ de u’ a pour coefficients les restrictions v’ des »,, 4 E’.

J

En appliquant a) a u°, on obtient

|od | <r(@”). . .r (@) <y .. .r

m*

D’autre part, il est clair que |7,,| est la borne supérieure des |v),| quand J varie. D’ou
I'inégalité cherchée.

c) Cas général. — Soit J une partie finie de I, et soit u(J) I'endomorphisme de E

dont la matrice (n;) est donnée par les formules :
ny=mn; si jeJ, mi=o0 si jel—J.

L’endomorphisme u(J) vérifie la condition b); si 'on note Zz,(J)t" sa résolvante de
Fredholm, on a donc :

oD < (@(J)) - - - ra(u(D)) <1 1

Quand J varie, les u(J) tendent vers #; de méme, les formules de récurrence définissant
les v,, montrent que 7,,(J)—v,. On en déduit bien

|o,|<ry...7,,  cqfd.
Remarque. — La démonstration ci-dessus établit en fait les inégalités
e <ULl [ol<IAm] et [Amul<r,. ..,
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7. La théorie de Riesz.

Soit, comme ci-dessus, # un endomorphisme complétement continu de I’espace

de Banach E=¢(I), soit H(¢) =det(1—#u) son déterminant de Fredholm, et soit
P(t, u) sa résolvante de Fredholm. On a tout d’abord :

Proposition xx. — Soit a un élément du corps K. Pour que 1—au soit inversible dans
ZL(E, E), i faut et il suffit que H(a)+o.
Si H(a)+o0, la relation

H(a) = (1—au) .P(a, u) =P(a, u) . (1 —au)

montre que I—au est inversible. Réciproquement, supposons que 1—au soit inversible,
et écrivons son inverse sous la forme 1—u». En écrivant que (1—au)(1—v)=1, on

trouve v=—au- auv, ce qui montre que v est complétement continu. Le déterminant
det(1—v) est donc défini, et le corollaire 1 & la proposition 7 montre que

det(1—au).det(1—ov) =1

ce qui démontre que det (1—au) +o.

Proposition 12. — Soit acK un zéro d’ordre h du déterminant de Fredholm H(t). L’espace E
se décompose de fagon unique en somme directe topologique de sous-espaces fermés stables par u
E=N(a) 4+ F(a)
Jouissant des propriétés suivantes :
(1) 1—au est milpotent sur N(a).
(ii) 1—au est inversible sur F(a).
De plus, la dimension de N(a) est finie et égale @ h.

Si f= 2 e,t™ est une série formelle, et si s est un entier >0, nous poserons
m=0

Aff= 2 (m+ s)em+ stm°

]
m=0

. e , 1de ST
Si K est de caractéristique zéro, on a A’f= 1af . Les«dérivées divisées » A® transforment

slde
une fonction enti¢re en une fonction entiére. Dire que a est un zéro d’ordre & de H()
signifie que I'on a

A*H(a) =0 pour s<k et A'H(a)=c+o0.
Considérons alors I'identité :
(1—tu) . P(¢, u) =H(2).
En lui appliquant 'opérateur A’ on trouve :
(1 —tu)A*P(¢, u) —ul*~'P(t, u) = A*H(z).
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Posons v, =A°’P(a,u). En faisant ¢=a dans les identités précédentes, on obtient les
relations :

(1—au).vy=0

(1—au).v;—u.vy=o0

(1—au).v,_;—u.v,_,=0

(1—au).v,—u.v,_,=c, avec ¢£o.

On en déduit, par récurrence sur s, que (1—au)**'y, =0 pour s<h. D’autre part, si
I'on pose :

e=c"'(1—au).v, et f=—clu.y,_,
la derni¢ére équation montre que e¢-f=1. De plus, on a :
f"=o, puisque (1—au)ty,_,=o0.

[Noter que, puisque les v, sont des séries de puissances de %, tous les endomorphismes
considérés commutent entre eux.]

En développant I’équation (¢-+f)"=1, on trouve :

& (he" = f 4 .. hefP T M =1
Posons alors :

p=©, q=hd7f+ ... Fheft S

On a p+g=1 et pg=o puisque f"=o. Il s’ensuit que p*=p, ¢*=g¢q : les endo-
morphismes p et ¢ sont des projecteurs et si l'on pose N(a)=Ker(p)=1Im(g),
F(a) =Ker(gq) =Im(p), P’espace E se décompose en somme directe

E =N(a) 4 F(a).

On a (1—au)'qg=o0, ce qui montre que 1—au est nilpotent sur N(a); de méme, la formule
(1—aw)"(v,)*=c"p montre que 1—au est inversible sur F(a), son inverse étant
¢ M1—au)*"*(z)". On a donc démontré lexistence de la décomposition cherchée;
son unicité est immédiate. Reste & montrer que dimN(a)=#hA. Soit W un sous-
espace de dimension finie de N(a), stable par «. D’aprés la remarque 2 du n° 1, le
sous-espace W est facteur direct dans E, et E/W est de la forme ¢(J). On peut
appliquer le lemme 2 du n° 6, et 'on en déduit que det(1—iu) est divisible par
det(1—tuy) = (1—ta ')V, 11 s'ensuit que dim W<#A, et ceci étant vrai pour tout W,
on voit que 'on a nécessairement dim N(a)<k. Appliquant encore le lemme 2, on
obtient det(1—f) = (1—ta~ ) ™ SOH'(s), ot H'(t) est le déterminant de Fredholm
de la restriction de u a F(a). D’aprés la proposition 11, on a H’(a) +0, et comme a est
zéro d’ordre £ de H(t), on en déduit finalement que dim N(a) =4, cqfd.
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Corollaire (« alternative de Fredholm »). — Pour tout acK, limage de 1—au est
un sous-espace fermé de codimension finie de E; cette codimension est égale & la dimension du noyau
de 1—au.

C’est évident sur la décomposition E =E(a) 4 F(a).

Remarques. — 1) Lorsque K est localement compact, I’existence de la décomposition
E=N(a) 4+ F(a) peut aussi se démontrer, sans faire intervenir la théorie de Fredholm,
en procédant exactement comme Riesz (cf. par exemple Dieudonné [2], Chap. XI, §§ 3, 4,
dont les démonstrations s’appliquent sans changement).

2) La théorie classique de Fredholm fournit des formules explicites (4 la Cramer)
pour la résolution des équations du type

x—a.u(x) =y, yek

cf. par exemple Pexposé de Sikorski [g]. Il est trés probable que ces formules restent
valables dans le cas considéré ici. (Par contre, on ne peut pas suivre la présentation
de la théorie donnée par Grothendieck [7], ne serait-ce qu’a cause des nombreuses
factorielles qu’il a introduites en dénominateur.)

3) Ce qui précede ne concerne qu’une racine a de H(¢) qui appartient au corps K.
Plus généralement, soit a une racine quelconque de H(¢), soient a'” ses conjuguées, et
formons le polynéme

Q(t) =1 (1—a),

chaque 4 étant répété un nombre de fois égal a sa multiplicité. Les coefficients de Q
appartiennent 2 K. On a alors une décomposition analogue a celle de la proposition 12 :

E=N(Q)+F(Q),

avec Q) (u) nilpotent (resp. inversible) sur N(Q) (resp. sur F(Q)). Cela se voit en écrivant

Q (u) sous la forme 1—u’, avec #'€€(E, E), et en appliquant la proposition 12 a u’

et & a=1. On obtient ainsi une théorie en tout point analogue a celle de Riesz.
Signalons une application simple de ce qui précéde :

Proposition x3. — Supposons que la valuation de K soit discréte. Sotent E et ¥ deux espaces
de Banach sur K, soient uc€(E, F), ve L(E, F), et supposons que v soit surjectif. Alors I’image
de u v est un sous-espace fermé de codimension finie de F.

(Dans le cas classique, c’est un résultat de Schwartz, cf. [1], exposé 16.)

Soit N le noyau de »; d’aprés le théoréme de Banach, v définit par passage au
quotient un isomorphisme de E/N sur F. D’aprés la proposition 2 du n° 1, il existe dans E
un supplémentaire fermé F’ de F. Comme (u-+2)(E) contient (u-0)(F’), il suffit
de prouver que (u-v)(F’) est un sous-espace fermé de codimension finie de F; on
est donc ramené au cas ou v est un isomorphisme, donc aussi au cas ot v =1; en appliquant
alors le corollaire &4 la proposition 12 avec a=—1, on obtient le résultat cherché.
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Corollaire. — Sotent C=(C,,d,) e¢¢ C' =(C, d,

n> “n n

espaces de Banach, et les applications bords
dn:CnJr-l_}Cn’ d, : Cln+1_'>c;t

n

) deux complexes, les C,, C, étant des

étant linéaires et continues. Soit u : C'—C une application linéaire complétement continue commutant
avec les applications bords. Supposons que la valuation de K soit discréte. Soit n un entier tel que u
applique H,(C’) sur H,(C); alors H,(C) est de dimension finie.
Soit Z, (resp. Z,) le sous-espace des cycles de degré n de C (resp. C’); ’application u
définit une application linéaire
u:2,~72,

qui est complétement continue. L’hypothese faite sur les H, équivaut a dire que
P’application
(dyyu) : G, X2, —~ Z,

est surjective. D’apres la proposition 13, 'image de (d,, u)—(0, u) est un sous-espace
de codimension finie de Z, ; comme cette image est égale a 4,(C, ), cela signifie bien que
H,(C) est de dimension finie.

n

8. Dualité.

Soit E (resp. F) un espace de Banach, et soit E’ (resp. F’) son dual. Si ue Z(E, F),
le transposé u’' de u est défini; c’est un élément de Z(F’, E').

Proposition 14. — St u est complétement continu, tl en est de méme de son transposé.

Si u est complétement continu, il existe une suite u, d’applications continues de rang
fini tendant vers . Comme |u’'—u,| <|u—u,|, la suite des u, tend vers u’, et les u, sont
de rang fini. Donc #' est complétement continu.

Exemple. — Soit E=¢(I), soit F=¢(J). Ona E'=6(1), F'=5(]J). Soit (n;) une
matrice bornée telle que #; tende vers o quand j—oo, la convergence étant uniforme
par rapport a i. Si y=(Jj);c; appartient a b(J), posons

w'y=(x%);c1 avec x;= -§J 7 ;-
]

On définit ainsi une application linéaire ' : F'—E’ qui est complétement continue. En effet,
c’est la transposée d’une application ue Z(E, F) qui est complétement continue en vertu
du cor. a la prop. 4.

Proposttion 15. — Supposons que la valuation de K soit discréte. Soit ue€(E, E). Alors
det(1—u) =det(1—t’) et, pour tout acK, la décomposition de Riesz de B’ est duale de celle
de E.

(Noter que, puisque la valuation de K est discréte, E et E’ sont isomorphes a des
espaces ¢(I) et ¢(I'); en particulier, det(1—#u) et det(1—#u’) sont bien définis.)



84 JEAN-PIERRE SERRE

Soit E=E(a) 4 F(a) la décomposition de Riesz de E; par dualité, on obtient une
décomposition E'=E(a)'4F(a)’ de E’, et comme 1—au est nilpotent (resp. inversible)
sur E(a) (resp. sur F(a)), son transposé 1—au’ est nilpotent (resp. inversible) sur E(a)’
(resp. sur F(a)'). Donc E'=E(a)’' 4 F(a)’ est la décomposition de Riesz de E’ relative 4 a.

On a un résultat analogue pour les racines de det(r—fu) qui ne sont pas dans
le corps K (cf. remarque 3 du n° 7). On en déduit que det(1—itu) et det(r—iu’) ont
les mémes racines, avec les mémes multiplicités. D’apreés la théorie des fonctions
entieres p-adiques (cf. Dwork [4], § 1) cela entraine que det(1—fu)=det(1—t').

[On peut aussi commencer par montrer que det(r—iu)=det(1—t') quand u
est de rang fini, et passer a la limite.]

9. Exemples tirés de [4].

Nous supposerons dans ce numéro que la valuation de K est discréte; on a donc
x=a" avec a<1, v étant un homomorphisme de K" sur un sous-groupe discret de R.
Soient z et d deux entiers >1, et soit X=(X,, ..., X,,;) un systtme de n-+2
indéterminées; soit T la partie de N"*® formé des wu=(y), ...,u,.,) tels-que
duy=u,~+ ... +u, , (nous suivons ici les conventions du § 3 de [4], plutét que celles
du § 2). Si ueT on note X* le monéme X!...X "% Soit b un élément de R tel qu’il

s “dp 41
existe teK avec v(n) =4. Soit L(b) I’ensemble des séries

f=2aX" aeK

u
ueT

telles que o(a,) -+ bu, soit borné inférieurement, ou, ce qui revient au méme, telles que
[a,x"*]| soit borné. On munit L(4) de la norme

|f|=Sup|a,rz""|.
ueT

C’est un espace de Banach, isomorphe a ’espace 5(T). Soit b’ =wv(n’), et supposons que
b'>b; alors L(d') est un sous-espace de L(b). L'injection i: L(b')—~L(d) est complétement
continue (« critére de normalité de Montel ») ; en effet, si 'on identifie L(5) et L(4’) a 5(T),
Papplication ¢ transforme (x)) en (x,), avec

(13

x, = (7' [m) x5

elle est donc définie par une matrice diagonale a termes tendant vers o ce qui suffit a
établir sa compléte continuité (cf. n® 8).

On a deux autres types d’applications linéaires a considérer :

(1) On se donne un élément g=2%¢,X* de L(b), avec b>o0. L’application f—fg
est un endomorphisme continu de L(%), que I’on note encore g.

(ii) Soit ¢ un entier fixé >2. Si f=2q, X" est une série formelle, on pose
(f) =2a,X"; si feL(b), ona ¢(f)eL(¢gb), et est une application linéaire continue
de L(b) dans L(gb).
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Comme b6>o0, ona ¢gb>b, etlinjection L(qb)—LL(b) est définie. En composant
L(gb) - L(b) > L(5) > L(gb),

on obtient un endomorphisme o de L(gb), noté Jog par abus d’écriture. Puisque ¢ est
complétement continu et que g et ¢ sont continus, o est complétement continu; son
déterminant de Fredholm se calcule en remarquant que c’est le transposé de 1’endo-
morphisme complétement continu défini par la matrice (¢,_,); en appliquant & o les
théories de Riesz et de Fredholm, on retrouve les résultats du § 2 de [4].

L’un des résultats principaux du § g de [4] est la construction d’une suite exacte

¢ pnt1 8 2 o("tY) 4 fapy @
o—-E > E'tl 5 .. E\ 2/ S E 5 E-W—o,

ou E est un espace de Banach du type L(4), o W est un espace vectoriel de dimension
finie, et ou les opérateurs d sont construits par un procédé standard (« complexe de
I’algebre extérieure ») a partir des opérateurs différentiels D,, ..., D, ,. Si 'on

n+1 .
munit E( i) de I’endomorphisme u,=¢'({og), les u, commutent aux opérateurs d,
et la proposition 9 montre que l'on a :

i=n+1

IT det(x —-tq"upog)(—l)i "= det(1—ta),
=0l

ol « est ’endomorphisme de W défini par $og. On obtient ainsi directement la formule
du théoréme 4.2 de [4], formule qui joue un réle essentiel dans le calcul de la fonction
zéta d’une hypersurface.
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