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Le probléme des groupes de
congruence pour SL,

par JEAN-PIERRE SERRE

Introduction

Soit K un corps global, autrement dit un corps de nombres algébriques
ou un corps de fonctions d’une variable sur un corps fini. Soit X I’ensemble
des places de K, soit X le sous-ensemble de X formé des places archi-
médiennes, et soit S une partie finie non vide de X contenant ==. Soit Ag
I’anneau des S-entiers de K, i.e. ’ensemble des éléments de K dont la valua-
tion est = 0 en toute place de & — S.

Le “probléme des groupes de congruence pour SL,” consiste 4 déterminer
si tout sous-groupe d’indice fini du groupe SL,(45) est un groupe de S-
congruence (cf. n° 1.2) et, dans le cas contraire, 4 voir si le groupe C(G) qui
mesure la déviation entre ces deux types de sous-groupes est ou non un
groupe fini*. Comme on le verra, il y a lieu de distinguer deux cas:

(i) Le casou Card (S) = 2, i.e. ot le groupe A¥ des éléments inversibles
de Aj est infini. On peut alors montrer (c’est I’objet du § 2) que la situation
est la méme que pour le cas stable de SL,, n = 3, traité dans [4]. Autrement
dit, le probléme des groupes de congruence admet une réponse affirmative si
I’une au moins des places de S est archimédienne réelle, ou ultramétrique; si
toutes les places de S sont archimédiennes complexes, le groupe déviation
C(G) est isomorphe au groupe des racines de I’unité contenues dans K, et
c’est un groupe cyclique fini (le probléme a donc une réponse presque
a ffirmative).

(ii) Le cas ot Card (S) = 1, i.e. ot A} est fini. Lorsque K est un corps
de nombres, cela signifie que S = X, et que K est isomorphe 4 Q ou 4 un
corps quadratique imaginaire. Le groupe C(G) est alors infini (autrement dit
le probléme posé a une réponse essentiellement négative); c’est 1a un résultat
bien connu lorsque K = Q (cf. Klein [13], § 1, p. 63) et nous le démontrerons
au § 3 lorsque K est imaginaire quadratique, ou de caractéristique p.

Les démonstrations du § 2, relatives au cas Card (S) = 2, sont purement

1 Bien entendu, un probléme analogue se pose pour tout groupe algébrique simple
simplement connexe G. Vu les résultats récents de Kneser [14], on peut espérer que la
réponse ne dépend que de la somme s des rangs relatifs de G aux diverses places de S.
De facon plus précise, est-il vrai que C(G) est fini si 8 = 2, et infini si s =1?
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490 JEAN-PIERRE SERRE

algébriques; elles combinent les idées de Mennicke (qui a traité le cas,
proposé par Ihara, oi K = Q et S = {p, o}) avec la théorie des revétements
universels relatifs de C. Moore [16]. Par contre, les démonstrations du § 3
sont de nature topologique; elles utilisent “l’espace symétrique” correspondant
au groupe SL,(K), ot K est le complété de K pour I’unique place appartenant
as.

Des conversations avec H. Bass et A. Borel m’ont été trés utiles; je les
en remercie vivement.

§ 1. Préliminaires

1.1. Notations.

On note Ajg, ou simplement A, ’ensemble des 2 € K tels que v(x) = 0 pour
tout ve £ — S. C’est un anneau de Dedekind; ses idéaux maximaux corres-
pondent bijectivement aux éléments de T — S.

Le groupe A* des éléments inversibles de A est noté U. Son sous-groupe
de torsion est le groupe y des racines de l'unité contenues dans K; il est
cyclique fini. Sis = Card(S), ona U= p x Z*~* (“théoréme des unités”); en
particulier, U est fini si et seulement si s = 1.

On pose G = SLy(K), I', = SLy(A) et

1 . x 0 . .
E(x) = 00 size K, k)= 0 ot size K*.

1.2. Sous-groupes de S-congruence et sous-groupes S-arithmétiques.

Soit q un idéal = 0 de A. Le quotient A/q est fini. L’homomorphisme
SL,(A) — SL, (4/q) induit par A — A/q est surjectif ([2], cor. 5.2); son noyau
I‘q s’appelle le groupe de S-congruence défini par q; ¢’est un sous-groupe
d’indice fini de T',.

Un sous-groupe H de G est dit S-arithmétique s’il est commensurable a
r,, i.e.sil'y N H est d’indice fini dans I', et dans H; si en outre H contient
I'un des T, (pour un idéal q #= 0 convenable), on dit que H est un groupe de
S-congruence. Si S est réduit 4 =, on dit “congruence” et “arithmétique”
au lieu de “S-congruence” et “S-arithmétique”.

Lorsque K est un corps de nombres, ou lorsque Card (S) = 2, tout sous-
groupe S-arithmétique de G est de type fini’; en effet, il suffit de le vérifier
pour ', lui-méme, ce qui a été fait par O’Meara ([17], th. 24.8). Lorsque K

2 On peut se demander si un tel groupe est de présentation finie, i.e. est définissable
par un nombre fini de relations. C’est vrai lorsque K est un corps de nombres, d’apres
Behr [5]. J’ignore ce qu’il en est lorsque K est un corps de fonctions, méme pour un
groupe aussi simple que SLo(Fp[T, T-1]).
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GROUPES DE CONGRUENCE 491

est un corps de fonctions, et que Card (S) = 1, on peut par contre montrer
(cf. n° 3.2) que les sous-groupes S-arithmétiques ne sont pas de type fini.

1.8. Les groupes G, G et C(G).

Notons I (resp. J,) 'unique topologie sur G qui soit compatible avec la
structure de groupe de G et admette comme base de voisinages de 1 I’ensemble
des sous-groupes S-arithmétiques (resp. de S-congruence) de G (cf. [4], [16],
[20]). Le groupe I', est ouvert dans G pour J (resp. J,); de plus, les struc-
tures uniformes droite et gauche définies par J (resp. J,) sur I', coincident.
On en conclut aussitot (ef. Bourbaki, Top. Gén., I1II, § 3, n° 4, th. 1) que G
admet un complété G (resp. G) pour T (resp. 7). Soit 7 la projection canonique
G — G et soit C(G) son noyau. On a des suites exactes

1}—-C6@ —G—G— {1}
{1} » C(G) - T, - T, — {1},
ou I', (resp. T',) désigne le complété de I', pour I (resp. 7,). On a
r,= lim.T,/T, et r,= lim. T,/N ,

ou q parcourt l’ensemble des idéaux = 0 de A et N l’ensemble des sous-
groupes d’indice fini de I',. En particulier, I',, T, et C(G) sont des groupes
profinis, et I'on voit que C(G) mesure la “déviation” existant entre sous-
groupes S-arithmétiques et sous-groupes de S-congruence.

1.4. Les sous-groupes Eq.

Soit q un idéal = 0 de A; on note E,(q) le sous-groupe de I', formé des
E (x), pour € q; on note Eq le plus petit sous-groupe distingué de I', con-
tenant E,(q). Il est clair que I’on a Eq c Fq; I’un des buts du § 2 est de voir
dans quel cas cette inclusion est une égalité.

PROPOSITION 1. Supposons que K soit un corps de mombres, ou que
Card (S) = 2. Soit N un sous-groupe d’indice fini de I',. Il existe alors un
1déal q #= 0 de A tel que Eq C N.

Quitte 4 remplacer N par I’intersection de ses conjugués, on peut supposer
que N est distingué dans T',; il suffit alors de prouver 1’existence d’un idéal
q # 0 tel que E,(q) € N. Distinguons deux cas:

(a) K est un corps de nombres. Sin=(I',: N), on peut prendre q = nA.

(b) K est un corps de fonctions sur un corps fini de caractéristique p et
Card (S) = 2. L’ensemble U’ des u € U tels que h(u) € N est un sous-groupe
d’indice fini de U. L’hypothése faite sur Card (S) entraine que U’ contient
un élément w d’ordre infini. D’autre part, soit n ’ensemble des x € A tels
que E,(x)e N. Le quotient A/n est fini. De plus, n est stable par x— w’x:
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492 JEAN-PIERRE SERRE

cela résulte de la formule

h(w)E(x)h(w)™ = Ey(u') .
Si B = F,[u’] est le sous-anneau de A engendré par u? il s’ensuit que n est
un sous-B-module de A4, et A/n est un B-module. Mais A/n est fini et Best

infini (sinon ’ordre de  serait fini); il existe done un élément ¢ == 0 de B tel
que t.(A/n) =0, i.e. tel que tA cn. L’idéal q=tA répond alors a la question.

COROLLAIRE. Tout sous-groupe S-arithmétique de G contient I’un des E 0
C’est clair.
Remarque. Dans le cas “exceptionnel” oi K est un corps de fonctions et
Card (S) = 1, on peut montrer (en utilisant les résultats du n° 3.2) qu’il existe
des sous-groupes d’indice fini de I', qui ne contiennent aucun Eq.

§ 2. Le cas Card (S) = 2

Dans ce paragraphe, on suppose que S a au moins deux éléments, autre-
ment dit que U est infini.

2.1. Sous-groupes @ normalisateur arithmétique.

PRrOPOSITION 2. Soit X un sous-groupe de G, mon contenu dans {1},
et normalisé par un sous-groupe S-arithmétique N de G. Alors X contient
un groupe Eq.

D’aprés le cor. 4 la prop. 1, il existe un idéal q’ = 0 de A tel que E,CN;
de plus, I’ensemble U’ des éléments u e U tels que h(u) € N est un sous-
groupe d’indice fini de U.

D’autre part, X contient un élément (g Z) tel que ac = 0. En effet,
sinon, ’adhérence de X pour la topologie de Zariski serait un sous-groupe
algébrique H de SL, distinct de SL,. Le groupe H serait normalisé par N,
donc aussi par ’adhérence de N pour la topologie de Zariski, adhérence
qui est égale a SL, comme on le voit aussitot (elle contient les deux sous-
groupes unipotents <(1) D et C (1)> qui engendrent SL,); le groupe H serait
donc distingué dans SL,, donc contenu dans {#1}, ce qui est absurde.

Choisissons alors un élément x = <Z ?1) de X, avec ac = 0. Quitte &
remplacer 1’idéal ¢’ par un idéal plus petit, on peut supposer que a~‘cq’ est
contenu dans A. Soit w un élément de U’ d’ordre infini. Puisque A/a~'cq’
est fini, il existe un entier =1 tel que #*»=1 (mod a~'¢q’). Ecrivons a(u**—1)
sous la forme ct, avec ¢t € ¢/, et posons

. (Lt (1 —t (a' b
x = X = .
01/ \0 o \¢ d’)
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On a

veceX et ¢/ =c¢, o’ =a+ct =ura.

Comme i(u™) € N, on a & € X si ’on pose:

a u*"b
2" = h(u™zh(u™") =
(w)h(u—) (u_% d )
Soit y = 2’2", OnayeX, et
(Wz" ¢ eK
= [} ec .
Y 0 avec e

Sizeq, on a y'Ey(2)yE(—2)c X. Or un tel élément s’écrit E,(r), avec
r = (u** — 1)z. Il s’ensuit que X contient le sous-groupe E,(q), avec q =
" — 1)q.

Ce qui précéde s’applique aussi aux conjugués vXv~ de X par les élé-
ments de T',, conjugués qui sont en nombre fini puisque (I',: NN T,) est fini.
On peut done choisir I’idéal q de telle sorte que 1’on ait

E(q) cv X7 pour tout ye T, .

Le groupe X contient alors tous les v~'E,,(q)7, donc il contient Eq, cqfd.

2.2. Une propriété de commutation.

Posons m = Card (z); c’est le nombre des racines de 1'unité contenues
dans K.

Soit q un idéal == 0 de A. On pose C .= I‘q/Eq; le groupe Cq s’identifie 4
un sous-groupe de T' A B

PrOPOSITION 3. Soit u un élément de U. L’image de h(w)" dans T'/E,
commute aux éléments de C.

La démonstration suit de prés celle donnée par Mennicke [15] pour K=Q
et S = {0, p}. Elle utilise les trois lemmes suivants:

’

LEMME 1. Soient x = (‘CL Z) et x' = (?,, g,) deuw éléments de Fq.

(i) Sta=a et b =¥ (mod aq), on a x = x’ mod. E,.
(il) Stb =b"et a = a’ (mod bq), on a © = 2’ mod. E,.

N

Dans le cas (i), il existe teq tel que b = b’ + ta. En multipliant 2’ a
droite par <(1) i) on obtient x” = (Z,, 21")’ et ¥ = 2’ mod. Eq. Le produit
2"z~ est de la forme (e f)’ et, comme il appartient a I'yonaf=1,
ecq. Siw = ( 01 onaw(1 O)W"‘ = <1 —6> d’otu (1 O)eE et o’ =2z

a- —\—-10) e1)” =\o 1) e 1) €% =
mod. E,, ce qui démontre notre assertion dans le cas (i).
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Dans le cas (ii), on a a = a’ + tb, avec t € . En multipliant o’ & droite
par (% (1)), on est ramené au cas a’ = a, b’ = b, traité dans (i).

LEMME 2. Soient x = (? ?1) un élément de Ly, et noun entier tels que

u*™ = 1 (mod aA). Les éléments h(u)" et x commutent modulo Eq.

On a en effet
a’ b
h(u)"zh(w)™ ={ , |
¢ d
avec o/ = a, b = u™b, et le lemme 1, (i), montre que cette matrice est
congrue 4 2 mod. E,.

Pour tout élément non nul a de A4, notons U(a) le groupe multiplicatif
des éléments inversibles de ’anneau A/aA; c¢’est un groupe fini.

LEMME 3. Soit I un nombre premier, et soit I° la plus grande puissance
de l divisant m = Card (¢). Soit a,€ A et soit x un idéal non nul de A tel
que a, soit inversible modulo . Il ewiste alors ac A, avec a = a, (mod 1), tel
que U(a) ne contienne pas d’élément d’ordre multiple de I°*.

Pour la démonstration, voir n° 2.3 ci-apres.

Démontrons maintenant la proposition 3 Soit & e C Utilisant le lemme 1,
on peut choisir un représentant x, = ( de g tel que a,# 0, b, = 0.
Comme A/a,A est fini, le lemme 2 montre qu 11 existe un entier n = 1 tel que
h(w)* commute a x, mod. E. Soit N le plus petit entier = 1 jouissant de
cette propriété. Il nous faut voir que N divise m. Supposons que ce ne soit
pas le cas. Il existerait alors un nombre premier ! tel que [°** divise N, les
notations étant celles du lemme 3. Ce dernier lemme, appliqué a4 r = b,q,
montre qu’il existe & = a, (mod b,q) tel que U(a) ne contienne aucun élément
d’ordre divisible par I°*'. Mais on vérifie immédiatement (cf. [4], lemme 5.3)
qu’il existe ¢, d € A tels que la matrice x = (cl Z") appartienne a L. D’apreés
le lemme 1, (ii), x est un représentant de & mod. E. Soit m, I’ordre de I’image
de %? dans U(a). D’aprés le lemme 2, A(u)™ commute d & mod. E; donec N
divise m,, et a fortiori l°** divise m,. Ceci contredit 1’hypothése faite sur
U(a), d’ou la proposition.
2.3. Démonstration du lemme 3.

Nous le déduirons du suivant:

LEMME 4. Soit a,€ A et soit T un idéal non nul de A tel que a, soit
inversible (mod t). Soit L/K une extension abélienne finie de K, distincte de
K, et soit P l’ensemble des places ve X — S qui sont non ramifiées dans L et
ne se décomposent pas complétement dans L. Soit P’ une partie finie de P.
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Il existe alors a € A vérifiant les conditions sutvantes:

1) a = a, (mod x).

(2) L’idéal aA est produit d’idéaux premiers distincts, appartenant
tousa P — P’.

(Ici, et dans toute la suite, on identifie une place ve X — S a I’idéal
premier correspondant de A.)

Soit H, le groupe des classes d’idéaux mod r (rappelons que deux idéaux
fractionnaires de K relativement a A, premiers a t, sont dits équivalents
mod t si leur gquotient est de la forme MA, avec A congru multiplicativement
a1 mod ). D’aprés le théoréme d’existence de la théorie du corps de classes,
il existe une extension abélienne finie K, de K telle que I’application de
réciprocité d’Artin donne un isomorphisme de H, sur le groupe de Galois
Gal (K /K). [Pour tout ce qui concerne la théorie du corps de classes, voir
[1],[8] ou [25].] Soit L, 1’extension composée L - K,. Choisissons dans Gal (L,/K)
un élément «, dont I’image dans H, = Gal (K /K) soit la classe de a,. On
peut trouver des éléments «; € Gal (L,/K), + =1 ou ¢ = 1, 2, ayant les deux
propriétés suivantes:

1) I «: = «.

(2") Pour tout ¢, I'image de «a; dans Gal (L/K) est == 1.

En effet, si I’image de «, dans Gal (L/K) est # 1, on prend un seul «;, 3
savoir «, luiméme. Si ’image de «, est 1, on prend pour &, n’importe quel
élément de Gal (L,/K) dont I’image dans Gal (L/K) est 1 (un tel élément
existe puisque L est distinct de K), et on prend pour «, I’élément a,a;.

Appliquons maintenant le théoréme de densité de Cebotarev (cf. [25],
p. 289) a I’extension L /K. On en déduit que, pour chaque i, il existe une
infinité de places v; dont 1’élément de Frobenius est «;; on peut done choisir
les v; de telle sorte qu’elles soient distinctes, et n’appartiennent pas a SU P’.
De plus, comme 1’élément de Frobenius de v; dans Gal (L/K) est == 1, on a
v;€ P pour tout i. Enfin, la propriété (1’) entraine que l’idéal JJ v; est
équivalent (mod 1) 4 1’idéal principal a,4; il existe donc A = 1 (mod 1) tel que

ad =N]] .
L’élément a = A 'a, répond alors a la question.

Fin de la démonstration du lemme 3.

Le cas ou ! est égal a la caractéristique de K est trivial. Ce cas écarté,
soit z une racine primitive I°*-éme de 1’unité (dans une cloture séparable de
K), et soit L = K(z). L’extension L/K est abélienne, finie, et non triviale
(sinon, on aurait z € K, contrairement 4 la définition de e¢). Soit ve X — S; si
la caractéristique résiduelle p, de v est # I, on sait que v se décompose com-
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plétement dans L si et seulement si le corps résiduel A/v de v contient
une racine primitive l°+-éme de 1’unité; si I’on pose Nv = Card (4/v), cela
signifie que Nv = 1 (mod I**!). En appliquant le lemme 4, on voit donc qu’il
existe a € A vérifiant a = a, (mod 1) tel que 1’idéal aA soit un produit de v;
distinets, avee Nv; =1 (mod I**"). Mais 1’anneau A/aA est isomorphe au
produit des corps A/v;; son groupe multiplicatif ne contient donc pas d’élément
d’ordre multiple de I***, cqfd.
2.4. Le groupe C.

Si q et ¢’ sont deux idéaux == 0 de A, avec g’ C q, les inclusions Ly — I‘
et E,—E, définissent un homomorphisme de C, =T,/E, dans Cq = l"q/ o
cet homomorphisme est surjectif (cf. [4], lemme 2.3).

Lorsque q varie, les Cq forment un systéme projectif. On pose:

C=lim.C,.

Les homomorphismes C — Cq sont surjectifs; cela résulte de la surjectivité
des homomorphismes de transition Cq, — Cq et du fait que I’ensemble des
idéaux de A est dénombrable.

Le groupe I', opére par automorphismes intérieurs sur les Cq; il opére
done aussi sur C. En fait, cette action se prolonge en une action de G tout
entier. Cela va résulter du lemme suivant:

LEMME 5. Sotent q un idéal non nul de A, et g un élément de G. Il
existe un idéal non nul q' de A tel que gl"qg“1 contienne Fq, et que gqu"‘
contienne Eq,.

L’existence d’un idéal non nul ¢ tel que gL g7 DT est triviale; si les
coefficients de ¢ appartiennent a x4, ou « est un élément non nul de A4, on
peut prendre g, = x%q, comme on le voit aussitot. D’autre part, gqu“‘ est
normalisé par gT',g™*, done aussi par Ty d’aprés la prop. 2, cela entraine
I’existence d’un idéal non nul q; tel que 9E g D E,. L’idéal q' = g/ N q; répond
alors a la question.

Nous pouvons maintenant définir ’action de G sur C. Soit ge G et soit
q un idéal non nul. D’aprés le lemme ci-dessus, appliqué a ¢, il existe un
idéal non nul ¢’ tel que 1’on ait

gEq,g—1 - E’q et gI‘q,g"‘ - I‘q .
L’application x> gxg~ définit done, par passage au quotient, un homo-
morphisme Cq/ — Cq. Par composition avec la projection canonique C — Cq,,
on en déduit un homomorphisme 4,,, de C dans C, qui ne dépend pas du choix
de ¢’. Si g, Cq,, le composé de i,,,q avec la projection C — C est i,,,q ; les
iy,q définissent donec un homomorphisme de C dans hm C , 1 e. un endo-
morphisme 7, de C. On vérifie sans difficulté que <, est lldentlte et que

This content downloaded from 140.247.39.167 on Tue, 28 Apr 2015 18:19:02 UTC
All use subject to JSTOR Terms and Conditions



http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp

GROUPES DE CONGRUENCE 497

Tgy9, = 19,00y, Les i, définissent donc bien une loi d’opération du groupe G
sur le groupe C, et il est clair que cette loi prolonge celle de I, sur C.

[Variante. Le lemme 5 montre qu’il existe sur G une topologie compatible
avec la structure de groupe de G et admettant comme base de voisinages de
1 la famille des E,. Si G est le complété de G pour cette topologie, le noyau
de GE-—> G s 1dent1ﬁe acC= hm C et ’action de G sur C décrite ci-dessus
n’est autre que I’action naturelle du sous-groupe G de G, sur C, par auto-
morphismes intérieurs.]

PROPOSITION 4. L’action de G sur C est triviale.

Soit H le sous-groupe distingué de G formé des éléments qui agissent
trivialement sur C. D’aprés la prop. 2, H contient les éléments de la forme
h(w)™, avec w € U et m = Card (). Comme Card (S) = 2, cela montre que H
est infini. Mais les seuls sous-groupes distingués de G = SL,(K) sont {1},
{1} et G. On a donc H = G, ce qui démontre la proposition.

COROLLAIRE 1. Si q est un idéal = 0 de A, le groupe Cq est contenu dans
le centre de I' /K.

(En d’autres termes, on a la formule (T',, I‘q) cEq.) En effet, la prop-
osition montre que I', opére trivialement sur C, donc aussi sur Cq qui en est
un quotient.

COROLLAIRE 2. Les groupes Cq sont des groupes abéliens de type fins.

Le fait que les C, soient abéliens résulte du cor. 1; qu’ils soient de type
fini résulte de ce que I, est de type fini, c¢f. n°1.2.

2.5. Ewxpression de C(G) en termes des C,.
Revenons aux complétés G, G, 1, I‘A définis au n° 1.3. On a
FA = llm. FA/N y

ou N parcourt I’ensemble F des sous-groupes d’indice finide I',. Si NeJ, la
prop. 1 montre qu’il existe un idéal q == 0 tel que E, c N. On en conclut que

I, = lim. TJ/E)",

ou (T',/E,)" désigne le complété de I',/E, pour la topologie des sous-groupes
d’indice fini. Comme C =T /E est un sous-groupe d’indice fini de I‘A/
son complété C pour la topologle des sous-groupes d’indice fini s’identifie a
T’adhérence de C . dans (I'y/E))" et I'on a la suite exacte

{1} = C,— (TJE)" —T,T,— {1} .

En passant a la limite projective (ce qui est loisible, puisque les groupes en
question sont compacts), on obtient la suite exacte
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{1} — lim. C, — lim. (I',/E,)" — lim. (T,/T) — {1} ,

ou encore:
{1} > lim. C, —» T, - T, — {1} .

En comparant a la suite exacte
1}—»Cc@—-1,—-T,—{1},
on voit que I’on a démontré:

PROPOSITION 5. Le groupe C(G) peut étre identifié d la limite projective
hm C des complétés des groupes C
On va en déduire:

COROLLAIRE. Le groupe C(G) est contenu dans le centre du groupe G.

11 faut prouver que les éléments de G et de hm C commutent. Comme
G est dense dans G et hm C, dense dans hm C , i sufﬁt de prouver que, si
geGetzxe hm C on a gxg‘l = . Or, on verlﬁe aussitot que grg~ = 1,(x),
les notatlons etant celles du n° 2.4. La formule gag—' =  résulte alors de la
prop. 4.
Remarque. Au lieu d’utiliser la prop. 4, on peut se contenter d’utiliser
la prop. 3; celle-ci montre en effet que les éléments de I', de la forme A(u)™,
avec u € U et m = Card (y), centralisent C(G) = hm C comme le seul sous-
groupe distingué de G contenant ces éléments est G lul-meme, on en déduit
que C(G) est centralisé par G, donc aussi par G.

2.6. Utilisation de la théorie de C. Moore.
Puisque C(G) est contenu dans le centre de G, on peut appliquer le
th. 13.1 de [16] (voir aussi [4], chap. IV, § 15), et I’on obtient:

THEOREME 1. Le groupe G est le revétement universel de G relativement
d G (au sens de C. Moore [16]); le groupe C(G) est isomorphe au groupe
fondamental relatif m (G, G).

Nous dirons que S est totalement imaginaire si toutes les places ve S
sont archimédiennes complexes. Cela équivaut a dire que K est un corps de
nombres totalement imaginaire et que S est égal 4 ’ensemble X~ de ses
places archimédiennes (noter que le degré de ce corps est = 4, puisqu’on a
Card (S) = 2).

THEOREME 2. (a) Le groupe C(G) est un groupe cyclique fini, isomorphe
d p si S est totalement imaginaire, et réduit d I’élément neutre sinon.

(b) Les groupes C, sont cycliques finis d’ordre divisant m = Card (p);
ils sont réduits d {1} si S n’est pas totalement imaginaire.
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(¢) Le groupe C est isomorphe d C(G).

L’assertion (a) résulte de la détermination du groupe fondamental relatif
7,(G, G) faite par C. Moore ([16], th. 12.3). D’autre part, puisque C'q est
isomorphe a un quotient de C(G), c’est aussi un groupe cyclique fini. Mais C,
est un groupe abélien de type fini (cor. 2 i la prop. 4); si son complété est un
groupe fini, c’est qu’il est lui-méme un groupe fini, et I’on a C; = C’q, d’ou

(b) et (c).

COROLLAIRE 1. Pour qu’un sous-groupe de I, soit d’indice fini, il faut
et il suffit qu’il contienne un K.

La nécessité résulte de la prop. 1; la suffisance résulte de ce que E, est
d’indice fini dans I',, puisque Cq = 1"q/Eq est fini.

COROLLAIRE 2. Soit N un sous-groupe d’indice fint de 'y, et soit N, le
plus petit sous-groupe de S-congruence contenant N. Alors N est distingué
dans N, et le quotient N,/N est cyclique d’ordre un diviseur de m.

On peut choisir un idéal q non nul tel que E, c NetT c N. Size N,
yel,, on a yzy~'z~' e B (cf. cor. 1 3 la prop. 4), donc yxy~' appartient &
N. Ainsi, N est normalisé par I‘q. Le groupe N.Fq est un groupe de con-
gruence contenant N et contenu dans N;; il est donc égal & N,. Cela montre
que N est distingué dans N, et que N,/N est isomorphe 4 un quotient de I' q/E'q,
done est cyclique d’ordre un diviseur de m.

COROLLAIRE 3. S7 S n’est pas totalement imaginaire, on a L, = E’q pour
tout q; tout sous-groupe S-arithmétique de G est un groupe de S-congruence.

La premiére assertion traduit le fait que C,=1{1} la seconde résulte de
la premiére.

Exemple. Le cor. 3 s’applique notamment lorsque K est un corps de
fonctions, ou lorsque S contient une place non-archimédienne (par exemple,
lorsque K=Q et S={co, p,, -++, Di}, k=1, les p, étant des nombres premiers).
Remarque. Le cas ou K = Q peut aussi se traiter sans utiliser la théorie
de Moore, comme dans [3]: ’extension centrale () donne la suite exacte de
cohomologie suivante (il s’agit de cohomologie de groupes profinis, a coefficients
dans le groupe discret Q/Z):

0— H\T,) — H'I',) —» H(C(G)) — HXT',) .

Or le groupe T', est isomorphe & Hpes SLy(Z,). Comme la cohomologie de
SL,(Z,) est connue (cf. [3], n° 8), on en déduit que H*T,) = 0 et que H'(T',)
est cyclique d’ordre 12, 4, 3, ou 1 suivant que I’on a 2,3¢ S, ou 3¢S, 2¢8S,
ou2¢eS8, 3¢S ou 2, 3eS. D’autre part, le groupe H'I,) est isomorphe a
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Hom (T',, Q/Z) et ce dernier groupe n’est pas difficile a déterminer (on peut,
par exemple, procéder par récurrence sur k, en utilisant la structure de T,
comme somme amalgamée, cf. Thara [12] ou [22], chap. II, n° 1.4). On trouve
ainsi que H'(T',) a méme ordre que H'(T,); d’od H(C(G)) = 0 et C(G) = {1}; la
trivialité des C, en résulte, comme on I’a vu ci-dessus.

Lorsque %k = 1, cette méthode est essentiellement équivalente a celle
utilisée par Mennicke [15].

COROLLAIRE 4. Supposons S totalement imaginaire, et q divisible par
m = mnp,m pHe=b - Alors Ty E’q) = m; Uhomomorphisme de Kubota (cf.
[4], § 6) <g ?1) — (b/a),, définit par passage au quotient un isomorphisme de
T,/E, sur p. (On note (b/a),, le symbole de reste de m-iéme puissance.)

On sait en effet (cf. [4], th. 6.1) que I"homomorphisme de Kubota

Lo/ By — ¥
est surjectif. Comme I' /E est d’ordre un diviseur de m, c’est donc un iso-
morphisme.
Remarques (sur le cas totalement imaginaire).

(1) Si q est divisible par m’, le cor. 4 montre que E est égal 4 ’ensemble
des matrices (z 21) de ', telles que (b/a), = 1.

(2) Pour tout idéal non nul q de A, on a défini dans [4], th. 3.6, un certain
diviseur 7(q) de m, et montré que le groupe “stable” C,(n), relatif a SL,,
n = 3, est cyclique d’ordre 7(q). Comme Cq — Cq(n) est surjectif, il s’ensuit
que ’ordre de Cq est multiple de »(q). En fait, H. Bass m’a communiqué une
démonstration du fait que 1’ordre de Cq est égal a r(q), autrement dit que
Cq — Cq(n) est toujours un isomorphisme. En particulier, Cq est réduit a {1}
pour q = A: le groupe T', est engendré par les conjugués des E,,(z), « € A.

Il serait intéressant d’étendre ce résultat de Bass (resp. les résultats de
[4]) au cas d’un groupe SL(A), ot A est un A-module projectif de rang 2 (resp.
de rang n = 3), cf. O’Meara [17]; on définit alors les E, au moyen d’une
décomposition de A en somme directe de modules de rang 1, ou, ce qui revient
au méme, au moyen du choix d’un sous-groupe radiciel de SL, (resp. de SL,);
il est d’ailleurs probable que E, ne dépend pas d’un tel choix.

THEOREME 3. Soit N un sous-groupe S-arithmétique de G. Tout sous-
groupe distingué de N est contenu dans {+1} ou est d’indice fini dans N.

Soit X un sous-groupe distingué de N non contenu dans {£1}. D’apres la
prop. 2, X contient un E, et d’apres le cor. 1 au th. 2 E, est d’indice fini dans
I',; comme (N: T, N N) est fini, on en déduit bien que X est d’indice fini dans N.

COROLLAIRE. Le quotient N de N par son groupe dérivé (N, N) est fini.

This content downloaded from 140.247.39.167 on Tue, 28 Apr 2015 18:19:02 UTC
All use subject to JSTOR Terms and Conditions



http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp

GROUPES DE CONGRUENCE 501

En effet, il est clair que (N, N) n’est pas contenu dans {+1}.

2.17. Application: représentations linéaires des groupes S-arithmétiques.
Soit N un sous-groupe S-arithmétique de G, soit k& un corps commutatif,
et soit p: N — GL,(k) une représentation linéaire de N sur k.

THEOREME 4. Si les caractéristiques de k et K sont différentes, I’'image
de N par p est finie.

Quitte a agrandir %, on peut le supposer algébriquement clos. D’aprés
la prop. 1, il existe un idéal q==0 de A tel que E, soit contenu dans N; d’autre
part, I’ensemble U’ des u € U tels que i(u) € N est un sous-groupe d’indice
fini de U. Soit B le sous-groupe de N engendré par E,(q) et 2(U’); ¢’est un
groupe résoluble. Le groupe o(B) est un sous-groupe résoluble de GL,(k);
soit H son adhérence pour la topologie de Zariski, et soit H° la composante
neutre de H. Quitte & remplacer o par une représentation équivalente, on
peut supposer que les éléments de H° sont triangulaires (cela résulte du
théoréme de Lie-Kolchin, puisque H° est résoluble et connexe). Soit X
I’ensemble des € q tels que o(E,(x)) € H® et soit U, 'ensemble des u € U tels
que o(h(u)) e H'; le groupe X (resp. U,) est d’indice fini dans A (resp. dans
U). Soit u e U, tel que u* = 1 (on peut, par exemble, prendre « d’ordre
infini). Les éléments o(E,(y)), avec y € (u* — 1)X, appartiennent au groupe
dérivé de H°, et sont donc des matrices triangulaires wunipotentes (leurs
coefficients diagonaux sont égaux a 1). Distinguons alors deux cas:

(a) K est de caractéristique p, et k de caractéristique = p. Les éléments
E,(y) sont alors d’ordre p si y += 0, et d’autre part aucune matrice unipotente
de GL,(k) n’est d’ordre p. On en conclut que les E,,(y), avec y € (¥* — 1)X,
appartiennent au noyau Z de p. Le groupe Z n’est donc pas contenu dans
{#1}, et le théoréme 3 montre que (N: Z) est fini.

(b) K est de caractéristique 0 et k de caractéristique p. Toute matrice
unipotente z de GL,(k) vérifie alors la relation 2?"™' = 1. On en conclut que
le noyau de p contient les éléments de la forme E,,(y), avec y € p"'(u* — 1)X,
et on conclut comme précédemment.

Supposons maintenant que les corps K et k soient tous deux de carac-
téristique zéro (j’ignore ce qui se passe quand tous deux sont de caractéristique
p). Soit H = Ry (SLyx) le groupe algébrique sur Q déduit de SL,x par
I’opération Ry de restriction des scalaires de K 4 Q (au sens de Weil [24],
§1.3); le groupe H(Q) des points rationnels de H s’identifie & G = SLy(K).
Si f: H,, — GL,; est un homomorphisme de Fk-groupes algébriques, la
restriction de f 4 N est une représentation linéaire de N; une telle représenta-
tion sera dite algébrique.
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THEOREME 5. St K et k sont de caractéristique zéro, il existe un sous-
groupe N, de N, d’indice fini, tel que la restriction de p @ N, soit algébrique.

On en déduit, comme dans [4], § 16:
COROLLAIRE 1. La représentation o est semi-simple.

COROLLAIRE 2. St V est un k[N]-module de rang fini sur k, le groupe
de cohomologie H'(N, V) est réduit a 0.

(Lorsque I'action de N sur V est triviale, la nullité de H*(N, V) équivaut
3 la finitude de N/(N, N), qui a déja été démontrée; lorsqu’on prend pour V'
la représentation adjointe de N, la nullité de H*(N, V) entraine que N est
rigide.)
Remarque. Quitte 4 remplacer N, par 'intersection de ses conjugués, on
peut supposer qu’il est distingué dans N. Supposons que ce soit le cas, et
écrivons les p(n), m € N, sous la forme w(n)f(n), ou f est algébrique et coincide
avec o sur N,. Sine Netn, €N, ona:

w(n)f(n) = p(n)f(n)=f(n) = p(n)f(n'nn)f(n)™
= p(m)p(n~'nm) f(n)™ = p(n)o(n)f(n)™
= f(n)u(n) ,
ce qui montre que u(n) commute aux éléments de f(N,). Mais N, est dense
dans H pour la topologie de Zariski. Il s’ensuit que les u(n) commutent a

S(H), et que u est un homomorphisme. Le couple (u, f) est donc une rep-
résentation du groupe N/N, x H,. On en tire en particulier:

COROLLAIRE 3. Supposons k algébriquement clos, et soient oy, +--, 0,
les différents plongements de K dans k, avecr = [K: Q]. St 1 <1 < r, soit
V; la représentation de degré 2 de SL(K) donnée par d;. Toute représenta-
tion simple de N est isomorphe a une représentation de la forme

WQSym™(V) Q -+ @ Sym™(V,)
ou W est une représentation simple de N a noyau d’indice fini, et on les m;
sont des entiers = 0.

(Cela résulte de ce qui précéde, combiné avec le fait que toute représenta-

tion simple de SL, est une puissance symétrique de la représentation fonda-
mentale.)

Le corollaire précédent entraine:
COROLLAIRE 4. Soit @ € N. Les valeurs propres de p(x) sont produits de
racines de unité et de conjuguées des valeuwrs propres de .

Démonstration du théoréme 5.
Elle comporte plusieurs étapes.
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(i) Lecask = Q.

La démonstration donnée dans [4], § 16 pour les groupes arithmétiques
s’applique presque sans changement 4 N; il est inutile de la reproduire. (Le
point essentiel était la finitude de C(®), et celle-ci a été démontrée plus haut.)
Il y a toutefois une précaution 3 prendre: le nombre premier p utilisé dans la
démonstration doit étre distinct des caractéristiques résiduelles de S.

(ii) Le cas ou k est algébrique sur Q.

Comme N est de type fini, les coefficients des p(x), « € N, appartiennent
a un sous-corps de & de degré fini sur Q. On peut done supposer que [k: Q]
est fini. Soit d = [k: Q]. Le choix d’une base de k& permet d’identifier le
groupe R, q(GL,;) au commutant dans GL,; du tore T = R,q(G.,;) défini
par k. D’aprés (i), appliqué a nd, il existe un sous-groupe N, d’indice fini de
N tel que la restriction de o & N, se prolonge en un homomorphisme de
Q-groupes algébriques

f1: H—’ GLnd .

Comme N, est dense dans H pour la topologie de Zariski, I’image de f, com-
mute & T. On peut done interpréter f, comme un homomorphisme de H dans
le groupe Ry q(GL,.:), ou, ce qui revient au méme, comme un k-homo-
morphisme de H,, dans GL,; d’ou le théoréme dans ce cas.

(iii) Algébricité des traces.

Soit & une cloture algébrique de %, soit Q la fermeture algébrique de Q
dans %, et soit k, = k N Q. Nous allons montrer que les éléments Tr (o(x)),
avec x € N, appartiennent @ k.

Tout d’abord, puisque N est de type fini, il existe un sous-anneau A de
k, de type fini sur Z (comme algebre), tel que p soit 4 valeurs dans GL,(A).
Soit x e N tel que t = Tr (o(x)) ne soit pas dans k,. Le sous-anneau Z[t] de
A est isomorphe a ’algébre des polynomes Z[T]. D’aprés un résultat connu
(cf. Bourbaki, Alg. Comm., chap.V, § 3, cor. 3 au th. 1), il existe un polynome
P=+0 de Z[T] jouissant de la propriété suivante: tout homomorphisme
@: Z[t] — Q tel que @(P(t)) + 0 est prolongeable en un homomorphisme de A
dans Q. En d’autres termes, il existe un sous-ensemble fini I de Q tel que,
pour tout « ¢ I, il existe un homomorphisme @,: A — Q tel que @,(t) = . En
composant 0 avec ’homomorphisme de GL,(A) dans GL,(Q) donné par ¢,, on
obtient alors une représentation p,: N— GL,(Q) telle que Tr (0.(x)) = a. Soit
d’autre part P I’ensemble des caractéristiques résiduelles des places ultra-
métriques appartenant 3 S, et soit w une place ultramétrique de Q dont la
caractéristique résiduelle n’appartient pas a Ps. D’aprés le cor. 4, appliqué
4 p, (ce qui est loisible, puisque le th. 5 est démontré pour Q), les valeurs
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propres de p.(x) appartiennent 4 ’anneau local de w, i.e. sont w-entiéres. Il
en est donc de méme de & = Tr (0,(x)). Mais c’est absurde, puisque « peut
8tre choisi arbitrairement en dehors de 1’ensemble fini I. Ainsi, Tr (o(z))
appartient bien & &, pour tout x € N.

(iv) Le cas ou p est semi-simple et k algébriquement clos.

Avec les notations ci-dessus, on a k, = Q. Soit QA la sous-Q-algébre de
k engendrée par A. D’aprés Bourbaki, loc. c¢it., il existe un homomorphisme
6: QA — Q dont la restriction a Q est I’identité. En transformant p par 6,
on obtient une représentation o’: N — GL,(Q) et, d’aprés (iii), les représenta-
tions o et o' ont méme trace. La représentation o’ est semi-simple, d’aprés
(ii); si I’on suppose qu’il en est de méme de p, on voit que p et o’ sont équi-
valentes. Comme le th. 5 s’applique & o', il s’applique aussi a o.

(v) Le cas ou k est algébriquement clos.

Vu ce qui précéde, il suffit de prouver que toute représentation de N sur
I est semi-simple, ou encore que toute extension de deux représentations
simples V, et V, est scindée. Mais les classes d’extensions de V, par V, corres-
pondent bijectivement aux éléments de H'(N, W), ou W = Hom (V,, V).
D’aprés (iv), V. et V, proviennent par extension des scalaires de représenta-
tions V? et V7 définies sur Q; si I’on pose W° = Hom (V?, V¥), on a donc W =
k@ W* (le produit tensoriel étant pris sur Q), d’ot H(N, W)=k H'(N, W°)
puisque N est de type fini. Mais, d’aprés (ii), toute représentation linéaire
de N sur Q est semi-simple; on a done H'(N, W° = 0, d’ou HY(N, W) = 0,
ce qui démontre notre assertion.

(vi) Cas général.

Soit % une cloture algébrique de k. En appliquant (v), on voit qu’il existe
un sous-groupe N, de N, d’indice fini, tel que la restriction de p a4 N, se pro-
longe en un k-homomorphisme f de H; dans GL, . Mais N, est dense dans
H pour la topologie de Zariski, et f(XV,) est contenu dans GL,(k); on déduit
de 13 que f est “défini sur k”, i.e. provient par extension des scazlaires d’un
homomorphisme f: H,, — GL,,,, cafd.

Remarque. Les mémes arguments que ci-dessus permettent d’étendre le
th. 16.2 de [4] au cas d’un corps de caractéristique zéro quelconque.

§3. Le cas Card (S) = 1.

Dans ce paragraphe, on suppose que S est réduit d un seul élément.

Lorsque K est de caractéristique p > 0, cela signifie que A est ’anneau
de coordonnées d’une courbe affine obtenue en enlevant un point & une courbe
projective lisse sur un corps fini & de caractéristique p; ’exemple le plus
simple est K = k(T), A = k[T].
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Lorsque K est un corps de nombres algébriques, cela signifie que S = =
et Card (£=) = 1, autrement dit que A est I’anneau des entiers de K et que ce
dernier est isomorphe, soit au corps Q des nombres rationnels, soit 4 un corps
quadratique imaginaire Q(1"—d), avec d e Z, d = 1.

Dans ce qui suit, ces cas seront appelés respectivement le cas de carac-
téristique p, le cas rationnel, et le cas quadratique imaginaire.

3.1. Les groupes I'** et le probléme des groupes de congruence.

Soit I un sous-groupe S-arithmétique de G. Nous supposerons® dans tout
ce qui suit que T est net au sens de [7], § 17.1; cela équivaut a dire qu’aucun
élément de I n’admet comme valeur propre (dans une cloture algébrique de
K) une racine de I'unité = 1.

L’existence de tels sous-groupes est facile 4 prouver: pour le cas des
corps de nombres, voir [7], § 17.4; dans le cas des corps de fonctions, il suffit
de prendre pour T" un groupe de S-congruence l"q, avec q = A.

THEOREME 6. Damns le cas rationnel et dans le cas quadratique imagi-
naire, I'* est un groupe abélien infint, de type fini.

Dans le cas de caractéristique p, I'*® est somme directe d’un groupe de
type fini et d’un F,-espace vectoriel de dimension 3.

(Pour tout groupe H, on note H* le quotient de H par son groupe dérivé
(H, H).)

Le cas rationnel est bien connu. En effet, I" est alors un sous-groupe
sans torsion de SL,(R), commensurable 4 I', = SL,(Z), et le quotient SL.(R)/T
n’est pas compact. En utilisant 1’action de I' sur le demi-plan de Poincaré
X = SL,(R)/SO,(R), on en déduit que I' est un groupe libre non abélien, de
rang fini ¢ = 2, et le groupe I'”* est isomorphe 4 Z°, donc infini. On peut
donner la valeur de ¢: si ' N T, est d’indice d dans I'" et d’indice ¢ dans I',,
onac =1+ ¢/12d (utiliser le fait que la caractéristique d’Euler-Poincaré de
SL,(Z) est —1/12).

Dans les deux autres cas, le théoréme se démontre en comparant I'** 3 la

somme directe des différentes classes de sous-groupes unipotents de T, cf.
n° 3.2, th. 7.

COROLLAIRE 1. Dans le cas de caractéristique p, aucun sous-groupe
S-arithmétique G n’est de type fini.

Supposons en effet qu’un tel sous-groupe H soit de type fini. Comme

3 11 suffirait en fait de supposer que l’image I'V de I" dans le groupe G’/ = G/{*1} est un
groupe met. Lorsque K est de caractéristique 0 (resp. de caractéristique p > 0), cela
signifie que T’/ est sans torsion (resp. sams p’-torsiom, i.e. tout élément de I'/ est d’ordre
infini ou d’ordre une puissance de p).
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HNT est d’indice fini dans H et dans I', le groupe I" serait de type fini, et il
en serait a fortiori de méme de I'**, ce qui contredirait le théoréme 6.

COROLLAIRE 2. Le noyau C(G) de G — G est infini.
(Autrement dit, le probléme des groupes de congruence a une solution
essentiellement négative.)

Plagons-nous d’abord dans le cas rationnel ou imaginaire quadratique.
Soit I’ (resp. ') I’adhérence de T' dans G (resp. dans G), et soit Cr = C(G) N T
le noyau de I' > . Si C(G) était fini, il en serait de méme de Cr et 'on
pourrait appliquer le th. 16.2 de [4]; il en résulterait que HYT, Z) serait fini;
comme H'(T', Z) = Hom (I'®*, Z), cela contredirait le théoréme 6.

Dans le cas de caractéristique p, définissons I' et T' comme ci-dessus. Ce
sont des groupes profinis. Comme la topclogie des groupes de congruence
admet une base dénombrable de voisinages de 1’élément neutre, on voit que
Card (T) est égal & ¢ = 2%, D’autre part, le théoréme 6 montre qu’il existe
un homomorphisme surjectif ¢: ' — V, ot V désigne un F,-espace vectoriel
de dimension ¥,. Comme I est le complété de I" pour la topologie des sous-
groupes d’indice fini, on en déduit un homomorphisme surjectif & ' — V.
Mais on voit tout de suite que V n’est autre que le bidual V" de V, munide la
topologie de la convergence simple sur le dual V’. On a

Card (V') = ¢ et Card (V) = Card (V") = 2°,
d’ot Card (I') = 2° > ¢ = Card (T). Il en résulte que Cr est infini, et méme de
cardinal = 2, d’ou le méme résultat pour C(G).
Remarque. On a en fait:
Card (C(G)) = ¢ dans le cas rationnel ou imaginaire quadratique
Card (C(G)) = 2° dans le cas de caractéristique p.

3.2. Classes de sous-groupes unipotents.
Soit V' le K-espace vectoriel K2, et soit P = (V — {0})/K* la droite pro-
jective correspondante. Le groupe G opére de facon naturelle sur V et P.

LEMME 6. Soit N un sous-groupe S-arithmétique de G. Le nombre hy
des orbites de N dans P est fini; lorsque N = T',, ce nombre est égal au
nombre de classes h de I’anneaw de Dedekind A.

Rappelons briévement la démonstration de ce résultat bien connu. Comme
N est commensurable a T',, il suffit de prouver la derniére assertion. Soit A
le réseau A? de V, et soit D € P; le point D détermine une droite de V, que ’on
note encore D. Le A-module D N A est projectif de rang 1; soit ¢(D) son
image dans le groupe c(A4) des classes d’idéaux de A. Si veIy,, on a
¢(vD) = ¢(D); ainsi, D+ ¢(D) définit par passage au quotient une application
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c:P/T,— c¢(A). En utilisant la structure des modules sur les anneaux de
Dedekind (Bourbaki, Alg. Comm., chap. VII, § 4, n° 10), on montre que ¢ est
une bijection; on a donc bien Card (P/T,) = h.

Si D eP, notons B, (resp. U,) le sous-groupe de Borel (resp. le sous-
groupe unipotent) de G défini par D, autrement dit ’ensemble des g € G tels
que gD = D (resp. tels que g& = x pour tout x € D).

LEMME 7. Soit D € P et soit N un sous-groupe S-arithmétique de G. Le
groupe Uy, N N est un sous-groupe distingué d’indice fini du groupe B, N N;
ona Uy,N N = B,N N st N est net.

Si g € B,, notons w(g) I’élément de K * tel que ga=w(g)x pour tout x € D;
on a la suite exacte

[0}

1} — Uy — By —2> K * 1.

D’autre part, si v appartient & un sous-groupe S-arithmétique de G, les
valeurs propres de v sont des éléments entiers sur A.
En particulier, si Y€ B, N N, on a (7) € A*, d’ou une suite exacte

) —U,NN— B,N N— A*.
Comme Card (S) = 1, le groupe A* est fint; on voit donc bien que U, N N est
d’indice fini dans B, N N. Si en outre N est net, on a w(y) = 1 pour tout
ve B, N N, puisque @(7) est une racine de ’unité; d’ou le fait que U, N N =
B, N N dans ce cas.

Revenons maintenant aux notations et hypothéses du n° 3.1, et soit ' un
sous-groupe S-arithmétique net de G. Choisissons des représentants (D),
i€ P/T, des éléments de P/T’; pour tout 4, posons

Fiz UDiﬂF=BDiﬂF,

cf. lemme 7. Les TI'; sont des groupes abéliens; notons U(I') leur somme
directe J];.p;r I'ss & isomorphisme canonique preés, elle est indépendante du
choix des représentants D;. L’inclusion I'; — I' définit un homomorphisme
a;:T; —T'*, d’ot, par somme directe, un homomorphisme

a: U)— T,
THEOREME 7. (a) Dans le cas de caractéristique p, U(T') est un F,-espace
vectoriel de dimension W, le noyau de « est fini, et son conoyau est de type fini.

(b) Dans le cas quadratique imaginaire, UT) est un groupe abélien
libre de rang 2hr, et le noyau de « est de rang hr.

(Rappelons que Ay désigne le nombre d’éléments de P/T', cf. lemme 6.)
Chacun des I'; est un sous-groupe S-arithmétique du groupe additif G,,
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donc est isomorphe & un sous-groupe d’indice fini de A. Dans le cas (a), A est
un F,-espace vectoriel de dimension ¥, et dans le cas (b), A est isomorphe
a Z*. Comme le nombre de facteurs de U(T) est hy, on en déduit bien les

assertions relatives a la structure de U(I'). Celles relatives & « seront
démontrées aux n> 3.3 et 3.4 ci-apres.

Montrons que le théoréme T entraine le théoréme 6. C’est clair dans le
cas quadratique imaginaire, puisque ’image de a est un sous-groupe de I'**
de rang 2hr — hr = hr = 1, donc a une infinité d’éléments. Dans le cas de
caractéristique p, le th. 7 montre que 1’on ‘a une suite exacte

0 w re E 0,

ou W est un F,-espace vectoriel de dimension Y, et E un groupe abélien de
type fini. Soit e ¢ Ext (E, W) la classe de cette extension. Comme E est de
type fini, on peut décomposer W en W, x W,, avec W, de dimension finie, de
telle sorte que e appartienne 4 la composante Ext (E, W,) de Ext (E, W). Le
groupe I'*® est donc isomorphe au produit direct de W, par un groupe FE,
extension de E par W,; comme E, est de type fini, cela démontre bien le th. 6
dans le cas considéré.

Remarque. Bien que ce soit inutile pour notre objet, signalons que, dans
le cas rationnel, le groupe U(T') est libre de rang k. et 'on a une suite
exacte

a

0—>7Z Ur) -2 1= Zr —— 0,

ou g désigne le genre de la surface de Riemann compactifiée de X/T" (cf.
démonstration du théoréme 6). Cela résulte de la structure bien connue du
premier groupe d’homologie d’une surface compacte dont on a retiré un
nombre fini de points.

3.3. Propriétés de a: U(T') — I'*® (cas de caractéristique p).

I1 s’agit de prouver que le noyau et le conoyau de « sont de type fini.
Nous nous bornerons a indiquer les grandes lignes de la démonstration,
renvoyant pour plus de détails a [22], chap. II, § 2.

(a) L’arbre X.

Soient v I'unique élément de S, O, I’anneau de valuation correspondant
et 7 une uniformisante de O,. Un sous-O,-module L de V = K? est appelé un
réseau s’il est libre de rang 2, auquel cas il engendre le K-espace vectoriel V.
Deux réseaux L et L’ sont dits équivalents s’il existe x e K* tel que ML = L’.
Soit X I’ensemble des classes d’équivalence de réseaux de V. Deux éléments
z, 2’ de X sont dits voisins si 1’on peut les représenter par des réseaux L et
L’ tels que L D L’ et que L/L’ soit un O,-module de longueur 1. La relation
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de voisinage munit X d’une structure de graphe combinatoire; on vérifie
facilement que ce graphe est connexe, non vide, et ne contient pas de circuit,
autrement dit que c’est un arbre (cf. [22], chap. I, n° 1.1). Si K, désigne le
complété de K pour v, le groupe PGL,(K,) opére de facon naturelle sur X;
les stabilisateurs des sommets de X sont les sous-groupes compacts maximaux
de PGLz(K,). L’arbre X joue pour PGLy(K,) le 7éle que joue le demi-plan de
Poincaré pour PGLy(R)*.

(b) Pointes.

Soit d’abord L, = (0,)? le réseau standard de V = K?, et soit x, le point
correspondant de X.

Soit D € P; comme au n° 3.2, nous identifions D a une droite de V. Sim
est un entier > 0, nous noterons L(m, D) le sous-réseau de L, engendré par
™ L, et L, N D; soit #(m, D) son image dans X. On a %(0, D) = x,. Pour D
fixé, les #(m, D), m = 0,1, --., sont les sommets d’un “droit chemin” de X
d’origine «,, i.e. forment un sous-graphe de la forme

X,0 ° o oo

Ce droit chemin p, est la pointe définie par D; i un nombre fini de sommets
pres, elle ne dépend pas du choix de l’origine #,. Si N est un entier = 0, nous
noterons p,(N) le sous-graphe de p, formé des x(m, D) tels que m = N.

(¢) Action de T sur X.

Soient T" et D,(7 € P/T) comme au n° 8.2. Le groupe I' opére sur X.

LEMME 8. Il ewiste une partie finie F de X et un entier N = 0 tels que:

(1) Les pointes tronquées p,(N), i€ P/T, sont deux d deux disjointes,
et sont disjointes de F; la réunion de F' et des p,,(N) est un systéme de
représentants de X/T" dans X.

(i) St m = N et 1€ P/T, le stabilisateur T';(m) de x(m, D;) dans T est
contenu dans T';(m + 1) et opére transitivement sur l’ensemble des arétes de
X d’origine x(m, D,) et d’extrémité distincte de x(m + 1, D;).

(iii) Pour tout i € P/T, la réunion des T';(m) est égale a T;.

Ce résultat est analogue a ceux de Borel relatifs aux domaines fondamen-
taux des groupes arithmétiques (cf. [7]). Il est englobé dans les résultats bien
plus généraux de G. Harder [11]. La démonstration qui en est donnée dans
[22], chap. II, § 2 consiste a4 se ramener d’abord au cas ou I' = 'y, et & inter-
préter les éléments de X/T' comme certaines classes de fibrés vectoriels de
rang 2 sur la courbe projective définie par K; le lemme provient alors de ce

4 Plus généralement, les immeubles de Bruhat-Tits constituent ’analogue ultramétrique

des espaces riemanniens symétriques de la théorie archimédienne, cf. par exemple [21].
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que presque tous ces fibrés sont décomposés en sommes de deux fibrés de
rang 1.

(d) Structure de X/T.

Du fait que T est contenu dans SL,(K), aucun élément de I" ne transforme
une aréte de X en son opposée; cela permet de définir le graphe quotient X/T'.

LEMME 9. Il existe un sous-graphe fint F' de X/T tel que le complé-
mentaire de F' se décompose en somme disjointe de droits chemins A;, images
1somorphes des pointes tronquées p, (N + 1) avec i€ P/T.

Cela résulte du lemme 8 en prenant pour F’ ’image par X — X/T" de la
réunion de F et des 2(N, D;), 1 € P/T.

(e) Relations entre I’homologie de T et celle de X/T.

Soit M un I'module. Soit s un entier = 0, et soit 2 un sommet de X/T};
choisissons un représentant Z de « dans X, soit I'(Z) son stabilisateur dans T,
et soit H,(I'(%), M) le groupe d’homologie correspondant; on voit tout de suite
que ce groupe est indépendant du choix de Z, & isomorphisme unique prés;
notons le J(,(x). On définit de méme IC,(y) lorsque y est une aréte de X/T,
ainsi qu’un homomorphisme Cor: J(,(y) — F,(x) lorsque x est une extrémité
de y. La famille

I, = {IH(x), I, (y), Cor}

constitue ce qu’il est naturel d’appeler un cofaisceau sur le graphe X/T'; les
groupes d’homologie correspondants sont notés H,(X/T', I(,); ils sont nuls pour
r=2.
LEMME 10. On a une suite exacte:
0 — HX/T,¥H,) — HJT, M) — H(X/T, H,,) — 0.
C’est un cas particulier de la suite spectrale associée a ’action de I sur

X, compte tenu de ce que X est de dimension 1. On peut aussi en donner une
démonstration directe en utilisant la suite exacte

0— C(X, M) —> Cy(X, M) — M — 0

des chaines de ’arbre X a coefficients dans M.

(f) Fin de la démonstration.

Soit C la classe des groupes abéliens de type fini. Appliquons le lemme
10 avec M = Z et s = 1, de sorte que H,(I', M) s’identifie & I'**. On obtient
une suite exacte

0— H(X/T,¥,) —TI'* — HX/TT,H)—0.

Lorsque I’on remplace X/T" par la somme disjointe des droits chemins A,
les H,(X/T', ¥,) ne changent pas, & un C-isomorphisme prés: cela résulte du
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lemme 9. On peut donc (toujours & un C-isomorphisme prés) remplacer la
suite exacte précédente par:

0— Hiep/r‘ Ho(Ai’ H)— T — HieP/I‘ H, (A, 3Co) —0.
Mais il est facile de calculer Hy(A;, IC,) et H,(A;, FC,). On trouve:
Ho(Ai’ I) = lim. Fim) =T,
Hx(Au E}Co) = H1(Ai’ Z) =0.

On obtient donc en définitive un C-isomorphisme de J] T; sur I'**, et il ne reste
plus qu’a vérifier que ce C-isomorphisme est induit par 1’homomorphisme «
du n° 3.2, ce qui ne présente pas de difficulté.
Remarque

La démonstration ci-dessus donne d’autres renseignements sur les
H,(T', M) et en particulier sur I'**. Elle montre par exemple que le rang du
groupe Coker («) est égal au premier nombre de Betti du graphe X/T), i.e.
au “nombre de circuits” de X/I'. D’autre part, si M est fini d’ordre
premier a p, le groupe H(T', M) est fini, et les H,(T', M) sont nuls pour s > 2.
Exemple

Soit £ un corps fini 4 g éléments. Prenons A = k[T], de sorte que
K = k(T) et que v est la valuation “a I’infini”, i.e.
v(a) = —deg (a) pour tout @ = 0 de A .
Si I'on prend pour T' le groupe I'y = SLy(k[T]), le graphe X/T" est un droit
chemin, isomorphe a la pointe p, relative a la droite D = K x {0} de V; cela
se démontre, soit directement (cf. [22], chap. II, n° 1.6), soit en utilisant la
classification des fibrés vectoriels de base une droite projective, due a
Grothendieck. Ce résultat est étroitement 1ié 3 la décomposition de I'", comme
somme amalgamée (cf. [18]):

r,= SLz(k)*B(k)B(k[T]) ’
ol B désigne le sous-groupe de Borel (3 :) de SL,.

Comme sous-groupe net, on peut prendre le groupe de congruence I" défini
par I’idéal premier (7') de A. On trouve alors ([22], loc. cit., exerc. 5) que
X/T" est réunion de q + 1 droits chemins d’origine commune, et que I' est
isomorphe au produit libre des T';, lesquels sont isomorphes a A; en particulier,
I’homomorphisme «: U(T") — I'* est un isomorphisme.

3.4. Propriétés de a: U(T') — I'*® (cas quadratique tmaginaire).

Nous supposons maintenant que K est un corps quadratique imaginaire
Q(V'—d), avec deZ, d > 1. Le groupe I' est un sous-groupe discret du
groupe de Lie G¢c=SL,(C). Soit X ~ G¢/SU,(C) ’espace riemannien symétrique
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de Gg; les points de X correspondent bijectivement aux sous-groupes compacts
maximaux de G¢; en tant qu’espace de Riemann, X est isomorphe a l’espace
hyperbolique @ trois dimensions. Comme I' est sans torsion, il opére libre-
ment sur X, de sorte que X/T" est une variété de dimension 3, orientable, et
non compacte. Nous noterons X; la compactification canonique de X/T
décrite par Borel [7], § 17 (voir aussi I’ Appendice ci-aprés); c’est une variété
d bord compacte, dont l’intérieur est égal a X/I®. Son bord 0X est somme
disjointe de tores E;, correspondant aux éléments ¢ de P/I' (ce sont les
“pointes” de X/T'); si I’on ncte U; le sous-groupe unipotent de G¢ formé des
g € G tels que go = « pour tout « € D;, le tore E; est un espace homogeéne de U,
de groupe d’isotropie I'; = I' N U, de sorte que E; est isomorphe a U;/T’;. (Noter
que U, est un espace vectoriel de dimension 1 sur C, de sorte que U;/T’; a une
structure naturelle de courbe elliptique, admettant le corps K comme corps
de multiplication complexe.)

Puisque X est contractile, les groupes d’homologie H,(I') du groupe I’
s’identifient aux groupes d’homologie H,(X/T') de I’espace X/T'; nous prenons
ici comme groupe de coefficients le groupe Z, avec action triviale de I'. Comme
I’injection X/I' — X est une équivalence d’homotopie, on peut identifier
H,(X/T') & H(Xr). On a en particulier

r< = H() = H(X/T) = H(Xy) .
Pour la méme raison, on a H(T';) = H,(E;), d’ou
ur) =11.T. = I, HT) = 11, H(E;,) = H(Xr) .
Ces diverses identifications transforment I’homomorphisme
a: UT) — T
en un homomorphisme
¢ H(0X,) — H(Xy) ;

la construction de X, donnée dans [7], loc. cit., montre que ¢ est 1’homo-
morphisme induit par l’injection de 06X dans X;.. Or nous voulons montrer
que le rang de Ker («) est égal a4 hr = 1/2rg. UT). Cela va résulter du
lemme suivant, bien connu en théorie du cobordisme, appliqué a Y = X,
etm = 1:

LEMME 11. Soit Y une variété a bord compacte et orientable, de dimen-
ston impaire 2m + 1. Le noyau de I’homomorphisme

5 Le fait que X/I' soit 'intérieur d’une variété a bord compacte est un cas particulier
d’un théoréme de Raghunathan [19] valable pour tous les groupes arithmétiques.
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¢ H,(0Y) — H(Y),

induit par Uingection de 0Y dans Y, a un rang égal a la moitié de celui de
H,0Y).

Rappelons la démonstration. Soient H*(Y) et H*(@Y) les groupes de
cohomologie, i coefficients dans Q, de Y et de 0Y; par dualité, il suffit de
prouver que 'image de ’homomorphisme de restriction

p: HMY) —> H™@Y)
est de rang égal 3 1/2.rg. H™(dY). Or, on a la suite exacte
(+) H™(Y) =~ H"(0Y) —— H™*(Y,3Y) .

La dualité des variétés a bord (resp. la dualité de Poincaré) définit un accouple-
ment (a, b) — <a, b)> entre H™(Y) et H"*(Y,0Y) (resp. entre H"(3Y) et
H™@Y)). Siles orientations de Y et de Y sont choisies de fagon cohérente;
les homomorphismes p et d sont transposés 1'un de 'autre par rapport a ces
accouplements, i.e. on a

(%%) {oa, by = <a, pb) siae H"(0Y), be H™(Y) ;

cela résulte simplement de la formule d(a. b) = d(a). b, valable lorsque b est
un cocycle et a une cochaine quelconque.

Puisque p est le transposé de , Im (o) est I’orthogonal de Ker (d) dans
H™(0Y). Mais la suite exacte () montre que Ker (6) = Im (p). On en con-
clut que Im (o) est son propre orthogonal dans H™ (0Y), autrement dit est un
sous-espace isotrope maximal de H™ (3Y), de rang égal a la moitié de celui
de H™(@Y). Ceci achéve la démonstration du lemme 11, et, en méme temps,
du théoréme 7.

Remarque

Si M est un I'-module, les groupes H(I', M) et H*(I', M) s’identifient aux
groupes d’homologie et de cohomologie correspondants de la variété X., a
valeurs dans le systéme local défini par M. On en déduit que I est de dimen-
sion cohomologique 2, et que les H([', M) et H*(I', M) sont de type fint si M
1’est; ces derniers résultats sont d’ailleurs des cas particuliers de ceux
démontrés par Raghunathan [19] pour tous les groupes arithmétiques sans
torsion (pour leur extension aux groupes S-arithmétiques, voir [21]).

La caractéristique d’FEuler-Poincaré y(T') est égale a celle de Xr, done
a la moitié de celle de 6Xr, qui est nulle puisque 0X est somme disjointe de
tores. Sil’on désigne par b, le s-iéme nombre de Betti de I, on a done:
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O=yTI)=1—"5b,+b, et b, = hr.

Questions

(1) Comment peut-on déterminer Ker (a)? Le théoréme 7 dit que c’est un
sous-groupe de rang kr de U(I') mais ne précise pas lequel. [On peut obtenir
des renseignements supplémentaires sur Ker (a) en utilisant les sous-groupes
de I" qui sont intersections de I' avec les conjugués de SL,(Q); toutefois, j’ignore
si les renseignements ainsi obtenus sont suffisants pour déterminer Ker («).]

(2) Comment varie b, avec I'? Par exemple, si T' est un groupe de
congruence I, quelle est la représentation linéaire de I',/T' = SL,(A/q) dans
I’espace vectoriel T'** @ Q? Une question voisine est celle de ’action des
opérateurs de Hecke; si x € GLy(K), et si I’on pose I', = I' N ~'T'x, 1’opérateur
de Hecke T, attaché a « est I’endomorphisme de I'** défini par

Fub v (I‘x)ab w I‘ab ,

ou v est le transfert de I dans I',, et u est induit par ’application v — @va.
Que peut-on dire des valeurs propres des T,, par exemple? Pour certains
sous-groupes I', les résultats récents de Weil [26] laissent penser que les
valeurs propres en question sont étroitement liées aux propriétés arithmétiques
des courbes elliptiques définies sur K; il serait trés intéressant d’en avoir des
exemples explicites.

3.5. Compléments sur le cas quadratique imaginaire.

Nous n’avons donné au n° précédent que le minimum nécessaire pour
démontrer le théoréme 7. La méthode employée (comparaison entre 1’homo-
logie de X et celle de son bord) permet d’obtenir d’autres résultats, que nous
allons indiquer.

Soit I" un sous-groupe arithmétique quelconque® de G; choisissons comme
au n° 3.2 des représentants D, des éléments de P/T’, et posons

T;=TnB,,.

On notera que l’on a en général T'; == I' N Up,; le groupe I'; peut méme étre
non abélien, si K contient des racines de ’unité autres que =+1.

Soit k& un corps de caractéristique zéro et soit M un k[I']-module de rang
fini sur k; les groupes de cohomologie H*(I', M), H*(T';, M) sont des k-espaces
vectoriels de dimension finie. Posons

¢ On pourrait méme prendre pour I' n’importe quel sous-groupe discret de Gc tel que
G¢/T soit de volume fini. En effet, Garland et Raghunathan [10] ont montré que ces con-
ditions entrainent l’existence d’une compactification de X/T' ayant toutes les propriétés

utilisées plus haut. On notera que certains de ces groupes ne sont pas arithmétiques;
Makarov, Vinberg et Mostow en ont donné des exemples.
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v\, M) =11, H(T:, M)
et soit o: H(I', M) — UXT, M) I’homomorphisme induit par les homomor-
phismes de restriction p;: H(T', M) — HXT;, M).

THEOREME 8. Supposons M munt d’une forme k-bilinéaire mon dé-

générée invariante par I'. On a alors
rg.Im (o) =1/2rg. UNT', M) .

Supposons d’abord que I soit net. Le I''module M définit alors un systéme
local de coefficients 9N sur la variété a bord X;; ce systéme local est muni
d’une forme bilinéaire non dégénérée, ce qui permet de 1’identifier a son dual.
On a ici encore

U, M) = H(0Xr, 9M) et H(T, M) = H'(Xr, M) .
La dualité de Poincaré définit sur H'(0Xr, 9N) une forme bilinéaire non dé-
générée qui est alternée (resp. symétrique) si la forme donnée sur M est
symétrique (resp. alternée). La formule (x+) du n° précédent est encore
valable, et I’on en déduit comme dans la démonstration du lemme 11 que
I'image de p: H(Xy, ON) — H'(0Xr, 9ON) est son propre orthogonal dans
HY0Xr, 91), d’ou le résultat cherché.

Passons au cas général. Choisissons un sous-groupe distingué T, de I"
qui soit net et d’indice fini. Posons g = I'/T,. On sait que I’homomorphisme
de restriction

H:T, M) — HT,, M)
identifie le premier espace au sous-espace du second formé des éléments in-
variants par g. On a donc
(a) HXF, M) = H(g, H(T,, M)).
Soit d’autre part MP 1’ensemble des applications de P dans M, et faisons
opérer I' sur MP par transport de structure, i.e. par
(v-fXD) =v-f(vD) sivel, feMPetDecP.
Si ’on note P(7), ¢ € P/T, les orbites de I" dans P, le I'-module MP est produit
des I'-modules MP*; de plus, le lemme de Shapiro montre que
HT, M?%) = H*T;, M) .
On a done
H\T, M?) = ], H\T, M*®) = ], H'(L;, M) = UXT, M)

et I’homomorphisme o correspond simplement 4 l’injection diagonale de M
dans MP?. On en déduit, comme ci-dessus
(b) U4T, M) = H{T, M?) = H'(g, H'T,, MP)) = H%g, UT,, M)).

This content downloaded from 140.247.39.167 on Tue, 28 Apr 2015 18:19:02 UTC
All use subject to JSTOR Terms and Conditions



http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp

516 JEAN-PIERRE SERRE

Si o, désigne I’homomorphisme de restriction H(I',, M) — UXT,, M), il
résulte de (a) et (b) que ’on a:

(© Im (o) = H'(g, Im (o).

Mais, d’aprés ce qui a été vu plus haut, Im (o,) est son propre orthogonal
dans U\I,, M) vis-a-vis d’une certaine forme bilinéaire non dégénérée B; le
caractére canonique de B, joint au fait que g conserve l’orientation de Xy,
montre que B est invariante par g. Le th. 8 résulte alors du lemme élé-
mentaire suivant:

LEMME 12. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’une
forme bilinéaire non dégénérée B; soit F un sous-espace de E égal a son
orthogonal dans E. Soit g un groupe fini opérant linéairement sur K,
laissant B invariante et laissant stable F. Alors la restriction de B ad
H'(g, E) est non dégénérée et H(g, F') est son propre orthogonal dans H'(g, E);
on a

rg. H(g, F') = 1/2rg. Hg, F) .

La démonstration est immédiate.
Remarques

(1) L’hypothése que k est de caractéristique 0 peut étre remplacée par
celle que ’ordre de g est inversible dans k.

(2) Soit M un k[I']-module de rang fini sur k, et soit M’ son dual. On
peut montrer que H*(T', M’) est dual de H**(T', M?/M); en d’autres termes,
le I'-module kP/k est un module dualisant pour T

(8) Posons Ty =T N Uy, et p; = I';/T}; ’homomorphisme @ du n° 3.2
identifie y; 4 un sous-groupe du groupe p des racines de 'unité de K (cf.
démonstration du lemme 7). On a

Hs(I‘i, M) = Ho(#i, Hs(l"‘-il-, M)) )

ce qui raméne la détermination de UYT, M) a celle des H Ty, M) et des
actions correspondantes des g;,. On vérifie facilement que, si T' est sans
torsion, ou si K est distinct de Q(v'—1) et de Q(1—38), on a g, c {*1} et
t; opére trivialement sur T} (autrement dit T'; est abélien).

Donnons maintenant quelques applications du théoréme 8:

COROLLAIRE 1. St les T'; sont sans torsion, on a
rg. Im (o) = >, rg. H'T;,, M) .

Si T'; est sans torsion, il est isomorphe a4 Z X Z et sa caractéristique
d’Euler-Poincaré est nulle. D’ou:

rg. H'T;, M) = rg. H'(T;, M) + rg. HT;, M) .
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Mais, puisque M est isomorphe a son dual, la dualité de Poincaré montre que
HYT;, M) et H¥T;, M) ont méme rang. On a donc

rg. H'(T;,, M) = 2rg. H'(I';, M) ,
d’oi le corollaire, en vertu du théoréme 8.

COROLLAIRE 2. Soit k = C, et soit Ad la représentation adjointe de T’
dans Ualgebre de Lie de G.. On a

rg. H'(T, Ad) = rg.Im (o) = 1/2 ), rg. H(T;, Ad) .
Si de plus les T'; sont sans torsion, on a rg. H(', Ad)=hr, avec hr=Card (P/T).

D’aprés Garland et Raghunathan ([10], (8.2)), ’homomorphisme 0 est
ingectif. On a donc rg. HY(T', Ad) = rg. Im (), ce qui démontre la premiére
égalité; la seconde résulte du th. 8 et la derniére du cor. 1, compte tenu de
ce que rg. H'(T;, Ad) = 1 siT; est sans torsion (ou, plus généralement, si y;
est contenu dans {+1}).

CoROLLAIRE 3. Soit a: [, T'¢* — ' I’homomorphisme induit par les
ingections T'; — T'. Le rang du groupe Im (a) est égal au nombre d’éléments
1€ P/T tels que p; < {*1}; en particulier, il est égal @ hr si T’ est sans
torsion, ou si K est distinct de Qv —1) et de Q(V/ —3).

(Lorsque I est net, on retrouve le théoréme 7.)

On applique le th. 8 au module M = k, avec action triviale de I" et I’on
utilise le fait que HY(T;, k) = Hom (I'?, k) est de rang 2 si y; est contenu dans
{£1}, et de rang 0 sinon.

3.6. Le groupe SLy(A)® (cas quadratique imaginaire).

On conserve les notations et hypothéses des n* 3.4 et 3.5; en particulier,
on a K= Q(1/—d), ol d est un entier = 1; on suppose d sans facteurs
carrés. On note ¢(A) le groupe des classes d’idéaux de A, et & son ordre.
On pose

' =T, =SLy4).
On s’intéresse 3 la structure du groupe I'*®, et plus précisément, 3 la déter-
mination du noyau de a: J[[I'¥* — I'*. Comme les cas d =1 et d = 3 sont
bien connus (cf. Cohn [9] et Swan [23]), et quelque peu différents des autres
(cf. cor. 3 au th. 8), on les écarte; on suppose donc dans tout ce qui suit que
K est distinet de Qv —1) et de Q(1—3). Cela entraine que chaque T} est
produit de {#1} par I'} = I' N Up,. Nous poserons

U = HieP/l" F‘j. ’

et tout revient 4 déterminer le noyau de a: U — I'®®,
Nous aurons besoin pour cela de quelques définitions préliminaires.

This content downloaded from 140.247.39.167 on Tue, 28 Apr 2015 18:19:02 UTC
All use subject to JSTOR Terms and Conditions



http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp

518 JEAN-PIERRE SERRE

Structure de U.

On a vu plus haut (n° 3.2, démonstration du lemme 6) que les éléments <
de P/T" correspondent bijectivement aux classes d’idéaux de A. Plus préci-
sément, soit ¢ € ¢(A) une telle classe. Il existe un sous-module E de rang 1
de L = A? qui est facteur direct dans L, et dont la classe (au sens de Bourbaki,
Alg. Comm., chap. VII, § 4, n° 7) est égale a ¢. On lui associe le sous-groupe
unipotent I’ de T' formé des éléments dont la restriction a E est 1’identité.
On a donec I'Y = Hom, (L/E, E). Mais d’autre part le produit extérieur
(a, b) — a A b définit un accouplement

EQ.LIE— AN(L) =4,

d’ot un isomorphisme de E sur le module dual (L/E)* de L/E. On obtient
done un isomorphisme canonique

I = Hom, (L/E, E) = (L|E)" QE=EQE = E*.

On observera en outre que, si E et F' sont des A-modules projectifs de rang 1
de méme classe ¢, il n’existe que deux isomorphismes ¢ et —¢ de E sur F,
et ces deux isomorphismes définissent le méme isomorphisme ¢* de E%* sur
F¢. Le module E%® associé a ¢ est donc déterminé a isomorphisme unique
prés; il est licite de le noter ¢®2. On a ainsi:

IF'i=c¢*et U=1]] c®® .

cec(d)
Si 'on choisit des idéaux fractionnaires a(c) représentant les différentes
classes ¢, on peut identifier ¢®? au carré a(c)* de 1’idéal a(c) et I’on a

U = HceclA) a(c)2 .
Conjugaison complexe.
L’application a+— @ définit, par transport de structure, des automor-
phismes de T', I'*®, ¢(A4) et U, que nous noterons par la méme lettre o.

Action de o sur c(A) et sur U.

Tout d’abord, si a est un idéal fractionnaire de K, le produit a-a est
’idéal principal engendré par la morme N(a) de a; on en conclut que la classe
de @ ezt I’invzrsz de la classe de a, autrement dit que ’on a

o(c) = ¢ pour tout ¢ e ¢(A) .
Supposons que o(¢c) = ¢, i.e. que ¢* = 1, et soit a un idéal de classe ¢. Puisque
a et a sont dans la méme classe, il existe € K* tel que @ = na. On a alors
M= £1, d’oi AMX = 1 puisque AX est > 0; le “théoréme 90” montre qu’il
existe pre K* tel que v = p~'ft et I'idéal o/ = p—'a vérifie la relation a’ = a’.
Si 7 est le nombre d’éléments c € ¢(A) tels que ¢ = 1, on en conclut que ’on
peut trouver des représentants
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T A S A R (r+2s=nh)

des éléments de ¢(A) tels que d@; = a; pour L i <reth;, =c; pour 1 <j <s.
Le A-module U se décompose en U = VW, avee

V=T1la et W=]1[,®:Dc).

L’application ¢ est un anti-automorphisme de U, donné par:
o(x) =% sizea

oy, 2) =z, Y) si(y,2)e2Pct.
Nous noterons Uy, Vi et Wy ’ensemble des éléments de U, V et W invariants
par o, et nous noterons Uy I’ensemble des w + a(u), ou % parcourt U. On a:

Upg = Ve® Wr, Ug = 2V D Wk
et

Uy D U D2Ug.

Les groupes Uy, Uy, Vi et Wy sont des groupes abéliens libres de rang &, &,
r et 2s respectivement. Leur relation avec le noyau de « est donnée par le
théoréme suivant:

THEOREME 9. Le noyau N de I’homomorphisme a: U — SLy(A)* vérifie
les inclusions 6 U} — N c Uy.

(En particulier, N est compris entre Uy, et 12Uy, autrement dit NNV coin-
cide avec Uy 4 un groupe d’exposant 12 prés.)

COROLLAIRE 1. Soit & un produit d’éléments unipotents de SL,(A), et
soit & = o(x) son image par la conjugaison complexe. L’élément (x.Z)°
appartient aw groupe dérivé de SL,(A).

Cela exprime le fait que 6 U} est contenu dans N.

COROLLAIRE 2. Soit we U. Pour que ca(u) soit un élément de torsion de
SL,(A)*, 1l faut et il suffit que w appartienne @ Uy.

Si w e Uy, ona 2ue U, et le théoréme montre que a(u)? = 1. D’autre
part, si w n’appartient pas a Uy, il en est de méme de nu pour tout n = 1, et
le théoréme montre que a(u) est d’ordre infini.

(En particulier, si a € A n’appartient pas & Z, I'image de (]6 C{) dans
SLy(A)* est d’ordre infini, comme l’avait observé Swan ([23], n° 17) dans
divers cas particuliers.)

Démonstration du théoréme 9.

Observons d’abord que I'inclusion N < Uy est une conséquence de ’inclu-
sion 6U}, — N. En effet, supposons que 'on ait 6Up C N et qu’il existe un
élément u € N non contenu dans Uy; le sous-groupe de N engendré par 6 U}
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et u serait alors de rang % -+ 1, ce qui contredirait le cor. 3 au th. 8.
Reste 4 prouver que 6U} est contenu dans N. Cela va résulter de la
proposition suivante, qui sera démontrée au n° 3.7:

PROPOSITION 6. Soit q un tdéal Sfractionnaire de K et soit H(q) le sous-
groupe de SLy(K) formé des matrices (g 3) telles que ac A, beq, ceq'et
de A. Soientteqett = t/N(q); on at' e q*. Posons

(= (D) = (29):

L’élément (x,-y,)° appartient alors au groupe dérivé de H(q).

(Le groupe H(q) est un sous-groupe arithmétique de G; ¢’est le stabilisateur
du réseau m@n, ou m et n sont deux idéaux tels que m-n~' = q; c’est un
groupe de méme genre que SL,(A). Lorsque la classe de q est un carré, H(q)
et SL.(A) sont isomorphes; c’est le cas que nous allons utiliser.)

Montrons comment la proposition précédente entraine ’inclusion 6 U}, — N.
Soit ¢ ec(A) et soit weT'f. Il faut prouver que I'image de 6(u + o(u)) dans
SL,(A)*® est triviale. Soit a un idéal appartenant a la classe ¢; sil’on identifie
I'f a a® comme on ’a expliqué plus haut, « correspond i un certain élément ¢
de a? et o(u) correspond a ’élément ¢ de I'f,,, =a% mais, puisque a—'= N(a)~*-a
est dans la méme classe que @, on peut aussi identifier '}, 4 a~2 et cela trans-
forme o(u) en ’élément ¢’ = N(a)~*-t de a—>. On va maintenant expliciter des
éléments unipotents de SL,(A) dont les classes de conjugaison sont u et o (u).
Choisissons un isomorphisme

0:L—a@Pat

qui soit de déterminant 1, autrement dit tel que sa puissance extérieure
seconde
AG:A = ANL— NaBa)=a@Qa’ = A
soit 1’identité. Le groupe SL(a P a) s’identifie de facon évidente au groupe
H(q) de la prop. 6, avec q = a’>. En particulier, I’élément ¢ de a* définit un
élément unipotent x, = <(1) i) de SL(a @ a?) et 6,0 est un représentant
de u. De méme, si I’on choisit un isomorphisme
0:L—a'@Pa

de déterminant 1, I’élément 0’*‘@ §I>0’ est un représentant de o(u). Mais on
peut prendre pour 6’ le composé de 8 et de ’isomorphisme

w: (2, y) — (¥, —%)

de a@Patsur a'Pa (noter le signe “moins” qui est nécessaire pour que
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det (w) = 1). On a alors

=g 1) = o Vwo = o0-(_y Do -

Avec les notations de la prop. 6, ce qui précéde montre que 6-'x,6 est un
représentant de % et 6~'y,0 un représentant de o(u). D’ou le résultat cherché
puisque (.y,)® appartient au groupe dérivé de H(q).

Remarques

(1) En utilisant une variante de la prop. 6, on peut démontrer le résultat
suivant, plus précis que le cor. 2: si u € Uy, il existe des éléments «; de SL,(A),
d’ordre 3 ou d’ordre 4, tels que a(u) soit égal a ’image du produit des x;
dans SL,(A4)®.

(2) Signalons quelques résultats, obtenables par une méthode analogue
a celle suivie ci-dessus, et qui précisent un peu ’inclusion 12U ¢ N:

sid=1(mod3),onadVyc N

sid=2(mod4) ,, 6VzCN

sid=3(mod8 ,, 3VzcAN.

En particulier, si d =19 (mod 24), on a Vi < N, et ’élément (23 D appartient
au groupe dérivé de SL,(A). Ainsi, pour d = 19, 43, 67, 163, o k. = 1, on a
N = Ui = Vi et I'image de U dans SL,(A)* est un groupe cyclique infini,
engendré par 'image de @ (1”), ot w = (1 + vV —d)/2.

Par contre, si d = 15, 23 (mod 24), I’image de (2‘) %) dans SL,(A4)* est
d’ordre 12. Cela se voit en utilisant le fait que SLy(Z/4Z) X SLyZ/3Z) est
quotient de SL,(A) par un groupe de congruence convenable.

(3) Pour un certain nombre de valeurs de d, on dispose de résultats
beaucoup plus précis que le th. 9. En effet, Bianchi ([6], voir aussi [27]) a
déterminé un domaine fondamental de I'=SL,(A)" dans ’espace hyperbolique;
pour certaines valeurs de d, on peut en déduire une présentation de I' par
générateurs et relations, d’od a fortior: la structure de I'*® (et non pas seule-
ment, comme ici, de la partie de I'*® engendrée par les éléments unipotents).
Une méthode voisine a été utilisée récemment par Swan [23], qui donne un
procédé général permettant de déterminer une présentation de I, et explicite
le résultat pour d = 2, 5, 6, 7, 11, 15, 19 (ainsi que pour d =1 et 3, que
nous avons convenu d’exclure). D’autres valeurs de d ont été traitées par
Mennicke (non publié), en particulier d = 10 qui est la plus petite valeur pour
laquelle on ait rg. I'** > h. Les méthodes de Swan et Mennicke sont topologi-

7 En fait, Bianchi considére, non pas le groupe T', mais le groupe T des automorphismes
et anti-automorphismes du réseau A2, on a (I': ') =4 et ’on passe facilement d’une présen-
tation de I' 4 une présentation de I'.
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ques; lorsque K est euclidien (d = 1, 2, 8, 7, 11), on dispose également d’une
méthode algébrique, due 4 P. M. Cohn [9].
3.7. Démonstration de la proposition 6.

Elle utilise les trois lemmes suivants:

LEMME 13. Soit « = <(1) i) La matrice —a® = <_$ :?) appartient au

groupe dérivé de SLy(Z).

Soit w = <(1) _%)) Posons

u = swr~w™t = (é i) . G (1)) = (% i) et v =a'wrw™ = (_% _]1‘> .

On constate alors que uvu—'v—' = —2a°, ce qui montre bien que —«° appartient
au groupe dérivé de SL,(Z) (et méme au second groupe dérivé).

LEMME 14. Soit p un nombre premier + 2 et soit I'y(p) le sous-groupe de
SL,(Z) formé des matrices (‘cl g) telles que ¢ = 0 (mod p). Soient x et y les
éléments de Ty(p) définis par x = ((1) i), Yy = (_; g) L’élément (xy)®
appartient aw groupe dérivé de T'y(p).

Soit (x) le sous-groupe de SL,(Z) engendré par x. L’ensemble

(x)\SLy(Z)/T'(p)
des doubles classes de SL,(Z) modulo I',(p) et (x) a deux éléments; on peut les
représenter par 1 et w = (g _O>' On en conclut que I'image de x par le
transfert v: SLy(Z)*® — I'y(p)® est égale & x.wa*w—" = xy. D’autre part, on a
v(—1) = (=1)**' = 1, puisque p est impair. D’ou:

v(—a%) = (vy)° .
D’aprés le lemme précédent, —«° appartient au groupe dérivé de SL,(Z); il en
résulte que v(—°) est I’élément neutre de I'y(p)**; d’ot le lemme.
Remarque. Si p est congru a4 —1 mod. 3 (resp. mod. 4, resp. mod. 12),
I’exposant 6 du lemme précédent peut étre remplacé par 2 (resp. par 3, resp.
par 1).

LEMME 15. Soit q un idéal fractionnaire de K. En tant que groupe
abélien, q est engendré par les éléments teq jouissant de la propriété
suivante:

(P)—L’entier tt/N(q) est un nombre premier # 2.

11 suffit de montrer que, pour tout nombre premier I, et tout élément non
nul v de q/lq, il existe ¢ € q, tel que ¢ jouisse de la propriété (P) et que I’image
de t dans q/lq soit égale a v.
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Soit % un représentant de v dans q. Soit Q ’ensemble des idéaux premiers
p de A dont la classe mod. [ est égale a celle de nq*; d’aprés le théoréme de
la progression arithmétique, la densité de Q est > 0. On peut donc trouver
un élément p de Q qui soit de degré 1, et dont la norme p soit = 2. Le fait
que p appartienne a Q signifie qu’il existe un élément z de K*, congru a 1
mod. ! (multiplicativement), tel que p = znq~'. L’élément ¢ = zn répond
alors 4 la question: on a ¢ € q, I'image de ¢ dans q/lq est l1a méme que celle de
n, et tt/N(q) = p est un nombre premier == 2.

Démonstration de la proposition 6.

Il s’agit de montrer que, si teq, ¢ = £/N(q), et si o, = (é i), Y, =
(_%, (D, 1’élément (x,y,)° a une image triviale dans H(q)*.

Soit a(t) cette image. L’application ¢ — a(t) est un homomorphisme de q
dans H(q)**. Vu le lemme 15, il suffit donc de prouver que a(t) = 1 lorsque
tt/N(q) est égal 4 un nombre premier p # 2. Supposons que ce soit le cas.
Soit » I’homomorphisme de I'y(p) dans SL,(K) défini par

(tcl g) —_ (c(tl‘1 th> :

L’image de @ est contenue dans H(q). En effet, puisque b appartient a Z, on
a bt € q; d’autre part, puisque ¢ appartient 4 pZ, on a ct™' € pt—*A4, et comme
pt~' = £.N(q)"* = t’ appartient 4 q~*, on a bien ct~' € g

De plus, si z = <(1) i) et y = (_; (1)>, on a p(x) = 2, (¥) = ¥,. Mais,
d’aprés le lemme 14, (xy)° appartient au groupe dérivé de I'y(p); son image
par @, qui est (x.y,)°, appartient done au groupe dérivé H(q), ce qui achéve la
démonstration.

APPENDICE
Adjonction de bords aux espaces symétriques de rang 1

Notations (celles des §§ 1, 2, 3 ne s’appliquent plus).

Le lettre G désigne un groupe algébrique linéaire simple sur R, de R-
rang égal @ 1 (cf. [7], n° 11.8); on note également G 1’ensemble de ses points
réels et 1’on fait une convention analogue pour les autres groupes algébriques
définis ci-dessous.

On note X ’espace symétrique attaché & G. On fait opérer G a droite
sur X. L’action de G est transitive et les stabilisateurs des points de X sont
les sous-groupes compacts maximaux de G. Si K est un tel sous-groupe, on
note (K) le point de X de stabilisateur K.

On note bX la frontiére de Satake de X. C’est un espace homogéne de
G. Si D e bX, le stabilisateur @, de D est un sous-groupe parabolique minimal
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de G; son radical unipotent est noté N,. Le quotient Q,/N, contient un
unique tore déployé de rang 1; son image réciproque B, dans Q, est un sous-
groupe trigonalisable maximal de G. Le point D est déterminé de maniére
unique par Nj, B, ou Q,; on pourrait done, par exemple, définir bX comme
I’espace homogéne des sous-groupes paraboliques minimaux de G.

Adjonction d’un bord correspondant a un point frontiere de X.
Soit D e bX. Notons Y, I’ensemble des sous-tores déployés de rang 1 de
Qp (ou de B,, cela revient au méme), et soit X, I’ensemble somme de X et de

Y,. Nous allons munir X, d’une structure de variété @ bord d’intérieur X
et de bord Y.

Soit K un sous-groupe compact maximal de G. On vérifie facilement
qu’il existe un unique élément S; de Y, qui soit stable par I’involution de
Cartan définie par K. Si A; désigne la composante neutre de S, (pour la
topologie usuelle), on a la décomposition d’Iwasawa G = K.Ax.Ny, ef. [7],
n° 11.18. On identifie Ax au groupe R* des nombres réels > 0 au moyen de
la racine positive de S, pour la relation d’ordre associée & Np; si te R¥, on
note ¢ I’élément correspondant de Ax (I’ensemble des (K).tz, 0 < t <1, est
la demi-géodésique de X issue de (K) et tendant vers le point frontiére D).
Soit maintenant

fxi Ry X Np— X,
I’application définie par:
fx(t,m) = (K)tgme X sit>0,neN,
fxt,m) = n'.SgneY, sit=0,neN,.

C’est une bijection.
Soit K’ un autre sous-groupe compact maximal de G, et soient 6 ¢ R*,
v e N, tels que (K') = (K).0x.v. Posons:

P(t, m) = (6t, vn) si (¢, m) e Ry X Np.
Un calcul immédiat montre que le diagramme

R+ X ND \fK'
|
901 XD
/
R, x N, /T«

est commutatif. Mais @ respecte la structure de variété a bord de R, x N,,
produit de celle de R, (de bord {0}) par celle de N, (de bord vide). On en
conclut qu’il existe sur X, une structure de variété d@ bord analytique réelle
et une seule telle que les bijections fi soient des isomorphismes; c’est la
structure que nous voulions définir; son bord est Y.
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[I1 y a peut-étre intérét a changer la structure analytique réelle de X, le
long de Y, en prenant pour coordonnée locale “normale”, non ¢, comme nous
I’avons fait, mais une puissance (tg)* de ¢z, oi A\ est un nombre réel > 0
convenable. Cela peut avoir de I’importance pour 1’étude de X, et de ses
quotients du point de vue de la géométrie différentielle.]

On notera que le groupe Q, opére sur X, (par transport de structure).
Le stabilisateur dans @, d’un élément S du bord Y, est le centralisateur
Z(S) de S dans G; on a Q, = Z(S).N, et Z(S) N B, = S. D’autre part, Y,
est un espace homogéne principal de N,.

Adjonction de plusieurs bords.

Soit P une partie dénombrable de bX, et soit X(P) ’ensemble somme de
X etdes Y, pour De P. SiDe P, X, s’identifie 4 un sous-ensemble de X(P).
1l existe sur X(P) une structure de variété a bord et une seule telle que les
X, (munis des structures définies ci-dessus) en soient des sous-variétés
ouvertes. On l’obtient simplement en recollant les X,, D e P, suivant leur
intersection commune X; le fait que X (P) soit séparée résulte de [7], 12.6.

Le bord de X(P) est somme disjointe des Y, D ¢ P. La variété X(P) est
démombrable & Uinfini, du fait que P est supposé dénombrable (sinon, on
obtient une variété non paracompacte); elle est contractile puisque son
intérieur l’est.

Le caractére “intrinséque” de X(P) montre que tout automorphisme de
I’espace de Riemann X qui laisse P invariant se prolonge en un automorphisme
de la variété a bord X(P).

Action d’un groupe discret.

Soit T" un sous-groupe discret de G. Soit P ’ensemble des pointes de T,
autrement dit I’ensemble des D ebdX tels que N,/(' N N,) soit compact.
L’ensemble P est dénombrable et invariant par I'. Le groupe I' opére done
sur la variété a bord X(P).

THEOREME. Supposons que I' soit arithmétique (cf. Borel [7], §17). Le
groupe I opere alors proprement sur U’espace X(P) et le quotient X(P)/T est
compact.

Ce théoréme n’est qu’une reformulation, dans un langage un peu différent,
de résultats établis par Borel dans [7], loc. cit. On notera que, d’aprés
Garland-Raghunathan [10], on peut remplacer I’hypothése que I" est arithmé-
tique par celle que G/T" est de volume fini.

COROLLAIRE. Supposons en outre que I' soit sans torsion. Alors T' opére
librement sur X(P) et le quotient X(P)/T' est une variété a bord compacte;
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son bord est (I1,., Yo)/T et son intérieur est X/T.

Si I’on choisit des représentants D, c P des éléments de P/T, le bord de
X(P)/T est réunion disjointe des E; = Y, /(Q,, N T); lorsqu’en outre I' est
net, on a Q,,NT = N,, NT et E; a une structure naturelle de “nilvariété”.
On retrouve 1’énoncé de Borel [7], 17.10 (dans le cas particulier du rang réel 1).
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