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Dynamique des prix

Pour évaluer des produits deérives, il est essentiel
d’avoir des modeles précis de la dynamique des prix
des actifs sous-jacents.

D’un point de vue theorigue, a quel type de dynamique
doit-on s’attendre?

Dans un environnement risqgue-neutre, le processus
des prix devrait étre une "Martingale Continue a
Variation Maximale" (MCVM).
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Origine du mouvement Brownien

Depuis Bachelier, le mouvement Brownien est utilisé
pour modéliser I'’évolution des prix sur les marchés.
— D’ou vient ce M. B.?

Origine exogene:

"Les influences qui déterminent les mouvements de la bourse sont
Innombrables, des événements passés, actuels ou méme
escomptables, ne présentant souvent aucun rapport apparent avec
ses variations, se répercutent sur ses cours.”

Théorie de la spéculation. L. Bachelier (1900)



Origine du mouvement Brownien

Depuis Bachelier, le mouvement Brownien est utilisé
pour modéliser I'’évolution des prix sur les marchés.
— D’ou vient ce M. B.?

Origine exogene:

Origine endogene:
"On the strategic origin of the Brownian motion in finance”
De Meyer- Moussa Saley.

— Il est introduit par les agents afin de maximiser leur profit.
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ldée génerale

Asymetrie d’'information.

Les agents informeés sont réputeés I'étre.
— Leurs actes sont analysés par les non-informés.

S’lls utilisent naivement leur information:
— Reévélation immédiate
— Perte de 'avantage stratégique.

Pour éviter une reveélation trop rapide
— lIs Introduisent un "bruit" sur leurs actions.

L'ensemble de ces bruits s’agrege en un mouvement
Brownien.
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Objectif de cet article

Ce type d’argument conduit a une classe tres
particuliere de dynamiques pour les prix.

Le processus II; des prix actualisés des actifs sera une
Martingale Continue a Variation Maximale (MCVM).

Cette classe est "robuste”, c.-a-d. indépendante du
modele.

N.B. Cette classe contient en particulier les
dynamigues de Bachelier et de Black et Scholes.
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MCVM

Une martingale II; est une MCVM si
I, = f(B;,t) ou B=M.B. et f(x,t) est croissante en z.
Notations:
- A% := {} des probabilités p sur (R, Bg) telles que
Jp 2dp(z) < oo.
- [X] estlaloidelava. X.

- Sipe A?et Z ~ N(0,1), il existe une unique
fonction croissante f, telle que [f.(Z)] = u.

- I = E[f.(B1)|(Bs)s<t) estla MCVM associee a .
- u =N — Bachelier 4 = LogN — Black et Scholes.

T



MCVM

Une martingale II; est une MCVM si
I, = f(B;,t) ou B=M.B. et f(x,t) est croissante en z.

Notations:

Pour illustrer le caractere universel des MCVM, nous
modelisons les echanges répétés entre deux agents
asymeétriguement informes de la maniere la plus
genérale possible:— Le jeux I,
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Le Jeul’,:

J1 et J2 s’échangent un actif risqué R en contre partie
d’'un numéraire N.

Asymeétrie d’information:
J1 recoit initialement un message m € M de loi v.

J2 n’est pas informé de m, il ne connait que .

Valeur de liquidation.
A une date future [, m sera révélé publiquement
Ala date D, l'actif R vaudra L. = L(m) sur les marchés et N

vaudra 1. La fonction L(.) est connue des deux joueurs.

On peut identifier le message a L(m).
u =laloi de L(m).



Le Jeul',(u):

étape O:
La nature choisit L ~
J1 est informé de L pas J2

J1 et J2 connaissent L.
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Le Jeu T, (u):

étape O:
n périodes de transaction avant D.

lIs utilisent un mécanisme d’échange (I, J, T'):

I, J= espaces des actions de J1 et J2 respectivement.
T:1xJ— R~

Si choix=(%, 7), T'(¢, 7) = (A;;, B;;) représente les nombres A;;
d’actions I? et B;; de /N cédés a J1 par J2.
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Le Jeu T, (u):

étape O:
n périodes de transaction avant D.
lIs utilisent un mécanisme d’échange (I, J, T'):

A I'étape q:

J1 et J2 choisissent simultanément (i, 7, ).

(24, J4) est rendu public.

U — (yf, yév) N — (Zf, zév): portefeuilles de J1 et J2 aprés ¢
Yg = Yg—1 + T(ig, Jq) et 2 = 2g—1 — T'(ig, jq)

Objectif des joueurs: maximiser la valeur de liquidation de leur

portefeuille final. Joueurs neutres au risque

L N P I P T Y T L T T
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Stratégies dand’, (1)

Une stratégie ¢ pour J1 esto = (0y,...,0,) OU
o, Rx (I x ) — A(I).

Une stratégie = pour J2 est 7 = (1,...,7,) OU
7o (I x J)Tt — A(J).

w,o,7) — proba m, ., SUrR x (I x J)"
(1,0,7)

Payement de J1: g, (i, 0,7) := E.,__[y%L + y2].

(1,0,7)
Puisque y,, + 2, = yo + 20: JeU a X constante.

— jeu a X nulle yg = z9 = (0,0)

Un équilibre dans I',, (1) est une paire (o*, 7*) telle que
Vo, T : gn(,ua g, 7-*) < gn(lua o, 7_*) < gn(,ua o, 7_)
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Valeur du jeu.

Si sup, inf, g,(u, o, 7) = inf, sup, g, (u, o, 7) =: V. (1),
le nombre V,,(1) est appelé valeur du jeu.

SiI',, (1) admet un équilibre (o*, 7*), le jeu admet une
valeur V,,(u) = g, (u, 0, 7).
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Meécanismes d’echange naturels

Un mécanisme d’échange (I, J,T') est dit naturel si

Invariance a I'échelle du numéraire

- Si echange R contre $ ou contre du cent,
— mémes transactions en valeurs.

+ Traduction des actions en $ vers les actions en cent:
- Va>0,3Y : I — 1; 3y - J — J:
Vij Ay (i) apa(i) = Aij € By, (i),a(j) = @By

Invariance a la partie sans risque de l'actif risqué
Existence de la valeur

Valeur positive de I'information
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Meécanismes d’echange naturels

Un mécanisme d’échange (I, J,T') est dit naturel si
Invariance a I'échelle du numeraire :
Va > 0: Vi(laL]) = aVi(|L]).
Invariance a la partie sans risque de l'actif risqué

- Si échange R ou R + 100% contre $
— mémes transactions en valeurs.

+ Traduction des actions du cas 1 vers le cas 2:
VB, dY T — Iy o J — J
Vij : Ay @) ai) = Aij € By )ya() = Bij — BAy

Existence de la valeur

\/alarir nncitin/re de 'infarmatinn N
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Un mécanisme d’échange (I, J,T') est dit naturel si

Invariance a I’échelle du numéraire :
Va > 0: Vi(laL]) = aVi(|L]).

Invariance a la partie sans risque de l'actif risqué:
Vi : Va(lL + 6]) = Va([L]).

Existence de la valeur
Valeur positive de I'information
- due A% Vi(p) >0
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Meécanismes d’echange naturels

Un mécanisme d’échange (I, J,T') est dit naturel si

Invariance a I’échelle du numéraire :
Va > 0: Vi(laL]) = aVi(|L]).

Invariance a la partie sans risque de l'actif risqué:
Vi3 : Va(lL + 8]) = Va([L)).

Existence de la valeur
Valeur positive de I'information

Continuité de la valeur
- dpel,2],dAtelque Vva. X,Y:
Vi([X]) = Vi([Y])]| S A X =Y ||
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Le prix a I'etape q

Comment définir le prix de R a I'étape ¢?

Possibilité 1: “Bigjq

Aijq

— probleme si A4, ; = 0.

Possibilité 2: prix=L; := E|L|i, js; s < ql.
C’est le prix auquel J2 est prét a echanger avec un
autre joueur non-informé.



Théoreme 1;

Si le mécanisme d’échange est naturel,

si, Vn, (6™, 7™) est un équilibre dans I';, (1)

Si LZ = F

T(p,o™,7M)

Llis, js; s < q] et 1T := Ly

Alors 11" converge en loi fini-dimensionnelles
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Théoreme 1;

Si le mécanisme d’échange est naturel,
si, Vn, (6™, 7™) est un équilibre dans I';, (1)

siLy = FEr, n.n [L|is, Js; 5 < q] et II} := Lfnt]]

Alors 11" converge en loi fini-dimensionnelles
vers la MCVM II~.

Le processus des prix asymptotique est donc indépendant
du mécanisme d’échange utilisé!
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Le probleme de J1

M., (1) := {} des martingales X de longueur n + 1
telles que [ X, 1| = p.

Par exemple L™ € M () ot L™ est définie par

Ly := E|Llis, js; s < qlet Ly, = L.

J1 contrOle L7.
— Il peut choisir la martingale L™ € M., (1) qu'il désire.
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Soit X € M, (u).
+ J1 observe X
- alétape g, J1 joue i,(Xs, s < q).
* Donnons + d'info a J2: apres I'étape ¢ J2 est informé de X

* i4(.) est alors choisi pour maximiser le profit a I'étape q.

pas de probleme de révélation

- Le jeu a I'étape g estalors I'; ([ X, | X5, s < ¢])
ot | X,| X5, s < q] = loi de X, conditionnelle & X, s < gq.

* Sii,() est optimale dans I'y ([X,| X5, s < g]), J1 obtient au
moins V, (X)) := > 1 E[Vi([Xq| X, s < g])]



Le probleme de J1

Soit X € M, (u).
* Donnons + d'info & J2: aprés I'étape g J2 est informé de X,.

* i4(.) est alors choisi pour maximiser le profit a I'étape q.
pas de probleme de révélation
- Lejeu al'étape g estalors I'; (| X,| X5, s < q])
ot | X,| X5, s < g] = loi de X, conditionnelle a X, s < gq.
© Siiy() est optimale dans I'y ([X,| X, s < ¢]), J1 obtient au
moins V,(X) := Zn_ EVi([ X, Xs, s < q])]

* V() = sup{Vn(X) : X € My (1)}
= Va(u) > Vn(p)
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Si (¢”, 7") est un équilibre de I",, (1)
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Optimisation de martingale

Proposition: V;,(u) = V,,(1).
Si (¢”, 7") est un équilibre de I",, (1)
siLy = FE Llis, js;8 < qletl =L

7T(,u,an,7-n) [ K
alors L" est optimale dans le probléme V,, ().
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Optimisation de martingale

Proposition: V(1) = V().
Si (¢”, 7") est un équilibre de I",, (1)

si Ly i= By nony|Llts, Js;8 < qletly, =L

alors L" est optimale dans le probléme V), ().

Vn(X) i= D1 EIVI([Xo| X, s < q])]
Volp) = sup{V,(X) : X € M, (u)}.

Invariance a la partie sans risque de X
= V constante 3 : V1 (| X + 0]) = Vi(|X]),
= V1 X, | Xs,s < ql = WX, — X,-1|Xs, s < ¢



M -variation
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SiVa > 0,VY : M(|aY]) = aM(|Y]),

sidpe|l,2,AecR:VX,Y:
((M([X]) = M([Y])] < Al X = Y[
pors 20075 1)

ou p := sup{ M ([X]) : [[X]|[z> < 1}

Sip > 0etsi, Vn, L™ € M, (1) vérifie

VM (L") =V, (1)

Alors 11} := Lﬁnt]] converge en loi fini-dimensionnelle
vers la MCVM 1T}
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La preuve repose sur
- Dualité
- Théoreme Central Limite

- Plongement de martingales dans une filtration
Browniene
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