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ENSEIGNEMENT

COURS — SINGULARITES ET DISCONTINUITES DANS LES EQUATIONS
DE HAMILTON-JACOBI

Introduction

Le cours de cette année a porté sur différents aspects de la théorie des solutions de
viscosité et ses applications a I’étude d’équations complétement non linéaires, du
second ordre, elliptiques éventuellement dégénérées et en particulier des équations
de Hamilton-Jacobi du 1¢f ordre. Ont été abordées d’une part 1’étude de singularité
sur le bord provoquées par la présence simultanée d’annulation de la non-linéarité au
bord et d’Hamiltoniens superlinéaires, et d’autre part une approche nouvelle de
I’unicité des solutions par l’utilisation de fonctions auxiliaires généralisant les
distances géodésiques associées a un Hamiltonien dans le cas particulier ou il est
homogene de degré 2.

Le premier theme a ét€ motivé par un modele d’économie mathématique introduit
pour les industries minieres. Et le second theme a pour application naturelle la
théorie des solutions de viscosité stochastiques, introduite en collaboration avec
P.E. Souganidis.

Nous ne présentons ici qu’un bref résumé des principaux résultats sur le second
theme.
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Quelles fonctions auxiliaires pour des résultats d’unicité ?

Un élément essentiel de la théorie des solutions de viscosité, outre la notion elle-
méme, est le résultat de comparaison de deux solutions ou d’une sous et d’une sur-
solution. La stratégie classique de démonstration consiste a dédoubler les variables
en considérant deux équations indépendantes a I’aide de deux variables x et y dans
R4, Le résultat de comparaison découle alors de I’utilisation des fonctions auxiliaires
W (x,y)= 2% |x—y[?(€>0) qui posseédent a I’évidence les deux propriétés
élémentaires suivantes : tout d’abord W, tend vers I’infini si € tend vers O pour tout
x =y tandis que W, (x,x) = 0 (« favorisant ainsi la situation ot x =y »). D’autre
part, W, étant une fonction de x —y, on a bien sir

ViU (x=y) ==V, U (x—y).

D’ou, pour tout Hamiltonien H (ici une fonction de R 2 valeurs dans R),
H(VX\IIE):H(—Vy\IIS) (1)

Classiquement, les résultats de comparaison sont obtenus pour des Hamiltoniens
généraux H(x,p) de R4 x RZ a valeurs dans R en estimant les erreurs commises
(|x — y|) contre la taille de | V.|...). Pour des équations de Hamilton-Jacobi avec un
forcage temporel treés irrégulier (par exemple «bruit blanc »), cette approche
s’effondre et une technique basée sur les systemes caractéristiques a été introduite
par P.E. Souganidis et I’auteur. Nous développons ici une approche différente pour
une classe assez générale d’Hamiltoniens basée sur ’introduction de fonctions
auxiliaires W, (x, y) régulieres pour x proche de y (uniformément en ¢ petit) telles que

V6>O,inf{\I/E(x,y)/|x—y| 2 0} — +oosie =0, 2)
sup V. (x,x) —0sie — 0, (3)
H(x,Vx\I/E):H(y,—Vy ). “4)

Muni de telles familles de fonctions, on obtient alors aisément des résultats de
comparaison généraux pour des équations de Hamilton-Jacobi du premier ordre
stationnaires

H(x,Vu)+u=0 dansR? (5)
ou d’évolution
ou d
6—+H(x,Vu):0 pour x e R4, >0 (6)
t
ou « stochastiques »
814 . d
6—+H(x,Vu)w:0 pour x e R4, ¢ >0 (7)
t

ol w est une fonction continue en ¢ sur [0, +oo[.
Et nous avons également établi dans le cours des estimées précises sur D)%,y W, qui
permettent aisément d’étendre les résultats de comparaison a des équations



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ET APPLICATIONS 23

elliptiques fortement non linéaires du second ordre essentiellement dégénérées
comme, par exemple, dans le cas stochastique (7)

% + H(x, Vu)w + F(x, t,Vu, D*u) =0 ®)

ol F « est décroissante par rapport a D%u ».

Le résultat essentiel

Nous considérons ici, pour éviter des détails techniques sans grande importance,
le cas d’équations posées sur un cube de R (par exemple unité i.e ; [0, 1]9) avec
conditions de périodicité. Les résultats et démonstrations s’adaptent facilement au
cas de l’espace R tout entier. Nous introduisons ensuite un Hamiltonien
H(x,p) € C (R, R) (périodique en x...) et faisons 1’hypothese essentielle suivante

H (x, p) est convexe en p, pour tout x € R4, )
Et nous noterons par L(x, ¢) la fonction convexe conjuguée

L(x,q)= sup {(p,q)—H(x,p)} (€ RU{+o0})
pERd

Les hypotheses de structure sur H cruciales pour notre approche sont les suivantes :
il existe m > 1, Cy > 0, C; > 1 tels que I’on ait pour tout (x, ¢) € R

L(x,q)<Cy+C|q

1
m L(x,q)>—|q|" - C, (10)
C

m
il

L [<Co+Cilg

L,| < Cy+Cylglm! (11)

m
’

qu | < CO +Cl |q|m71,

qu | < CO +C1 |q |m72 (12)

ol L est supposée de classe C! sur R29 et de classe C? (par exemple) sur R si
m > 2 (respectivement sur R? x (R4 — {0}) si m € ]1,2[), et on note A, la dérivée
par rapport a Z d’une fonction h.

On introduit enfin pour x € ]0,1] (par exemple) la fonction « valeur » du probleme
suivant ge calcul des variations (ou de contrdle optimal déterministe !) pour tous
x,y €R

L,(x,y) = inf{ fo "Lix(), ¥(t))dt/
x €CYJ0, s]; RY), x(0)= v, x(s)=x

13)

Remarques : 1) Un exemple illustrant les conditions (10) - (12) est donné par

d m
Leegy=( Y aygig;)" 00

i, j=1

ol ay, f sont réguliers, (a;) est symétrique (Vx) et définie positive (uniformément
en x).
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ii) Dans le cas ou L ne dépend pas de x, il est bien connu (et facile de vérifier) que

X —
N

Ly(x,y) = sL(——2).

En particulier, si H(p)= % | p| alors L(q) = % lq? et

Ls(X,Y) = ‘I’s(X—)’)- u

Un des principaux résultats établis dans le cours est le suivant

Théoreme 1: Si m €]1,2], il existe p >0 tel que L, est de classe C' sur
{|x — y| < p}. De plus, on a pour tout s €10, 1]

H(x,V, Ly)=H(y,—V, L)) sur {{x—y[<p} (14)
D’autre part, on a pour tout m > 1, s €]0, 1]

—y|m _ylm
%st(x,y)z%%—cos sur R2.0 (15)
1

C()S + Cl

Théoréme 2 : Sim > 2, L, (x, x) n’est pas de classe C' en général. En revanche,
sim > 2 et Co=0, alors le théoréme 1 reste vrai. [

Remarques : Les estimées sur les dérivées secondes de L; (qui existent sur
{|x — y| < p}) mentionnées plus haut et importantes pour les extensions a des
équations elliptiques complétement non linéaires éventuellement dégénérées sont en
fait des majorations précises de la forme quadratique

S X,y 8 3 3
pour «, (€ R4.0O

SEMINAIRE DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES

13 novembre 2015, Snorre H. Christiansen (université d’Oslo) : Sur la notion de
courbure dans le calcul de Regge.

20 novembre 2015, Guillaume Carlier (université Paris-Dauphine) : Méthodes
numériques pour les flots gradients dans 1’espace de Wasserstein.

27 novembre 2015, Nicolas Lerner (université Paris 6): Onset of instability for a
class of non-linear PDE systems.

4 décembre 2015, Yann Brenier (Ecole polytechnique) : Dynamiques de rang et
applications.

11 décembre 2015, Jean Dolbeault (université Paris-Dauphine) : Symétrie et brisure
de symétrie dans les inégalités de Caffarelli-Kohn-Nirenberg.

8 janvier 2016, Pierre-Louis Lions (College de France): Une classe nouvelle
d’équations de Kolmogorov non linéaires.

15 janvier 2016, Nizar Touzi (Ecole polytechnique) : Solutions de viscosité des
EDP dépendant de la trajectoire.
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29 janvier 2016 : Yves Achdou (université Paris-Diderot), Equations de Hamilton-
Jacobi présentant des discontinuités : homogénéisation et réduction de dimension.

11 mars 2016, Cyril Imbert (Ecole normale supérieure) : Inégalité de Harnack pour
des équations hypoelliptiques cinétiques a coefficients peu réguliers.

18 mars 2016, Djalil Chafai (université Paris-Dauphine): Au bord de certains
systemes de particules en interaction issus ou inspirés par des modeles de matrices
aléatoires.

25 mars 2016, Jean-Yves Chemin (université Paris 6) : La transformée de Fourier
sur le groupe d’Heisenberg : le point de vue « fonctions ».

8 avril 2016, Bruno Ziliotto (université Paris-Dauphine): Homogénéisation
stochastique des équations de Hamilton-Jacobi non convexes : un contre-exemple.
13 mai 2016, Nicolas Fournier (université Paris 6) : Equation de Landau homogéne :
unicité, approximation par des particules.

20 mai 2016 : Jean-Frédéric Gerbeau (INRIA Paris/Sorbonne universités UPMC
Paris 6), Paires de Lax approchées et simulation numérique en électrophysiologie
cardiaque.

27 mai 2016 : Panagiotis Souganidis (université de Chicago), Scalar Conservation
Laws with Rough Time Dependence.

N

3 juin 2016, Francois Golse (Ecole polytechnique): Du probleme a N corps
quantique a 1’équation de Vlasov.

10 juin 2016, Olivier Guéant (ENSAE Paris Tech) : Etude d’équations de type
Hamilton-Jacobi intervenant dans les modeles de contrdle optimal stochastique de
tenue de marché (market making). Analyse asymptotique et approximations
spectrales.

17 juin 2016, Rémi Rhodes (université Paris-Est Marne-la-Vallée) : Théorie
quantique de Liouville ou la théorie probabiliste de 1’uniformisation.

MISSIONS, INVITATIONS, CONFERENCES

Série de cinq conférences a 1’université de Chicago, 28 septembre-9 octobre 2015.
Conférence Von Karman, université de Vienne, 18 novembre 2015.

Exposé a la Conférence a la mémoire de Daniel Gogny, Bruyres-le-Chatel,
10 décembre 2015.

Série de quatre conférences a I’université de Chicago, 18 janvier-29 janvier 2016.
Exposé a 'université de Toulouse I, 11 mars 2016.

Exposé a 'université de Trento, 22 mars 2016.

Cours a I’Ecole polytechnique (8 x 1 h 30), Palaiseau, 6 avril-1°7 juin 2016.
Exposé avec Karol Beffa a PSL, Paris, 11 avril 2016.

Exposé au colloque « Hamilton-Jacobi Equations - New trends and applications »,
Rennes, 30 mai 2016.

Conférence a I’ Académie royale de Belgique, Bruxelles, 4 juin 2016.
Exposé au Workshop FIME-FDD, Vaux de Cernay, 16 juin 2016.
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Exposé a la conférence « Coron 60 », Paris, 20 juin 2016.

Exposé au séminaire du laboratoire Jacques-Louis Lions, université Pierre et Marie
Curie, Paris, 16 septembre 2016.

Exposé a la conférence a la mémoire de E. De Giorgi, Pise, 19 septembre 2016.
Série de cinq conférences a I’université de Chicago (3 octobre-14 octobre 2016).
Louis Bachelier Fellow, Paris, 16 octobre 2016.

Exposé au séminaire de mathématiques appliquées, College de France, Paris,
18 novembre 2016.

Conférence au Workshop « PDE Models for Multi-agent phenomena », Rome,
28 novembre 2016.

Conférence « Fields Medal Talk » (50¢ anniversaire du CORE), Louvain-la-Neuve,
14 décembre 2016.
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