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ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES ET APPLICATIONS

Pierre-Louis LIONS

Membre de l’Institut (Académie des sciences), 
professeur au Collège de France

Mots-clés�: équations aux dérivées partielles, applications, singularité, discontinuité, équations de HJB

La série de cours et séminaires «�Équations de HJB et extensions de la théorie classique 
du contrôle stochastique�» est disponible, en audio et/ou en vidéo, sur le site internet du 
Collège de France (https://www.college-de-france.fr/site/pierre-louis-lions/course-2016- 
2017.htm) ainsi que le colloque «�À la mémoire de Jean-Christophe Yoccoz�» (https://
www.college-de-france.fr/site/pierre-louis-lions/symposium-2016-2017.htm).

ENSEIGNEMENT

COURS – ÉQUATIONS DE HJB ET EXTENSIONS DE LA THÉORIE CLASSIQUE  
DU CONTRÔLE STOCHASTIQUE

Le cours a eu lieu du 21 octobre 2016 au 30 janvier 2017.

Introduction

Le cours de cette année a notamment porté sur deux extensions de la théorie 
classique du contrôle optimal stochastique, à savoir d’une part sur le contrôle de 
processus conditionnés et d’autre part sur le contrôle avec apprentissage. Les deux 
extensions correspondent à des besoins naturels pour beaucoup de situations 
applicatives, notamment en économie où le premier thème correspond à ce que l’on 
appelle la «�rationalité bornée�». Nous ne présentons ici qu’un bref résumé des 
principaux résultats établis dans le cours.

Contrôle de processus conditionnés

Nous nous intéressons ici aux processus stochastiques contrôlés dans des situations 
où la fonction coût ne tient pas compte d’un événement qui peut se produire. Plus 
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précisément, le coût est calculé conditionnellement au fait que cet événement ne se 
produise pas. Lorsqu’il s’agit d’un événement «�statique�», il est en général possible 
de se ramener à une situation relevant de la programmation dynamique. En revanche, 
les situations dans lesquelles cet événement est dynamique sont plus délicates et 
nous avons décrit dans le cours une situation typique des difficultés et des résultats 
que l’on peut obtenir.

Nous considérons un système dont l’état Xt résout l’équation différentielle 
stochastique suivante pour t�∈�[0,�T ]

 dX dW dt X x Dt t t= + = =a , 0  (1)

où T�∈]0, ∞], D est un domaine ouvert borné régulier de Rd(d�≥�1), Wt est un 
mouvement brownien dans un espace de Wiener canonique (Ω, F, Ft, P, Wt) et at 
est le contrôle que nous allons considérer ici être de la forme «�feedback�» i.e. 
at�=�a(Xt, t) et a�∈�L∞(D×]0,�T [).

On note tx le premier temps de sortie de D du processus Xt i.e. tx�=�inf(t�≥�0, 
Xt�∉�D). Et on s’intéresse (par exemple) aux deux situations suivantes�:

 inf E g X TT x{ ( )œt >{ }  (2)

et

 infα α τ τ
{∫ }

0

2{ ( ) 1
2

} { ( ) }
T

t t x T xE f X t E g X T+ > + >� � œ œ  (3)

en notant bien sûr E[XY]�=�E[XY]/E[Y]. Les fonctions f et g sont données et 
régulières sur D.

On introduit la loi du processus Xt arrêté en tx i.e. la solution p de l’équation

 ∂
∂

− + = ×
p
t

p p D T1
2

( ) 0 ]0, [∆ div dansa  (4)

avec les conditions

 p D T= ∂ ×0 ]0, [sur  (5)

 p Xt� = =0 0( )L  (6)

Et on démontre les résultats suivants�:

Proposition 1�: Il existe un contrôle optimal pour (2). De plus, pour tout contrôle 
optimal a, a�=�−∇u/∇u (si ∇u ≠�0, sinon a est quelconque vérifiant a�≤�L) 
où u résout

 −
∂
∂
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u
t

u L u D T1
2

0 ]0, [,∆ � � dans  (7)

 u D T= ∂ ×0 ]0, [sur  (8)

et
 u g p gp pt T� =

− −= −( ) ( )( )1 2
∫ ∫ ∫

 (9)
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Proposition 2�: Il existe un contrôle optimal pour (3). De plus, pour tout contrôle 
optimal a, a = − ∇−( ) 1∫

p u où u résout (8), (9) et
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∫ ∫

� �

� �a dans 00, [.T
 (10)

Les systèmes d’optimalité, c’est-à-dire les systèmes d’équations vérifiées par 
(u,�p), sont de type «�Mean Field Games�», ce qui est naturel puisqu’ils correspondent 
à des problèmes de contrôle optimal d’équations de type Fokker-Planck.

Dans le cours, nous avons également analysé différentes limites�: i)  si 
D�=�{X�∈�Rd/X�<�R}, quand on fait tendre  R vers l’infini, les problèmes 
précédents deviennent des problèmes classiques de contrôle optimal stochastique 
que l’on peut aborder grâce à la programmation dynamique, et ii) la limite quand T 
tend vers l’infini�: pour ce faire nous avons été amené à introduire et caractériser une 
nouvelle notion de «�première fonction propre�» pour des opérateurs elliptiques dont 
les coefficients dépendent du temps ( .1

2− + ∇∆ a  où a�∈�L∞(D × R)).

Contrôle stochastique bayesien

Ce thème correspond à une question naturelle à savoir la modélisation (et l’analyse 
mathématique) de situations de contrôle stochastique avec apprentissage. On a 
montré dans le cours que ces situations pouvaient être abordées grâce à la théorie du 
contrôle stochastique avec information partielle. Les liens ont été mis en lumière à 
travers l’exemple simple suivant (même si dans le cours le cas général a été abordé 
par la suite)�: l’état du système (dans Rd, d�≥�1) est donné par

 dX a dt dW X xt t t
d= + = ∈a , 0 R  (11)

où Wt est un mouvement brownien standard non connu (non observé) du contrôleur, 
a est un paramètre inconnu dans Rd également inconnu et at – le contrôle – est un 
processus adapté à la filtration engendrée par l’observation à savoir le processus Xt. 
On supposera toujours pour simplifier que le contrôle at est borné.

Dans un tel cadre, l’apprentissage bayesien consiste en le choix d’une probabilité 
(a priori) sur Rd notée m0 sur le paramètre a et cette probabilité évolue (grâce aux 
observations) par les règles de Bayes sur les probabilités conditionnelles. Et on 
obtient l’évolution suivante sur la probabilité mt sur le paramètre a

 d a bd b dX bd b a bd b dtt t t t t t t t tµ µ µ α µ µ α µ= − − − ⋅( ( )) ( ( ))( ( )) 2
∫ ∫ ∫

 (12)

Il est utile d’introduire la densité dnt (non normalisée) définie par ν0 = m0 et par 
l’équation

 d adXt t t tν ν α=  (13)

c’est-à-dire ν α α νt
t

s s
t

sa dX a ds= −exp( )0
1
2

2
0

2
0

∫ ∫
� � � � . Et on peut vérifier que

 µ ν νt t td b= œ( ( ))
∫

 (14)
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On voit que le support de nt (et de mt) est contenu dans le support de m0, que mt est 
une gaussienne si m0 l’est et que si m0 est une combinaison de masses de Dirac alors 
mt l’est aussi (pour les mêmes points). L’évolution (13)-(14) permet aussi d’étudier, 
en prenant at constant, le comportement en temps long de mt et de vérifier en quel 
sens l’apprentissage bayesien révèle la «�vraie�» valeur de a.

Pour formuler le problème de contrôle stochastique, l’approche générale du 
contrôle stochastique avec information partielle conduit au problème suivant (via le 
théorème de Girsanov)

 
α

ρ α
t A

t
t t tE e L X f db U x f

∈

−∞
=inf [ ( , )( )] ( , )

0

∫ ∫
 (15)

où A est la classe des contrôles admissibles (adaptés) à la filtration engendrée par 
un mouvement brownien Bt standard, prenant p.s. leurs valeurs dans un ensemble 
A donné de Rd (fermé et borné par exemple), où L(x,�a) est une fonction coût 
donnée sur Rd�×�A (minorée par exemple), ft�=�nt résout (13) que l’on interprète 
alors comme l’équation de Zakaï (dans cet exemple...) et Xt�=�x�+�Bt. On est alors 
ramené à un problème de contrôle stochastique «�classique�» où les variables d’état 
sont x�∈�Rd et f�∈�P(Rd) (espace des mesures de probabilité sur Rd). Il peut être 
abordé, via le principe de la programmation dynamique, en résolvant l’équation 
correspondante de Hamilton-Jacobi-Bellman qui, dans ce cas, est posée dans un 
espace de dimension infinie.

Dans le cadre de l’exemple considéré , il est possible de se ramener à une équation 
de Hamilton-Jacobi-Bellman en dimension finie. On introduit à cet effet la fonction 
auxiliaire suivante

 Ψ( , ) ( ) , 02z e df aa z a dl ll= ∀ ∈ ∀ ≥⋅ −
∫

� � z R  (16)

(en supposant que f�=�ν0 «�décroît�» suffisamment vite à l’infini). Et on suppose 
pour simplifier que  f est à support compact. On peut alors reformuler le problème 
de contrôle précédent�:

 V x z E e L x z
t A

t
t t t t( , ) [ ( , ) ( , )]

0
=

∈

−
∞

α

ρ α λinf
∫

Ψ  (17)

où

 dx dB dz dB d dtt t t t t t t= = =, , 2α λ α� �  (18)

avec x0�=�x�∈�Rd, zt�=�z�∈�Rd, lt�=�l�≥�0.
Et il nous faut alors résoudre l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman suivante 

dans R2d�×�[0, +∞[�:

 ρ αα
αV v xA i

d V
z ii

d V
x z

Vi

i i i
+ − − − −∈ =

∂
∂ =

∂
∂ ∂

∂
∂

−

∑ ∑sup { 1
2 21 1

2
2 2

2
2∆ � � λλ

α λ

+

+ =






 L x z( , ) ( , ) 0.Ψ

 (19)

Cette réduction en dimension finie introduit néanmoins une autre difficulté lié à la 
connaissance à l’infini de la fonction Ψ que l’on contourne en posant

 V z u x s= Ψ( , ) ( , , ).l l  

On obtient alors la nouvelle équation suivante (où on pose F zi zi
= ∂

∂ Log Ψ ( , )l )
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Cette équation peut alors être résolue grâce à la théorie des solutions de viscosité 
en supposant par exemple que F est «�croissance au plus linéaire à l’infini�» en z (ce 
qui est le cas si f est à support compact).
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