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1 Modèles stochastiques en physique quantique

2 1er type d’expériences de feedback quantique : systèmes de spin N
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État quantique
(fonction d’onde, matrice densité, fonction de Wigner)

←→

État de connaissance
d’un observateur du système physique
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Système quantique isolé dans une boite noire

Équation de Schrödinger

i
d
dt

Ψ = HΨ,

Ψ ∈ H : fonction d’onde,
H : opérateur hermitien,

‖Ψ‖H = 1.

ou de façon équivalente

i
d
dt
ρ = [H, ρ],

ρ : l’opérateur de projection
sur Ψ

[H, ρ] = Hρ− ρH, Tr (ρ) = 1.
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Système quantique ouvert dans une boite noire

|g〉

|e〉

Γ = T−1

e

1

Système à 2 niveaux : H = C2

Émission spontanée : couplage
avec les fluctuations quantiques du

vide

État de connaissance
↔

Équation de Lindblad

d
dt
ρ = −i[H, ρ]

+
Γ

2
(2σρσ† − σ†σρ− ρσ†σ),

σ = |g〉 〈e| .
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Mesure et postulat de projection

|g〉

|e〉

Γ = T−1

e

Photo-détecteur

1

Détecteur parfait

Probabilité d’un click entre t et t+dt :

ΓTr (|e〉 〈e| ρ(t)) dt = ΓTr
(
σρ(t)σ†

)
dt .

Click du photo-détecteur :

ρ(t + dt) = |g〉 〈g| = σρ(t)σ†

Tr(σρ(t)σ†)
ou de façon équivalente

dρ = σρ(t)σ†

Tr(σρσ†)
− ρ

Pas de click du photo-détecteur :

pas de saut↔ de l’information

∂tρ = −i[H, ρ]

− Γ

2
(σ†σρ+ρσ†σ)+ΓTr

(
σρσ†

)
ρ.
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Système mesuré et équation maı̂tresse stochastique
Incrément de Poisson :

dN =

{
1 avec la probabilité ΓTr

(
σρσ†

)
dt ,

0 sinon.

En particulier
E(dN) = ΓTr

(
σρσ†

)
dt .

Équation maı̂tresse stochastique :

dρ = −i[H, ρ]dt−Γ

2
(σ†σρ+ρσ†σ)dt+ΓTr

(
σρσ†

)
ρdt+

(
σρσ†

Tr (σρσ†)
− ρ
)

dNt ,

Moyenne d’ensemble :

d
dt

E(ρ) = −i[H,E(ρ)]− Γ

2
(σ†σE(ρ) + E(ρ)σ†σ − 2σE(ρ)σ†)

Équation de Lindblad
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Schéma de l’expérience

THIS WORK HAS BEEN SUBMITTED TO THE IEEE FOR POSSIBLE PUBLICATION. COPYRIGHT MAY BE TRANSFERRED WITHOUT NOTICE, AFTER WHICH THIS VERSION MAY NO LONGER BE ACCESSIBLE. 5

Using Itô’s rule and the usual properties of conditional

expectations we easily obtain

dE[eg
t jt(f)]

dt
= E[eg

tπt(L f) + g(t)eg
tπt(hf)] (27)

dE[eg
tπt(f)]

dt
= E[eg

t (Ct + πt(h)Dt)

+ g(t)eg
t (κ

2Dt + πt(h)πt(f))].
(28)

Requiring these expressions to be identical for any g gives

dπt(f) = πt(L f) dt+κ−1(πt(hf)−πt(h)πt(f)) dW t (29)

where the innovations process dW t = κ−1(dyt − πt(h) dt)
is a Wiener process. Eq. (29) is the well-known Kushner-

Stratonovich equation of nonlinear filtering [30], [31].

2) Quantum filtering: The classical approach generalizes

directly to the quantum case. The main difficulty here is how

to define in a sensible way the observation equation (23)?

We approach the problem from a physical perspective [32].

The quantum noise represents an electromagnetic field coupled

to the system (e.g. an atom.) Unlike classically, where any

observation is in principle admissible, a physical measurement

is performed by placing a detector in the field. Hence the same

noise that drives the system is used for detection, placing a

physical restriction on the form of the observation.

We will consider the observation Y ′t = U∗0,t(A
∗
t +At)U0,t +

κ(B∗t +Bt). Here Bt is a noise uncorrelated from At that does

not interact with the system (the Hilbert space is H⊗ Γ⊗ Γ,

etc.) Physically we are measuring the field observable A∗t +At

after interaction with the system, corrupted by uncorrelated

noise of strength κ > 0. Using the Itô rule and (20) we get

dY ′t = jt(L
∗ + L) dt+ dA∗t + dAt + κ(dB∗t + dBt). (30)

It is customary in physics to use a normalized observation Yt

such that dY 2
t = dt. We will use the standard notation

dYt =
√
η (jt(L

∗ +L) dt+ dA∗t + dAt) +
√

1− η dVt (31)

where Vt = B∗t +Bt and η = (1 + κ2)−1 ∈ (0, 1].
Y ′t and Yt satisfy the following two crucial properties:

1) Y ′t is self-nondemolition, i.e. [Y ′t , Y
′
s ] = 0 ∀s < t. To see

this, note that [Y ′t , Y
′
s ] = [U∗0,tQtU0,t, U

∗
0,sQsU0,s] with

Qt = A∗t + At. But Us,t is a unitary transformation of

H⊗Γs,t and Qs = Id⊗Qs]⊗Id on H⊗Γs]⊗Γ[s; thus we

get U∗s,tQsUs,t = QsU
∗
s,tUs,t = Qs, so U∗0,sQsU0,s =

U∗0,tQsU0,t. But then [Y ′t , Y
′
s ] = U∗0,t[Qt, Qs]U0,t = 0

as we have already seen that Qt is self-nondemolition.

2) Y ′t is nondemolition, i.e. [jt(X), Y ′s ] = 0 ∀s < t for all

system observables X on H. The proof is identical to

the proof of the self-nondemolition property.

These properties are essential in any sensible quantum filtering

theory: self-nondemolition implies that the observation is a

classical stochastic process, whereas nondemolition is required

for the conditional expectations to exist. A general filtering

theory can be developed that allows any such observation [11],

[12]; we will restrict ourselves to our physically motivated Yt.

We wish to calculate πt(X) = E [jt(X)|Bt] where Bt is the

algebra generated by Ys≤t. Introduce the ansatz

dπt(X) = Ct dt+Dt dYt (32)

Beam splitter

Probe laser

Homodyne

detector

B(t)

Magnetic

coils

I(t)

z

y

Digital

Controller

Spin

Optical

cavity

Fig. 1. Schematic of an experiment for continuous quantum measurement
and control. The spin interacts with an optical mode, which is measured
continuously by homodyne detection. A magnetic field is used for feedback.

where Ct, Dt are affiliated to Bt. Define

eg
t = e

∫
t

0
g(s)dYs−

1
2

∫
t

0
g(s)2ds, deg

t = g(t)eg
t dYt. (33)

Using the quantum Itô rule and Def. 1 we get

d〈eg
t jt(X)〉
dt

= 〈eg
tπt(LX)+

g(t)eg
tπt(XL+ L∗X)

√
η〉

(34)

d〈eg
tπt(X)〉
dt

= 〈eg
t (Ct + πt(L

∗ + L)Dt
√
η)+

g(t)eg
t (Dt + πt(L

∗ + L)πt(X)
√
η)〉.

(35)

Requiring these expressions to be identical for any g gives

dπt(X) = πt(LX) dt+
√
η(πt(XL+ L∗X)

− πt(L
∗ + L)πt(X))(dYt −

√
η πt(L

∗ + L) dt) (36)

which is the quantum analog of (29). It can be shown that

the innovations process dWt = dYt −
√
η πt(L

∗ + L) dt is

a martingale (e.g. [14]), and hence it is a Wiener process by

Lévy’s classical theorem.

E. The physical model

Quantum (or classical) probability does not by itself de-

scribe any particular physical system; it only provides the

mathematical framework in which physical systems can be

modeled. The modeling of particular systems is largely the

physicist’s task and a detailed discussion of the issues involved

is beyond the scope of this article; we limit ourselves to

a few general remarks. The main goal of this section is to

introduce a prototypical quantum system which we will use

in the remainder of this article.

The emergence of quantum models can be justified in differ-

ent ways. The traditional approach involves “quantization” of

classical mechanical theories using an empirical quantization

rule. A more fundamental theory builds quantum models as

“statistical” representations of mechanical symmetry groups

[33], [34]. Both approaches generally lead to the same theory.

R. van Handel, J.K. Stockton et H. Mabuchi, IEEE. Trans.

Automat. Control, 50, 768-780 (2005).
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Équation maı̂tresse stochastique

Opérateur de la mesure : L,
Hamiltonien : H,

dρ = −i[H, ρ]dt +
1
2
(2LρL† − L†Lρ− ρL†L)dt

+(Lρt + ρtL∗ − Tr (ρt(L + L∗)) ρt)dWt .

où
dWt = dYt − Tr (ρt(L + L∗)) dt

est un processus de Wiener ! !
R. van Handel, J.K. Stockton et H. Mabuchi, IEEE. Trans.

Automat. Control, 50, 768-780 (2005).
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Système de moments angulaires

Configuration des champs optique et magnétique pour qu’ils
n’interagissent qu’avec les degrés de liberté des moments angulaires

collectifs des atomes

dρt = −i[H, ρt ]dt +
1
2
(2LρtL† − L†Lρt − ρtL†L)dt

+ (Lρt + ρtL∗ − Tr (ρt(L + L∗)) ρt)dWt .

Un système de spin N : H = C2N+1

Matrice densité : ρt ∈ C2N+1,
Hamiltonien : H = u(t)Jy ,
Opérateur de mesure : L = Jz .
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Système de moments angulaires

dρt = −iut [Jy , ρt ]dt + (JzρtJz −
1
2

J2
z ρt −

1
2
ρtJ2

z )dt

+ (Jzρt + ρtJz − 2Tr (Jzρt) ρt)dWt

où

Jz =

0BBBBB@
−N 0

−N + 1
. . .

N − 1
0 N

1CCCCCA , Jy =

0BBBBB@
0 −icN−1 0

ic−N 0 −icN−2
. . .

. . .
. . .

icN−2 0 −ic−N
0 icN−1 0

1CCCCCA
avec

cj =
1
2

√
(N − j)(N + j + 1), j = −N, · · · ,N.
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Évolution libre
États d’équilibre : (ψj)

N
j=−N , états propres de Jz .

u(t) ≡ 0

J.K. Stockton, R. van Handel and H. Mabuchi, Phys. Rev. A 70, 022106, (2004).
Question : faire mieux que la préparation non-déterministe ...
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Contrôle Lyapunov pour stabiliser ρf

Choisir ut pour que E(V (ρt)) soit décroissante, avec :

V (ρt) = 1− Tr (ρtρf ) .

Générateur infinitésimal de la chaı̂ne de Markov

AV (ρt) = utTr
(
i[Jy , ρt ]ρf

)
}.

Une approach possible :

ut = −Tr
(
i[Fy , ρt ]ρf

)
Alors V (ρt) devient une super-martingale...
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Quelques propriétés

V (ρt) ∈ [0,1] super-martingale bornée

limt→∞ V (ρt) existe presque sûrement ;
P− limt→∞AV (ρt) = 0, i.e. AV (ρt)→ 0 en probabilité ;
Inégalité de Doob : pour α ≤ 1

P

(
sup

0≤t<∞
V (ρt) ≥ α

)
≤ V (ρ0)

α
.
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Théorème d’invariance de Kushner

Sous les hypothèses de continuité
le processus ρt est Feller continu (E(f (ρt) | ρ0) est continue par
rapport à ρ0 pour toute fonction f continue) ;
P(‖ρt − ρ0‖ > ε)→ 0 lorsque t → 0 ;

le processus ρt converge en probabilité vers le plus grand ensemble
invariant inclus dans {AV (ρ) = 0}.
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Application au système de moments angulaires

dρt = −iut [Jy , ρt ]dt + (JzρtJz −
1
2

J2
z ρt −

1
2
ρtJ2

z )dt

+ (Jzρt + ρtJz − 2Tr (Jzρt) ρt)dWt

Générateur infinitésimal avec ut = −Tr
(
i[Fy , ρt ]ρf

)
AV (ρt) = −

∣∣Tr
(
i[Fy , ρt ]ρf

)∣∣2 .
Ensemble ω-limit

{ρm = ψmψ
∗
m}.

Mazyar Mirrahimi (INRIA) Contrôle par feedback en optique quantique 10 Avril 2009 17 / 40



Mauvais attracteurs
Pas de stabilisation quasi-globale ...
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1

V (ρt) converge presque sûrement vers un variable aléatoire prenant
comme valeur soit 0 soit 1.
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Changement de stratégie

Éviter les mauvais attracteurs, en prenant un contrôle constant autour
de V = 1.
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Nouveau feedback

Rajout d’une hystérésis pour avoir une équation bien-posée

1 ut = −Tr
(
i[Jy , ρt ]ρf

)
si V ≤ 1− γ ;

2 ut = 1 si V ≥ 1− γ/2 ;
3 si ρt ∈ B = {ρ : 1− γ < V < 1− γ/2}, alors ut = −Tr

(
i[Jy , ρt ]ρf

)
si la dernière entrée de ρt dans B a été à travers la frontière
V = 1− γ, et ut = 1 sinon.
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Simulations de Monte-Carlo
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Fonction de Lyapunov pour 10 trajectoires aléatoires
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Schéma de preuve

3 étapes :
1 u ≡ 1 assure la sortie des trajectoires de S1.
2 ∃γ t.q. avec u ≡ 1 l’espérance du temps de sortie de S>1−γ est

fini.
3 La probabilité de convergence vers ρf lorsque l’état initial est dans
S≤1−γ est plus que p > 0.
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Étapes 1 et 2

Théorème de support de Strook-Varadhan+ Contrôlabilité en temps T

=⇒

∃t ∈ [0,T ] t.q. P(V (ρt) 6= 1) > 0 ou de façon équivalente
mint∈[0,T ] E(V (ρt)) < 1

=⇒

Par continuité ∃γ t.q. mint∈[0,T ] E(V (ρt)) < 1− γ pour ρ0 ∈ S≥1−γ

=⇒

Par le Théorème de Dynkin supρ0∈S>1−γ
Eτρ0(S>1−γ) <∞ où τρ0(S>1−γ) est

le temps de sortie du processus de l’ensemble (S>1−γ).
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Étape 3

Inégalité de Doob

=⇒

P{ sup
0≤t<∞

V (ρt) ≥ 1− γ/2 | V (ρ0) ≤ 1− γ} ≤ 1− p =
1− γ

1− γ/2
< 1.

Théorème d’invariance de Kushner

=⇒

Les trajectoires qui restent dans S≤1−γ/2 convergent presque
sûrement vers ρf .

Mazyar Mirrahimi (INRIA) Contrôle par feedback en optique quantique 10 Avril 2009 24 / 40



Plan de l’exposé
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en collaboration avec R. van Handel (Princeton) et H.

Mabuchi (Stanford)

3 2ème type d’expériences de feedback quantique : états de Fock
dans une cavité micro-onde
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Schéma de l’expérience

S. Deléglise, I. Dotsenko, C. Sayrin, J. Bernu, M. Brune, J. M. Raimond et S. Haroche,
Nature 455, 510-514 (2008).
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Système stochastique discret de dimension infinie
Espace de Hilbert : H = {

∑∞
n=0 cn |n〉 | (cn)

∞
n=0 ∈ l2(C)}

État du système : ρk la matrice densité après la mesure de l’atome k
Dynamique :

ρk+1/2 = D(α)ρkD(α)†

ρk+1 =
Mskρk+1/2M†

sk

Tr
(

Mskρk+1/2M†
sk

) , sk = g,e.

où
α est le contrôle et D(α) est un opérateur unitaire (semi-groupe
d’évolution cohérente),
Mg et Me sont les opérateurs de mesures, fonction du résultat de
la mesure dans l’état |g〉 ou |e〉,
la probabilité de mesurer l’atome k dans l’état |g〉 (resp. |e〉) est
donnée par Tr

(
Mgρk+1/2M†

g

)
(resp. Tr

(
Meρk+1/2M†

e

)
).
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Opérateurs physiques
Opérateurs d’annihilation et de création :

a =

0BBBBBBBBBB@

0
√

1 0 0 · · · 0 · · ·
0 0

√
2 0 · · · 0 · · ·

0 0 0
√

3 · · · 0 · · ·

0 0 0 0
. . . 0 · · ·

...
...

...
...

. . .
√

n · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1CCCCCCCCCCA
, a† =

0BBBBBBBBBBB@

0 0 0 · · · · · ·√
1 0 0 · · · · · ·

0
√

2 0 · · · · · ·
0 0

√
3 · · · · · ·

...
...

...
0 0 0

√
n + 1 0 · · ·

...
...

...
...

...

1CCCCCCCCCCCA
Opérateur de comptage de photons :

N = a†a = diag(0, 1, 2, 3, · · · ).

avec les domaines :

D(a) = D(a†) = {
∞X

n=0

cn |n〉 | (cn)
∞
n=0 ∈ h1(C)}

D(N ) = {
∞X

n=0

cn |n〉 | (cn)
∞
n=0 ∈ h2(C)}

où hk (C) = {(cn)
∞
n=0 ∈ l2(C) |

P∞
n=0 nk |cn|2 < ∞}.
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Opérateurs d’évolution

Opérateur de déplacement :

D(α) = exp(α(a† − a)), pour α ∈ R,

l’opérateur a† − a étant anti-autoadjoint et avec un domaine dense
dans H, il définit un groupe fortement continu d’isometries sur H.

Opérateurs de mesure :

Mg = cos(
φR + Φ(N )

2
) = diag(cos(

φR + Φ(0)

2
), cos(

φR + Φ(1)

2
), cos(

φR + Φ(2)

2
), · · · ),

Me = sin(
φR + Φ(N )

2
) = diag(sin(

φR + Φ(0)

2
), sin(

φR + Φ(1)

2
), sin(

φR + Φ(2)

2
), · · · ),

avec les domaines D(Mg) = D(Me) = H.
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Problème de stabilisation

État initial : état cohérent |α0〉 = D(α0) |0〉.

État cible : état de Fock |Nf 〉.

Contrôle : αk l’injection cohérente après la mesure de l’atome k − 1.

Sortie : atome mesuré dans l’état |g〉 ou |e〉.

Stratégie de contrôle :

αk+1 =

{
cTr
(
[|Nf 〉 〈Nf | ,a† − a]ρk

)
si 〈Nf | ρk |Nf 〉 ≥ ε,

C sinon

où c > 0 est une constante suffisamment petite.
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Simulations de Monte-Carlo
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La moyenne des populations, Fn(ρk ) = Tr (|n〉 〈n| ρk ), sur 104

trajectoires de Monte-Carlo quantiques en boucle fermée.
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Vers une preuve

Fonction de Lyapunov

V (ρk ) = 1− Tr (|Nf 〉 〈Nf | ρk ) .

Nous avons

ρk+1 =


Mgρk+1/2M†g

Tr
“

Mgρk+1/2M†g
” , avec la probabilité Tr

(
Mgρk+1/2M†

g

)
,

Meρk+1/2M†e
Tr

“
Meρk+1/2M†e

” , avec la probabilité Tr
(

Meρk+1/2M†
e

)
,

Donc

E(V (ρk+1) | ρk+1/2) = 1− Tr
“
|Nf 〉 〈Nf |Mgρk+1/2M†

g

”
− Tr

“
|Nf 〉 〈Nf |Meρk+1/2M†

e

”
= 1− Tr

`
|Nf 〉 〈Nf | ρk+1/2

´
= V (ρk+1/2),

car
M†

g |Nf 〉 〈Nf |Mg + M†
e |Nf 〉 〈Nf |Me = |Nf 〉 〈Nf | .
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Vers une preuve (suite)
De plus

ρk+1/2 = D(αk )ρkD(−αk ), où αk = cTr
(
[|Nf 〉 〈Nf | ,a† − a]ρk

)
,

et nous pouvons démontrer dans H, que

D(α)ρD(−α) = ρ− α[ρ,a† − a] + O(α2).

Donc

V (ρk+1/2) = V (ρk )−c
˛̨̨
Tr

“
[|Nf 〉 〈Nf | , a† − a]ρk

”˛̨̨2
+

˛̨̨
Tr

“
[|Nf 〉 〈Nf | , a† − a]ρk

”˛̨̨2
O(c2),

car [|Nf 〉 〈Nf | ,a† − a] est un opérateur borné sur H.

Pour c > 0 suffisamment petit

V (ρk+1/2) ≤ V (ρk ) =⇒ E(V (ρk+1) | ρk ) ≤ V (ρk )

V (ρk ) est une super-martingale
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Vers une preuve (suite)

Nous avons la convergence presque sûre pour toute approximation
Galerkin de dimension finie.

Obstacle principal pour passer à la dimension infinie

Pour avoir le Théorème d’invariance de Kushner en dimension infinie,
il faut montrer que :
Pour toute ε > 0, il existe un compact Bε de H tel que

P(ρk sort du compact Bε) ≤ ε.
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Une idée (semblable au cas déterministe)

Trouver une nouvelle fonction de Lyapunov V(ρ) telle que V(ρk ) soit
aussi une super-martingale avec pour tout ε

Cε = {ρ ∈ H | V(ρ) <
1
ε
}

compact.
Alors par l’inégalité de Doob

P(ρk sort du compact Cε) ≤ εV(ρ0).
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Plan de l’exposé

1 Modèles stochastiques en physique quantique

2 1er type d’expériences de feedback quantique : systèmes de spin N
en collaboration avec R. van Handel (Princeton) et H.

Mabuchi (Stanford)

3 2ème type d’expériences de feedback quantique : états de Fock
dans une cavité micro-onde
en collaboration avec P. Rouchon (Mines), I. Dotsenko (ENS),

M. Brune (ENS), S. Haroche (ENS, CdF), J-M. Raimond (ENS)

4 Conclusion

Mazyar Mirrahimi (INRIA) Contrôle par feedback en optique quantique 10 Avril 2009 36 / 40



Conclusion : vers une expérience physique
Cette boucle de feedback devrait être testée expérimentalement au

sein du LKB (ENS)

Propriétés importantes du boucle de feedback
Tout d’abord, une approximation Galerkin à une vingtaine de photons
montre une bonne robustesse aux erreurs expérimentales :

retard pur (4 atomes entre la cavité et le détecteur) compensé par
une version quantique du prédicteur de Smith.... ;
détecteur se trompe une fois sur 10 et ne détecte rien 2 fois sur
10 ;
pas d’atome 4 fois sur 10 à l’étape k ;
absorption par les parois de la cavité d’un photon de temps en
temps.

Deuxièmement, L’algorithme de feedback est simple et nous avons le
temps de faire les calculs entre 2 pulses ... .
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Conclusion : robustesse en simulation
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Simulation de Monte-Carlo avec un retard pur de 4 atomes, une efficacité de
détecteur de 80%, un taux de détection fausse de 10%, un taux d’occupation de 40%,

et une durée de vie de cavité de 15 ms.
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Conclusion : garanties théoriques

Forte motivation pour étudier le système en boucle fermée avec le filtre
quantique, le feedback (structure usuelle de l’observateur-contrôleur),
la convergence (principe de séparation) et la robustesse,

en dimension finie convergence OK, robustesse (OK en
simulation mais pas de preuve pour l’instant).
en dimension infinie convergence et robustesse ?
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Détection homodyne

Détection homodyne de l’observable physique L
+

Limite de Wong-Zakai

440 Chapter 16. Quantum Trajectories for Photodetection

according to you and to observer B. In fact, this difference will be suppressed during the evolution, so that as
you and observer B gain more and more consistent information, the difference in your density operators will
tend to vanish at long times: in light of new information, the density operator “forgets” its initial condition.
It is also possible to insist on an objective view of this same situation, where your initial density operator
is “wrong,” and observer B is an omniscient observer that is “right.” In this case, with more measurement
information, your density operator will tend to converge to the “true” density operator. This is sometimes a
useful way to think about things, but you must be careful since it will also get you into trouble (e.g., it leads
to problems associated with wave-function collapse being a physical process). Note that the convergence
of states here must be viewed with caution, since complete convergence can only occur if the measurement
information in fact resolves the differences between the different states. For example, if you and I disagree
about the X1 quadrature, but the measurement only provides information about the X2 quadrature, then
clearly our states will not converge to the same state as a result of the continuous measurement.

16.2.5 Diffusion Form of the Stochastic Schrödinger Equation

The SME (16.57) is equivalent to the SSE

d|ψ〉 = − i
~
H |ψ〉 dt− Γ

2

[

σ†σ −
〈

σ + σ†
〉

σ +
1
4

〈

σ + σ†
〉2
]

|ψ〉 dt+
√

Γ
[

σ − 1
2

〈

σ + σ†
〉

]

|ψ〉 dW, (16.71)

as we can see again by expanding dρ to second order in d|ψ〉 and using the Itō rule dW 2 = dt. Again,
this “diffusion unravelling” of the SME is only valid for unit detection efficiency. Otherwise, we must use a
modified SME, which we will derive below.

16.2.6 Balanced Homodyne Detection

The homodyne technique above, while relatively easy to analyze, has some practical disadvantages. First is
the large dc offset due to the local oscillator that must be subtracted to obtain the desired signal. Second
is the beam splitter, which must have close to unit reflection, and the corresponding requirement that the
local oscillator field be very strong. Both of these problems are solved in practice by balanced homodyne
detection, which involves a 50/50 beam splitter, detecting both output ports of the beam splitter, and then
subtracting the two photocurrents.

detector 1

detector 2

local oscillator

 

-
-

+

Suppose that the beam splitter is lossless with reflection coefficient r. Then proceeding in the same way as
in the last section, the operator associated with the field impinging on detector 1 is

C1 =
√

Γ
(

rσ +
√

1− r2 α
)

, (16.72)

where t =
√

1− r2 is the transmission coefficient of the (lossless) beam splitter, and again α is the amplitude
of the coherent state |α〉 of the local-oscillator field. The operator associated with the field impinging on
detector 2 is

C2 =
√

Γ
(

√

1− r2 σ − rα
)

, (16.73)

which follows from the Stokes relation r′ = −r relating the reflection coefficient of the beam splitter from
the two sides, or alternately that we may regard the beam splitter as inducing a unitary transformation on

E(dN1 − dN2) =
1
2

“
Tr

“
(L + α)ρ(L + α)†

”
− Tr

“
(L− α)ρ(L− α)†

””
dt

=α2Tr
“
(L + L†)ρ(L + L†)

”
dt .

Limite α →∞ (|α|2 nombre moyen de photon venant de la lumière cohérente)

dN1 − dN2 −→ α2Tr
“
(L + L†)ρ(L + L†)

”
dt + α

p
Tr ((L + L†)ρ(L + L†))dWt .
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