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RESUME. Ces notes de cours traitent de ’'approximation de champ moyen pour les états
d’équilibre de systemes a N corps en mécanique statistique classique et quantique. Une
stratégie générale pour la justification des modeles effectifs basés sur des hypotheses
d’indépendance statistique des particules est présentée en détail. Les outils principaux
sont des théoremes de structure a la de Finetti qui décrivent les limites pour N grand des
états admissibles aux sytémes en question, en exploitant I'indiscernabilité des particules.
L’accent est mis sur les aspects quantiques, notamment ’approximation de champ moyen
pour le fondamental d’un grand systéme bosonique, en lien avec le phénomeéne de conden-
sation de Bose-Einstein: structure des matrices de densité réduites d’un grand systeme
bosonique, méthodes de localisation dans ’espace de Fock, dérivation de fonctionnelles
d’énergie effectives de type Hartree ou Schrodinger non linéaire.
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Avant-propos

Le but de ces notes de cours est de présenter de maniere aussi exhaustive et pédagogique
que possible un ensemble de résultats mathématiques récents ayant trait au phénomene
physique de condensation de Bose-FEinstein dans des gaz d’atomes ultra-froids. Un des
nombreux problemes théoriques posés par ces expériences consiste en la compréhension du
lien entre les modeles effectifs, décrivant les expériences avec une précision remarquable, et
les principes de base de la mécanique quantique. Le processus liant les descriptions fonda-
mentales et effectives est souvent appellé une limite de champ moyen et la théorie de ces
limites a motivé un trés grand nombre de travaux en physique théorique et mathématique.
Dans ce cours on se focalisera sur une des méthodes permettant de traiter la limite de
champ moyen, basée sur les théorémes a la de Finetti. On interprétera 1’émergence des
modeles de champ moyen comme une conséquence fondamentale de la structure des états
physiques en considération.

Ce texte a pour vocation d’embrasser des aspects d’analyse, de probabilité, de physique
de la matiére condensée, de physique des atomes froids, de mécanique statistique et quan-
tique, d’information quantique. L’emphase sera mise sur la spécialité de ’auteur, a savoir
les aspects analytiques de la dérivation des modeles de champ moyen, dans le cas de
modeles statiques. La présentation aura donc un aspect beaucoup plus mathématique que
physique, mais le lecteur devrait garder a l’esprit le lien entre les questions soulevées ici
(et dans la littérature citée) et la physique des atomes froids, en particulier les expériences
ayant permis 1’observation de condensats de Bose-Einstein en laboratoire depuis le milieu
des années 90.

Un mot sur les expériences. Le phénomene de condensation de Bose-Einstein est au
centre d’un vaste de champ de recherche en pleine expansion depuis le milieu des années 90.
L’extréme versatilité des conditions maintenant accessibles a I’expérience est une source
fascinante de réponses a des questions fondamentales de physique. Le lecteur est renvoyé
aux textes [1I, [15] [40] 42, 107, 128, 133, [65], B8] et leurs bibliographies pour de plus amples
développements sur la physique des atomes froids. Des présentations tres accessibles au
non-spécialiste sont données dans [41], [30] 35].

Les premieres observations du phénomene de condensation de Bose-Einstein ont eu lieu
simultanément au MIT et a Boulder, Colorado dans les groupes de W. Ketterle d’une part
et E. Cornell et C. Wieman d’autre part, ce qui leur a valu le prix Nobel de physique 2001.
Les possibilités ouvertes par ces expériences et celles qui ont suivi en termes d’exploration
de la physique quantique macroscopique en font une des pierres angulaires de la physique
contemporaine.

On entend par “condensat de Bose-Einstein” un objet constitué par un grand nom-
bres de particules (habituellement des atomes alcalins) dans le méme état quantique. La
condensation nécessite donc en premier lieu que les particules en considération soient des
bosons, c’est-a-dire ne satisfassent pas le principe de Pauli qui interdit a deux particules
d’occuper le méme état quantique.

Cette occupation macroscopique d’un unique état quantique de plus basse énergie ne se
manifeste qu’ a tres faible température. Concretement, il existe une température critique
T, pour existence d’un condensat, et 'occupation macroscopique de 1’état de plus basse
énergie n’apparait que pour des températures T' < T.. L’existence théorique de cette
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température critique remonte aux travaux de Bose et Einstein dans les années 20 [16], 56]
mais des objections de taille ont été formulées a I’'époque:

(1) La température critique 7. est extrémement basse, complétement inatteignable
avec les moyens des années 20.

(2) A une telle température, I’état fondamental de tous les composés connus est un
solide, et non pas un gaz, comme supposé dans la théorie de Bose-Einstein.

La premiere objection n’a pu étre levée que dans les années 90 avec 'apparition des
puissantes techniques de refroidissement par laserﬂ et par évaporation, qui ont permis
d’atteindre des températures de I'ordre du micro-Kelvin dans des gaz quantiques piégés
par des dispositifs magnéto-optiques. Quant a la seconde, la solution est dans la dilution
des échantillons en question: les rencontres de plus trois particules ou plus nécessaires
pour entamer la formation de molécules puis d’un solide sont extrémement rares. On
pourra donc observer une phase gazeuse méta-stable pendant un temps suffisant pour la
formation d’un condensat.

De nombreuses observations concordantes ont confirmé la création de condensats
de Bose-Einstein: imagerie de la répartition en vitesse/énergie des atomes piégés, in-
terférences de condensats, confirmation du caractére superfluide des objets créés ...
L’importance nouvelle ainsi acquise par les modeles mathématiques utilisés pour la de-
scription de ce phénomene a motivé une vaste litérature consacrée a leur analyse.

Quelques questions mathématiques posées par les expériences. En admettant
Iexistence de la condensation, le gaz en question peut-étre décrit par une seule fonction
d’onde ¢ : R? — C, correspondant & 1’état quantique commun & toutes les particules. Une
assemblée de N particules quantiques est normalement décrite par une fonction d’onde a N
particules ¥y : R — C, et il faut donc comprendre pourquoi et comment on peut passer
d’une fonction de N variables ¥ a une fonction d’une seule variable décrivant un com-
portement collectif. L’étude de la précision de cette approximation, qui a des conséquences
pratiques et théoriques tres importantes, est une tache de premiere importance pour le
théoricien et le mathématicien.
On peut se poser les questions suivantes:

(1) Peut-on décrire I’état fondamental (& température nulle) d’un systeme de bosons
en interaction par une seule fonction d’onde 1 7 En présence d’interactions, cette
question est hautement non triviale.

(2) Partant d’une description a une fonction d’onde et suivant la dynamique naturelle
pour un systeme de N particules quantiques (flot de Schrodinger N corps), la
description par une seule fonction d’onde est-elle préservée par la dynamique 7

(3) Peut-on prouver rigoureusement lexistence d'une température critique 7. en
dessous de laquelle la description a une fonction d’onde est valable pour les états
d’équilibre a température 1" du systeme ?

Il faut entendre ici, dans I'esprit de la physique statistique, que nous voulons établir
la validité de l'approximation par une seule fonction d’onde asymptotiquement dans la
limite d’un grand nombre de particules, modulo des hypotheses appropriées sur le modele
en question. Idéalement, les hypotheses devraient se réduire a celles garantissant que le
modele a N corps de départ ainsi que le modele a un corps d’arrivée soient bien définis

1Qui ont valu le prix Nobel de Physique 1997 a Steven Chu, William Phillips et Claude Cohen-Tannoudji.
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mathématiquement. Remarquons que pour des particules quantiques en interaction, le
modele de départ est toujours linéaire alors que le modele d’arrivée est toujours non-
linéaire.

Beaucoup des résultats récents présentés ci-apres sont le pendant naturel dans un cadre
quantique de résultats de mécanique classique plus anciens et mieux connus, pour lesquels
des question reliées se posent. Pour des raisons pédagogiques, quelques notions sur les
limites de champ moyen pour des modeles de mécanique classique seront donc rappellées
par la suite.

La question 1 est 'objet de ce cours, et nous verrons qu’elle nous amenera a développer
des outils d’intérét mathématique intrinseque. On peut 'attaquer par essentiellement deux
approches:

e La premiere exploite des propriétés particulieres de certains modeles physiques
importants. Elle s’applique ainsi au cas par cas, avec des ingrédients différents et
sous des hypotheses souvent restrictives, en particulier sur la forme des interac-
tions. Sans prétendre a I'exhaustivité, on pourra consulter [145] 146, 141 142, [151]
et [12), 115] 148, [75], 150} 107, 105] pour des applications de cette approche a des
systemes respectivement classiques et quantiques.

e Laseconde, qui est 'objet de ce cours, exploite les propriétés de I’ensemble des états
accessibles, c’est-a-dire des fonctions & N corps Wy admissibles pour la descrip-
tion d’un systeme réel. Cette approche a le mérite d’étre beaucoup plus générale
que la premiere et dans beaucoup de cas de se rapprocher de bien plus pres des
“hypotheses idéalement minimales” pour I’étude de la limite de champ moyen.

Une interprétation possible est de voir la limite de champ moyen comme
un régime ou les corrélations entre les particules deviennent négligeables. La
notion clé sera celle de symétrie bosonique, dont on tachera d’exploiter a
fond les conséquences. Nous aurons l'occasion de discuter la littérature plus
en détail ultérieurement, mais citons tout de suite [125, 25 B84, [R5, 87, [144]
et [63] [64] 129, 134, 96, O7] pour des applications de ces idées en mécanique clas-
sique et quantique respectivement.

La distinction entre les deux approches est bien str un peu artificielle: on a souvent
avantage a utiliser des idées empruntées aux deux philosophies.

Pour garder a ces notes une longueur raisonnable, la question 2 ci-dessus n’y est pas
du tout traitée bien qu’une vaste littérature mathématique existe, voir par exemple [80),
71, 161, @, (7, B8, 4, 62, 69, 139, 00, 132] et références citées, ainsi que le cours [73].
Notons que les théoremes de type “de Finetti quantique” qui vont nous occuper ici se sont
également récemment révélés des outils tres utiles dans I’analyse de la question 2, voir [4]
5l 16, 29, 28]. L’'usage des théorémes de de Finetti classiques dans un cadre dynamique est
plus ancienne [161], 162, [163].

Quant & la question 3, il s’agit d’un probléme ouvert fameux de physique mathématique
sur lequel bien peu de choses sont connues & un niveau de rigueur satisfaisant, voir cepen-
dant [149, 14]. Nous n’effleurerons les questions soulevées par la prise en compte de la
température dans un systéme de bosons en interaction qu’a I’Appendice et dans un
cadre grandement simplifié. Ce sujet sera plus amplement développé dans l'article en
préparation [9§].
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Plan du cours.

Ces notes sont organisées comme suit:

Une longue introduction, Chapitre[l] rappelle les éléments de formalisme dont nous
aurons besoin pour formuler précisément les problémes qui nous intéresseront. On
commencera par le formalisme de la mécanique statistique classique et poursuivra
avec celui de la mécanique quantiqu

La question de la justification de I'approximation de champ moyen pour les
états d’équilibre d’un Hamiltonien donné est également formulée dans les deux
contextes. La stratégie de preuve qui forme le coeur du cours est décrite de maniére
completement formelle, pour introduire le plus rapidement possible les théorémes
de de Finetti qui sont les outils principaux de la stratégie. Le parallele entre
le cadre classique et le cadre quantique est tres fort, les différences apparaissant
essentiellement lorsqu’il s’agit de démontrer ces théoremes fondamentaux dans les
cadres classiques et quantiques.
Le Chapitre essentiellement indépendant de la suite des notes, contient le
traitement des sytemes classiques : preuve du théorémes de de Finetti classique
(également appelé théoreme de Hewitt-Savage), application aux états d’équilibre
d’un Hamiltonien classique. La preuve que nous donnerons du théoréeme de Hewitt-
Savage, due a Diaconis et Freedman est purement classique et ne se généralise pas
au cas quantique.
On attaque le probleme quantique au Chapitre 3} deux versions (forte et faible)
du théoreme de de Finetti quantique sont présentées sans preuve, avec leurs ap-
plications directes a des exemples “relativement simples” de systémes bosoniques
dans le régime de champ moyen. La Section discute les connexions entre
les différentes versions du théoreme de de Finetti quantique et décrit la stratégie
générale que nous suivrons pour leur preuve dans la suite du cours.
Les Chapitres [ et [ contiennent les deux principales étapes de la preuve du
théoreme de de Finetti quantique que nous avons choisi de présenter: respec-
tivement “constructions et estimations explicites en dimension finie” et “passage a
la dimension infinie par localisation dans I’espace de Fock”. La preuve ne devrait
pas étre vue comme une boite noire: non seulement le résultat final mais aussi les
constructions intermédiaires seront réutilisés dans la suite.
Armés des résultats des deux chapitres précédents, on pourra donner au Chapitre [
la justification de I'approximation de champ moyen pour le fondamental d'un
systeme bosonique essentiellement générique. Contrairement aux cas traités au
Chapitre [3], le théoréeme de de Finetti en lui-méme ne suffira pas pour ce cas, et il
faudra ré-invoquer certains des ingrédients du Chapire
La limite de champ moyen n’est pas la seule ayant un intérét physique. On étudiera
au Chapitre [7] un régime ou la portée des interactions tend vers 0 quand N — oo
(gaz dilué). Dans ce cas on obtient a la limite des fonctionnelles d’énergie de type

2Les deux formalismes peuvent s’unifier avec le vocabulaire des algébres C*: en mécanique classique
les observables du systéme forment une algébre C* commutative, en mécanique quantique une algebre
C™ non-commutative. Ce point de vue unifié est laissé de coté dans ces notes. Le fameux théoréeme de
Gelfand-Naimark-Segal montre que la formulation plus générale des deux théories se réduit essentiellement
a celle que nous avons choisi de présenter.
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NLS, avec non-linéarités locales. Nous présentons une stratégie pour la dérivation
de ces objets & partir du probleme & N corps basée sur les outils du Chapitre [4]

Le corps du texte est complété par deux appendices contenant deux notes non publiées
dues a Mathieu Lewin et a I'auteur.

e L’Appendice [A] montre comment, dans certains cas particuliers, on peut utiliser
le théoreme de de Finetti classique pour traiter un probléme quantique. Cette
stratégie est moins naturelle (et moins performante) que celle présentée aux
Chapitres [3] et [6] mais présente un intérét conceptuel.

e L’Appendice [B| dévie du cadre traité dans le reste du cours puisque les espaces de
Hilbert y seront de dimension finie. On peut obtenir dans ce contexte un théoréeme
de nature semi-classique qui donne des exemples de mesures de de Finetti non
rencontrées précédemment en considérant une limite de grande température com-
binée avec une limite de champ moyen. Ce sera 'occasion d’évoquer les inégalités
de Berezin-Lieb et leur lien avec les considérations du Chapitre

Remerciements. La motivation pour écrire ces notes est venue de 'opportunité qui m’a
été donnée de présenter ces sujets de maniére extensive dans le cadre du cours Peccot
du College de Franceﬂ Je tiens a remercier le public de ces cours pour son intérét et
ses remarques constructives. Ce cours doit bien entendu beaucoup a mes collaborateurs
sur les sujets traités: Mathieu Lewin et Phan Thanh Nam pour les aspects quantiques,
Sylvia Serfaty et Jakob Yngvason pour les aspects classiques. Des échanges avec plusieurs
collegues, en particulier Zied Ammari, Patrick Gérard, Isaac Kim, Jan-Philip Solovej, Jiirg
Frohlich, Elliott Lieb et Eric Carlen, ont également été tres utiles. Le support financier
de ’ANR (Projet Mathosaq ANR-13-JS01-0005-01) est également & mentionner.

30n pourra trouver les vidéos du cours sur le site du College de France
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1. Introduction: Formalisme et Position des Problémes

Nous passons maintenant a la description des mathématiques qui vont nous occuper
dans le reste du cours. L’objet principal de notre intérét est la mécanique quantique N
corps, mais les analogies avec certaines questions de mécanique statistique classique est
assez frappante pour que nous décrivions également ce formalisme. Les questions d’unité
et de dimension des quantités sont ignorées systematiquement pour alléger les notations.

1.1. Formalisme de la mécanique statistique et approximation de champ moyen.

Pour des raisons pédagogiques, nous rappellerons quelques notions sur les limites de
champ moyen en mécanique classique avant d’aborder les aspects quantiques, liés a la
condensation de Bose-Einstein. Ce paragraphe a pour but de fixer les notations et rappeller
quelques concepts de base sur la mécanique statistique classique. On se limitera a la
description des états d’équilibre d’'un systeme classique, les aspects dynamiques étant
volontairement ignorés (on pourra & ce propos consulter par exemple [73]).

Espace des phases. L’état d’une particule classique est entierement déterminé par la
donnée de sa position x et de sa vitesse v (ou de maniere équivalente son moment, p).
Pour une particule vivant dans un domaine Q C R? on travaille donc dans I’espace des
phases Q x R?, ensemble des positions et vitesses possibles. Pour un systéme comprenant
N particules on travaillera dans QY x RV,

Etats purs. On appelle état pur I’état d’un systeme ou les positions et moments de toutes
les particules sont connus avec certitude. Les états d’équilibre a température nulle sont
par exemple des états purs: en mécanique statistique classique, 'incertitude sur 1’état
d’équilibre d’'un systeme n’est di qu’au “bruit thermique”. Pour un systéme de N par-
ticules, un état pur correspond & un point (X; P) = (x1,...,zN;p1,...,pn) € QY x RV
de lespace des phases, ou le couple (z;;p;) donne la position et le moment de la partic-
ule 7. Dans la perspective de l'introduction des états mixtes au paragraphe suivant, on
identifiera un état pur avec une combinaison de masses de Dirac:

pxp= ) 0x,p,. (L.1)

O'EEN

L’équation précédente tient compte du fait que les particules sont en réalité indiscernables,
et qu’on ne peut donc stricto sensu pas attribuer le couple (z;,p;) de position/moment &
une des N particules en particulier. D’ou la somme dans sur le groupe des permuta-
tions de IV éléments . La notation adoptée est

Xo = (To(1), -+ Ta(n))
Py = (pa(1)7"'7pa'(N)) (12)
et dire que le systeme est dans I'état pux.p signifie que une des particules a la position

(zi,pi),i =1...N, sans qu’on puisse préciser laquelle en raison de l'indiscernabilité.

Etats mixtes. En présence d’une température non nulle, c’est-a-dire d’un certain bruit
thermique, on ne peut déterminer avec certitude I’état du sytéeme. On cherche en fait
une superposition statistique d’états purs, correspondant a spécifier la probabilité que
le systéme soit dans un certain état pur. On parle alors d’états mixtes, qui sont les
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combinaisons convexes d’états purs vus comme des masses de Dirac comme en .
L’ensemble des combinaisons convexes d’états purs correspond bien str a ’ensemble des
mesures de probabilité symétriques sur I’espace des phases. Un état mixte général pour
N particules est donc une mesure de probabilité py € Py(QN x R¥V) satisfaisant

dpy (X5 P) = dpy(Xo; Ps) (1.3)

pour toute permutation o € ¥y. On interprete py(X; P) comme la densité de probabilité
que la particules 7 ait la position z; et le moment p;. Les états purs (L.1]) sont bien sur des
états mixtes particuliers ou l'incertitude statistique se réduit a zéro (a lindiscernabilité
pres).

Energie libre. On spécifie I'énergie d’un systeme classique en se donnant un Hamiltonien,
une fonction sur l'espace des phases. En mécanique non relativiste, I’énergie cinétique
d’une particule de moment p est toujours m/|p|?/2, et en prenant m = 1 pour simplifier les
notations on considérera une énergie de forme

N 12 N
Hy(X; P) ::Z’Z'+ZV(@)+A > wlwi — ) (1.4)
j=1 j=1

1<i<j<N

ou V représente un potentiel extérieur (par exemple électrostatique) ou les particules sont
plongées et w un potentiel d’'interaction de paire que ’'on supposera symétrique

w(—z) = w(x).

Le parametre réel A donne la force des interactions entre particules. On pourrait bien
sur ajouter des interactions a trois corps, quatre corps, etc ... mais il est rare que la
modélisation le nécessite, et lorsque c’est le cas il n’y a pas de difficulté conceptuelle
supplémentaire.

L’énergie d’un état mixte py € Ps(QV x R¥Y) est alors donnée par

Elul = [ HN(Xi P (X3 P) (1.5)

ce qui se réduit par symétrie du Hamiltonien & Hy(X;P) pour un état pur de la
forme (1.1). A température nulle, les états d’équilibre du systéme sont donnés par la
minimisation de la fonctionnelle d’énergie ((1.5)):

E(N) = inf {E[NN], py € Po(QY x RdN)} (1.6)

et U'infimum (I’énergie fondamentale) est bien str égal au minimum du Hamiltonien Hy
et atteint par un état pur de la forme ou (X; P) est un point de minimum de Hy
(en particulier P = (0,...,0)).

En présence d’agitation thermique, il convient de prendre en compte ’entropie

Sl == [ duy(XsP)log(n(X: P) (1.7)

qui est une mesure du degré d’incertitude sur ’état du systeme. Notons par exemple
que les états purs ont l’entropie la plus basse possible, S[uy] = —oo si py est de la
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forme (L.1). A température T, I'état du systéme est donné par la minimisation de la
fonctionnelle d’énergie libre

Fluy] = Epyn] — TS[py]
— [ ENXPMuy(XP) T [ (X P og(an (X P) (18)
QN xRN QN xRAN

ce qui revient a dire que les états les plus probables pour le systeme doivent trouver un
équilibre entre avoir une faible énergie et une forte entropie, c¢’est-a-dire un fort désordre.
On notera

F(N) = inf {]—"[uN], py € Po(QN x RdN)} (1.9)

sans spécifier la dépendance en température. Un minimiseur se doit alors d’étre une mesure
de probabilité relativement réguliere de maniére a ce que (moins) l’entropie soit finie.

Minimisation en vitesse. En ’absence d’une relation imposée entre la distibution en posi-
tion et en moment d’un état classique, la minimisation des fonctionnelles précédentes vis
a vis des variables de vitesse est en fait triviale. Un état minimisant (1.5 est toujours de
la forme

By =0p=0® Z Ox—x0
gEXN

ott X¥ est un point de minimum de Hy(X;0,...,0), i.e. les particules sont toutes immo-
biles. Il s’agit donc de chercher les points de minimum en X de Hy(X;0,...,0).

La minimisation de donne lieu a une gaussienne en vitesse multipliée par un état
de Gibbs en les variables de position seule

Les variables de vitesse n’interviennent donc plus dans la minimisation des fonctionnelles
donnant les états d’équilibre et on les ignorera totalement dans la suite de ce cours. On
continuera & utiliser les notations ci-dessus pour la minimisation en position:

N
Hy(X)=> V(zj)+ XA > wlz;— )
j=1

1<i<j<N

] = | (X)duy(X)
Flu) = [ 0y 47 [ duy(Ologlun (X)) (110)

ot py € Ps(Q2V) est une probabilité symétrique des variables de position seulement.

Hoes fonctions de partition Zp et Zn normalisent [’état dans L.
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Marginales, densités réduites. Etant donné un état mixte a N particules, il est tres utile de
considérer ses marginales, ou densités réduites, obtenues en intégrant certaines variables:

p,gz,l)(xl,...,:vn) = /N (1, .. T, Ty, )X, g . daly € Pg(Q7). (1.11)
QN—n

(n)

La n—eéme densité réduite py’ s’interprete comme la densité de probabilité d’avoir une
particule en x1, une particule en x5, etc... une particule en x,,.

Une premiere utilisation de ces marginales consiste en une réécriture de ’énergie en
utilisant uniquement les deux premiéres marginaleﬂ

Eluy] N/ )dpy (z) + _1//%) w(z - y)duy (z,y)

//m< )+ V( )“2)“’(%— >> iy (@), (112)

ou on a utilisé la symétrie du Hamiltonien.

Approximation de champ moyen. Résoudre les problémes ci-dessus a en général un cotit
prohibitif lorsque le nombre de particules devient grand. Pour obtenir des théories plus
simples dont on puisse extraire plus facilement de I'information on a souvent recours a des
approximations. La plus simple et la plus connue est I’approximation de champ moyen.
On peut l'introduire de plusieures facons, le but étant d’obtenir un probléme & un corps
auto-consistant en partant du probleme a N corps présenté ci-dessus.

Nous prenons ici le point de vue “chaos moléculaire” sur la théorie de champ moyen:
I’approximation consiste a supposer que les particules sont indépendantes et identiquement
distribuées (iid). On prend donc un ansatz de la forme

N

(@1,..,2n) = [ play) (1.13)

i=1

I‘I’N(xlw"ax]\/) :p®N

ol p € P(Q) est une mesure de probabilité & un corps décrivant le comportement typique
d’une des particules iid que I'on consideére.

Les fonctionnelles d’énergie et d’énergie libre de champ moyen s’obtiennent en insérant
cet ansatz dans ((1.5)) ou . La fonctionnelle d’énergie de champ moyen est don(ﬁ

M) = NN = [ Vi@n(e) + A5 [ wle—ndptw)ite)  (114)

dont on notera EMF I'infimum parmi les mesures de probabilité. La fonctionnelle d’énergie
libre de champ moyen s’obtient similairement:

_ N -1
PIFg) = NFY) = [ Vo) AN [ e n)dp@)dpo) 4T [ plogs
Q 2 QxQ Q
(1.15)
5Plus généralement, une énergie avec un potentiel & n corps peut se réécrire en utilisant la n-ieme

densité réduite.
6MF pour “Mean-Field”.
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et on notera FMF son infimum. Le terme “champ moyen” provient du fait que le deuxiéme
terme de (|1.14)) correspond a une interaction entre la densité de particules p et le potentiel
auto-consistant (dont dérive le champ moyen)

pxw = /Qw(- = y)dp(y).
1.2. Formalisme de la mécanique quantique et condensation de Bose-Einstein.

Apres ces rappels de mécanique classique, nous pouvons maintenant introduire les objets
quantiques qui sont 1’objet principal de ce cours. Nous nous contenterons d’un survol
des principes de base de la physique quantique. D’autres présentations “mathematician-
friendly” peuvent étre trouvées dans [106], 160] Notre introduction des concepts nécessaires
a la suite est par endroits volontairement simplifiée.

Fonctions d’onde et énérgie cinétique quantique. Un des postulats de base de la mécanique
quantique est l'identification des états purs d’un systéme avec les vecteurs normalisés d’un
espace de Hilbert complexe §). Pour des particules vivant dans I’espace de configuration
R?, Pespace de Hilbert approprié pour une particules est LQ(Rd), I’espace des fonctions
complexes de carré intégrable sur RY.

Etant donnée une particule dans ’état ¢ € L2(R?), on identifie || avec la densité de
probabilité de présence: [1)(x)|? représente la probabilité que la particule soit en 2. On
impose donc la normalisation

JR
Rd

On voit que méme dans le cas d'un état pur, on ne peut pas spécifier avec certitude
la position de la particule. Plus précisément on ne peut pas spécifier simultanément sa
position et sa vitesse. Ce principe d’incertitude est une conséquence directe d’'un autre
postulat fondamental: |1,E|2 donne la densité de probabilité en vitesse de la particule, ou
1& est la transformée de Fourier de . En mécanique quantique I’énergie cinétique d’une
particule est donc donnée par

2 A
| B wra = [ S, (1.16)

Le fait que la position et la vitesse d’'une particule ne soient pas spécifiables simultanément
vient du fait qu’il est impossible qu’a la fois |1|? et |1)|? convergent vers une masse de Dirac.
Une fagon populaire de quantifier ce fait est le principe d’incertitude de Heisenberg: pour

tout o € R?
( / |w<m>|2d:c> ( [ - 930|2|¢($)|2d$> > c.
Rd ]Rd

En effet, plus la position de la particule est connue avec précision plus le second terme
du membre de gauche est petit (pour un certain xg). Le premier terme du membre de
gauche doit alors étre tres grand, ce qui au vu de est incompatible avec le fait que
la densité de vitesse soit concentrée autour d’un certain pg € R%.

Pour de nombreuses applications (voir [I03] pour une discussion de ce point), cette
inégalité est en fait insuffisante, et une meilleure maniere de quantifier le principe
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d’incertitude est donnée par I'inégalité de Sobolev (ici dans sa version 3D):

Lwerze(f we)"

Si la position de la particule est connue avec précision, || doit approcher une masse de
Dirac, auquel cas le membre de droite explose, et donc également les intégrales (|1.16]),
avec la méme interprétation que précédemment.

Bosons et Fermions. Pour un systéme de N particules quantiques dans R?, I'espace de
Hilbert approprié est L2(RY) ~ @~ L2(R%). Un état pur du systéme est donc un certain

U ¢ L*(R¥) et on interprete |¥(z1,...,2x)|?> comme la densité de probabilité pour
que la particule 1 soit en x1, ..., la particule N en z. Comme en mécanique classique,
I’indiscernabilité des particules impose que

[P(X)? = [W(Xo) [ (1.17)

pour toute permutation o € Y. Cette condition est nécessaire pour décrire des par-
ticules indiscernables, mais elle n’est en fait pas suffisante, contrairement au cas de la
mécanique classique. Pour écrire la bonne condition, on introduit 'opérateur unitaire U,
qui intervertit les variables suivant o € Y

Usu1 ®...0 uny = Ug(1) D ... D Ug(N)
pour tout uy,...,uy € L2(R%), étendu par linéarité & L2(R™) ~ QY L2(R%) dont on

peut construire une base en utilisant des vecteurs de forme u; ® ... ® uy. Pour que
U ¢ L2(R™) décrive des particules indiscernables il faut demander
<\II,A\IJ>L2(RdN) = <UU\117AUO"IJ>L2(RF1N) (118)

pour tout opérateur borné A agissant sur L?(R%). Sans rentrer dans des détails qui nous
emmeneraient trop loin, la condition correspond a demander que toute mesure
(correspondant & une observable A) effectuée sur le systéme soit indépendante de la
numérotation des particules. En mécanique classique, les mesures possibles correspondent
toutes a des fonctions bornées sur I’espace des phases, et donc garantit 'indépendance
des observations vis a vis de la permutation des particules. En mécanique quantique, les
observables sont les opérateurs bornés sur l'espace de Hilbert ambiant, et donc il faut
imposer la condition plus forte F1.18
Une conséquence importantd’| de la condition de symétrie est qu'un systeme de
particules quantiques indiscernables doit satisfaire une des deux conditions suivantes, plus
fortes que : soit
U(X)=Y(X,) (1.19)
pour tout X € R et o € X, soit
U(X)=¢e(0)¥(X,) (1.20)

pour tout X € R¥W et o € By, ol (o) est la signature de la permutation o. On parle
de bosons pour des particules décrites par des fonctions d’onde satisfaisant (1.19)) et de
fermions pour des particules décrites par une fonction d’onde satisfaisant Ces
deux types de particules fondamentales ont un comportement tres différent, on parle de

m s’agit d’'un exercice simple mais non trivial.
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statistique bosonique ou fermionique [160]. Par exemple, les fermions obéissent au principe
d’exclusion de Pauli qui stipule que deux fermions ne peuvent occuper simultanément le
méme état quantique. On peut déja voir que ([1.20]) impose

U(xi, ..., Ty Zjy ooy on) = =U(21, ..., 25, ..., Tj, ..., TN)

et donc (formellement)
U(Z1, ey Xiyee oy Ty oo yxy) =0

ce qui implique qu’il est impossible que deux fermions occupent simultanément la posi-
tion z;. On pourra consulter [106] pour un exposé des inégalités de Lieb-Thirring qui sont
une des conséquences les plus importantes du principe de Pauli.

Concretement, lorsqu’on étudie un systéme quantique, il convient de restreindre les états
purs accessibles a ceux de type bosonique, ou ceux de type fermionique. On travaillera
donc

e pour des bosons, dans L2(R) ~ ®i\/ L*(R%), 'espace des fonctions symétriques
de carré intégrable, identifié avec le produit tensoriel symétrique de N copies de
L*(R%).

e pour des fermions, dans L2 ,(R¥N) ~ ®¢]1Vs L?*(R%), Tespace des fonctions anti-
symétriques de carré intégrable, identifié avec le produit tensoriel antisymétrique
de N copies de L?(R9).

Comme son nom l'indique, la condensation de Bose-Einstein ne peut se produire que dans
un systeme bosonique, et ce cours sera donc focalisé sur le premier cas.

Matrices de densité, Etats miztes. On identifiera toujours un état pur ¥ € L2?(RY)
avec la matrice de densité correspondante, c’est-a-dire le projecteur orthogonal sur W,
noté |¥) (¥|. De méme qu’en mécanique classique, les états mixtes du systéme sont
par définition les superpositions statistiques d’états purs, c’est-a-dire ici les comibnaisons
convexes de projecteurs orthogonaux. En utilisant le théoreme spectral, il est clair que
I’ensemble des états mixtes correspond a ’ensemble des opérateurs positifs de trace 1:

S(LAR™Y) = {F e SYL2R™)), T =T*,T >0, TrT = 1} (1.21)

oit &1(H) est la classe de Schatten [I35, [155] des opérateurs & trace sur un espace de
Hilbert $. Pour obtenir les états mixtes bosoniques (respectivement fermioniques) on
considere respectivement

S(L%, (R™)) = {r e&(L2, (R™), D =I*>0,Ttl = 1}.

s/as s/as

Notons que dans le langage des matrices densité, la symétrie bosonique correspond a
demander

U,I'=T (1.22)
alors que la symétrie fermionique correspond a
UsI' =¢(o)T.
On considére parfois la notion de symétrie plus faible
U, TU; =T (1.23)

qui est satisfaite par exemple par la superposition d’un état bosonique et d’un état fermion-
ique.
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Fonctionnelles d’énergie. La fonctionnelle d’énergie quantique correspondant au Hamil-
tonien classique non relativiste (1.4) s’obtient en opérant la substitution

P —iV, (1.24)

inspirée de l'identification ([1.16)) pour I’énergie cinétique d’un état quantique. Le Hamil-
tonien quantifié devient maintenant un opérateur sur L?(R4V):

HN:iV:<—A +Vx]>+)\ > wlw — ) (1.25)

7j=1 1<i<j<N

o —A; = (—iV;)? correspond au Laplacien dans la variable z; € R%. L’énergie corre-
spondante est pour un état pur ¥ € L?(RY)

E[V] = (¥, HN V) 12 (gan) (1.26)
ce qui se généralise par lindarité au cas d’un état mixte I' € S(L2(R¥)) en
EN] = Trpo(gany [HNT]. (1.27)

A température nulle, I’état d’équilibre du systéme s’obtient en minimisant la fonctionnelle
d’énergie ci-dessus. Vus la linéarité de ([1.27)) en fonction de I' et le théoreme spectral, il
est clair qu’on peut restreindre la minimisation aux états purs:

Eyjas(N) = inf {E]T],T € S(L2,,(R™)) |

— inf {5[@] U e L2, (RN, 10| o gan) = 1}
(1.28)

Ici on utilise & nouveau 'indice s (respectivement as) pour désigner ’énergie bosonique
(respectivement fermionique). En l’absence d’indice il est entendu que la minimisation
s’effectue sans contrainte de symétrie. Vue la symétrie du Hamiltonien, on pourra toute-
fois minimiser parmi les états mixtes satisfaisant , ou parmi les fonctions d’onde
satisfaisant .

En présence d’agitation thermique, il convient de rajouter a I’énergie un terme incluant
I’éntropie de Von-Neumann:

ST = = Trpa(gan)[['log '] = Z ajloga; (1.29)

ol les a; sont les valeurs propres (réelles positives) de I' dont I'existence est garantie par le
théoreme spectral. Similairement a l’entropie classique , I’entropie de Von-Neumann
est minimisée (S[['] = 0) par les états purs, i.e. les projecteurs, qui n’ont bien sur qu'une
valeur propre non nulle, égale a 1.

La fonctionnelle d’énergie libre quantique a température T est alors

FI) = &[] — TS[T) (1.30)

et un minimiseur est en général un état mixte.
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Autres formes pour ’énergie cinétique: champs magnétiques et effets relativistes. Nous
n’avons introduit dans le cadre classique que la forme la plus simple possible pour 1’énergie
cinétique d’une particule. D’autres choix de relation entre p et ’énergie cinétiqud®| sont
possibles et, via la relation elles changeront les espaces fonctionnels a utiliser.

Outre I’énergie cinétique non relativiste introduite ci-dessus, deux généralisations sont
physiquement intéressants:

e En présence d’un champ magnétique B : R — R interagissant avec des particules
chargées, on remplace

pe —iV+A (1.31)
ol A:R?%— R est le potentiel vecteurﬂ satisfaisant

B = curl A.

L’opérateur d’énergie cinétique, prenant en compte la force de Lorentz, devient
dans ce cas (p+ A)?2 = (—iV + A)? = — (V —iA)? appellé Laplacien magnétique.
Ce formalisme est également adapté au cas de particules dans un repére en
rotation: en nommant x3 ’axe de rotation il faut alors prendre A = Q(—x2,x1,0)
avec €2 la vitesse de rotation, ce qui correspond a la prise en compte de la force de
Coriolis. Dans ce cas, il faut aussi remplacer le potentiel V (x) par V(z) — Q2?|z|?
pour prendre en compte la force centrifuge.
e Lorsqu’on désire prendre en compte des effets relativistes, la relation de dispersion

devient
Energie cinétique = ¢\/p? + m2c¢2 — mc?

avec m la masse et ¢ la vitesse de la lumiere dans le vide. En choisissant les unités
pour que ¢ = 1 et en rappelant ([1.24])) on est donc amené a considérer I'opérateur
d’énergie cinétique

VEFmE —m—Atm—m (1.32)

qui se définit aisément en variables de Fourier par exemple. Dans la limite non
relativiste ou |p| < m = mc on retrouve formellement l'opérateur —A au premier
ordre. Une certaine caricature de cet opérateur est parfois utilisée, correspondant
au cas “relativiste extréme” [p| > mc ol on prend comme opérateur d’énergie
cinétique

Vp? = V-A. (1.33)

e On peut bien sir combiner les deux généralisations pour considérer le cas de
particules relativistes dans un champ magnétique en utilisant les opérateurs
V(=iV + A)2 + m2—m et |—iV + A| basés sur la relation de dispersion relativiste

et la correspondance ([1.31]).

8D’autres relations de dispersion.
9B ne détermine A qu’a un gradient pres. Le choix de A s’appelle choix de jauge.
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Matrices de densité réduites. De méme qu’on a introduit précédemment les densités
réduites d’'un état classique, il sera tres utile de disposer du concept correspondant en
mécanique quantique. Etant donné un état mixte I' € S(L2(R*)) on définit sa n-ieme
matrice de densité réduite en prenant une trace partielle sur les N —n dernieres particules

r™ =Ty, . nT, (1.34)
ce qui veut précisément dire que pour tout opérateur borné A,, sur L? (Rdn)
TI'LQ(Rdn) [Anl“(")] = Tl”Lz(RdN) [An (%9 ]1®N_n1_‘]

avec 1 I'identité sur L?(R?). La définition ci-dessus se généralise facilement au cas d’un es-
pace de Hilbert différent de L?, mais le lecteur est peut-étre plus familier avec la définition
suivante, équivalente dans le cas ol on travaille sur L2. On identifie I' avec son noyau,
c’est-a-dire la fonction I'(X;Y) telle que pour tout ¥ € L?(R4Y)

'y = / NX;Y)u(Y)dy
RaN
et on peut alors également identifier I'™ avec son noyau
F(")(xl, e T YLy e s Yn)
= / D(21, s @y Znddy - o s EN3 YLy - -« s Yns Zntds - -« 3 2N )AZn41 - - - dZN.
RA(N—n)

Dans le cas ou I’état I' a une symétrie, par exemple bosonique ou fermionique, le choix

des variables sur lesquelles on prend la trace partielle est arbitraire. Notons que méme si

on part d’un état pur, les matrices de densité réduites sont en général des états mixtes.
Similairement a on peut réécrire 'énergie (1.27)) sous la forme

1 N(N -1
S[F] = NTrLQ(]Rd) |:<_2A + V) F(l):| + )\(2) TI'LQ(RQd)['LU(fL' — y)F(Q)]
N 1 1 N(N -1
~ T | (5 (—500 4 Vi) - 38, + V() ) + Ao - ) ) 1]

(1.35)

Approximation de champ moyen. Exactement comme en mécanique classique, résoudre en
pratique le probléeme de minimisation pour N grand est bien trop couteux, et il est
souvent nécessaire d’avoir recours a des approximations. Ce cours a pour but d’étudier
la plus simple de ces approximations, qui consiste a imiter en prenant un ansatz
décrivant des particules iid

U(zy,...,xy) =u®N(21,...,2n) = u(z)) ... u(zy) (1.36)

pour un certain v € L?(R%). En insérant cette forme dans la fonctionnelle d’énergie (T.35))
on obtient la fonctionnelle de Hartree

enle] =N telw = [ (Ga vl ) 3N [ Pt - pla)?

et le probleme de minimisation correspondant est

e = inf{gH[u], lull 2 ey = 1}. (1.38)
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On notera que l'on passe ainsi d’un probleme linéaire en la fonction d’onde a N corps
(puisque la fonctionnelle d’énergie & N corps en quadratique en la fonction d’onde,
I’équation variationnelle correspondante est linéaire) & un probleme cubique en la fonc-
tion d’onde & un corps u (puisque la fonctionnelle de Hartree est quartique en la fonction
d’onde, ’équation variationnelle correspondante est cubique).

L’ansatz est une fonction d’onde symétrique, qui convient pour des bosons. Elle
correspond & chercher le fondamental sous la forme d’un condensat de Bose-Einstein ou
toutes les particules sont dans 1’état u. A cause du principe de Pauli, des fermions ne
peuvent en fait jamais étre complétement décorrélés au sens de la forme . L’ansatz
de champ moyen pour des fermions consiste a prendre

U(@1,...,on) = det (uj(@r)) < ey

avec uj,...,uy des fonctions orthonormales (orbitales du syteme) dans L?(R?). Cet
ansatz mene a la fonctionnelle de Hartree-Fock dont on ne parlera pas dans ces notes
(une présentation dans le méme esprit et des références se trouvent dans [140)]).

Remarquons que dans 'approximation de champ moyen pour des particules clas-
siques, on autorise un état mixte p. Pour décrire un systeme bosonique, on prend toujours
un état pur u dans 'ansatz , ce qui appelle les commentaires suivants:

e si on prend un état général v € S(L?(R?)), I’état & N corps défini comme
[ =4®N (1.39)

a la symétrie bosonique si et seulement si 7 est un état pur (voir par exem-
ple [82]), v = |u)(u|, auquel cas T' = [u®V)(u®N| et on revient & I'ansatz (1.36).

e dans le cas de la fonctionnelle d’énergie ci-dessus, le probleme de minimisation avec
symétrie bosonique imposée et le probleme sans symétrie coincident (cf par exem-
ple [106, Chapitre 3]), on peut donc minimiser sans contrainte, et on retombera
sur I’énergie bosonique. Ceci reste vrai dans le cas ou ’énergie cinétique est
ou mais est notoirement faux en présence d’un champ magnétique.

e pour certaines fonctionnelles d’énergie, par exemple en présence d’'un champ
magnétique ou de rotation, le minimum sans symétrie est strictement inférieur au
minimiseur avec symétrie, cf [147]. L’ansatz (1.39)) est alors approprié pour approx-
imer le minimum du probléme sans symétrie (au vu de la symétrie du Hamiltonien,
on peut toujours supposer la symétrie ) et on obtient alors une foncionnelle
de Hartree généralisée pour des états mixtes & un corps v € S(L2(R?))

1 N -1
Euly] = Trr2(ra [(—QA + V) 7} + /\T Trp2gae [w(x — y)fy®2] ) (1.40)

Les deux sections suivantes introduisent, respectivement dans le cas classique et le cas
quantique, la question qui est ’objet principal de ces notes:

Peut-on justifier dans une certaine limite la validité des ansatz de champ moyen ([1.13))
et (1.36) pour la détermination des états d’équilibre d’un sytéme de particules
indiscernables ?
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1.3. Champ moyen et théoréme de de Finetti classique.

Est-il 1égitime de procéder a la simplification pour déterminer les états d’équilibre
d’un systeme classique 7 L’expérience montre que c’est le cas lorsque les particules sont
en grand nombre, ce qu’on matérialise mathématiquement par ’étude de la limite N — oo
des problemes qui nous occupent.

Un cadre simple ot on peut justifier la validité de I’approzimation de champ moyen est
la limite de champ moyen ol 'on suppose que tous les termes de ’énergie pesent
le méme poids. Au vu de , cette condition est remplie si A est d’ordre N~!, par

exemple
1

A= (1.41)
auquel cas on peut s’attendre a ce que 1'énergie fondamentale par particule N~!E(N) ait
une limite bien définie. Le choix particulier (|1.41]) sert & simplifier certaines expressions,
mais les considérations suivantes s’appliquent tant que \ est d’ordre N~!. Insistons sur le
caractere simplifié de I’étude de la limite N — oo sous ’hypothese (1.41)), qui est loin de
recouvrir tous les cas physiquement intéressants. Il s’agit cependant d’un probleme déja
non trivial et tres instructif.

Le but de cette section est de discuter I’approximation de champ moyen pour les états
d’équilibre d’un systeme classique a température nulle. On s’intéresse donc au probleme
de minimisation

E(N) = inf {/QN Hydpy, py € PS(QN)} (1.42)
avec N
Hy(X) =Y V(xj)+ ﬁ > wlmi - ). (1.43)
j=1 1<i<j<N

Nous allons esquisser la preuve (formelle) de la validité de l’approximation de champ
moyen au niveau de ’énergie fondamentale, autrement dit de ’égalité

Jim EEVN) = BM = inf {EMF[p], p € P(Q)} (1.44)

ou la fonctionnelle de champ moyen est obtenue comme en (|1.14), en tenant compte

de :
EMP 5] = /Q Vip+ / /Q e = y)dp(a)dp(y). (1.45)

Obtenir la limite pour I’énergie fondamentale est une premiere étape, et le schéma
de preuve fournit en fait des informations sur les états d’équilibre. Pour simplifier la
présentation (formelle) qui suit, nous renvoyons la discussion de ces aspects, ainsi que
I’étude du cas & température positive, au Chapitre [2}

Un passage a la limite formel. Cette section a pour but de souligner la structure
“algébrique” du probleme. La justification des manipulations auxquelles nous allons nous
livrer nécessite des hypotheses d’analyse qui seront discutées dans la suite du cours mais
que nous passons sous silence pour 'instant.

On commence par utiliser (1.12)) et 'hypothese (1.41]) pour écrire

E(N) 1.
SV) = 5 inf {/ Hy(a,y)dp) (z,y), py € PS(QN)}
Qx0
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ou Hj est le Hamiltonien a deux particules défini comme en et ug\%) est la seconde
marginale de la probabilité symétrique pt,y. Puisque 1'énergie ne dépend que de la seconde
marginale, on peut voir le probléeme qui nous intéresse comme un probleme d’optimisation
avec contrainte pour des probabilités a deux corps symétriques:

E(N 1.
5\[) — 21nf{/ HQ(.’E,y)dH(Z)(xay)vu(Z) € ,P](\?)}
QxQ

avec
PY = {1u® & Py(92) [Ty € Pu(Y), u? = u}

I’ensemble des probabilités a deux corps qu’on peut obtenir comme les marginales d’états
a N corps. En supposant que la limite existe (premier argument formel) on obtient donc

lim 20 _ % lim inf {/ Hy(x,y)dp® (2, y), u® € 7’1(5)} (1.46)
QxQ

et il est tentant d’échanger la limite et I'infimum dans cette expression (deuxieme argument
formel) pour obtenir

E(N) 1 (2)
lim ——2 = —inf Ho(z,y)dp? (z, @ e lim Py Y.
Jim 8 = Sat{ [ e i@ e w® e i P
On a observé que la fonctionnelle d’énergie apparaissant dans (|1.46) est en fait
indépendante de N. Toute la dépendance en N se trouve dans la contrainte sur ’espace
variationnel que 'on considere. Ceci suggere que le probleme limite naturel consiste a
minimiser la méme fonctionnelle mais sur la limite de ’espace variationnel, comme écrit
ci-dessus.
Pour donner un sens a la limite de 77](\?), on constate que les ensembles 77](\?) forment une
suite décroissante
(2) (2)
Pyi1 C Py
comme on s’en apercoit facilement en notant que si p® e 73](\?)“, alors pour un cer-
tain gy, € Ps(QNVFL)

NG
p®=puQ = (uﬁvll) (1.47)
(N

et bien sur uN_zl € Ps(QY). On peut donc légitiment faire I'identification

@ . o p@ _ @)
P = lim Py = () Py
N>2

et le probleme limite naturel est alors (modulo la justification des manipulations formelles
ci-dessus)

E(N 1
lim EN) = Fs = —inf / Hy(z,y)dp® (z,y), n® e PO L (1.48)
Noco N 2 Qx0
soit un probleme variationnel sur ’ensemble des états a deux corps que 'on peut obtenir

comme densités réduites d’états a N corps, pour tout V.
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Un résultat de structure. Nous allons maintenant expliquer qu’en fait
Es = EMY,
ce qui découle d’un résultat fondamental sur la structure de ’espace Pég).
Regardons de plus pres ’espace Pg). Il contient bien sur les états produits de forme
p® p,p € P(Q) puisque p®? est la seconde marginale de p®V pour tout N. Par convexité

il contient également toutes les combinaisons convexes de tels états

{/ p®2dP(p), P € P(P(Q))} c PO (1.49)
PEP(Q)

avec P(P(f)) 'ensemble des mesures de probabilité sur P(£2). Au vu de et
on aura justifié ’approximation de champ moyen si on peut montrer que I'infimum
dans est atteint pour p(? = p®2 pour un certain p € P(Q).

Le résultat de structure qui permet d’atteindre cette conclusion est la constation qu’il

y a en fait égalité dans :
{/ p®2dP(p), P € P(P(Q))} = P2, (1.50)
pPEP(Q)

En effet, vu la linéarité de la fonctionnelle d’énergie en fonction de p(?), on peut écrire

1.
Eso = 5 int {/pep(m / QXQHQ(CU,y)dp®2(w,y)dP(p%P € 7’(7’(9))}

= inf {/ EMF[pldP(p), P € 7’(7’(9))}
pEP(Q)
_ EMF

puisqu'il est clair que 'infimum en P € P(P(Q)) est atteint pour P = §,ur, une masse de
Dirac en o™M¥, un minimiseur de EMF,

On voit donc que en acceptant les manipulations formelles (justifiées au Chapitre
menant a , la validité de I’approximation de champ moyen suit en utilisant tres peu
les propriétés du Hamiltonien mais beaucoup la structure des états symétriques a N corps,
sous la forme de I’égalité (|1.50]).

Cette égalité est une conséquence du théoreme de Hewitt-Savage, ou théoréeme de
Finetti classique [43], 44}, 81], rappellé a la Section et démontré a la Section Don-
nons quelques détails pour le lecteur familiarisé. Il s’agit de montrer I'inclusion inverse
dans . On prend donc un certain p® qui satisfait

p® =l
pour une certaine suite gy € Ps(2Y). En se basant sur 1'observation on peut

supposer que
(V) _
P’N_H = HKN

et on est alors en présence d’une suite (hiérarchie) d’états & N corps consistante. Il existe
alors (théoreme d’extension de Kolmogorov) une probabilite symétrique sur les suites de €2,
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p € Ps(QV) telle que

By = pt)
ou la N-éme marginale est définie comme en (|1.11). Le théoreme de Hewitt-Savage [81]
garantit alors l’existence d’une unique mesure de probabilité P € P(P(Q)) telle que

N= / pENAP(p)
pPEP(Q)

et en prenant la seconde marginale, on obtient le résultat souhaité.

Le Chapitre [2| est consacré entre autres aux détails du schéma de preuve ci-dessus. On
y fera des hypotheses adéquates permettant de mettre toutes ces considérations sur une
base rigoureuse. Il vaut cependant la peine de noter dés maintenant que ce schéma (inspiré
des références [125] [85], R4, [85] 25, 87]) n’utilise aucune propriété de structure du Hamil-
tonien (signe des interactions, répulsives ou attractives, par exemple) mais uniquement
des propriétés de compacité et de régularité.

1.4. Champ moyen et théoréme de de Finetti quantique.

Nous allons maintenant esquisser une stratégie pour justifier 'approximation de champ
moyen au niveau de I’énergie fondamentale d’un grand systéme bosonique. La démarche
est la méme que pour le cas classique ci-dessus. On se place dans un régime de champ
moyen comme précédement en prenant A = (N —1)~! et on considére donc le Hamiltonien

N

Hy — ; (V4 iA(@y) + V() + ﬁ 1<i<zj:<Nw(a:i —zj) (1.51)

agissant sur L2(RdN ). Par rapport a la situation précédente nous avons rajouté un po-
tentiel vecteur A pour commencer de souligner la généralité de I'approche. Il peut par
exemple correspondre a un champ magnétique externe B = curl A.

Le point de départ est I’énergie fondamentale bosonique définie précédemment

E(N) = inf {TrLZ(RdN) [HNTN], Ty € S(Lg(RdN))}
— inf {(\IIN,HN\I/N> L Ux € LR, W | o gany = 1} (1.52)

et 'on rappelle que ’on peut minimiser sur les états purs ou les états mixtes indifférement,
d’ou les deux définitions équivalentes.

Notre but est de montrer que pour NV grand ’énergie bosonique par particule est donnée
par la fonctionnelle de Hartree:

lim ———= =ep (1.53)

ou

en = inf {Enlul,u € LR, |[ul s2may = 1}

eulu = [ (0 + il + Vi) +5 [ ju@Pule - plu)Pdedy. (154

Puisque I’énergie de Hartree est obtenue en insérant un ansatz ¥y = u®V dans la fonc-
tionnelle d’énergie a N corps, la limite (1.53)) est déja une indication forte de I’existence de



THEOREMES DE DE FINETTI ET CONDENSATION DE BOSE-EINSTEIN 23

la condensation de Bose-Einstein au niveau du fondamental d’un grand systeme bosonique
dans le régime de champ moyen. On reviendra plus bas sur les conséquences de sur
les minimiseurs. Comme dans le cas classique, le régime de champ moyen est un modele
tres simplifié mais déja tres instructif. On présentera au Chapitre [7] I'analyse d’autres
limites physiquement intéressantes.

Un passage a la limite formel. La premiere étape pour obtenir (1.53) est comme dans
le cas classique d’obtenir formellement un probléme limite simplifié. On commence par
réécrire I'énergie en utilisant (1.35]) et I’hypothese A = (N — 1)1

E(N)

1. 2
= g inf {TrLz(de) [HQF(Q)] ,T® ¢ 73](\,)} (1.55)

PR - {F@) e S(LA(R™)) | 3Ty € S(LARW)), 1? = TT3—>N[FN]}

est 'ensemble des matrices densité a deux corps “/N-représentables”, i.e. qui sont la trace
partielle d’'un état a N corps.

La caractérisation de 1’ensemble 73](\?) est un probleme ouvert fameux en mécanique
quantique (probleme de représentabilité, voir par exemple [36] [106]) et la réécriture ((1.55))
n’est donc pas particulierement utile a N fixé. En revanche, exactement comme dans le
cas classique, le probleme de représentabilité peut étre résolu de maniere satisfaisante dans
la limite N — oo, et c’est ce fait que nous allons utiliser. On commence par noter que en

prenant des traces partielles on a facilement
PNy C PN (1.56)

de sorte que peut étre vu comme un probléeme variationnel posé sur un espace de
plus en plus contraint lorsque N augmente.

En supposant & nouveau qu’on puisse échanger un infimum et une limite (ce qui est
bien stir un argument formel) on obtient

. E(N 1,
lim Ev) = Bo = 5 inf {TrLQ(RQd) [H2r<2>,r(2> € p@] } (1.57)
avec
@2 _ 1 (2 _ (2)
PY = lim Py = () Py (1.58)
N>2

I’ensemble des matrices densité a deux corps qui sont N-représentables pour tout N. On
a comme dans le cas classique utilisé le fait que la fonctionnelle d’énergie elle méme ne
dépend pas de N pour passer formellement a la limite.

Un résultat de structure. Il se trouve que la structure de ’ensemble Pég) est entierement
connue et entraine 1’égalité

Eoo = €eHg (159)

qui conclut la preuve de (1.53) modulo la justification des manipulations formelles que
nous venons d’effectuer.
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La propriété de structure garantissant la validité (1.59)) est une version quantique du
théoreme de de Finetti-Hewitt-Savage que nous avons mentionné a la section précédente.

Soit T € P2, On a alors une suite I'y € S(L2(R)) telle que pour tout N
r@ —r.

Sans perte de généralité on peut supposer que cette suite est consistante au sens ol

F%V+)1 = Tryy1[[ny1] =T

Le théoreme de de Finetti quantique de Stgrmer-Hudson-Moody [164) [82] garantit alors
l'existence d'une mesure de probabilité P € P(SL?*(RY)) sur la spheére unité de L?(R%)
telle que

Iy — / N (N | dP(u)
ueSL2(R4)
et donc

@ — / u®2) (w2 dP(w).
ueSL2(R4)

On peut alors conclure que

E = inf {1/ TrLz(de)[Hg\u®2>(u®2]]dP(u),P € P(SL2(]Rd))}
u€SL2(RY)

= inf {/ EnluldP(u), P € P(SLQ(Rd))}
ueSL2(R)

ou la derniere égalité suit puisqu’il est clairement optimal de prendre P = §,,, avec upg un
minimiseur de la fonctionnelle de Hartree.

On voit donc que la validité de ((1.53)) est (au moins formellement) une conséquence de
la structure de I'’ensemble des états bosoniques et ne fait intervenir que marginalement
les propriétés du Hamiltonien . La justification sous diverses hypotheses des ma-
nipulations formelles que nous venons d’effectuer pour obtenir (ou une variante)
ainsi que la preuve du théoreme de de Finetti quantique (plus variantes, généralisations
et corollaires) sont 1’'objet principal de ces notes.

Condensation de Bose-FEinstein. Anticipons quelque peu sur les conclusions quant aux
minimiseurs que I'on peut déduire de la limite . On verra dans la suite du cours que
des résultats du type

i - ™) (u®"|dP(u) (1.60)

ueSL2(R)
pour tout n € N fixé quand N — oo, suivent tres naturellement dans les bons cas, ou
I'n est (la matrice densité d’) un minimiseur de I’énergie & N corps et P une mesure de
probabilité concentrée sur les minimiseurs de &y. La convergence aura lieu (toujours dans
les “bons cas”) en norme de trace.
Lorsque il y a unicité (a4 une phase constante preés) du minimiseur uy de £y on obtient

donc

FX;) — [ug™)(uiy"| quand N — oo (1.61)
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ce qui prouve l'existence de la condensation de Bose-Einstein au niveau du fondamental.
En effet, la condensation de Bose-Einstein consiste par définition (voir [107] et références
ci-incluses, en particulier [127]) en 'existence d'une valeur propre d’ordrd'"| 1 dans la limite

N — oo pour Fg\lf), ce qui est clairement impliqué par (1.61) qui est en fait un résultat
plus fort.
On peut bien sur se demander si des résultats plus forts que (1.61) peuvent étre
démontrés. On pourrait penser a une approximation en norme du genre
o ]

)

%
12 (RdN)
mais il est opportun de mentionner tout de suite que des résultats de ce genre sont fauz en

général. La bonne notion de condensation fait bien intervenir les matrices densité réduites,
comme le montrent les deux remarques suivantes:
e Pensons & un ¥y de forme
®(N-1)
\I/N - UH ®5 SO
ou ¢ est orthogonal a up. Un tel état est “presque condensé” puisque toutes les
particules sauf une sont dans I’état uy. Hors, au sens L?(R%V) usuel, ¥ est bien
stir orthogonal a u%N et ne peut donc pas en étre proche en norme, bien qu’il en
soit proche au sens de la condensation faisant intervenir les matrices de densité
réduites.
e Dans le méme ordre d’idée, il est naturel de chercher des corrections au minimiseur
a IN corps sous la forme

(N-1) (N-2)

®s $1 + Ug
avec g € C et ¢ € L2(R%%) pour k = 1...N. Il se trouve que I'ansatz ci-dessus
est correct si la suite (¢g)r=0,... N est choisie via la minimisation d’un Hamiltonien
effectif sur 'espace de Fock. La présence des termes non condensés impliquant
les ¢ pour k > 1 contribue au premier ordre a la norme de ¥y mais pas aux
matrices de densité réduites, ce qui confirme rigoureusement que la bonne notion
de condensation est nécessairement basée sur les matrices densité réduites. Cette
remarque ne fait qu’effleurer la théorie de Bogoliubov, qui ne sera pas traitée dans
ces notes et au sujet de laquelle on renvoit a [39) 111} 112 [159] [148], (75, 99] 126, [49]
pour des résultats mathématiques récents.

\IJNchou%N—Fuﬁ Qs 2+ ...+ YN

Une remarque sur la symétrie. Nous nous sommes intéressés ci-dessus au probleme
bosonique pour des raisons de motivation physique. Le probleme fermionique n’esﬂ
pas couvert par ce genre de considérations, mais on peut s’inféresser au probléme sans
contrainte de symétrie mentionné précédement.

Dans le cas ou A = 0 dans , les problemes avec et sans symétrie bosonique imposée
coincident, mais ce n’est pas le cas en général. On peut cependant suivre la méme démarche
que ci-dessus pour ’étude du probleme sans symétrie en remarquant que vue la forme du
Hamiltonien, on peut sans perte de généralité imposer la symétrie plus faible dans
la minimisation. L’ensemble de matrices de densité a deux corps qui apparait alors a la

1ORappellons que toutes les matrices densité sont normalisées pour avoir une trace fixe dans ce cours.
Upour instant ?
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limite est également couvert par le théoreme de Stgrmer-Hudson-Moody, et il s’agit alors
de minimiser une énergie sur les matrices de densité a deux corps de la forme

r® = / 24P () (1.62)
YES(L2(RY))

ou P est maintenant une mesure de probabilité sur les états a une particule, c’est-a-dire
les opérateurs auto-adjoints positifs de trace 1 sur L2(R%). On obtient donc dans ce cas la
convergence de I’énergie fondamentale par particule vers le minimum de la fonctionnelle

de Hartree généralisée (cf (1.40))
. N -1
Euly] = Trr2(ra) [(—(V + ZA)2 + V) 'y] + )\T Tr2(g2ay [w(m — y)’y®2]

et le minimum est en général différent du minimum de la fonctionnelle de Hartree (|1.54])
(voir par exemple [147]).

On a déja noté que v®¢ ne peut avoir la symétrie bosonique que si v est un état pur
v = |u)(u|, et on voit donc en quoi le probléme sans symétrie peut en général donner
lieu & un minimum strictement plus petit. Il se trouve que le minimum de (1.40) est
toujours atteint pour un état pur, ce qui met en cohérence les différentes observations que
nous avons faites sur la symétrie. Notons finalement que prendre en compte la symétrie
bosonique dans la limite de champ moyen quand A # 0 se fait tout naturellement grace
aux différentes version du théoréme de de Finetti quantique.

®2
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2. Mécanique statistique a 1’équilibre

Avant d’entrer dans le coeur du sujet de ces notes, les limites de champ moyen
quantiques, nous rappellerons dans un but pédagogique quelques notions sur les limites
de champ moyen classiques. Dans cette section nous énoncerons et démontrerons les
théoremes de de Finetti classiques mentionnés informellement auparavant. Des applica-
tions a des probléemes de mécanique statistique a 1’équilibre seront ensuite présentées.

Pour simplifier I'exposition et se rapprocher des applications qui nous intéressent nous
considérerons dans toute cette section un domaine  C R? qui pourra éventuellement étre
R? lui-méme. On notera QY et QN le produit cartésien de N copies de § et ’ensemble
des suites de €) respectivement. L’espace des mesures de probabilités sur un ensemble A
sera toujours noté P(A). On pourra faire ’hypothese simplificatrice que 2 est compact,
auxquel cas P(Q) l'est également pour la convergence faible des mesures.

2.1. Théoreme de Hewitt-Savage.

Nous mentionnerons seulement pour mémoire les premiers travaux sur ce qui est appellé
maintenant le théoreme de de Finetti [43,[44], [83] [51]. Dans ces notes, I’histoire commencera
a [81] ou le théoreme de de Finetti classique est démontré dans sa forme la plus générale.

De maniere informelle, le théoreme de Hewitt-Savage [81] énonce que toute mesure de
probabilité symétrique sur QY approche une combinaison convexe de probabilités pro-
duit quand N est grand. Une mesure de probabilité symétrique est une probabilité p
satisfaisant

HN(Al X ... XAN):IJ’N(AO'(l)7"‘7AO'(N)) (2.1)
pour tout domaines boréliens Aq,..., Ay C € et toute permutation de N indices o € X y.
On notera Py(2V) I'ensemble des mesures de probabilité satisfaisant (2.I)). Une mesure
produit construite sur p € P(Q) est de la forme

PPN (A1, AN) = p(A1) .. p(Aw) (2.2)
et est bien entendu symétrique. Nous cherchons donc un résultat du genre
By A / p*NdP, . (p) quand N — oo (2.3)
PEP()

ou P, € P(P(Q2)) est une mesure de probabilité sur les probabilités.

Une premiere possibilité pour donner un sens rigoureux a consiste a prendre
immédiatement N = oo, c’est-a-dire & considérer non pas une probabilité p, sur QY
mais directement une probabilité avec un nombre infini de variables, u € P(QN), ce qui
est le sens naturel a donner a un “état classique d’un systéme a nombre infini de partic-
ules”. On supposera une notion de symétrie héritée de (2.1)):

p(Ar, Az, . .) = (A1), Ao(2), - - ) (24)

pour toute suite de domaines boréliens (Ag)ren C QY et toute permutation d’un nombre
infini d’indices ¢ € Yoo. On notera Ps(QN) I'ensemble des probabilités sur QY satis-
faisant ([2.4]). Le théoréme de Hewitt-Savage est le résultat suivant:

Théoréme 2.1 (Hewitt-Savage 1955).
Soit pu € Py(QN) satisfaisant ([2.4). Soit u™) sa n-iéme marginale définie par

p™ (AL A = (AL AL QL Q). (2.5)
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Il existe une unique mesure de probabilité P, € P(P(Q)) telle que
= [ R, (2.6)
pEP(Q)

En mécanique statistique, ce théoreme est généralement appliqué comme une version
faible de ’approximation formelle ([2.3)) de la maniere suivante. On part d’un état classique
& N particules, une probabilité py € P(2Y) dont les marginales

p (AL LAY = (A Ay, QYT (2.7)

convergentlﬂ dans le sens des mesures de P(£2"), a une sous-suite pres (nous ne changerons
pas de notation pour la sous-suite):

pi) =, p™ e ™), (2.8)

ce qui veut précisément dire que

P (An) = 1 (4,)

pour tout borélien A, de Q", et donc

/ Fadply) — / fadp™
Q Q

pour toute fonction f,, continue bornée de 2" dans R. Modulo un argument d’extraction
diagonale, on peut supposer que la convergence a lieu le long de la méme sous-suite
pour tout n € N. En testant la convergence sur un borélien A, = A,, x Q™" pour
m < n on obtient la relation de consistance

@mym:“wxmmmMmgn (2.9)

qui implique que la suite (u(™),ey décrit bien un systéme physique avec un nombre
infini de particules. On peut ensuite voir (théoreme d’extenstion de Kolmogorov) qu’il
existe g € P(QN) telle que p(™ soit la n-idme marginale de p (d’oti la notation). Cette
probabilité satisfait et on peut donc lui appliquer le Théoreme ce qui donne

“%1) —y p?"dP,(p) quand N — oo (2.10)
pEP(Q)
ou P, € P(P(£)), ce qui est une version affaiblie mais rigoureuse de (2.3)). Autrement dit
étant donné un état classique a N particules, sa n-iéme marginale peut-étre
approchée par une combinaison convexe d’états produits quand N est grand et
n fixe. On remarquera par ailleurs que la mesure P, apparaissant dans ne dépend
pas de n.

Bien str il faut pouvoir d’abord utiliser un argument de compacité pour obtenir ,
ce qui est possible par exemple si ) est compact (dans ce cas P(2") est compact pour la
convergence au sens des mesures (2.8))). Plus généralement si le probléme physique auquel
on s’intéresse comporte un mécanisme de confinement, on peut montrer que les marginales
des états minimisant 1’énergie libre forment des suites tendues, et en déduire .

1201 notera cette convergence —, pour la distinguer d’une convergence en norme.
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Quant a la preuve du Théoreme il y a plusieurs approches possibles. Mentionnons
tout de suite que l'unicité est une conséquence assez simple d’un argument de densité
dans Cy(P(2)), les fonctions continues bornées H de P(§2). L’argument semble n’avoir été
formulé que récemment| | par Pierre-Louis Lions [122].

Preuve du Théoreme Unicité. On vérifie aisément que les monomes de la forme
Cp(P()) > My, 4(p) := /¢(x1, o xp)dp®R (o), k ENJG € Cy(QF) (2.11)

génerent une sous-algebre de C,(P(£2)), 'espace des fonctions continues bornées sur P(£2),
voir Section 1.7.3 dans [73]. Le point & noter est que pour tout u € P(Q2)

My, (1) Moy (1) = Mpye,6 04 (10)-

Le fait que cette sous-algebre soit dense est une conséquence du théoréeme de Stone-
Weierstrass.
Il suffit donc de vérifier que si il existe deux mesures P, et P,, satisfaisant (2.5), alors

/ My, 4(p)dPu(p) = / My, 4(p)dP,,(p)
pEP(Q) pPEP(Q)

pour tout k¥ € N et ¢ € Cp(P(2F)). Mais cette derniere égalité signifie simplement

/ ( ¢(x1,...,xwdp@’“(:cl,...,xk))de<p>
pEP(Q) QFk

:/ < ¢($17...,xk)dp®k($1,...,xk)> dP//L(p)
pEP(QY) QFk
ce qui est évident puisque les deux expressions sont égales a
X ¢($17 cee )xk)dl'l’(k)(xh cee ,I'k)
Ok

par hypothese. O

Pour l'existence de la mesure, le point le plus remarquable, nous mentionnerons trois
approches possibles:

e La preuve originelle de Hewitt-Savage est un argument géométrique : I’ensemble
des probabilités symétriques sur QN est bien évidemment convexe. Le théoreme
de Choquet indique que tout point d’un convexe est une combinaison convexe
des points extrémaux de l’ensemble. Il suffit donc de montrer que les points
extrémes de P, (QV) sont exactement les mesures produit, correspondant aux suites
de marginales (p®"),en. Cette approche est hautement non constructive, et la
preuve que les suites (p®"),enr sont les points extrémes de Py(QV) est un argu-
ment par contradiction.

e Une approche entierement constructive est due a Diaconis et Freedman [50]. Dans
cet argument probabiliste, le Théoreme devient un corollaire d’un résultat
d’approximation a N fini, donnant une version quantitative de .

Bpour simplifier on peut penser au cas ol 2 est compact, auquel cas on remplace Cy(P(f2)) par les
fonctions continues.
141,65 cours de Pierre-Louis Lions sont disponibles en vidéo sur le site du College de France.
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e Pierre-Louis Lions a développé une approche nouvelle de la théorie dans le cadre
de sa théorie des jeux de champ moyen [122]. Il s’agit d’un point de vue dual,
ou l'on commence par s’intéresser au concept de “fonctions continues dépendant
faiblement d’'un grand nombre de variables”. On pourra en trouver un résumé
dans les notes de cours de Frangois Golse [73], Section 1.7.3.

11 se trouve que la preuve du théoréeme de Hewitt-Savage suivant le point de vue de Lions
est en grande partie une redécouverte de la méthode de Diaconis et Freedman. Dans la
suite nous suivrons un mélange des deux approches, des compléments pouvant étre trouvés
dans [79, Section 5.

2.2. Théoreme de Diaconis-Freedman.

Comme nous venons de I’annoncer, il est en fait possible de donner une version quantita-
tive de 'approximation qui implique le Théoréme Outre son intérét intrinseque,
ce résultat mene naturellement a une preuve constructive qui me semble étre de loin la plus
concrete qui existe dans la littérature. L’approximation se fera dans la norme naturelle
pour les mesures de probabilité sur un ensemble S, la variation totale:

/Qqsdu

qui coincide avec la norme L' pour des mesures absolument continues par rapport & la
mesure de Lebesgues. Le résultat que nous allons démontrer, issu de [50], est le suivant:

(2.12)

llly = / diul = sup
s HECH(S)

Théoréme 2.2 (Diaconis-Freedman).
Soit py € Ps(QV) une mesure de probabilité symétrique. Il existe Py, € P(P()) tel
que, avec

v = [ VAP (2.13)
PEP()
on ait
m _ o] onn 1)
HHN KN —_— 2 N (2.14)

De plus, iy est entierement caractérisée par ses marginales :

_ 1 < .
HE\T/L)(HSL ey Tp) = N Z Z u%) (Tiys ey i) 6331.]_“:_”:%” (2.15)
J=11<i1#...#i;<N

ot X; est le groupe des permutations de j éléments.

Preuve du Théoréme[2.4. On fera un léger abus de notation en écrivant py(Z)dZ au lieu
de duy(Z) pour les intégrales en (21,...,2y) = Z € QY. En tout état de cause, il est
déja suffisament instructif de considérer une mesure absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgues.

La symétrie de p, implique, pour X = (z1,...,zy) € QY

pn(X) = [ un(2) 3 (V) oz, -xaz (2.16)

TEXLN
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ot Z, représente le N-uplet (z,(1);- - -, 25(n)). On définit

in(X0) = [ nn(2) 3 N Voz, _xdz. (2.17)
QN
vel'n
ou I'y est I'ensemble de toutes les applications de {1,..., N} dans lui-méme et Z, est

défini de la méme maniere que Z,. En remarquant que

QN

N
Y N Nogx=(N"D o, | (@...,an), (2.18)
vel'n j=1

on peut mettre (2.17)) sous la forme (2.13) en prenant

N
Pu0) = [ Gopeia 242, ple) = 3N (2.19)
=1

et on remarquera au passage P, ne charge que des mesures empiriques. Il s’agit main-
tenant de calculer la différence entre les marginales de ppy et fip. Diaconis et Freedman
procedent comme suit: Bien sar

(n) (n)
) — ) — /Q A ey | = | S NNy pn(2)dz,

cEX N SNy

mais
(n)
Z (N!)_I(SZU:X

O'GEN

est la loi de probabilité pour tirer n boules au hasard d’une urne en contenant N EL sans
remplacement alors que

(n)

Z N_N(SZWZX

vel'n

est la loi de probabilité pour tirer n boules au hasard d’une urne en contenant N, avec
remplacement. Intuitivement il est clair que quand n est petit devant N, le fait que ’on
remplace ou pas les boules apres chaque tirage n’affecte pas significativement le résultat.
Il n’est pas difficile d’obtenir des bornes quantitatives qui menent au résultat , voir
par exemple [6§].

157 65 boules sont étiquetées x1,...,TN.
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L’expression explicite (2.15)), n’est pas mentionnée dans [50] mais ¢’est une conséquence
directe de la définition ([2.18): par symétrie on a
N
_(1 _ 1
i@ =NTY [l 2)6,0dZ = ) @)
j=1

N N

~(2 _

i\ (w1, 20) = N2 . pn(Z) 1) e | | D 0= | dZ
j=1 j=1

N
= N_2 Z /QN NN(Z)(Szi:mdz]-:de + N_2 Z /QN NN(Z)(Szi:mdzi:de
=1

1<i#j<N
N—-1 (o 1 1
= Tug\,) (xl, xg) + N/J«gv)(l'l)(sml:m. (2.20)

Nous omettrons le calcul des marginales supérieures, qui suit les mémes lignes. Remar-
quons que (2.14]) se déduit également de (2.15]). Pour voir cela il suffit de calculer le terme

. ’ . n
J = n dans la somme: par symétrie de py’ on a

[L(n) NN-1)...(N—-n+1) (n)

N = Nn Ky +Un
ol v, est une mesure positive sur 2. On a alors
- NN-1)...(N—-n+1
a0 (1 SN >> u o, (2.21)

et comme les deux mesures du membre de gauche sont des probabilités on déduit
N(N—-1)...(N—-n+1)
/ § dv, = <1 — n .

En outre, puisque le premier terme du membre de droite de (2.21)) est positif et le deuxieéme
négatif on a par I'inégalité triangulaire

n —(n NN-1)...(N — 1
/Qd\uﬁv)—uﬁv’s<1— Wb, (Nont )>+/ dvn

Nn

:2<1_N(N—1).].\}7EN—n+1)>.

Il est ensuite facile de voir que

NN -1)...(N—=n+1) :ﬁN—j+1:ﬁ<l_H>

Nn ; N ; N
7j=1 7j=1
n
S 1_n—1 >1_n(n—1)
- N - N
ce qui prouve (2.14) avec C' = 2. Une meilleure constante C' = 1 peut étre obtenue,
voir [50), 68]. O

En corollaire de la construction de Diaconis et Freedman nous obtenons une preuve
simple de la partie existence du théoreme de Hewitt-Savage:
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Preuve du Théoréme Existence. Commencons par le cas ou {2 est compact. On ap-
plique le Théoreme a p™Y) qui est une probabilité symétrique sur QV, et on obtient

donc
2

= [ perarnG)| <0 (2.22)
pPEP () TV

pour une certaine mesure Py € P(P(£2)). Lorsque € est compact, P(2) et P(P(Q2)) le

sont également. On peut donc (modulo une sous-suite) supposer que

Py — P e P(P(2))

au sens des mesures et il ne reste qu’a passer a la limite N — oo a n fixé dans .

Pour le cas ou 2 n’est pas compact, on emprunte une idée a la preuve d’existence selon
Pierre-Louis Lions [122] (voir aussi [73]). Il s’agit de montrer que la mesure Py obtenue
en appliquant le théoréme de Diaconis-Freedman & p™) converge. Il suffit pour cela de la
tester sur un monome de la forme (2.11)):

N
1
/ My (1)d Py (p) = / My | 3 20, | du™(2)
P(P()) ZeQN pe

N
1
= T1,... T || —g Sy, | dp™(Z
/ZEQN/XGQIC(Z)( ! k) N < 7 a ( )

=1\ =1

- / d(z1,. .., 26)dp™(Z) + O(N7L) (2.23)
ZeQk

par un calcul similaire a celui donnant . La limite existe donc pour tout
monoéme Mj, 4, et par densité des monomes pour toute fonction continue bornée sur P(€2).
On déduit ainsi

Py —, P

et on peut conclure comme précédemment. O
Quelque petites remarques avant de passer aux applications des Théorémes et 2.2}

Remarque 2.3 (Sur la construction de Diaconis-Freedman-Lions).

(1) On notera d’abord que la mesure définie par est celle que Lions utilise
dans son approche du théoreme de Hewitt-Savage. C’est la maniére canonique
de construire une mesure sur P(P(Q)) étant donnée une mesure sur Py(QY),
en passant par les mesures empiriques. Le passage a la limite peut rem-
placer l'estimation explicite si on s’intéresse uniquement a la preuve du
Théoreme 2.1

(2) Le fait d’avoir une estimation explicite de la forme est évidemment tres
satisfaisant et peut s’avérer utile dans les applications. On peut se demander si le
taux de convergence obtenu est optimal. De maniere peut-étre surprenante c’est
en fait le cas. On aurait pu s’attendre a une approximation utile pour n < N,
mais il se trouve que \/n < N est optimal, voir les exemples de [50].

(3) Les formules simples sont bien utiles en pratique. Il est assez satisfaisant que

ug\l,) = ;15\1,) et que u%) puisse se reconstruire en utilisant seulement [1,5\2,) et ﬁs\lf).
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(4) La construction paye sa généralité par un comportement en réalité trés mauvais
dans de nombreux cas. Remarquons que ne charge que des mesures em-
piriques, qui ont toutes une entropie infinie. Cela pose des problémes pour em-
ployer le Théoréme [2.2] & I'étude d’une énergie libre & température positive. En
outre, pour un probléeme avec interactions répulsives fortes, on cherchera a ap-

pliquer la construction & une mesure satisfaisant ,ug\?) (z,z) = 0 (probabilité nulle

d’avoir deux particules au méme endroit). Dans ce cas ﬂg\z,) (x,z) =N _1u§\1,) (x) est
non nulle et donc I’énergie de f1 5 sera infinie si le potentiel d’interactions comporte
une singularité a ’origine.

(5) II serait tres intéressant de disposer d’une construction qui satisfasse une estima-
tion de forme tout en évitant les inconvénients mentionnés ci-dessus. Par
exemple, est-il possible de garantir fiy € L'(QY) si puy € L' (QY) ? On pourrait
aussi demander que la construction laisse les mesures produits p®” invariantes, ce
qui n’est pas du tout le cas de .

(6) Si ’espace Q) est remplacé par un ensemble fini, disons Q = {1,...,d}, on peut
obtenir une erreur proportionnelle & dn/N au lieu de n?/N en utilisant la preuve
originelle de Diaconis-Freedman. On peut donc remplacer par

() _ =) ¢ . 2
H/,LN — iy ‘Tvgﬁmm(dn,n ). (2.24)
Nous ne nous servirons pas de ce point dans la suite. O

2.3. Limite de champ moyen pour une énergie libre classique.

Dans cette section nous appliquons le Théoreme a une fonctionnelle d’énergie libre
A température positive, suivant [125, 25, 85, 87]. On considere un domaine Q C R? et la
fonctionnelle

Pl = | I Eu(X)aX + T | )0z ()0 (2.25)

N

définie pour toute mesure de probabilité u € P(QY). Ici la temprérature T est fixe dans
la limite N — oo et le Hamiltonien H est choisi de type champ-moyen:

N
Hy(X) =) V(xj)+ ﬁ > wlwi — ). (2.26)
j=1 1<i<j<N

Ici V est un potentiel semi-continu inférieurement. Pour se placer dans un cadre compact,
on supposera que soit £ est borné soit

V(z) = oo quand |z| — oo. (2.27)

Le potentiel d’interaction w sera borné inférieurement et semi-continu inférieurement.
Pour rester concret on pourra penser a w € L°°, ou bien & un potentiel de type Coulomb
répulsif :

w(z) = —log|z| sid=2 (2.29)
w(z) =—|z| sid=1, (2.30)
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omniprésent dans les applications. On supposera également toujours
w(z) = w(—x)
et si le domaine n’est pas borné on supposera en outre

w(z—y)+V (x)+V(y) = oo quand |z| — oo ou |y| — oo et est semi-continu inférieurement.
(2.31)
Nous nous intéressons & la limite de la mesure de Gibbs minimisant (2.25) dans Ps(QV):

1 1
py(X) = —=—exp (—HN(X)> dX (2.32)
ZN T
et a I’énergie libre correspondante
FN = inf ]-"N[p] = FN[”N] == —TlogZN. (2.33)

neP(QY)

La fonctionnelle d’énergie libre se réécrit
N
Fnlp = N/ V(z)dp (z) + // w(z — y)dp® (z,y) +T/ plog pu
Q 2 JJaxa Qv

= ];f//QXQ (w(z —y) + V(z)+ V(y)) du® (z,y) + T/QN wlog . (2.34)

en utilisant les marginales
p™(xy, ... x) :/ dp(xi,...,zN). (2.35)
Tnt1,--TNEQ

En insérant un ansatz de forme
n=p"N pePQ) (236)
dans (2.25)) on obtient la fonctionnelle de champ moyen

FYF[p] = N7 Py o]

1
— [ V@) +5 [[ e~ yapa)ant) + 7 [ ploge (237)
Q QX0 Q
dont on notera FMF et oMF le minimum et un minimiseur parmi les mesures de probabilité.
Notre but est de justifier I'approximation de champ moyen en démontrant le théoreme
suivant

Théoréme 2.4 (Limite de champ moyen classique a température fixe).

On a
Fn

~ FMY quand N — . (2.38)
De plus a extraction d’une sous-suite pres, on a pour tout n € N
W [ ), (2.30)
pEMMF

au sens des mesures, ot P est une mesure de probabilité sur MMY | Uensemble des min-
imiseurs de FMF .
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En particulier, si FMF a un minimiseur unique on obtient

n RN
uﬁv) -, (QMF)

Preuve du Théoréme[2.]. On suit essentiellement [125, 25| [84, 85]. Une borne supérieure
sur 'énergie libre s’obtient aisément en prenant une fonction test de forme p®V et on
déduit
Iy _ ur
— < . 2.40
< (2.40)

Seule la borne inférieure correspondante demande du travail. On commence par extraire
une sous-suite le long de laquelle

ply) = (2.41)

pour tout n € N, avec pu € P(QY). On procede comme indiqué Section en utilisant
soit le fait que €2 est compact soit ’hypothese (2.31) qui implique que la suite est tendue.
Par semi-continuité inférieure on a immédiatement

tmint 5 [ (e =)+ V@) + V) duld 0.9

= ;//QXQ (w(x—y) +V(z) + V(y) dp® (z,y). (2.42)

Pour le terme d’entropie on utilise la propriété de sous-additivité (conséquence de
I'inégalité de Jensen, voir [137] ou les références citées précédemment)

n (n) (n) (N=n|%]) (N=n[%])
>
/QN py log py > [NJ /Qn Ky log py +/QN—"UH Ky log

ou | . | dénote la partie entiere. L’inégalité de Jensen implique que pour toutes mesures
de probabilités u et v, 'entropie relative de u par rapport a v est positive:

/ulogu:/u'ulogu > (/1/”) log </uu> =0.
v v v v v

On en déduit que pour tout vy € P()

N
(v-n51) o L 2)) _ (v-nl51) 1 [ 2
Jyntay ol [ s |

Jr/QN—nL}H MJ(VN*”L%J) ?(N*HL%J)

> (N—n L%J) /Q,ug\lf) log 1.

En choisissant vy € P(§2) de la forme vy = ¢pexp(—c1V) il n’est pas difficile de voir que la
derniere intégrale est bornée inférieurement indépendament de IV et on obtient alors pour
tout n € N
m inf 1 () 1g ™
liminf — pyloguy > — u'™ log u (2.43)
N QN n Jonr

N—oo

* par semi-continuité inférieure de (moins) ’entropie.
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En rassemblant (2.42)) et (2.43)) on obtient une borne inférieure en terme d’une fonc-
tionnelle de w:

hmmf—]—"N[uN] > Flu //ﬂ 0 w(z—y)+V(z)+ V(y ))du@)(:r Y)

+Tlimsupl / p™log u™.  (2.44)
n—oo T Jon
Le second terme est souvent appelé (moins) 'entropie moyenne de p € P(QN). 1l s’agit
maintenant d’appliquer le théoreme de Hewitt-Savage a p. Le premier terme de F est
évidemment affine en fonction de u@), ce qui est parfait pour utiliser , mais on pourrait
s'inquiéter a la vue du second terme qui semble plutét convexe. En fait un argument simple
de [137] montre que cette entropie moyenne est bien affine: étant donné py, py € P(QV)
on utilise d’une part la convexité de z — xlogx et d’autre part la croissance de x +— logx
pour obtenir

1 (n) 1 / (n) (n) / Lw 1 m L () (n)
- 1 + = 1 > + 1 - +
2/n og [y 5 Qan 0g [y o Pl M2 g { 5H1 2u
1 (n) (n) 1 / (n) (n)
> = -
5 /Qn log 1y 2 o Hy - log ps

log(2) ( / (n) / <n))
-— pl | op
2 Qn 1 Q'n 2
1 ) (n) 1 (n) (n)
=3 logpuy”’ + 3 Wy log py ' —log(2).
Qnr Qn

En divisant par n et passant a la limite supérieure on déduit que

1
Ps(Q™) > p — limsup — / ™ log p(™
Qn

n—o0

est bien affine linéare et donc que Flu] 'est également. Il reste a utiliser (2.6)), ce qui
donne une probabilité P, € P(P(12)) telle que

1
liminf — Fy[py] > / Fp®>®)dP,(p
int il > [ FIPIdP)

_ / FMF(pldp,(p) > FMF.
PEP(Q)

Ici on a noté p®> la probabilité sur P(QN) qui a pour n-ieme marginale p®" pour tout n
et on a utilisé le fait que P, est d’intégrale 1. Ceci conclut la preuve de (| - ) et -
se déduit facilement des arguments précédents.

2.4. Estimations quantitatives dans la limite champ moyen/température faible.

Ici nous allons donner un exemple ou les précisions apprortées au théoreme de Hewitt-
Savage par la méthode de Diaconis-Freedman se révelent utiles. Comme mentionné a
la Remarque la construction de la Section se comporte assez mal vis-a-vis de
I’entropie, mais il existe un certain nombre de problémes intéressants ou il fait sens de
considérer une température petite dans la limite N — oo, auquel cas I'entropie joue un
faible role.
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Un exemple central est celui des systemes de type “log-gas”. Il est bien connu que la
distribution des valeurs propres de certains ensembles de matrices aléatoires est donné
par la mesure de Gibbs d’un gaz classique avec interactions logarithmiques. De plus, il se
trouve que la limite pertinente pour de grandes matrices est un régime de champ-moyen
avec température d’ordre N~!. Considérons le Hamiltonien suivant (les hypotheses sur V'

sont les mémes que précédemment, avec w = —log]| . |):
al 1
Hy(X) = Z V() = 5 Z log |z; — x| (2.45)
j=1 1<i<j<N
ot X = (z1,...,2zx) € R¥. La mesure de Gibbs correspondante
1
pn(X) = Zy exp (—BNHn(X))dX (2.46)

correspond (modulo un changement d’échelle dépendant de (3) & la distribution des valeurs
propres d’une matrice aléatoire dans les cas suivants:

ed=10=1,24et V(z) = @ On obtient respectivement les matrices gaussi-

ennes réelles symétriques, complexes hermitiennes, et quatertioniques auto-duales.
2
ed=2p=2etV(z)= % On obtient alors les matrices gaussiennes complexes
sans condition de symétrie, c’est-a-dire ’ensemble dit de Ginibre [70].

Dans le cadre de ces notes nous ne donnerons pas plus de précisions sur l'aspect “ma-
trices aléatoires”, et nous nous contenterons de prendre les faits précédents comme une
motivation suffisante pour étudier la limite N — oo des mesures avec 3 fixé, ce
qui correspond (comparer avec ) a prendre T = B~ 'N~! soit une température tres
petite. Pour une introduction aux matrices aléatoires et aux log-gas nous renvoyons a
(parmi de nombreuses sources) [7), (66, 124]. Pour des études poussées des mesures
selon des méthodes assez différentes de celles présentées ici on pourra consulter entre
autres [10} (1T, 211, (17, (I8, 27, 14T, 145, 146].

Dans le cas d = 2, les mesures de forme (2.46) ont aussi une application naturelle a
I’étude de certaines fonctions d’onde quantique apparaissant dans le cadre de 'effet Hall
fractionnaire (voir [142, (143, 144] et les références citées). La aussi il fait sens de considérer
[ comme étant fixe.

La singularité en 0 du logarithme va poser des difficultés dans la preuve, comme indiqué
a la Remarque mais on peut les contourner relativement aisément, au contraire de
celle liée a ’entropie. La méthode que nous présenterons n’est pas limitée au cas des
log-gas et peut étre réemployée dans des contextes variés.

A nouveau, ([2.46)) minimise une énergie libre
1
Falul = [ HvOORCOE+ o [ a0 louoax 2an
XeaN BN Jan
dont nous noterons Fy le minimum. L’objet limite naturel est cette fois une énergie libre
ou le terme d’entropie est négligﬂ

1
Y = [ vap—5 [ ogle = sldp(o)ioto). (2.48)

16ype énergie donc, d’ou la notation.
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obtenue en insérant I'ansatz p®~ dans (2.47)) et négligeant le terme d’entropie qui est man-
ifestement d’ordre inférieur pour 3 fixe. On notera EMF et oMF respectivement ’énergie
minimum et le minimiseur (unique dans ce cas par stricte convexité de la fonctionnelle).
Il est bien connu (voir les références sus-citées et également [87]) que

N~ 'Fy = -2y — EMF quand N — o (2.49)
et ) o
MF\ ®n
u) = (@) (2.50)
Nous allons reprouver ([2.50)) et donner une version quantitative de (2.49)) en nous inspirant
de [144]:

Théoréme 2.5 (Estimation de 1’énergie libre d’un log-gas).
Pour tout B € R, on a
F_ON' (Bt +1logN +1) < —p2y <EM' 4+ Cp N~ (2.51)
Des estimations fines de la fonction de partition Zy d’un log-gas semblent n’étre
disponibles dans la littérature que depuis assez récemment [141], [145] [146]. Entre autres,

les références précédentes indiquent que la correction & EMF est exactement d’ordre
N-llogN.

Preuve du Théoréme[2.5. Nous n’élaborerons pas sur la borne supérieure, qui s’obtient en
prenant 'ansatz factorisé habituel et en estimant son entropie. Pour la borne inférieure,
nous allons utiliser le Théoréme 2.2l Pour cela il nous faut d’abord borner crudement
Pentropie: par positivé de I'entropie relative (inégalité de Jensen)

/ ulogg > 0 pour tout p, v € P(QY)
RdAN 174
on peut écrire, en utilisant la mesure de probabilité

v = (coexp (=V(|z])))*",

la borne inférieure suivante
/ p log ey > / pylogrvy =—N Vd,ug\l,) — Nlogcyg. (2.52)
RaN RaN R4

Pour obtenir une borne inférieure sur ’énergie il nous faut d’abord régulariser le potentiel
d’interaction: soit @ > 0 un petit parametre que nous optimiserons plus tard et

log @ + ~ Gk if |2] <

— (6% — — —F 11 (2 «

—log, |2| = 84T a? = (2.53)
—log |2| if |z| > a.

Clairement — log,, |z| < —log|z| est régulier en 0. De plus, on a

——|——3 if |z] <«
if |z| > «a.

— L 1og, || =

(2.54)
do 0

On utilise la minoration —log, |z| < —log|z| pour obtenir

[ aveoncoax =8 [ vald) =5[] g e yidel e
XEQN ]Rd Rdx d
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et nous sommes maintenant en position d’appliquer le Théoréme et plus précisément

les formules explicites (2.20)):

- N?
/ Hy(X)py(X)dX > N | Vdpl - ——— / / log,, |z—ylduy (x, y)+C log, (0)
XeqN 2(N = 1) J Jraxrd

Rd
(2.55)
et en combinant (2.52)), (2.13]) et en rappelant que la température est égale a (BN )71
obtient

N1 Fylun] > / ENF[oldP ()
pEP(RY)

+ CN~! (log,(0) — 8) > EM — CN~'log(a) — CBN™"  (2.56)

ou E})YIF est le minimum (parmi les mesures de probablhte ) de la fonctionnelle modifiée

Yl = [ V=5 s //M log |2 — yldp()do(y).

En exploitant 1’équation variationnelle associée, et le principe de Feynman-
Hellmann, il n’est pas difficile de montrer que pour « assez petit

|ENF — EMF| < Cat + ONT!
et donc on conclut
N1 Fn[py] > EMY —CONtlog(a) —CANL —CON~t - Cad - C

ce qui donne la borne inférieure désirée en optimisant par rapport a « (prendre o =
N1/, O

Remarque 2.6 (Extensions possibles).

(1) On peut également prouver des version quantitatives de en suivant essen-
tiellement la méthode de preuve ci-dessus. Nous n’élaborerons pas plus sur ce
point pour lequel nous renvoyons & la méthode utilisée dans [I144] (basée sur une
implémentation quantitative du principe de Feynman-Hellmann).

(2) Un autre cas que nous pourrions traiter avec la méthode ci-dessus est celui des
ensembles de matrices gaussiennes unitaires, orthogonaux et symplectiques intro-
duits par Dyson [53, 54, [55]. Dans ce cas, R? est remplacé par le cercle unité,
6=1,2,4,V =0 dans @ et le terme d’interaction n’est pas divisé par N — 1.
La méthode s’applique malgré ce dernier fait car le role du facteur (N — 1)~}
de rendre les deux termes de du méme ordre de grandeur. Quand V = 0
et que les particules vivent sur un domaine fixe, on a pas ce souci et le probleme
limite reste bien défini. O
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3. Théoréme de de Finetti quantique et théorie de Hartree

Nous rentrons maintenant dans le coeur du sujet du cours, les limites de champ moyen
pour de grands systéemes bosoniques. Nous présenterons d’abord la dérivation du fonda-
mental de la théorie de Hartree pour des particules confinées. Dans un tel cas, correspon-
dant par exemple a des particules vivant dans un domaine borné, le résultat est alors une
conséquence relativement immédiate du théoreme de de Finetti prouvé par Stgrmer et
Hudson-Moody [164} [82] qui décrit toutes les limites fortes (au sens de la norme &') des
matrices de densité d'un grand systéeme bosonique.

Nous passerons ensuite au cas plus complexe de systémes non confinés. Le cas général
sera traité plus tard et dans cette section nous supposerons que le potentiel d’interaction
n’a pas d’états liés (un exemple est un potentiel purement répulsif). Il est alors suffisant
de disposer d’un théoreme a la de Finetti décrivant toutes les limites faibles (au sens de
la topologie faible-* sur &') des matrices densités d’un grand systéme bosonique.

Le théoreme de de Finetti quantique Finetti faible (introduit dans [96]) implique le
théoreme de de Finetti quantique fort et il se trouve que les deux résultats peuvent se
déduire d’un théoréme encore plus général apparaissant dans [164} 82]. Le parti-pris de ces
notes est de ne pas suivre cette approche, mais plutot celle (par ailleurs plus constructive)
de [96]. Ceci sera discuté plus en détail a la Section [3.3| qui annonce aussi la démarche qui
nous guidera dans les chapitres suivants.

Pour simplifier I'exposition, on se concentrera sur le cas de particules quantiques non
relativistes, en I'absence de champ magnétique, pour lesquelles le Hamiltonien a la forme
générale

N
1
7=1 1<i<j<N

agissant sur l’espace de Hilbert .6?7 = ®év §), i.e. le produit tensoriel symétrique de N
copies de $) ot1 § sera I'espace L?(Q) pour Q C RY. L’opérateur T est un opérateur de
Schrodinger

T=-A+V (3.2)
avec V : 1 — R et T} est défini comme agissant sur la j-eme variable:

T ®.. Y n =01 ®...0T5; ® ... YN.

On suppose que T est auto-adjoint et borné inférieurement, et que le potentiel d’interaction
w : R +— R est relativement borné par rapport a 1"

= B-(Th +12) = C <w(x1 —x2) < B+(Th + 12) + C, (3.3)
symétrique
w(—z) = w(z),
et décroissant a ’infini
w e LP(Q) + L>®(Q), max(1,d/2) < p < oo = 0, w(z) — 0 quand |z| — . (3.4)

Ceci assure que Hy est auto-adjoint et borné inférieurement. On fera un abus de notation
en notant w 1'opérateur de multiplication par w(x, — z2) sur L?(12).



42 NICOLAS ROUGERIE

Notre but est de décrire le fondamental de (3.1)), c’est-a-dire ’état réalisanﬂ

E(N) = inf Hy = inf U HyY)en . 3.5
(N) =infogvHy \Ifefﬂg,1||\1f\\:1< N) g (3.5)

Dans le régime de champ moyen qui nous occupe, on s’attend a ce qu'un fondamental
satisfasse

Uy~ u®N quand N — o (3.6)

en un sens a préciser, ce qui mene naturellement a la fonctionnelle de Hartree
1
Eulu] = N1 <u®N,HNu®N>y)N = (u,Tu)g + §<u ® U, WU D u) g2
= [Vl VI L 2w(z — dzd 3.7
= | Vul"+ Vi]ul" + 5 lu(@)[w(z — y)luly)|"dzdy. (3.7)
Q OxQ

On notera ey et ug le minimum et un minimiseur de &y respectivement. On a bien sur,
par le principe variationnel

E(N)
< 3.8
N Sen (3.8)
et on s’attend a pouvoir démontrer la borne inférieure correspondante pour obtenir
E(N
EV) — ey quand N — oo. (3.9)

Remarque 3.1 (Généralisations).

Toutes les idées principales peuvent étre introduites dans le cadre précédent et nous ren-
voyons & [96] pour une discussion des généralisations possibles. On pourra méme penser
au cas ou V et w sont tous deux réguliers a support compact si on désire comprendre la
méthode dans le cas le plus simple possible.

Une généralisation tres intéressante consiste en la substitution du Laplacien dans
par un opérateur d’énergie cinétique relativiste et/ou incluant un champ magnétique,
comme décrit & la Section Il faut alors adapter les hypotheses et mais le
message reste le méme: 'approche fonctionne tant que les modeles de départ et d’arrivée
sont bien définis.

Une autre généralisation possible est I'inclusion d’interactions & plus de deux particules
pour obtenir des fonctionnelles avec des non-linéarités d’ordre plus élevé a la limite. Il est
bien siir nécessaire de se placer dans une limite de champ moyen en ajoutant par exemple
au Hamiltonien un potentiel de forme

)\N E w(xi—xj,a:i—xk)
1<i<j,k<N

avec Ay x N~2 quand N — oo. Il est aussi possible de prendre en compte une interaction
plus générale que la multiplication par un potentiel, sous des hypotheses du méme genre
que (3.3)). O

176 fondamental peut ne pas exister, auquel cas on pense & une suite d’états réalisant asymptotique-
ment Uinfimum.
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3.1. Systémes confinés et Théoreme de de Finetti fort.

Par “systéme confiné” on entend un cadre compact. On pourra choisir 'une des deux
hypotheses suivantes:

Q c R? est un domaine borné et (3.10)
ou bien
Q=R et V(z) = oo quand |z| — oo (3.11)
avec V le potentiel apparaissant dans . On supposera en outre
Ve LP (Q),max(1,d/2) <p < oco.

loc

Dans ces deux cas il est bien connu que
T = —A +V est a résolvante compact (3.12)

ce qui permet d’obtenir tres facilement de la convergence forte pour les matrices densité
d’un fondamental de . On peut alors réellement penser a l'objet limite obtenu en
prenant la limite N — oo comme un état quantique & nombre infini de particules. En
s’inspirant du cas classique discuté au Chapitre [2| la définition naturelle est la suivante:

Définition 3.2 (Etat bosonique & nombre infini de particules).

Soit $ un espace de Hilbert séparable et pour n € N, 7 ’espace bosonique & n particules
correspondant. On appelle état bosonique a nombre infini de particules une suite (’Y(n))neN
d’opérateurs a trace satisfaisant

e 7" est un état bosonique & n particules : () € G(H?) est auto-adjoint positif et

Tren [y™] = 1. (3.13)
e la suite (7(™),cn est consistante:
Trn 1 [y D] = 7™ (3.14)

ot Tr,, 41 est la trace partielle par rapport & la derniere variable sur 1.

0

La propriété clé ici est la consistance. C’est elle qui assure que la suite de matrices
densités a n-particules (’y(”))neN décrit bien un état physique. Notons que 4(©) est simple-
ment un nombre réel et que la consistance assure que Trgn[y(™] = 1 pour tout n des que
7 = 1. Un cas particulier d’état symétrique est un état produit:

Définition 3.3 (Etat produit & nombre infini de particules).
On appelle état produit & nombre infini de particules une suite d’opérateurs a trace fy(") €
&L(H7) avec

¥ = 4%n, (3.15)

pour tout n > 0 ou < est un état a une particule. Un état produit bosonique est
nécessairement de la forme

3 = ") (W) = (u) )", (3.16)
avec u € S9. O
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Le fait que les états produits bosoniques soient tous de la forme provient de
'observation que si v € &'($) n’est pas pur (i.e. n’est pas un projecteur), 72 ne peut
pas avoir la symétrie bosonique, voir par exemple [82].

Le théoreme de de Finetti fort est 'outil approprié pour décrire ces objets et spécifier
le lien entre les deux définitions précédentes. Sous la forme que nous citons il s’agit d’un
résultat de Hudson et Moody [82]:

Théoréme 3.4 (De Finetti quantique fort).

Soit $ un espace de Hilbert séparable et ('y(”))neN un état bosonique a nombre infini de
particules sur $). 1l existe une unique mesure de probabilité p € P(S$) sur la sphére
SH ={uehH,||u|| =1} de 9, invariante par l’actioﬁ de S, telle que

3 = [ ) duta) (3.17)
S9H
pour tout n > 0.

Autrement dit, tout état bosonique a nombre infini de particules est une
combinaison convexe d’états produits bosoniques. Pour en déduire la validité de
I'approximation de Hartree au niveau du fondamental de , il suffit alors de montrer
que le probleme limite est posé sur ’ensemble des états a nombre infini de particules, ce
qui est relativement aisé dans un cadre compact. Nous allons prouver le résultat suivant

Théoréme 3.5 (Dérivation de la théorie de Hartree pour des bosons confinés).
Sous les hypothéses précédentes, en particulier (3.10) ou (3.11))

Soit U un fondamental de Hy réalisant Uinfimum (3.5) et

A0 = Trp 1w (O (U]

sa n-ieme matrice de densité réduite. 1l existe une mesure de proabilité p sur My
lensemble des minimiseurs de Eg (modulo une phase), telle que, le long d’une sous-suite
et pour tout n € N

N—oo

lim A = /M dp(u) [u®") () (3.18)
H

fortement dans la norme de &1 (H™). En particulier, si ey a un minimiseur unique (modulo
une phase constante), alors pour toute la suite

lim A\ = @™ (u®"). (3.19)

N—oo

Les idées de la preuve sont essentiellement contenues dans [63, [129] [134], appliquées & un
contexte quelque peu différent. Nous suivrons les clarifications fournies par [96l, Section 3].

18 est-a-dire par la mutliplication par une phase constante e¢*?,0 € R.
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Preuve du Théoréme[3.3. Tl nous faut prouver la borne inférieure correspondant a (3.8]).
Comme annoncé plusieurs fois on commence par écrire

E(N 1 1 1 9
E\f ) ~§ (YN HyUn)gn = Trs[T7] + 5 Trs2 [wy{]
1
= 5 TI“;J% (T1 + T2 + w) ’}/](\?)] (3.20)

et il s’agit de décrire la limite des matrices de densité réduite 71(\}) et fy](\?). Vu que les suites

(n)

(vyn') sont par définition bornées dans &1, modulo un procédé d’extraction diagonale, on
peut supposer que pour tout n € N

N O 1)
faiblement-* dans &'($"), c’est-a-dire que pour tout opérateur compact K,, sur $" on a
Tran [y K] — Tran [y E,].

Nous allons montrer que la limite est en fait forte. Pour cela, il suffit (voir [46] 138] ou
I’Addendum H de [I55]) de montrer que

Trgp /] = Trap Y] = 1 (3.21)
c’est-a-dire qu’aucune masse n’est perdue a la limite. On commence par remarquer que
Trg [T'y](\})] est uniformément bornée et que donc, quitte a réextraire on a

(T + Co) 2 A\ (T + Co)? =, (T + Co) > 4D (T + Cp)?

pour une certaine constante Cy. Conséquement
1= Trsh ('] = Tog [(T + Co) ™ (T + Co) 4 (T + C) ']
= Trg (T + Co) ™ (T + Co) 240 (T + Co)' V2| = T [y

puisque (T + Cp) ™! est par I'hypothese (B.12) un opérateur compact. On obtient ([3.21)

de la méme maniere en notant que

n

() _ 1 (n)

Trg[Tyy'] = Trgn > T
=1

est borné unfiormément en N et que Z;LZI T} est également a résolvante compacte, ce qui

permet un raisonnement similaire.

On a donc pour tout n € N
Y =

fortement en norme de trace et en particulier, pour tout opérateur borné B,, sur $H"
Trgn [y Bp] = Trgn [y B,].

En testant cette convergence avec B,,+1 = B, ® 1 on déduit

Trp 41 [y ] = 4

et donc que la suite (’y("))neN décrit un état bosonique & nombre infini de particules au
sens de la Définition On peut lui appliquer le Théoreme ce qui donne une mesure
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€ P(SH). Au vu de 'hypothese (3.3)), 'opérateur 71 + 75 + w est borné inférieurement
sur $2, disons par 2C7. Comme Tree 72 =1 on peut écrire

o] (2) o1 (2)
1}\rfri>1£10f 3 Trg2 [(Tl + Ty 4+ w) TN } = I%;f 3 Trg2 {(Tl + Ty +w —2C7) TN } + Cr

en utilisant le lemme de Fatou pour les opérateurs positifs. On a donc, par linéarité de
I’énergie en fonction de 4 et (3.17)

E(N 1
lim inf 20V > / = Trge [(T1 + To + w) [u®) (u®?(] dp(u) = / Enlu]dp(u) > en
N—oco N wESH 2 uesSH

ce qui est la borne inférieure souhaitée. Les autres résultats du Théoréme suivent comme
d’habitude en notant qu’il doit y avoir égalité dans toutes les inégalités précédentes. [

On voit bien dans la preuve précédente que c’est la structure des états bosoniques a
nombre infini de particules qui joue le role clé. Le Hamiltonien lui-méme pourrait étre
choisi de maniere tres abstraite du moment qu’il comporte un mécanisme de confinement
permettant d’obtenir des limite fortes. Divers exemples sont mentionnés dans [96], Sec-
tion 3.

3.2. Systémes sans états liés et Théoréme de de Finetti faible.

A la section précédente nous avons utilisé fortement le fait que le systeme était confiné
au sens de —. Ces hypotheses sont suffisantes pour comprendre de nombreux
cas physiques, mais il est tres désirable de pouvoir s’en passer. On est alors amené a
étudier le cas ou la convergence des matrices densité n’est pas mieux que faible-x, et a
décrire le plus exhaustivement possible les différents scénarii possibles, dans ’esprit du
principe de concentration-compacité. Une premiere étape, avant de se poser la question
de la fagon dont la compacité peut étre perdue consiste a décrire les limites faibles elles-
mémes. Il se trouve qu’on conserve une description tres satisfaisante & la limite. En fait,
on ne pouvait espérer mieux que le théoréme suivant, démontré dans [96]:

Théoréme 3.6 (De Finetti quantique faible).
Soit $ un espace de Hilbert séparable et (I'y)nen une suite d’état bosoniques avec I'y €

SL(HN). On suppose que pour tout n € N
) —, 4 (3.22)

dans GY(H). 1l existe alors une unique mesure de probabilité y € P(BS$) sur la boule
unité BH = {u € 9, ||u|| < 1} de 9, invariante par l’action de S*, telle que

3 = [ dutw) (3:23)
B$
pour tout n > 0.

Remarque 3.7 (Sur le théoreme de de Finetti quantique faible).
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(1) L’hypothese n’en est pas vraiment une en pratique. A une extraction di-
agonale prét, on pourra toujours supposer que la convergence a lieu le long d’une
sous-suite. Ce théoreme décrit donc bien toutes les limites possibles pour une suite
d’états bosoniques a N corps quand N — oo.

(2) Le fait que la mesure vive sur la boule unité dans n’est pas une surprise
puisque qu’il y a potentiellement une perte de masse dans les cas traités par le
théoreme. En particulier, il est fort possible que 7(") = 0 pour tout n auquel cas
1= dp, la masse de Dirac a l'origine.

(3) Le mot faible renvoit & “convergence faible” et n’indique pas une moindre portée
du théoreme. Le résultat est en fait plus général que le théoreme de de Finetti
fort. Il suffit pour s’en rendre compte de traiter le cas sans perte de masse ou

Trga[y™] = 1. La mesure p doit alors bien siir étre supportée sur la sphere
et la convergence avoir lieu en norme. Il est d’ailleurs suffisant de supposer que
Try]n['y(”)] = 1 pour un certain n € N, et la convergence est forte pour tout n

puisque la mesure y ne dépend pas de n.

(4) Ammari et Nier démontrent des résultats un peu plus généraux, voir [3|, 4, 5] [6].
En particulier il n’est pas nécessaire de partir d’un état & nombre de particules fixé.
On pourrait considérer un état sur 'espace de Fock du moment que des bornes
convenables sur I'espérance de son nombre de particules sont disponibles.

(5) L’unicité de la mesure se prouve par un argument simple, voir [96, Section 2.
Ici nous serons principalement intéressés par l'existence, qui nous suffit pour des
probléemes statiques. Pour des probleme dépendant du temps, 'unicité est en
revanche cruciale [4], 5] [6, 29].

O

Revenant a la dérivation de la théorie de Hartree, rappellons que la borne
supérieure est toujours vraie. Nous ne sommes donc a la recherche que de bornes
inférieures. Un cas ou il est suffisant de décrire la limite faible-* des matrices densités
est bien sur celui d’une énergie faiblement semi-continue inférieurement. Cette remarque
serait d’un intérét marginal si ce cas ne recouvrait pas une classe de systémes importants,
les systemes sans états liés.

Nous allons maintenant démontrer la validité de ’approximation de Hartree dans ce
cas en nous basant sur le Théoreme Nous allons travailler dans R? et supposer pour
simplifier que le potentiel V' de ne fournit de confinement dans aucune direction:

V e LP(RY) + L®(R%), max1,d/2 < p < oo, V(x) = 0 quand |z| — co. (3.24)

L’hypothese d’absence d’états liés concerne le potentiel d’interaction w. Elle est
matérialisée par l’inégalit@
w

~A+ 50 (3.25)
au sens des opérateurs. Ceci formalise le fait que le potentiel w n’est pas assez attractif pour
que les particules forment des états liés (molécules etc ...). En effet, vue 'hypothese (3.4)),
—A+ 3 ne peut avoir que des valeurs propres négatives, son spectre essentiel commencant
en 0. Vu (3.25)), il ne peut en fait avoir de valeurs propres du tout, et donc pas de fonctions

190y une variante si on considére une énergie cinétique différente, cf Remarque
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propres qui sont par définition les états liés du potentiel. Un exemple particulier est le cas
d’un potentiel purement répulsif w > 0.

Sous ’hypothese les particules qui s’échappent éventuellement & I’infini ne voient
plus le potentiel V' et portent forcément une énergie positive qui peut étre négligée pour
une borne inférieure sur I’énergie totale. Les particules qui restent confinées par le potentiel
V sont décrites par les limites faibles-* des matrices densité, auxquelles on peut appliquer
le théoreme de de Finetti faible. Ce raisonnement meéne au résultat suivant, pour lequel
on a besoin de la notation

eg(A) = inf Enlu,0<A<1 (3.26)

Jufl?=A

pour I'énergie de Hartree dans le cas d’une perte de masse. Sous I’hypothese (3.25)) il n’est
pas difficile de montrer que pour tout 0 < A <1

er(A) > en(l) =en (3.27)
en construisant des états tests constitués de deux morceaux de masse bien séparés.

Théoréme 3.8 (Dérivation de la théorie de Hartree, cas sans états liés).
Sous les hypotheses précédentes, en particulier (3.24]) et (3.25) on a

. E(N)
lim —\/
Ngnoo N
Soit ¥ un fondamental de Hy réalisant 'infimum (3.5)) et

= €H.

A= Ty gy [T ) (W]

sa n-ieme matrice de densité réduite. Il existe une mesure de proabilité p sur
My = {ue BS, &ufu] = en (|lul?) = en())}

telle que, le long d’une sous-suite et pour tout n € N

W = [ duta) ) ] (3.28)
My
dans GY(H™). En particulier, si eq a un minimiseur unique uy avec ||ugl|| = 1, alors pour
toute la suite
lim 7 = [ul™) (uin 3.29
NN lug™) (ug”| ( )

fortement en norme de trace.

Remarque 3.9 (Cas avec perte de masse).

On notera qu’il est tout a fait possible que la convergence reste faible-x, ce qui recouvre
une certaine réalité physique. Si le potentiel & un corps n’est pas assez attractif pour
retenir toutes les particules on aura typiquement un scénario ou:

er(A) = en(1) pour A\c <A <1,ep(N) <en(l) pour 0 <\ < A,

avec A, une masse critique qui peut étre liée par le potentiel V. Dans ce cas, ex(A) ne
sera pas atteint pour A\, < A < 1 et on aura un minimiseur pour ’énergie de Hartree
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uniquement pour une masse 0 < A < A\.. Typiquement le minimiseur uy & masse \. sera
unique modulo une phase constante et dans ce cas le Théoréme [3.8 montre que

V) = [ (B

et on remarquera que la limite a une masse A\ < 1. Ce scénario se produit effectivement
dans le cas d’un “atome bosonique”, voir Section 4.2 dans [96]. O

Le Théoreme est prouvé dans [96]. Pour pouvoir appliquer le Théoréme on
commence par ’observation suivante:

Lemme 3.10 (Semi-continuité inférieure d’une énergie sans états liés).

Sous les hypothéses précédentes, soient deuzr suites 7](\}),7](3) > 0 satisfaisant

Trgpe 'y](\?) =1, 7](\}) = Try %(3)

ainsi que 7](\1;) —, v®) faiblement-x dans G*($H*) pour k =1,2. On a

lim inf <Tr55 [T’y](\})] + %Trﬁz [w’y](\?)]) > Trg[TyM] + %Trﬁz [wy?)]. (3.30)

N—oo
Preuve. On introduit deux fonctions de troncature 0 < ygr,nr < 1 satisfaisant
X% + 1k = Lsupp(xr) C B(0,2R),supp(nr) C B(0, R)%,|Vxr| + |Vnr| < CR™!

et il est aisé de montrer (il s’agit de la formule IMS) que

— A =xr(=A)XR +1r(=A)nr — VxR — |VnR?
> xr(=A)Xg +nr(—=A)nr — CR™2 (3.31)

en tant qu’opérateur. Pour la partie a un corps de I’énergie on a donc aisément

Trg [T7 ] > Tro[Tx a1 xR) + Tra[—Angyng] + 71(N, R)
avec
 p-2 21,.(1)
ri(N,R) > —CR™2 + Try [z VAy]
et donc

liminfliminfr;(N,R) =0
R—00 N—oo

au vu de ’hypothese (3.24) qui implique
Tryj[n%zV’yz(\})] = / n?%(m)V(x)pg\lf) (x)dx — 0 quand R — oo
R4

uniformément en N. Nous avons noté pg\l,) la densité a un corps de ’y](\}), définie formelle-

ment par

PV (@) = 7V (2, 2)

en identifiant 'y](\,) et son noyau. Pour traiter les interactions nous introduisons

PO (,y) =P (2, y;2,)
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(2)

la densité a deux corps de vy~ (qu’on a identifié avec son noyau v

2
Tro| w’yN //}Rd Rd ,0( )(:r,y)dxdy
X

a // w(w = y)xh @)Y (z,9)x%k (y)dwdy
Rd x R4

(2 )(:E/, y';z,y)) et écrivons

+//WX]M%U(:L’ — y)n%(2)p (z, y)n% (y)dzdy

2 //RdXRd w(e — y) k(@) (@, y)nk(y) dedy

= / / w(z — y)xh(@)S (@, ) xk (y)dady
Rdx R4

+ //}R%dw(x — i (@) (@, y)n (y)dady

+ TQ(N, R)

(2) (2)

= Trg2[w Xr ® XRYN XR @ XR] + Trg2[w nr @ nrYN MR @ NR]

+ TQ(Nu R)

ou
liminf liminf ra(N, R) =0

R—oo0 N-—oo

par un raisonnement de concentration-compacité standard (voir les détails dans la Sec-
tion 4 de [96]).
On a donc a ce stade,

hm mf Trg [T*y( )] + = 5 Tr 2[w’y](\,)]

1
lim inf hm 1nf Try [TXR%(\/)XR] + B Trge[w xR ® XR’Y](\?)

R—o0

XR ® XR]

1
+ lim inf lim inf Trg[— A??R’Y](\})WR] + - Trge[wnr ® any](\?)

R—oo N—oo 2

Les termes de la seconde ligne donnent le membre de droite de (3.30]). En effet on rappelle
que T'= —A 4V, et en utilisant le lemme de Fatou pour —A > 0 et le fait que

1 1
XR’YJ(V)XR — XR%(V)XR

nr ®nr] (3.32)

en norme puisque xg est a support compact, on a
lim inf Trg [TX Yy XR] = Trg[TxryYDx ]
N—o00

et il suffit de rappeler que xygr — 1 ponctuellement pour conclure. Le terme d’interaction
est traité de la méme maniere en utilisant la convergence forte

(2) (2)

XR P XRYN XR O XR — XR O XRYN XR® XR

puis la convergence ponctuelle ygp — 1.
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Les termes de la troisieme ligne de (3.32)) forment une combinaison positive que l'on
peut négliger pour une borne inférieure. Pour le voir on note que comme 0 < np <1 on a
nr® 1 > nr ®ngr et (Trg symbolise la trace partielle par rapport a la deuxiéme variable)

1 2
77R7](V)77R > Tra[np ® 77R’Y](v)77R ® NR]

(2)

ce qui donne, par symétrie de ',

(2)

1 1 2
Trf)[_AnR'Y](V)nR] +3 Tre2[w nr @ NrRYN MR @ VR

1
> 3 Trg2 [((—A) R1I+1®(-A)+w) nr® URW](\?)UR ® 173]

et il n’est pas difﬁcilﬂ de voir que ’hypothese implique
(-A)®14+1®(-A)+w>0
ce qui assure que la troisieme ligne de est positive et conclut la preuve. O
Nous pouvons conclure la

Preuve du Théoréme[3.8. Partant d’une suite I'y = |[¥y)(¥y| d’états & N corps on ex-
trait des sous-suites comme dans la preuve du Théoréme pour avoir
Grace au Lemme [3.10] on obtient

N—oo

1
lim inf N~ Trgw [HyTy] = lim inf <Trg rrV) + 5 Troe [wrﬁ)o
—00

1
> Tr [Ty M) + 5 Trg2 [wy?)]
et il reste a appliquer le théoreme a la suite (’y(”))neN pour obtenir

liminf N1 Trf)N [HNFN] > &n [u]du(u) > en
N—o0 B
en utilisant (3.27) et le fait que [ B% du(u) = 1. Encore une fois, les autres conclusions du

théoreme suivent aisément en inspectant les cas d’égalité dans les différentes estimations.
O

Pour la suite des opérations, notons que au cours de la preuve du Lemme [3.10] nous
avons démontré le résultat intermédiaire , sans utiliser ’hypothese que le potentiel
w n’a pas d’états liés (qui n’est intervenu qu’a un stade ultérieur de la preuve). Nous
formulons ceci sous forme d’un lemme que nous réutiliserons au Chapitre @

Lemme 3.11 (Localisation de I’énergie).
Sous les hypotheéses (3.4) et (3.24), soit une suite Vy de quasi-minimiseurs de E(N):

(Un, HnW ) = E(N) + o(N)

201] suffit de découpler le centre de masse du mouvement relatif des deux particules, c’est a dire faire le
changement de variable (z1,z2) — (21 + T2, 21 — T2).
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(k)

et vy~ les matrices de densité réduites associées. On a

E(N)
N

lim inf
N—o00

= liminfTr [Ty (1 )} + - 5 Tr;32[ 7(2)] >

(1) 2.(2) ®2
11RHi>loréf l}\rfr;lnf Trg[TxRYN'XR] + = Trﬁz [w X% TN X% ]
(1) (2)

1
+ lim inf lkrfn inf Trg [—Anryn'nR] + 3 Trge [wnS2 vy 152 (3.33)

R—o00

ot 0 < xgr <1 est Ct, a support dans B(0,R), et np = /1 — X%-

3.3. Relation entre les différents résultats de structure pour les états
bosoniques.

Nous venons d’introduire deux théorémes de structure pour les systémes bosoniques a
grand nombre de particules, qui indiquent que moralement, si I'y est un état a N bosons
sur un espace de Hilbert séparable §), on a une mesure de probabilité u € P($)) sur 'espace
de Hilbert a un corps telle que

I‘S\?) %/ . [u®™) (u®" | dpu(u) (3.34)
ue

quand N est grand et n fixe. Les Chapitres [4 et [5] de ces notes seront en grande partie
consacrés a la preuve des ces théoremes “a la de Finetti”. Comme indiqué a la Remar-
que [3.7] le Théoréme [3.6] est en fait plus général que le Théoréme [3.4] et nous prouverons
donc le premier.

Pour bien voir 'apport du Théoreme faible en dimension infinie, soulignons que la
propriété clé qui permet de démontrer le Théoreme fort est la consistance . Lorsqu’on

(n)

part des matrices réduites I'y,” d'un état a N particules I'y et qu’on extrait des sous-suites

au sens de la convergence faible-* pour définir la hiérarchie (7(”))

™

neN?
T =y
on a seulement
Trpp {V(MI)} < JHm Trpp [’7](\7;“)] = A}EI;OVJ(\?) =4,
car la trace n’est pas continue{ﬂ pour la topologie faible-x, seulement semi-continue
inférieurement. Il est évident que la relation de “sous-consistance”

Trp+1 {’y(”Jrl)} < A (3.35)

est insuffisante pour avoir un théoreme a la de Finetti. Un contre-exemple simple est
donné par la suite des matrices densité d’un état & un corps v € S9:

7 =17 = Jv)(v],»™ = 0 pour n > 2

Le parti-pris que nous suivrons dans ces notes sera de fournir une preuve la plus con-
structive possible du Théoreme de de Finetti faible. Avant d’en annoncer le plan, disons
quelques mots de 'approche beaucoup plus abstraite des références historiques [164] [82].

21Ceci est une caractérisation des espaces de dimension infinie
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Ces travaux contiennent en fait une forme du théoréeme encore plus générale que la ver-
sion faible du Théoreme [3.6] Ce résultat s’applique & des états “abstraits”, c’est-a-dire
non nécessairement normaux et non nécessairement bosoniques, qui peuvent étre définis
comme suit:

Définition 3.12 (Etat abstrait & nombre infini de particules).
Soit £ un espace de Hilbert séparable et pour n € N, §" = Q" § Pespace & n corps
correspondant. On appelle état abstrait a nombre infini de particules une suite (w(”))neN
avec
e w(™ un état abstrait & n particules : w™ € (B(H™))*, le dual des opérateurs
bornés sur H", w™ >0et

w™ (Lgn) = 1. (3.36)
e w(™ est symétrique au sens ol
w™ (B1®...B,) =w™ (By1) ® ... Bym) (3.37)

pour tous By,..., B, € B($) et toute permutation o € ¥,,.
e la suite (w(™),cn est consistante:

w D) (B1®...B, ®1g) = w™ (B1®...Bn) (3.38)

pour tous By,..., B, € B($).
U

Ces états abstraits ne sont en général pas localement normaux, c’est-a-dire ne rentrent
pas dans le cadre de la définition suivante:

Définition 3.13 (Etat normal, état localement normal).

Soit ) un espace de Hilbert séparable et (w(™),cn un état abstrait & nombre infini de
particules. On dit que (w™),en est localement normal si w(™ est normal pour tout
n € N, c’est-a-dire qu'il existe v G1(H™) un opérateur a trace tel que

w™(B,) = Trgn [y B,] (3.39)
pour tout B, € B(H"). O

En identifiant les opérateurs a trace et les états normaux correspondants on voit bien
que la Définition est un cas particulier d’état abstrait a nombre infini de particules.
On notera que (par le théoreme spectral) ’ensemble des combinaisons convexes d’états
purs (les projecteurs) coincide avec les états a trace. Un état abstrait n’est donc pas une
combinaison convexe d’états purs, donc pas un état mixte (i.e. un mélange statistique
d’états purs). Son interprétation physique n’est donc pas évidente.

La notion de consistance @ est la généralisation naturelle de mais il est im-
portant de noter que la symétrie @ est de nature plus faible que la symétrie bosonique.
Il s’agit en fait de la notion de symétrie correspondant & des particules indiscernables clas-
siquement (le module de la fonction d’onde est symétrique mais pas la fonction d’onde
elleeméme). On peut par exemple noter que si w(™ est normal au sens de , alors
7 € GL(H") satisfait

U,A™Us =™
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ou U, est I'opérateur unitaire permutant les n particules suivant o € ¥,,. La symétrie
bosonique correspond & la contrainte plus forte

Uy ™ =+MU; =4,
cf Section On a également une notion d’états produits plus générale que la
Définition [3.3

Définition 3.14 (Etat produit abstrait & nombre infini de particules).
On appelle état produit abstrait un état abstrait a nombre infini de particules avec

W™ = & (3.40)
pour tout n € N, olt w € (2B($))* est un état abstait & une particule (en particulier w > 0
et w(lg) =1). O

Le théoreme de de Finetti quantique sous sa forme la plus générale énonce que tout
état abstait a nombre infini de particules est une combinaison convexe d’états
produits abstraits:

Théoréme 3.15 (De Finetti quantique abstrait).

Soit $ un espace de Hilbert séparable et (w(”))neN un €tat bosonique abstrait a nombre
infini de particules sur $). Il existe une unique mesure de probabilité p € P ((B($))*) sur
le dual des opérateurs bornés de $ telle que

p({we (BH) w=0wly) =1}) =1 (3.41)
et
w™ = /w®” dp(w) (3.42)
pour tout n > 0.

Remarque 3.16 (Sur le théoreme de de Finetti quantique abstrait).

(1) Ce théoreme a été démontré pour la premiere fois par Stgrmer dans [164]. Hudson
et Moody [82] ont ensuite fourni une preuve plus simple en adaptant 1’argument
donné par Hewitt-Savage pour la preuve du Théoreme de de Finetti classique [2.1
ils montrent que les états produits sont les points extrémaux de I’ensemble convexe
des états abstraits a nombre infini de particules et obtiennent l’existence de la
mesure par le théoreme de Choquet. Cette preuve nécessite la notion d’états
abstraits et ne fournit pas directement de preuve du Théoreme [3.4]

(2) Hudson et Moody [82] déduisent le théoreme de de Finetti fort du théoreme de
de Finetti abstrait. Une adaptation de leur méthode (voir [96], Appendice A)
montre que le théoreme de de Finetti faible est aussi une conséquence du théoreme
abstrait.

(3) Ce résultat a été utilisé pour dériver des théories de type Hartree pour des états
abstraits sans symétrie bosonique dans [63] 134 [129]. Pour retrouver une théorie
de Hartree au sens usuel du terme il faut pouvoir montrer que I’état limite est
(localement) normal. En dimension finie ®B($)) coincide bien siir avec les opérateurs
compacts, ce qui implique que tout état abstait est normal, et on a pas cette
difficulté.

0
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A ce stade nous avons donc le schéma (“deF” pour de Finetti)

’deF abstrait = deF faible = deF fort ‘, (3.43)

mais la preuve du théoreme de de Finetti faible que nous allons présenter suivra une autre
route, utilisée dans [96, [95]. Elle part du théoréme en dimension ﬁniﬂ

’deF en dimension finie = deF faible = deF fort ‘ (3.44)

Il se trouve que cette approche fournit une preuve plutot plus longue que le schéma (3.43))
partant de la preuve de Hudson-Moody du Théoreme Ce détour se motive par cing
raisons principales, d’ordre esthétique autant que pratique:

(1) La preuve suivant ([3.44]) est plus simple d'un point de vue conceptuel: elle ne
nécessite ni la notion d’état abstrait ni le recours au Théoreme de Choquet.

(2) Grace a des progres principalement dis a la communauté d’information quantique
(voir [32), B31] [78, 0T, 64, 95]) on dispose maintenant d’une preuve entierement
constructive du théoreme de de Finetti en dimension finie. Il s’agit d’abord de
prouver des estimations explicites grace a une construction a N fini, dans 'esprit
de Diaconis-Freedman pour le cas classique, puis de passer a la limite comme dans
la preuve du théoréme de Hewitt-Savage que nous avons présentée a la Section [2.2]

(3) La premiere implication du schéma est également essentiellement construc-
tive, grace aux outils de localisation dans ’espace de Fock utilisés par exemple
dans [2, 48, 94]. Ces outils sont hérités des méthodes dites “géométriques” [59, (60,
152], 154] qui adaptent au probleme & N corps des idées de localisation naturelles
pour le probleme & un corps. Ils permettent entre autres une description fine du
défaut de compacité par perte de masse a l'infini, dans I'esprit du principe de
concentration-compacité [118, [119].

(4) En particulier, la preuve de la premiere implication dans fournit quelques
corollaires importants qui permettent de prouver la validité de la théorie de Hartree
dans le cas général. Quand les hypothéses faites & la Section [3.2] ne sont pas
valables, le théoréme de de Finetti faible et sa preuve fournie par le schéma
ne sont pas suffisants pour conclure: les particules s’échappant a l'infini peuvent
former des états liés d’énergie négative. Les méthodes de localisation que nous
présenterons permettent d’analyser ce phénomene.

(5) Au chapitrenous traiterons un cas ol le potentiel d’interaction dépend de N pour
dériver une description de type Schrodinger non-linéaire a la limite. Ceci revient
a prendre une limite ou w converge vers une masse de Dirac en méme temps que
la limite N — oo. Dans ce cas, les arguments de compacité ne sont pas suffisants
et les estimations explicites que nous présenterons pour prouver le théoreme de de
Finetti en dimension finie s’avéreront bien utiles.

Un point de vue alternatif sur le schéma est fourni par 'approche de Ammari-
Nier [3], 4 [5], [6], basée sur des méthodes d’analyse semi-classique. Nous aurons 'occasion
de préciser la relation entre les deux approches dans la suite de ces notes.

Comme noté plus haut, la seconde implication dans est relativement évidente.
Les chapitres suivants explorent le début du schéma et contiennent la preuve du théoreme
de de Finetti faible ainsi que plusieurs corollaires et résultats intermédiaires utiles. Le

22pour lequel il n’y a évidemment pas lieu de distinguer entre théoreme faible et théoréeme fort.
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théoreme de de Finetti en dimension finie (ol il n’y a pas lieu de distinguer entre faible et
fort) est discuté dans le Chapitre 4] Les méthodes de localisation permettant de montrer
la premiere implication dans (3.44)) sont l'objet du Chapitre
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4. Théoreme de de Finetti quantique en dimension finie

Ce chapitre est consacré au point de départ du schéma de preuve , a savoir une
preuve du théoreme de de Finetti fort dans le cas d’un espace de Hilbert séparable $) de
dimension finie,

dim $H = d.
Dans ce cas il n’y a pas lieu de distinguer entre théoréme fort et faible puisque les conver-
gences forte et faible-* sont équivalentes dans G'($"). L’avantage de travailler en dimen-
sion finie est la possibilité d’obtenir des estimations explicites dans I'esprit du théoréme de
Diaconis-Freedman. Nous allons en fait prouver le résultat suivant, qui donne des bornes
en norme de trace, la norme naturelle sur I’espace des états quantiques.

Théoréme 4.1 (De Finetti quantique quantitatif).

Soit Ty € &Y (HY) un état sur HY et 7](\7) ses matrices de densité réduites. 1l existe une
mesure de probabilité py € P(SH) telle que, notant

Ty = / N (BN | dpuy () (4.1)
ueSH
[’état associé et ’7](\7) ses matrices de densité réduites, on ait
~ 2n(d + 2n
Trgn [v§) — 78| < 2n(d +2n) 7 ) (4.2)

pour toutn=1...N.

Remarque 4.2 (Sur le théoréme de de Finetti en dimension finie).

(1) Ce résultat est essentiellement du & Christandl, Koénig, Mitchison et Ren-
ner [32], avec des précurseurs dans [91] et surtout [64]. On pourra trouver des
développements dans [311, [78, [95]. La communauté d’information quantique s’est
intéressée & diverses variantes, voir par exemple [32 [33] 34 136}, 22].

(2) On peut ajouter une implication au schéma ([3.44)):

’deF quantitatif = deF en dimension finie = deF faible = deF fort ‘ (4.3)

En effet, en dimension finie on peut identifier la sphere S$ avec une sphere Eu-
clidienne usuelle, compacte (de dimension 2d — 1, i.e. la spheére unité de R2?),
L’espace des mesures de probabilité sur S§ est alors compact pour la topologie
faible usuelle et on peut extraire de py une sous-suite convergente pour démontrer
le Théoreme dans le cas dim$) < oo exactement de la méme fagon que nous
avons déduit le Théoréme [2.1] du Théoreme 2.2 & la Section 2.2

(3) La borne n’est pas optimale. On peut en fait obtenir ’estimation

~ 2nd

avec la méme construction, voir [31, B2, 05]. La preuve que nous présenterons ne

donne que mais me parait plus instructive. Pour les applications qui nous

intéressent dans ces notes, n sera toujours fixe (égal a 2 la plupart du temps), et

dans ce cas et donnent les mémes ordres de grandeur en fonction de N

et d.

Trgn (4.4)
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(4) La borne dans la cas quantique est I’équivalent de l'estimation en dn/N
mentionnée & la Remarque 2.3] On peut se demander si cet ordre de grandeur
est optimal. Il I’est clairement avec la construction que nous allons utiliser, mais
il serait tres intéressant de savoir si on peut faire mieux avec une autre construc-

tion. En particulier, peut-on prouver une borne indépendante de d, rappelant la
borne (2.14)) du théoréme de Diaconis-Freedman ?

g

La construction de Ty vient de [32]. Elle est particuliérement simple mais utilise & fond
le fait que ’espace $ est de dimension finie. L’approche que nous suivrons pour la preuve
du Théoreme {4.1]est due originellement & Chiribella [3I]. Nous allons prouver une formule
explicite donnant les matrices densité de I'yv en fonction de celles de I'y, dans Desprit
de . Cette formule implique de la méme maniére que implique .

Dans la Section nous présentons la construction, énongons la formule explicite de
Chiribella et démontrons le Théoreme [4.1| comme corollaire. Avant de donner la preuve
du résultat de Chiribella, il est utile de fournir une motivation informelle et quelques
heuristiques sur la construction de Christandl-Kénig-Mitchison-Renner (CKMR), qui se
trouve étre connectée a des idées bien connues d’analyse semi-classique. Ceci est ’objet
de la Section Finalement nous prouverons la formule de Chiribella a la Section
en suivant I’approche de [95]. Elle a été trouvée indépendament par Lieb et Solovej [113]
(avec une motivation différente), et nous a été inspirée par les travaux de Ammari et
Nier [4, 5, [6]. D’autres preuves sont possibles, cf [31] et [78].

4.1. La construction de CKMR et la formule de Chiribella.

En dimension finie, on peut identifier la sphere unité S = {u € 9, ||u|| = 1} avec une
sphere euclidienne. On peut donc la munir de la mesure uniforme (mesure de Haar,
simplement la mesure de Lebesgues sur la sphere euclidienne), que nous noterons du. On
a alors par le lemme de Schur une résolution de 'identité de la forme

dimgf/ [Ny (N | du = L gn, (4.5)
59

ce qui est une simple conséquence de l'invariance par rotation de du.
L’idée de Christandl-Konig-Mitchison-Renner est alors de simplement poser

dpy (u) == dim 6 Trgn [Dn]u®V) (V] du

= dim $ Trywn <u®N, FNu®N> du (4.6)
c’est a dire de définir
Iy = dimf)év/ [u®NY (N <u®N, FNU®N> du. (4.7)
S$

L’observation de Chiribella?3 est la suivante:

23Formulée dans le vocabulaire de I'information quantique comme une relation entre le “clonage opti-
mal” et les “canaux de mesure/préparation optimaux”.
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Théoréme 4.3 (Formule de Chiribella).
Avec les définitions précédentes, on a

—(n N+n+d—1\ 1< /N
= ( ) (V)W et (1)
(=0

n

avec la convention
0)

1 ¢
VN ®s Lgn-t = T 71 Jgs: (YN)o(1),.o0) @ (Lgn—e)o(e41),....0(n)

ot (’yfv)a(l),”_,g(g) agit sur les variables o(1)...,0(f).

Nous pouvons déduire du résultat précédent une preuve simple du théoreme de de
Finetti quantitatif:

Preuve du Théoréme[].1. On procéde comme en (2.21). Seul le premier terme de la
somme ({4.8]) compte:

70 AW = (C(dn, N) =12V +B=—-A+B (4.9)
ol
N+d—1)! NI
Cldn, Ny = N TA=D <1,

(N+n+d— 1! (N—n)

et A, B sont des opérateurs positifs. On a
Trsn[-A+ B =Tr [30 — V] =
Ign [ + ] TN TN 07
et donc, par I'inégalité triangulaire,

Tr

7 —yj(y)‘ <TrA+TrB=2TrA=2(1-C(d,n,N)).

Ensuite, 'inégalité élémentaire

n—1 . k
N—j 2n+d — 2 2n+d—2
C(d,n,N) = B S e — 1p—
(d,n, N) jl_ION—I—]—I-d_( N—I—d+n—1> - "Ntd+n-1
donne
2n(d + 2
Tr |7 - 33 < 2nldt2n) (4.10)
N
ce qui est le résultat souhaité. O

Tout repose désormais sur la preuve du Théoreme qui est 'objet de la Section [4.3
Avant de la présenter, nous donnons quelques indications heuristiques quant a la pertinence
de la construction (4.7]).
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4.2. Heuristiques et motivations.

La formule de Schur (4.5) exprime le fait que la famille (u®N )u s forme une base

sur-complete de $7. Une telle base indexée par un parametre continu rappelle une
décomposition en états cohérents [89, [169]. Cette base est en fait “de moins en moins
sur-complete” lorsque N devient grand. En effet, on a clairement

WP vV n = (u,v)§ — 0 quand N — oo (4.11)

des que u et v ne sont pas exactement colinéaires. La base (u®N )u €s5 devient donc “quasi-
ment orthonormale” quand IV tend vers l'infini, et il est alors tres naturel de s’attendre a
ce que tout opérateur ait une représentation approchée de la forme .

Dans le vocabulaire de I’analyse semi-classique [102], 156, [13], chercher & écrire

Ty = / e (u)|[u® (B
ueESHN

revient a chercher un symbole supérieur uy représentant I'y. En fait, il se trouve [156] que
I’on peut toujours trouver un tel symbole, seulement pn n’est en général pas une mesure
positive. Le probleme que nous nous posons est donc de trouver une maniere d’approcher
le symbole supérieur (dont on a par ailleurs pas d’expression explicite en fonction de 1’état
lui-méme) par une mesure positive.

D’un autre coté, la mesure introduite en est tres exactement ce qu’on appelle le
symbole inférieur de I'état I'y. Une des raisons pour lesquelles les symboles inférieurs et
supérieurs ont étés introduits est que ces deux objets a priori différents ont tendance a
coincider dans les limites semi-classiques. Hors la limite N — oo peut étre vue comme
une limite semi-classique, et il est donc tres naturel de prendre le symbole inférieur comme
une approximation du symbole supérieur dans cette limite.

On peut motiver ce choix de maniere un peu plus précise. Supposons que nous avons
une suite d’états a N particules définis a partir d’'un méme symbole supérieur indépendant
de N,

Dy = dim(®Y) [ p(w)]u®)(u*du
ueSH
et calculons les symboles inférieurs correspondants:

) ) 2
(@) = (0, Do) = dim(2) [ ) @, o)
ueESH
= dim(oY) [ () |y

ueSH
Vue l'observation (4.11)) et la nécessaire invariance par Iaction de S' de ps'P il est clair
qu’on a

(¥ (v) = 1% (v) quand N — oco.

Autrement dit, le symbole inférieur est, pour N grand, une approximation du symbole
supérieur, qui a en outre 'avantage d’étre positif. Sans constituer une preuve rigoureuse

du Théoreme [4.1], ce point de vue indique que la construction de CKMR est extrémement
naturelle.
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4.3. La formule de Chiribella et la quantification d’anti-Wick.

La preuve que nous allons donner du Théoreme utilise le formalisme de la seconde
quantification. Commencons par un lemme bien utile, qui exprime dans le vocabulaire
esquissé a la Section précédente qu'un état est entierement caractérisé par son symbole
inférieur, un fait bien connu [156, [89].

Lemme 4.4 (Le symbole inférieur détermine 1’état).
Si un opérateur %) sur 9 satisfait

(u®k Ry ®ky — pour tout u € 9, (4.12)
alors vF) = 0.

Preuve. On utilise le produit tensoriel symétrique

Uy @5 Wo(w1, .y 1) = ) Vk—e(z

\/k—w ; xo’ — O’(f+1)7 7‘T0'(]€)>

pour deux vecteurs ¥, € $H¢ et ¥j,_, € HL.
En remplacant u par u + tv dans (4.12)) et en prenant la dérivée par rapport a ¢, on
obtient

(v @5 uBFD 4By g @E-Dy = ¢

pour tout u,v € §). En prenant v de la forme v = v £ v; puis v = v1 £ iv7 et en réitérant
I’argument, on conclut

<Ul Rs V2 Rs - .. Ds Ukﬁ(k)ﬁ ®s V2 Vs ... Qs 5k> =0

pour tous v;,v; € §. Les vecteurs de la forme v1 ®s v2 ®s ... ®, vy formant une base de
$H% la preuve est complete. O

Nous allons utiliser les opérateurs de création et d’annihiliation bosoniques standards.
Pour tout fi € $, on définit 'opérateur de création a*(fz) : H~1 — H* par

()| D fo @ ® fopeny | =BT fo) @ ® foiry

oE€ESKL_1 og€ESy,

L’opérateur d’annihiliation a(f) : 5+ — H* est ’adjoint formel de a*(f) (d’ot la nota-
tion), défini par

alf) | D b ® @ forny | = R+DV2 D A fo)) fo2) @ - @ foriy

OESk41 oE€SK 11

pour tout f, fi,..., fr dans $). Ces opérateurs satisfont les relations canoniques de commu-
tation (CCR en abrégeant le terme anglais)

[a(£),alg)] = 0, [a"(f),a"(9)] = 0, [a(f),a(9)] = ([, 9)s- (4.13)
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Un des intéréts de ces objets est que les matrices de densité réduites 'y](\?) d’un état
bosonique I'y sont définies via@

(0@, AWy = (N];'”)' Trgy [a*(v)"a(v)"T ] (4.14)

ce qui caractérise completement 7](\7) vu le Lemme H La définition ci-dessus s’appelle

une quantification de Wick, les opérateurs de création et d’annihilation y apparaissent
dans l'ordre normal, c’est-a-dire tous les créateurs a gauche et tous les annihiliateurs a
droite.

L’observation clé de la preuve du Théoreme est alors le fait que les matrices de
densité de I’état sont alternativement définies a partir de I'y par une quantification
d’anti-Wick, ou les opérateurs de création et d’annihilation apparaissent dans ’ordre anti-
normal, c’est-a-dire tous les annihiliateurs a gauche et tous les créateurs a droite.

Lemme 4.5 (La construction de CKMR et la quantification d’anti-Wick).
Soit T defini par (4.7) et :y](\?) ses matrices de densité réduites. On a

(0, 5y = ( J\gi Zi;?;)! Trgy [a(v)"a*(v)"Ty] (4.15)

pour tout v € §).

Preuve. 11 suffit de considérer le cas d’un état pur I'y = |Un)(Uy| et d’écrire
(v@kﬁ](\’;)v®k> — dim.ﬁiv/ du|(u®N, \I’N>|2|<u®k,v®k>|2
59

= dim)ﬁév du|(u®(N+k), v®F ® Uy ?
59
NN SIN+R) 5 Nk |2
= mdlmﬁs o du|{u ,a™ () W )|

N! di 53ZSV
~ (N+k) dirlnnjﬁN—i-k (a(v)* Uy, a(v)"Wy)

(N+d—1)!

SN ErdoTiY a(v)"a’ (0)" L)

en utilisant le lemme de Schur ([4.5) dans $¥** & la troisieme ligne, le fait que a*(v) est
ladjoint de a(v) a la quatriéme et en rappellant que

N+d-1
dim $2 = : 4.16
mst = (V10T (1.16)

O
La marche a suivre est maintenant claire: il suffit de comparer des polynoémes en a*(v)

et a(v) écrits dans les ordres normal et anti-normal. Cette opération standard mene au
lemme final de la preuve:

240n rappelle que notre convention est Tr['yl(\?)] =1.
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Lemme 4.6 (Ordre normal et anti-normal).
Soitv € SH. On a

a(v)'a*(v)" = Z (Z) Z—:a*(v)ka(v)k pour tout n € N. (4.17)
k=0 '

Proof. Pour faciliter le calcul il est utile de rappeller 'expression du n-ieme polynéme de

Laguerre " D
Ln(x):Z(k) ot

k=0
Ces polynomes satisfont la relation de récurrence

(n+1)Lpt1(z) = 2n+ 1)Ly(x) — xLp(x) — nlp—1(x)
et on peut voir que (4.17) se réécrit

a(v)"a*(v)" = Z o0 (v)Fa(v)k (4.18)
k=0

ou les ¢y, sont les coefficients du polynome
Ln(x) :=n! L,(—x).
Il suffit donc de montrer que
a(v)"a* (v)" = a*(v)a(v)"a* (v)"a(v) + (2n 4+ 1)a(v)"a* (v)" — n®a(v)" La* (v)"
par une application répétée de la CCR . O
La formule se déduit en combinant les Lemmes et avec (4.14])).
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5. Localisation dans ’espace de Fock et applications

Nous nous tournons maintenant vers la premiere implication du schéma . Il va
nous falloir convertir la convergence faible-* des matrices densité en convergence forte pour
pouvoir appliquer le Théoreme [3.4l L’idée est de localiser ’état 'y de départ en utilisant
soit des fonctions & support compact soit des projecteurs de rang fini. On peut alors
travailler dans un cadre compact avec convergence &'-forte, apppliquer le Théoreme et
passer a la limite dans la localisation en derniere étape. Plus précisément nous utiliserons
une localisation en dimension finie, pour bien montrer que le théoreme général peut se
déduire de la preuve constructive en dimension finie présentée au chapitre précédent.

La difficulté ici est que la notion de localisation appropriée pour un état & N corps
(par exemple une fonction d’onde ¥y € L2(RdN )) est plus complexe que celle dont on a
I’habitude pour des fonctions d’onde simples ¢ € L2(R%). 1l faut en fait travailler sur les
matrices de densité directement, et localiser toutes les matrices réduites de telle fagon que
les matrices localisées correspondent a un état quantique. La procédure de localisation
peut faire perdre des particules et donc I’état localisé ne sera en général pas un état a NV
corps mais une superposition d’états a k corps, 0 < k < N, c’est a dire un état sur I'espace
de Fock.

La procédure de localisation que nous utiliserons est décrite Section Auparavant
nous donnerons quelques considérations heuristiques a la Section pour préciser ce que
nous disions plus haut, & savoir que la notion de localisation correcte dans L? (RdN ) differe
de la localisation habituelle dans L?(R?). La Section contient la preuve du théoreme
de de Finetti faible et d’un résultat auxiliaire bien utile qui est une conséquence de la
preuve par localisation.

5.1. Convergence faible et localisation pour un état a4 deux corps.

Les considérations ci-dessous sont tirées de [94]. Considérons une suite d’ états
bosoniques a deux corps particulierement simple

W = @ fn = b0 © Gn+ 300 © Y € LR, Yy 00 € PRY  (5.1)

qui correspond a avoir une particule dans 1’état ,, et une particule dans 1’état ¢,. On
supposera

<¢na ¢n>L2(R‘i) =0,
ce qui assure ||¥,|| = 1. On pourra toujours supposer que
W, — ¥ dans L*(R*)

et la convergence est forte si et seulement si ||¥|| = ||¥,|| = 1. Dans le cas ou de la masse
se perd a la limite, i.e. ||¥]] < 1 la convergence reste faible.

Nous travaillerons toujours dans un cadre localement compact et donc la seule source
possible de perte de compacité est une fuite de masse a l'infini [118, 119, 120, 121]. Une
possibilité est que les deux particules ¢,, et v, disparaissent a l’infini

U — 0, ¢, — 0 dans LQ(RQd) quand n — oo,

auquel cas ¥,, — 0 dans L?(R?9). C’est dans L?(R?) la possibilité la plus proche de la
perte de masse simple dans L?(R?), mais il existe d’autres possibilités dans L%(R?%).
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Un cas typique est celui ou seule une des deux particules part a 'infini, ce qu’on peut
matérialiser par

Yn — 0 faiblement dans L*(R%), ¢, — ¢ fortement dans L*(R??).

Pour la fuite de masse de v, on peut typiquement penser a ’exemple

Y = (- + zn) (5'2)

avec |x,| — oo quand n — oo et ¢ disons régulier & support compact. On a dans ce cas
¥, — 0 dans L?(R%*)

mais pour des raisons physques évidentes on préférerait avoir une notion de convergence
faible assurant )
9 5¢- (5.3)
En effet, puisque seule la particule dans 1’état ,, disparait a l'infini, il est naturel que
I’état limite soit un état a une particule décrit par ¢, le % représentant le fait que les
particules originelles avaient chacune une chance sur deux d’étre dans I’état qui disparait
a l'infini. Nous notons cette convergence —, car il s’agit précisément de la convergence
dite “géométrique” discutée par Mathieu Lewin dans [94]. La difficulté est bien sir que
les membres de droite et de gauche de appartiennent a des espaces différents.

Pour introduire la notion de convergence correcte, il s’agit de regarder les matrices
densité de V,,:

7\(112,3 = ‘(bn ®s 1/’n> <¢n ®s ¢n| —x 0 dans 61 <L2(R2d)>

1) = 2100} (Gl + 5 [0n) (al = 310} (0] dams &' (P(®Y) . (5.

On voit alors bien que la paire (7\(1,22, 7&}2) converge vers la paire (0, % |¢) (¢]) qui corre-

v, —

spondent aux matrices de densité de I’'état a un corps ¢ € L2(]Rd). Plus précisément, la
notion de convergence géométrique est une notion de convergence dans l’espace de Fock
(ici bosonique a deux particules)

FE2(LA(RY) := C o L*(RY) & L2(R*) (5.5)
et on a au sens de la convergence géométrique sur &' (]—"SSQ)

)5 ®510) (6 @0,

c’est a dire que toutes les matrices de densité réduites de I’état de gauche convergent vers
celles de I’état de droite. On notera que la limite est bien de trace 1 dans &' (F5?), il
n’y a donc pas de perte de masse dans Fe2. Plus précisément, dans F=V la perte de
masse pour un état a pur a N particules est matérialisée par la convergence

vers un état mixte avec moins de particules.

0006 |Vy,) (¥, —

De la méme facon que la convergence faible adaptée aux problémes a N corps n’est pas
la convergence faible L2(RdN ) usuelle (a fortiori quand on prendra la limite N — o),
la bonne procédure pour localiser un état et ainsi transformer la convergence faible en
convergence forte doit étre repensée. Etant donné un opérateur de localisation auto-
adjoint positif A, disons A = P un projecteur de rang fini ou A = x la mutliplication par
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une fonction y & support compact, on localise usuellement une fonction d’onde 1 € L?(R%)
en introduisant

Ya =A%)

ce qui correspond a faire 1’association

[9) (¢] & [A¢) (Ay].

En imitant cette procédure pour I’état a deux particules (5.1)) on pourrait imaginer con-
sidérer ’état localisé défini par sa matrice densité a deux corps

73 = 1A® AT,) (A AT,,|.
Il est alors clair que
(2) —~.0d 61 2
Yn.a — 0 dans (52),

ce a quoi il fallait s’attendre, mais il est plus grave que 1’on ait également pour la matrice
a un corps correspondante

77(:1)4 —, 0 dans 61(55)
alors, que au vu de (5.4) on voudrait avoir

1
77(1%,)4 — 5 |Ag) (A¢| fortement dans 61(.6).

La solution a ce dilemme est de définir un état localisé en demandant que ses matrices

de densité reduites soient A ® Aw\(ﬁA ® A et Avfple. L’état correspondant est alors
uniquement déterminé, et il se trouve qu’il s’agit d’un état sur I'espace de Fock, comme
nous l’expliquons a la section suivante.

5.2. Localisation dans I’espace de Fock.

Apres les considérations heuristiques précédentes, nous introduisons maintenant la no-
tion de localisation dans ’espace de Fock bosoniquﬂ

Fs(H)=CaHd..aN" ...
FLPRY) =CoLl’RYa...0 LXRMa.... (5.6)

Dans le cadre de ce cours nous partirons toujours d’états a N corps, auquel cas il est
suffisant de travailler dans ’espace de Fock tronqué

FN@®)=Cene..en .. aHY
FEN(XRY) =Co L2RY @ ... @ AR @ ... @ L2(RWY). (5.7)
Définition 5.1 (Etats bosoniques sur ’espace de Fock).

Un état sur 'espace de Fock est un opérateur auto-adjoint positif de trace 1 sur Fs. On
notera S(Fs($)) l'ensemble des états (bosoniques ici)

S(Fs(H)) ={l € 6"(Fs(9)), T =T*.T >0, Trz, (] = 1}. (5.8)
On dira qu’un état est diagonal (stricto sensu, diagonal par blocs) si il peut s’écrire
r=GoaG1®...9G,D... (5.9)

2L procédure est la méme pour des particules fermioniques.
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avec Gy, € GH(H%). Un état I'y sur I'espace de Fock tronqué F=V (), respectivement un
état diagonal sur l'espace de Fock tronqué se définissent de la méme maniére. Pour un
état diagonal sur F=V () de la forme

F'=Gon®GiND...DGNN,
)

o\ . o, 2’ 7 . n
sa n-iéme matrice de densité réduite ng

o (N T (ke
ng) — (n> Z (n) Try 1k GN k- (5.10)

k=n

est I'opérateur sur §)7 donné par

g

Le lecteur habitué a ces concepts notera deux choses:

e Nous introduisons uniquement les concepts qui nous seront indispensables par la
suite. On peut bien str définir les matrices réduites d’états généraux, mais nous ne
nous en servirons pas par la suite. Pour un état diagonal, la donnée des matrices
réduites caractérisent completement 1’état. Pour un état non diagonal il
faut aussi spécifier ses matrices “hors-diagonales” I'P%) : 2 — §7 pour p # q.

e La normalisation choisie dans n’est pas standard. Elle est choisie pour que,
dans l'esprit du reste du cours, la n-ieme matrice réduite d’un état a N particules
(i.e. avec Gonv = ... = Gy—1,n = 0 dans ) soit de trace 1. La convention
standard serait plutot qu’elle soit de trace (]r\[ ), ce qui est moins pratique pour
appliquer le Théoreme [3.4]

Nous pouvons maintenant introduire le concept de localisation d’un état. Nous nous
limiterons aux états a N corps et aux opérateurs de localisation auto-adjoints, ce qui est
suffisant pour nos besoins dans la suite. Le lemme/définition suivant est tiré de [94], on
pourra en trouver d’autres versions par exemple dans [2}, 48| [77].

Lemme 5.2 (Localisation d’un état & N corps).
Soit Ty € S(HY) un état bosonique & N corps et A un opérateur auto-adjoint sur £ avec
0 < A2 < 1. Il existe un unique état diagonal T'y; € S(F=N($)) tel que

(04)™ = a@np(® gon (5.11)
pour tout 0 < n < N. De plus, en écrivant I‘]“\l, sous la forme
on a la relation fondamentale

Trny [Gia) = Trgy—n [GXR20] (5.12)

Remarque 5.3 (Localisation dans ’espace de Fock).

(1) La partie unicité du lemme montre bien qu’on ne peut faire I’économie de travailler
sur l'espace de Fock. L’état localisé est en fait unique dans S(Fs($)), mais pour
le voir il faudrait introduire des définitions un peu plus générales, cf [94].

(2) Larelation est une des pierres angulaires de la méthode. En langage informel
elle exprime le fait, que dans I’état 'y, la probabilité d’avoir n particules
A-localisées est égale a la probabilité d’avoir N — n particules /1 — A2
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localisées. Pensons au cas d’une fonction de localisation particulierement simple,
A = 1p(,r), la fonction indicatrice de la boule de rayon R. Nous disons alors
simplement que la probabilité d’avoir n particules dans la boule égale la probabilité
d’avoir N — n particules hors de la boule. O

Preuve du Lemme[5.4. L'unicité (en tous cas parmi les états diagonaux de l'espace de
Fock tronqué) est une simple conséquence du fait que les matrices densité définissent
uniquement ’état. On pourra voir les détails dans [94].

Pour l'existence on peut utiliser identification usuelle

Fo(AH @ V1 — A20) ~ F,(A9) @ Fo(V1 — A2)

et définir I’état localisé en prenant une trace partielle par rapport au deuxieme espace
dans le produit tensoriel du membre de droite. Nous allons suivre une route plus explicite
mais équivalente. Pour simplifier les notations nous nous limitons au cas ou A = P est un
projecteur orthogonal et donc v1 — A% = P,.

Par définition et cyclicité de la trace on obtient

P®nrg\7)P®n = Tr 1N |:P®n ® 18-, pen g ]]_®(N7n)}

N—n N —n 2
— Z ( ) Trpi1on [P®n+k 2 Pf(anfk)FNP®n+k ? Pf(anfk)]

k=0 k
N /N —n\?

-y (k - n) Tropioo [P @ PRV 90y pok g PR
k=n

en écrivant 1 = P + P, et en développant les termes 1%(V=") par la formule du bindme.
Il suffit ensuite de noter que

(=G0

pour obtenir

n

() pon = (N (K P P ()
PPN PR = Z n Trnpion [GN,k] = (GN)

k=n

avec (cf la définition ([5.10))
N 2
GNg = <k> Trei1on [P®’“ © PPNy pek g pPY "“] (5.13)

et
GN=GNo®...®Ghn-
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Il reste a montrer que Gﬁ est bien un état, c’est-a-dire que sa trace vaut 1. Pour le voir
il suffit d’écrire

N\? k o p®(N—k) k o p®(N—k)
<k> Trgn [P% @ PEN Py Pk @ pPO—)]

M= 11V

B
Il

0
La relation ([5.12)) est une conséquence immédiate de (5.13|) et de la symétrie de I'y. O

5.3. Preuve du théoréme de de Finetti faible et corollaires.

Nous allons maintenant utiliser la procédure de localisation que nous venons de décrire
pour démontrer la premieére implication du schéma (3.44]). L’idée est d’utiliser un pro-
jecteur de rang fini P et d’utiliser (5.10|) avec (5.11]) pour écrire (avec n € N fixe)

N -1
P®"7](V)P® _ Z ( > <n> Trnt1-k G

n
k=n
N L n
~y <N> Tros1-k Ghi (5.14)
k=n

en utilisant l’estimation simple (voir le calcul dans [96], Equation (2.13))

() ()= (%) oo 19

Le raisonnement est alors le suivant: les termes ol k est petit contribuent tres peu a la
somme a cause du facteur (%)n Pour les termes ou k est grand, on note que, a
normalisation pres, Gf, ;. st un état bosonique a k particules sur P§). On peut donc lui
appliquer le théoreme de de Finetti discuté au Chapitre [, sans se soucier d’une éventuelle
perte de compacité dans la limite N — oo puisque P$) est de dimension finie. Comme k&
est grand dans ces termes et n est fixe, on obtient (toujours formellement)

Trpt1k Gﬁ’k R~ TI'ﬁk[GﬁJJ / ors dvg () [u®™) (u®"|
ue

pour une certaine mesure v, et donc

N n
n,.\n n k n n
P® ,y](V)P® ~ Z Trﬁk[Gﬂk] (N) / dl/k(u)|u® ><u® |

Dans la limite N — oo, la somme discrete devient une intégrale en A = k/N, et en utilisant
le fait que Gﬁ est un état pour gérer la normalisation il est naturel d’espérer obtenir

1
PEna W pen / A\ / di () [u®") (")
0 uceSP$
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ce qu’on peut réécrire sous la forme (3.23) en définissant (en coordonnées “radiales” sur
la boule unité BP$))

du(u) = <HuH T ”> = dull® x dvy, e <HZH)

Il restera en derniere étape a appliquer cette procédure pour une suite de projecteurs
P, — 1 et a vérifier quelques relations de compatibilité pour conclure. La mesure finale
peut ne pas étre une probabilité, ce qu’on peut compenser en rajoutant un delta a ’origine
puisque cette opération ne change aucune des formules précédentes.

On notera que (modulo quelques passages a la limite), cette preuve qui combine les
méthodes présentées au Chapitre [ et & la Section donne une recette pour constuire la
mesure de de Finetti “a la main”, ce qui est bien utile en pratique, voir Chapitres [f] et [7]
L’esprit de la preuve par localisation rappelle certains aspects de la méthode de Ammari
et Nier [3], 4].

Passons maintenant a une preuve rigoureuse, suivant [96], Section 2].

(n)

Preuve du Théoremel3.6. On continue avec les notations ci-dessus. On définit M p une
mesure sur [0, 1], & valeurs dans les matrices positives hermitiennes de taille dim (®”(PF_)))
par la formule suivante:

dMPn])\f Z Sk N(A) Trpi1k G-
On a alors, en utilisant

Tr

1 N
P®n7§7]l\2p®n _ /0 A" dMI(D"])V()\)‘ < % Z Tr Gﬁ,’k — 0 quand N — co.  (5.16)

(n)

Comme P est un projecteur de rang fini et 5’ converge faible-x par hypothese,
P®”7](\?)P®n N P®n7(”)P®” (5.17)
fortement en norme de trace. D’autre part
1
0 7 k=n+1

donc M },n])v est une suite de mesures positives bornées sur un espace de dimension fini
compact (les matrices hermitiennes positives de taille dim P$) ayant une trace plus petite
que 1). On peut donc en extraire une sous-suite convergeant faiblement au sens des

mesures vers Mp, (n) . En combinant avec - et - on a

pony () pon _ /0 AT dMEY (V). (5.18)

Il s’agit maintenant de voir que la suite de mesures (M 1(3”)) N que l'on vient d’obtenir
ne

est consistante au sens ou ,pour n > 0,

/ FO) Trr dMEO() = / M) (5.19)
0 0
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pour tout fonction continue f sur [0, 1] s’annulant en 0, avec Tr,4+1 la trace partielle par
rapport a la derniere variable. On a

Try1 dM pnﬁl Z Op/N(A) Trpsk Gk
k=n+1

= dM%(A) — 6, n(NGh.,

et donc

1 1
/0 FO) Trg [Trin MERD () = MER (V)| < /O FNn () Tron G,
n
< _
</ (%)

puisque Trgn GE < 1. En passant & la limite on obtient bien (5.19) pour toute fonction

f telle que f(0) =
Nous appliquons maintenant le Théoreme % en dimension finie. Stricto sensu, il ne

s’applique que a A fixe, mais en approchant dM Pn par des fonctions étagées puis en passant
a la limite, on obtient une mesure vp sur [0,1] x SH N (P$H) telle que

/O FONaME (x /% / FONdvp (A, ) ) (™

pour toute fonction continue f s’annulant en 0. On a donc maintenant

1
Qn (n) ®n: v " nu®n u®n
P p /O/Sﬁdp“’ ) N (|
1
_ / / dvp (M u) |(V ) ©) (V) ©|
0 JS9H
- / dpup () ") ("
B$

en définissant la mesure pup en coordonnées radiales. On est libre de rajouter une masse
de Dirac a l'origine pour faire de pp une mesure de probabilité.

L’argument peut-étre appliqué a une suite de projecteurs de rang fini convergeant vers
Iidentité. On a alors une suite de probabilités u sur B$) telles que

PP = [ dpnfa)[a) .
B

En prenant une suite croissante de projecteurs (i.e. satisfaisant Pp$) C Pp119) il est clair

que pg coincide avec py sur Pp$) pour £ < k. Comme toutes ces mesures ont leur support

dans un ensemble borné, il existe (voir par exemple [I58, Lemme 1]) une unique mesure

de probabilitﬁ w sur B$) qui coincide avec uy sur Pr$) au sens ol:

[ i)l = [t (P (P
B$ B

26pour la construire, noter que la o-fermeture de I'union pour £ > 0 des boréliens de Py $) coincide avec
les boréliens de $.
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On conclut donc
®n,. (n) pOn _ p&n
remren v ]

et il ne reste plus qu’a prendre la limite k — oo pour obtenir 'existence de la mesure
satisfaisant (3.23). La preuve d’unicité est omise. O

du(u) \u®"><u®"\) pen
£5]

Nous donnons maintenant un cas particulier, adapté aux besoins de la suite des notes,
d’un corollaire bien utile de la méthode de preuve ci-dessus (voir [96, Théoréme 2.6] pour
I'énoncé général):

Corollaire 5.4 (Localisation et mesure de de Finetti).
Soit (T'y) une suite d’états a N corps sur $ = L*(R%) satisfaisant les hypothése du
Théoréeme et 1 la mesure de de Finetti associée. Supposons que

Tr [_m};)} = Tr [\vwﬁ)m] <C (5.20)

pour une constante indépendante de N. Soit x une fonction de localisation a support
compact avec 0 < x <1 et G état localisé défini par le Lemme 5.2 Alors

N
lim Z (;) Trge G?‘V’k = /Bﬁ du(u) f(||xu|?) (5.21)

N—oo
k=0

pour toute fonction continue f sur [0, 1].

Peuve du Corollaire[5.4 Par densité des polynémes dans les fonctions continues sur [0, 1]
il suffit de considérer le cas f(A) = A" avec n = 0,1,.... On utilise alors (5.10), (5.11)

et (5.15) & nouveau pour écrire

N n
Z <]]3> Trge G?V,k — Trgn [X@mv](\?))(@"}
k=0

L’hypothese ([5.20) assure que

— 0 quand N — oo.

j=1
et on peut donc supposer que
n n n n
Z|V‘j 71(\?) Z|V|j —x Z|V\j A Z|V]j quand N — oo.
j=1 j=1 j=1 j=1

L’opérateur de multiplication par x est relativement compact par rapport au Laplacien,

donc
1

n
DY = x*" | IV,
j=1
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est un opérateur compact. On a alors

Trge [X*" x| = Tegn | D ZM 7 erm D)

n n
— Trgn | DX [ D V] | A | DIV | DX

= Trgn [X®"’y(”)x®n] .

On conclut alors en utilisant (3.23) que

N n
(%) Tooe = [t T ™) ()™

k=0
_ /B ) o] - /B dpu(u) £ ([l xul ).
O

Remarque 5.5 (Mesure de de Finetti faible et perte de masse.).

(1)

L’hypothese est 1a pour assurer la compacité locale des matrices de densité,
cf la preuve. Elle est bien stir tres naturelle pour les applications que nous visons
(énergie cinétique uniformément bornée). La convergence signifie que la
masse de la mesure de de Finetti p sur la sphere {||lul|?> = A} correspond & la
probabilité qu’une fraction A des particules ne s’échappe pas a 'infini.

Nous utiliserons ce corollaire pour déduire des informations sur les particules qui
s’échappent a I'infini de la facon suivante. On définit la fonction

n=v1-x°
qui “localise prés de 'infini”. On ne peut bien str pas appliquer le résultat di-
rectement & I'état localisé G}, mais on peut utiliser la relation (5.12)) pour obtenir

N
, 2
A}glcl)o g f ( > Tk G?V’k = 1\}513)0 kEOf <1 — N> Trgk G?V,k
— [ duta) £ (1= alP). (5.22)
B

ce qui fournit un certain contréle sur la perte de masse a l'infini, encodé par la
mesure de de Finetti qui pourtant décrit par définition les particules qui restent
piégées. Typiquement, on appliquera avec f(A\) ~ ep(\), énergie de Hartree
a masse A, voir le chapitre suivant.

O
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6. Dérivation de la théorie de Hartree: cas général

On se tourne maintenant vers le cas général de ’obtention de la fonctionnelle de Hartree
comme limite du probléeme & N corps dans le régime de champ moyen. Au Chapitre [3]
nous avons vu que sous des hypotheses physiques simplificatrices, le résultat était une
conséquence assez directe des théoremes de de Finetti faible et fort. Le cas général de-
mande une discussion plus poussée et nous serons amenés a utiliser pleinement les outils
de localisation dans I’espace de Fock introduits au Chapitre

Le cadre est maintenant celui de particules dans un potentiel V non piégeant interagis-
sant via un potentiel d’interaction qui peut potentiellement avoir des états liés. Rappellons
les notations: le Hamiltonien du sytéeme complet est

N
1
Jj=1 1<i<j<N

agissant sur I'espace de Hilbert Y = ®i\f 9, avec H§ = L2(RY). Le Hamiltonien & un
corps est

T=-A+YV, (6.2)

que 'on suppose auto-adjoint et borné inférieurement. Nous avons spécifié la présence du
potentiel V' dans la notation car nous serons amenés a considérer le systeme pour les
particules perdues a l'infini décrit par le Hamiltonien HR, ol on prend V = 0. On peut
faire les mémes généralisations que celles mentionnées a la Remarque mais nous ne
traiterons explicitement que le cas modele ci-dessus.

Le potentiel d’interaction w : R — R sera relativement borné par rapport a 7"

—B-(T1 +T) = C <w(x1 —x2) < B4 (Th +T2) + C, (6.3)
symétrique
w(—z) = w(z),
et décroissant a ’infini
w € LP(RY) + L®°(RY), max(1,d/2) < p < 0o = 0,w(z) — 0 quand |z| — co.  (6.4)

Ceci assure que Hy est auto-adjoint et borné inférieurement. A nouveau, il est assez vain
de considérer des potentiels & un corps partiellement confinants et donc on supposera que
V n’est piégeant dans aucune direction:

V e LP(RY) + L®(R%), max1,d/2 < p < 00, V() = 0 quand |z| — oc. (6.5)
L’énergie fondamentale de (3.1)) est toujours donnée par

EV(N)=infosnvHY =  inf U, HGWY . 6.6
(N) =infogvHy ‘ljeﬁ}vf}”qj”:l< N >5N (6.6)

Enfin, rappellons les objets limites. La fonctionnelle de Hartree avec le potentiel V est
donnée par

el [ VP + ViP5 [ )Pl - Pty (©67)
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et on utilisera la notation 5% pour la fonctionnelle invariante par translation ou V = 0.
L’énergie Hartree a masse \ est donnée par

ef(\) == inf Efful,0 <A< L (6.8)
ul®=A

Sous les hypotheses ci-dessus on aura toujours l'inégalité de liaison large
efi(1) < efi(A) +ef(1 =) (6.9)

qui se prouve aisément en évaluant 1’énergie d’une suite de fonctions avec une masse A
dans le puits de potentiel de V et une masse 1 — A s’échappant a l'infini. Nous allons
démontrer le théoréme suivant, issu de [06] (cas particulier du Théoreme 1.1).

Théoréme 6.1 (Dérivation de la théorie de Hartree, cas général).
Sous les hypothéses précédentes on a les résultats suivants:

(1) Convergence de l’énergie.

(1). (6.10)

N—o0

(ii) Convergence des états. Soit une suite Wy normalisée dans L*(RN) de quasi-

MINIMISEUTs pour H]‘\/, :

(Un,HYUN) = EY(N) + o(N) quand N — oo, (6.11)
et 'y](\];) les matrices de densité réduites correspondantes. Il existe p € P(B$)) une proba-
bilité sur la boule unité de $) avec (M) =1 o

MY ={ueBs : el =ef(lul®) = (1) - (1 - [ulD)},  (612)
telle que, le long d’une sous-suite
k
) e [ ) dp() (6.13)
MV

faiblement-x dans G($H*), pour tout k > 1.
(7i1) Si de plus on a l'inégalité de liaison stricte
efi(1) < eff(\) + el (1 — N) (6.14)

pour tout 0 < X < 1, la mesure p est a support dans la sphére S$ et la limite (6.13) a

lieu en norme de trace. En particulier, si eg(l) a un minimiseur ug unique a une phase

pres, alors on a pour toute la suite

71(5) — |u?}k><u?}k1 fortement dans 61(35k) (6.15)

pour tout k > 1 fize.
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La preuve se fait en deux étapes. Dans un premier temps (Section on considere le cas
completement invariant par translations ot V = 0, qui décrira les particules s’échappant
loin du puits de potentiel de V' dans le cas général. On montre que I'énergie % (1) est bien
la limite de N~'E°(N). Dans ce cas on ne peut espérer beaucoup plus puisqu’il existe
toujours des suites minimisantes dont toutes les matrices de densité convergent vers 0 en
norme de trace. En plus des outils déja décrits on utilisera une idée de Lieb, Thirring et
Yau [114], [115] pour récupérer un peu de compacité.

On utilise ensuite pleinement les méthodes de localisation du Chapitre [5| pour traiter
le cas général (Section . Dans l'esprit du principe de concentration-compacité on
localisera les suites minimisantes a 'intérieur et ’extérieur d’une boule. La partie localisée
a lintérieur de la boule est décrite par la limite faible-x des matrices de densité pour
lesquelles on peut utiliser le théoreme de de Finetti faible. La partie localisée a ’extérieur
de la boule ne verra plus le potentiel V' et on pourra donc lui appliquer les résultats de la

Section [6.11

6.1. Le probléme invariant par translation.

On traite ici le cas particulier ot V' = 0. Dans ce cas il est possible de construire
des de quasi-minimiseurs (au sens de (6.11))) pour E°(N) avec ’y](\})(. — yn) —x 0 pour
toute suite de translations . On peut donc avoir évanescence dans la terminologie de
Lions [118, [119] et sans travail spécifique on ne peut espérer mieux que la convergence
de Iénergie. En effet, il est possible de construire un état ou le mouvement relatif des
particules est lié par le potentiel d’interaction w mais ot il y a évanescence pour le centre
de masse, ce qui entraine 1’évanescence de la suite. On se contentera donc de prouver la
convergence de 1’énergie:

Théoréme 6.2 (Systémes invariants par translation).
Sous les hypothés précédentes on a

0
lim E°(N)

Jim = = el (1). (6.16)

La premiere étape consiste a utiliser une partie du potentiel d’interaction pour créer
un potentiel & un corps attractif (grosso-modo cela revient & retirer le degré de liberté du
centre de masse). Ceci définira un probléme auxilaire dont I’énergie est proche du systéme
de départ, mais pour lequel les particules resteront toujours piégées. Ceci est 'objet du
lemme suivant qui est inpiré par les travaux [114] [115]:

Lemme 6.3 (Probléeme auxilaire avec liaison).
On sépare w = w' —w™ en partie positive et négative et on définit pour un certain & > 0

we(x) = w(z) +ew™ (z).

Soit le Hamiltonien auziliaire
N

Hy = (K ew () + ﬁ S we(w— ) (6.17)

i=1 1<i<j<
et E°(N) l’énergie fondamentale associée. On a alors

. E*(N) . E%N)
= <
ae = lm — =< lm =y

=: a. (6.18)
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Preuve. Pour tout ¥ € L2(R) on peut écrire en utilisant la symétrie

(&)X o))

De la méme fagon

N
2 2 2 - (2
NN T v, Z w(w; —xj)V ) = Trgo [w'y\(y)] = Trgo [wgy,(l,)} — & Trga(w 7\(1,)]
(N—1) 1<i<yj
avec vy = |¥) (|, puis
, 9 N-1
Trepe [wa’}’\(p)] = ) Tr Z we (T — xj) Yy
1<i<j
et
N-1
— (2 € —

Tout ceci implique

N -1
— (¥, Hy v)

N
N—1 ;| N
= <\Il, Z (— A —cew (x; — xN)> + N3 Z we(x; — xj) \IJ> . (6.19)

i=1 1<i<j

Dans I’équation précédente le Hamiltonien entre parentheses depend de xy via le potentiel
a un corps ew” (z; — ) mais comme les autres termes sont invariants par translation, le
bas du spectre est en fait indépendant de . On a donc

N -1

T@,H?V\m > E°(N — 1)(¥,T) (6.20)
pour tout ¥ € L2(R™), ce qui implique

E°(N) S BNV - 1)_

N — N-1
Il est facile de voir que les suites E°(N)/N et E(N)/N sont croissantes et négatives, donc
les limites a et a. existent et (6.20)) implique (6.18]) O

On va maintenant s’employer a prouver une borne inférieure sur £°(N) pour ¢ suffisa-
ment petit. La raison pour laquelle il est plus aisé de travailler sur E(N) est que toutes
les suites de matrices densité réduites correspondantes seront compactes dans &'. En ef-
fet, la compacité ou son absence (en langage physique, 'existence ou I’absence de liaisons
entre les particules) résulte d’une comparaison entre les effets attractifs et répulsifs des
potentiels a un et deux corps. Ici les potentiels & un corps ew™ et a deux corps w, sont
bien équilibrés puisque ils ont étés construits précisément en recherchant cet effet a partir
du méme potentiel a deux corps originel w. C’est cette observation qui nous permet de
conclure maintenant la preuve du Théoreme 6.2
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Preuve du Théoréme[6.4. Comme d’habitude, seule la borne inférieure est non-triviale.
Comme €% (1) < 0 on peut supposer a < 0 car sinon a = €% (1) = 0 et il n’y a rien a

prouver. On va démontrer la borne inférieure
1
a2 (1) = inf {<u, (8w i) + 5 [ [ o) Pt - y>|u<y>|2dxdy} - (6.21)
flul®=1

et comme il est aisé de montrer que ef(1) — €% (1) quand € — on obtiendra (6.16) en
combinant avec (|6.18]).
Soit une suite ¥ de fonctions d’onde telles que
(Un, Hy W) = E5(N) + o(N).

et 7](\];) les matrices de densité réduites correspondantes. Alors

. (YN, HyYyN)
— lim N UNEN)
Qe Ngnoo N

= ]\}gnoo <Trﬁ {(—A - ew_)’y](\})} + %Tr;ﬂ [wa’}’](\?)D :

Modulo I'extraction diagonale habituelle, on suppose que

A, 0

et nous allons montrer que la convergence est en réalité forte. On utilisera le théoreme de
de Finetti fort pour obtenir la théorie de Hartree dans un second temps.
En prenant une partition de 'unité X% + 17%% =1 et en utilisant le Lemme on a

1
Ge > ligl inf lim inf {TI'yJ [(—A — Ew,)XR’y](\})XR} + B Tree [ngg%](\?)x%ﬂ

—00 N—oo
1
+ Try [*AﬁR’Y](\})UR} + 5 Trse [wsng%ﬁ)ngﬂ} (6.22)

et nous allons utiliser les états xp— et nr—localisés G}, et G, définis & partir de ¥y par
le Lemme pour estimer séparément les deux termes du membre de droite de ((6.22)).

Le terme yp-localisé. En utilisant (5.10) et (5.11)) on a

1 1 2
Trg [(—A — é‘w_)XR’)/](V)XR} + 5 Tl"g2 [wex?'r}v)xgﬂ

N k k
1 1
= NZTrﬁk Z(—A—Ew_)i—i— mee(xi —xj) G?V’k (6.23)
k=1 i=1 i<j
On applique 'inégalité
A+tB=(1—-t)A+t(A+B) > (1—t)info(A) + tinfo(A+ B) (6.24)
avec
k
A=) (-A—cw_)y, A+B=H., t=(k-1)/(N-1).
(=1
On a

liminfo(—A —ew_) =info(—-A) =0

e—0
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et comme on suppose que a < 0, on a, pour € assez petit
info(—A —ew_) >a>a. >k info(H. ),

soit
info(A) > info(A+ B).

On peut alors écrire

N
Trys[(—A — ew- )XR'YJ(V)XR] + %TrﬁQ[wsXR ’YN XR Z - GNk Ee}ik)a
k=1
mais comme
g:m Ovs = Tr[x3y] fond T2y D] et lim. Efkgk) o
et que k — k(k) est croissante on conclut que

. 1
lim inf (Tr;) {(fA —ew_ )XR%(V)XR] + §Tr)~32 [ng%ly](\?)x%ﬂ) > a. Tr[x2yM] (6.25)

N—oo

par convergence monotone.

Le terme 7ngr-localisé. En utilisant les resultats de la Section comme ci-dessus on a

1 1 2
Trg [Tnmj(v)vm} + 5 Trge [wsn}?r‘d}v)n}%ﬂ

N
_%Zﬁﬁk Z A+ _12% i—2;) | Gly| . (6.26)
k=1

i<j
Ici on utilise

~A>0, w.=w+2ew > (1-2c)wet E%k) <ak <0
pour obtenir

k k
1 (1-2e)(k—1)

1<j

|
=
|

- N -1
pour tout k > 1. En combinant avec (6.26)) on obtient

N n
1 ETeGY, Bk
Try, [_AWR'YJ(\})nR} + 5 Trge [wsn%%(v)n}?] 2) ( (k) _ 25a> .

k=1

On déduit enfin

.. 1
lﬁloréf <Tr5:J [TUR’Y](\})UR} + iTrﬁQ [wsn;‘?'y](\?)n%ﬂ) > (1—25)&(1—'1‘1"[)(%7(1)]) (6.27)
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en utilisant

=a

N
k 2, (1) 2.1 k)
kz;) N Tr G?V,k = Tr[nzvN'] N:;o 1— Tr[XR'y( )] et klin;o k‘

0
et le fait que k — ET(k) est une suite croissante.

Conclusion. En insérant (6.25)) et (6.27) dans (6.22)) on trouve
a. > liminf (as Tr[X2R7(1)] +(1- 2g)a(1 — Tr[XQR,y(l)D>

R—o00
= a. Tr[yV] + (1 - 2¢)a(l — Tr['y(l)])
Comme on a supposé que a. < a < 0, on obtient
Tr[yV] = 1. (6.28)

Il n’y a donc pas de perte de masse pour le probleme auxiliaire défini au Lemme [6.3
Ceci suffit pour conclure a la convergence forte des matrices réduites ’y](\];). En effet, on
peut appliquer le théoreme de de Finetti faible & la suite des limites ’y(k) pour obtenir une
mesure p sur la boule de $. Hors, combiné avec implique que la mesure doit

en fait vivre sur la sphere unité. On a donc pour tout &
Tr[yM] =1,
(k)

ce qui impli 1 de 7\ (k) alité f d
qui implique que la convergence de 7y~ vers y\*/ est en réalité forte en norme de trace.
On peut alors revenir & ((6.22)) pour obtenir

lim inf <m§ [(—A - m_)%(VU] n %ﬂm {wﬂ](\?)D

N—o0
> Trg [(—A - 6w,)7(1)} + %Trﬁz [wsym} .

On applique ensuite le théoreme de de Finetti fort aux limites des matrices de densité pour
conclure que le membre de droite est nécessairement plus grand que ef(1) ce qui donne
bien (6.21]) et donc conclut la preuve. O

6.2. Conclusion de la preuve dans le cas général.

Nous avons maintenant presque tous les ingrédients nécessaires pour la preuve
du Théoréme [6.1] Il ne nous manque en fait quun tout petit peu d’information
complémentaire sur le probleme invariant par translation, comme nous I’expliquons main-
tenant.

Considérons pour k > 2 I’énergie

k k
1. A
bk()\> = % inf O gk E —Ai + m E w(:r;i — xj) (6.29)
i=1 1<j

c’est-a-dire une énergie pour k particules avec une interaction d’intensité k—fl Les résultats
de la section précédente montrent déja que la limite k& — oo d’une telle énergie est donnée
par /\e%(/\) lorsque A\ est un parametre fixe. En utilisant la méthode de localisation
dans l'espace de Fock, I'énergie des particules partant a 'infini lors de la minimisation
d’une énergie pour N > k particules sera naturellement décrite comme une superposition
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d’énergies de systemes a k particules avec une interaction d’intensité 1/(/N — 1) héritée du
probleéme originel. Autrement dit, il s’agira d’évaluer une superposition des énergies by ()
avec

k—1

N -1’
un peu comme en (6.23) et . Comme ce A\ dépend de k il sera utile de savoir que
br.(A) est équicontinue en A:

Lemme 6.4 (Equi-continuité de ’énergie en fonction de ’interaction).
On prend les conventions

On a alors pour tout \ € [0,1]

lim Abg(N) = el (). (6.30)
k—o00
De plus, pour tout 0 < A< N <1
0 <b(\) —bpe(\N) < CIA=N| (6.31)

o, C ne dépend pas de k.

Preuve. On commence par confimer notre affirmation que (6.30) est une conséquence
directe de 'analyse de la section précédente. Pour A = 0 il n’y a rien a prouver. Pour
A > 0 on utilise le Théoreme pour obtenir

klggoxbk(A)_Auigle<u Ku) + // w(z —y)|u(@)*|u(y)] )

:”uigfk<um 5 [ wte = @) = v,

be(X) > br(N) pour tout 0 < A < X' <1
est une conséquence de (6.24). Pour I’équicontinuité (6.31)) on fixe un 0 < a < 1 et on

remarque que, avec

Le fait que

§:=W\ =Nt =N

on a

_s k
_1wa =% ZK+ wa
i=1

1<J ’L<j

5 i 1<
=1 1<j

> (1— o)) — &

en utilisant le fait que le spectre de 'opérateur appraraissant a la deuxieme ligne est borné
inférieurement. On déduit donc

0 < br(N) — be(N) < 5(bp(N) + Ca™) < C|N = Al
puisque by () est uniformément borné et |[5] < C|\ — N|. O
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Nous pouvons maintenant conclure:

Preuve du Théoréme[6.1l. Soit ¥ une suite de fonctions d’onde & N corps telle que
(Un, HGW ) = EY(N) + o(N)
(k)

avec 7y, les matrices de densité réduites associées. Modulo une extraction diagonale on
suppose que

(k) (k)

N —°
faiblement-x. Le Théoreme fournit alors une mesure de probabilité u telle que
W= [ du(wlu) (6.32)
ueEB$H

Soit une partition de 'unité réguliere X%—Hﬁz = 1 comme précédement et les états localisés
G et G, construits & partir de |Un)(Uy|. En utilisant & nouveau le Lemme on
obtient

t 50 = g (] o o]

> lim inf lim inf {Trg {TXR%(V)XR} + = Trge [wx%QVZ(\?)X%Q]

R—oo N—oo
1
+Try, [—Anm](vl)mz} + 5 Ty [wng%}?ngﬂ } . (6.33)

On utilise d’abord la compacité locale forte et (6.32)) pour le terme x gr-localisé:

lim inf {Trﬁ [TXR%(V)XR} + = Tr52 [wx%%](v)x%ﬂ}

N—o0
> Ty [Ty Ven] + 5 Troe [wx @3] = /B  Ellxnaldpte). (639

Notre tache principale est de controler le second terme du membre de droite de (6.33]).
Nous prétendons que

lim inf <Tr [TnR'y](V)nR] + = 5 Trge [wn%2’y](\,)17R }) > /Bﬁ (1 — |Ixgul®)du(u). (6.35)

N—oo

En effet, en utilisant 1'état ng-localisé G on a

N k k
1 1 1 1
k=1 =1 1<J

Mz

Tr G klnfO'ka Z —A; + _1Zw”

k=1 1<j

N
k—1
n
,; TrGNkN (N—l)
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ou by est la fonction définie en (|6.29). D’un autre coté

N
) k k—1 k

puisque en utilisant I’équicontinuité de {b;}72 et la convergence limy_,oo Abi(A) = e (\)
fournies par le Lemme on obtient

k k—1 o [k
N <N—1) ~en (N)’—O’

N
TG, =1
Z Nk

pour obtenir (6.36]). A ce stade on a donc

lim sup
N—=oog=12,.,N

qu’il suffit de combiner avec

N—oo

1 k
lim inf Trg [ AnR’y](\})nR} + 3 Trepe [wn%ny](\?)n%Q} > hrn ZTr GNkeH <N> .

On utilise maintenant la relation (5.12) et le Corollaire comme indiqué Section
pour obtenir

k
li TG = 1i TG
Jm > T ek () i 3T v ()

. k 0 2
- i nmaweH( N>=iéﬁeﬂl—HmeﬁWW%
ce qui conclut la preuve de (6.35 ).

Il reste maintenant a insérer (6.34) et (6.35)) dans (6.33)) et a utiliser le lemme de Fatou,
ce qui donne

v
OBY(N) v 01 o2
lim > limin H Ixru] + e (1 XRU dp(u
o —00
N— R BH
> [ liminf |EY [xru] + X1 — ||xrul]®)| du(u)
BH R—o0

= [ [0+ it — )] due)
B%
- /Bﬁ el (lull®) + b (1 = ul)] dps(u) > en(1), (6.37)

en utilisant la continuité de A — €% (\) et I'inégalité de liaison large (6.9). Ceci conclut la
preuve de (6.10)), et les autres résultats du théoréme suivent en analysant les cas d’égalité
dans ([6.37)). U
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7. Dérivation de fonctionnelles de type Gross-Pitaevskii

Nous allons maintenant nous tourner vers l'obtention de fonctionnelles de type
Schrodinger non linéaire (NLS) avec non-linéarités locales:

Ealili= [ V0 + VISP + Glol"

On peut obtenir cette description en partant d’une fonctionnelle de Hartree comme ((3.7))
et en prenant un potentiel d’interaction convergeant (au sens des distributions) vers une

masse de Dirac
wr(z) = L™ % (E) - </ w) dp quand L — 0.
L Rd

Puisqu’on a déja obtenu comme limite d’un probleme a N corps, on peut étre tenté
de voir 'obtention de la description NLS comme un simple passage a la limite dans un
probléeme a un corps. L’inconvénient de cette approche est ’absence totale de controle
sur les relations entre les parametres physiques N et L. On pourrait voir ceci comme un
probleme d’échange de limites: il n’est pas du tout clair que les limites N — cc et L — 0
commuten@ Une telle approche donne au mieux une information du type “il existe une
suite Ly — 0 telle que en prenant w de forme wy,,, dans , on obtient I’énergie NLS
a la limite N — 00” mais on a aucun controle sur la vitesse a laquelle Ly est autorisé a
tendre vers 0.

Plus généralement, la bonne question d’un point de vue physique est “Quelle relation
doivent satisfaire N et L pour que I'on puisse obtenir I’énergie NLS en prenant simul-
tanément N — oo et L — 0 dans le probleme a N corps ?” Le processus permettant
d’obtenir la fonctionnelle NLS est donc plus subtil que pour I’obtention de la fonctionnelle
de Hartree, et nous allons dans un premier temps donner quelques explications sur ce
point.

7.1. Remarques préliminaires.

Jusqu’a présent nous avons travaillé avec seulement deux parametres physiques: le
nombre de particules IV et la force des interactions A. Pour avoir un probleme limite bien
défini nous avons été amené a considérer la limite de champ moyen ot A oc N~!. Dans ce
cas, la portée des interactions est fixe et chaque particule interagit avec toutes les autres,
ce qui donne une force d’interaction typique par particule d’ordre AN o 1, comparable
avec son énergie propre (cinétique + potentielle). On a vu que cet équilibrage des forces
agissant sur chaque particule, combiné a des résultats de strucutre “a la de Finetti” pour
I’ensemble des états bosoniques, méne naturellement a la conclusion que les particules se
comportent approximativement de maniere indépendante les unes des autres et donc que
des descriptions de type Hartree sont valables dans la limite N — oo.

Il existe d’autres fagons de justifier de tels modeles: 1’équilibrage des forces qui permet
a un probléeme limite d’émerger peut résulter d’'un mécanisme plus subtil. Par exemple,
dans les gaz alcalins ultra-froids qui ont permis I’observation en laboratoire de condensats
de Bose-Einstein, il a plus a voir avec la dilution du systeme qu’avec la faible force des
interactions. Pour une description théorique de ce phénomeéne on peut introduire dans
notre modele une longueur caractéristique L pour la portée des interactions. En prenant

27La limite L — 0 du probleme a N corps est d’ailleurs tres difficile a définir proprement.
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la taille du systeme total comme référence@, un systeme dilué se matérialise par la limite
L — 0. La force d’interaction typique agissant sur chaque particule sera d’ordre AN L?
(force des interactions x nombre de particules typique dans une boule de rayon L autour
d’une particule) et c’est ce parametre que 1’on peut vouloir fixer pour obtenir un probleme
limite. Plusieurs régimes sont alors possibles en fonction du ratio entre A et L.

On peut discuter ces différentes possiblités en partant du Hamiltonien a N corpﬂ

N
1 d
Hy =3 =8 +V@)+y—7 > NYuV(@—a) (7.1)
qui correspond & faire les choix
L=N" Xo N¥L

le parametre fixe 0 < 3 servant a ajuster le rapport entre L et A\. On considérera le
potentiel d’interaction de référence w comme étant fixe, et on notera

wy(x) .= NPw(NPz). (7.2)

Pour 8 > 0, wy converge vers une masse de Dirac au sens des distributions

wy — (/R w> o, (7.3)

matérialisant la courte portée des interactions/la dilution du sytéme. En raisonnant
formellement, on peut vouloir remplacer directement wy par ( fRd w) oo dans auquel
cas on se retrouve avec une limite de type champ moyen, avec une masse de Dirac comme
potentiel d’interaction. Ceci est bien str purement formel (sauf en 1D ou 'injection de
Sobolev H! < C? permet de définir proprement les interactions de contact). En admet-
tant que ces manipulations aient un sens et que ’on puisse approximer le fondamental

de (|7.1]) sous la forme
Uy =N (7.4)

on obtient une fonctionnelle de Hartree
1
Euly] == /Rd !Vw\2+V|¢|2+§WIQ(w* ¥[%). (7.5)

ou le potentiel d’interaction est a remplacer par une masse de Dirac a l'origine, ce qui
mene a la fonctionnelle de Gross-Pitaevskii

Eusltr] = /Rd VP + VIgR + Sl (7.6)

Au vu de ([7.3)), le choix logique semble d’imaginer que lorsque 5 > 0, on obtienne & partir
de la minimisation du Hamiltonien (7.1]) la fonctionnelle ci-dessus avec

o= /Rdw. (7.7)

28j e. en fixant la densité de particules.

29Encore une fois, il est possible de rajouter Laplaciens fractionnaires et/ou champs magnétiques, cf
Remarque ce que nous négligerons pour simplifier.
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En fait, on peut obtenir la gamme de résultats suivants (décrits dans le cas d = 3, le cas
d < 2 menant a des subtilités et le cas d > 4 n’ayant pas grand intérét physiquement
parlant):

e Si 8 = 0 nous retrouvons le régime de champ moyen (MF, pour mean-field) étudié
précédement. La portée du potentiel d’interaction est fixe et son intensité décroit
comme N~!. Le probléme limite est alors , comme démontré précédement.

e Si0 < B <1, le probleme limite est bien comme on pouvait s’y attendre avec
le choix de parametre . Nous parlerons de limite de Schrédinger non-linéaire
(NLS). Ce cas n’a pas été considéé spécifiquement dans la litérature mais, au moins
lorsque w > 0 et lorsque V est confinant, on peut adapter I'analyse du cas plus
difficile g = 1.

e Si § =1, la fonctionnelle limite est maintenant avec

a = 47 x longueur de diffusion de w

(voir [107, Appendice C] pour une définition). Dans ce cas, le fondamental de ([7.1))
inclut une correction a 'ansatz ([7.4)), sous la forme de corrélations a courte portée.
En fait, il faut s’attendre & avoir plus précisément

N
‘IJN(xl,...,:L‘N) ~ H@D(CU]) H f (NB(:L‘Z'—:C]')> (78)
j=1

1<i<j<N

ou f est lié au probleme a deux corps défini par w (solution de diffusion d’énergie
minimale). Il se trouve que lorsque 8 = 1, la correction a un effet sur le
premier ordre de I’énergie, celui de remplacer fRdw par la longueur de diffu-
sion correspondante comme remarqué pour la premiere fois dans [52]. On parle
alors de limite de Gross-Pitaevskii (GP), qui a fait ’'objet d’une longue et re-
marquable série de travaux dus & Lieb, Seiringer et Yngvason (voir par exem-
ple [116, 117, 109, 108, 110} 105 107]).

Comme nous l'avons déja mentionné, les problemes d’évolution correspondants ont
également étés abondament étudiés. La aussi il convient de distinguer les limites de
champ moyen (voir par exemple [9] 4 [69] [139], 132]) de Schrédinger non-linéaire [61], 131]
et de Gross-Pitaevskii [62, [130].

Il y a une différence physique fondamentale entre les régimes MF et GP: Dans les deux
cas le parametre d’interaction effectif ANL3 est d’ordre 1 mais on passe (toujours en 3D)
d’un cas avec des collisions nombreuses mais faibles A = N~!, L = 1 & un cas avec des
collisions rares mais trés fortes, A = N2, L = N~!. Les différents cas NLS interpolent en
quelque sorte entre ces deux extrémes, le passage entre “collisions faibles mais fréquentes”
et “collisions fortes mais rares” se faisant A A=1,L = N"1/3 je. f=1 /3.

La difficulté pour obtenir en passant a la limite N — oo est qu’il y a en fait deux
limites distinctes, N — oo et wy — adg a controler en méme temps. Un simple argument
de compacité/passage a la limite sera insuffisant dans ce cas et il faudra donc travailler
avec des estimations quantitatives. Le but de ce chapitre est de montrer comment on peut
procéder a partir du théoreme de de Finetti quantitatif présenté au Chapitre 4l Puisque
ce théoreme n’est valable qu’en dimension finie, il nous faudra disposer d’une manieére
naturelle de projeter le probleme sur des espaces de dimension finie. Nous nous placerons
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donc dans le cadre des gaz de bosons piégés en supposant que, pour deux constantes
c,C >0

cl|® = C <V(x (7.9)

Dans ce cas, le Hamiltonien a un corps —A + V' a un spectre discret sur lequel on a bon
controle via des inégalités a la Lieb-Thirring.

Les résultats que nous allons obtenir sont valables pour 0 < 8 < 5y ou By = Bo(d, s) ne
dépend que de la dimension de I'espace physique et du potentiel V. Nous fournirons des
estimations explicites de [y, mais la méthode que nous présentons, issue de [97], est pour
Iinstant limitée a des (3 relativement petits. En particulier on obtiendra toujours
comme parametre d’interaction. L’avantage principal par rapport a la méthode de Lieb-
Seiringer-Yngvason [116] 108, 110} 105] est que nous pouvons dans certains cas relaxer
I'hypothese w > 0 qui est toujours faite dans les travaux sus-mentionnés (voir aussi [107]).
En particulier nous présenterons la premiere dérivation des fonctionnelles NLS attractive%
en 1D et 2D.

7.2. Enoncés et discussion.
Puisque nous nous intéressons a une limite ou le potentiel d’interaction wy devient
singulier de toutes fagons, nous prendrons des hypotheses confortables sur w:

w e L®RYR) et w(z) = w(—z). (7.10)
Sans perte de généralité, on posera

sup |lw| =1
R4

pour simplifier certaines expressions. On supposera également que
z— (1+|z)w(z) € L*(R?) (7.11)

ce qui facilite le remplacement de wy par une masse de Dirac. Comme d’habitude nous
utiliserons la méme notation wy pour le potentiel d’interaction (7.2) et 'opérateur de
multiplication par wy(x — y) agissant sur L?(R??).

Pour g = 0 on a montré précédemment que
lim ——— =eq. (7.12)

Nous traitons maintenant le cas 0 < 8 < y(d, s) < 1 ol on obtient ’énergie fondamentale

de ([7.6) a la limite:

inf  Eus[Y] (7.13)

€nls ‘=
\\W\Lz(Rd):l

avec a donné par ([7.7). A cause de la non-linéarité locale, la théorie NLS est plus délicate
que la théorie de Hartree et il nous faut quelques hypothéses de structure sur le potentiel
d’interaction (voir [97] pour une discussion plus poussée):

300n utilise souvent le vocabulaire de Poptique non-linéaire pour distinguer les cas attractif et répulsif:
répulsif = défocusant, attractif = focusant.
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e Quand d = 3, il est bien connu qu’un fondamental pour (7.6]) existe si et seulement

si a > 0. Ceci est di au fait que la non-linéarité cubique est sur—critiquﬂ dans ce
cas. De plus, il est facile de voir que N"'E(N) — —oo si w est négatif a Iorigine.
L’hypothese optimale se trouve étre une hypothese de stabilité classique pour le
potentiel d’interaction:

// p(z)w(z — y)p(y)dzdy > 0, pour tout p € L*(RY), p > 0. (7.14)
R xR4

Cette hypothese est vérifiée dés que w = wy + we avec wy > 0 et Wy > 0 avec wsy
la transformée de Fourier de wo. Elle implique clairement fRd w > 0, et on peut
voir aisément par un changement d’échelle que si elle violée pour un certain p > 0
alors E(N)/N — —oc.

Quand d = 2, la non-linéarité cubique est critique. Un minimiseur pour
existe si et seulement si @ > —a* ou

o = QI (715)
avec Q € H'(R?) 'unique [92] (modulo translations) solution de
~AQ+Q-@*=0. (7.16)

Le parameétre d’interaction critique a* est la meilleure constante possible dans
I’inégalité d’interpolation

/RQ lu*<C (/R |w2> </R yu|2> . (7.17)

Voir [76, 123] pour D'existence d’un fondamental et [I68] pour I'inégalité (7.17). 11
est alors clair qu’en 2D, il nous faudra supposer [w > —a*, mais ce n’est en fait
pas suffisant: comme en 3D, si le potentiel d’interaction est suffisament négatif a
I'origine, on peut voir que N~'E(N) — —oo. L’hypothese adéquate est cette fois

1
e 1Vl + 5 [ [ @) Pluto) Pute = ) dedy > 0 (7.13)
X

pour tout v € H'(R?). En remplacant u par Au(Az) et en prenant la limite A — 0
on obtient

1
fulle 19l + 5 ([ 0) [ @l ae =0, e m),

ce qui implique que

/ w(z)dx > —a*.
R2

Un argument de changement d’échelle montre que si 'inégalité stricte dans
est inversée pour un certain u, alors E(N)/N — —oo. La cas ou il peut il y a voir
égalité dans est laissé de coté car il requiert une analyse plus poussée, cf
I'analyse du cas correspondant au niveau de la fonctionnelle NLS dans [76].

310n pourra consulter par exemple [88] pour une classification des non-linéarités dans I’équation de

Schrédinger non-linéaire.
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e Quand d = 1, la non-linéarité cubique est sous-critique et il y a toujours un
minimiseur pour la fonctionnelle (7.6). Dans ce cas nous n’aurons pas besoin
d’hypothese supplémentaire.

Nous pouvons maintenant énoncer le

Théoréme 7.1 (Dérivation de la fonctionnelle NLS).
On se place dans l'un des cas d =1, d = 2 avec (7.18)), d = 3 avec (7.14)) et on suppose

s
0<5§60(d,s)::2d8+8d2+2d2<1. (7.19)
ot s est l'exposant apparaissant dans (7.9). On a alors:
(1) Convergence de l’énergie:
E(N
EV) — enls- (7.20)

(2) Convergence des états: Soit ¥ un fondamental de ([7.1)) et

A = Trna v U8 (U]

ses matrices de densité réduites. Modulo une sous-suite, on a pour tout n € N
lim A\ = / dpu(w)|[u®™) (u®"| (7.21)
N—oo ueMnls
fortement dans G*(L?(R")). Ici pu est une mesure de probabilité supportée sur
Mg = {u € L2RY), fJull 2 = 1, &) = ems (7.22)

En particulier, quand (7.6) a un minimiseur uys unique a une phase pres, on a
pour toute la suite
: (n) _ |, ® ®
]\}gnoo v = i) (il (7.23)
L’unicité de uyys est assurée si a > 0 ou |a| est petit. Si ces conditions ne sont pas
satisfaites, on peut montrer ’absence d’unicité pour certains potentiels de piégeage ayant

plusieurs minima [8] [76].
Remarque 7.2 (Sur la dérivation de la fonctionnelle NLS.).

(1) L’hypothese 5 < Bo(d, s) est dictée par la méthode de preuve mais n’est certaine-
ment pas optimale, on pourra voir dans cette direction les travaux [105] 108 116,
117]. On peut relaxer un peu la condition sur 3, au prix de calculs un peu plus
lourds dont nous préférons faire 1’économie dans ces notes, voir [97]. En 1D, on
peut obtenir le résultat pour tout 5 > 0.

(2) Regardons un peu plus en détail les conditions sur fyp(d,s). Pour le cas d’'un
potentiel de piégeage quadratique V(z) = |z|? par exemple, nous pouvons traiter
f<1/24en3D, 5 <1/12en2D et 5 < 1/4 en 1D. La méthode de preuve s’adapte
sans difficultés au cas de particules dans un domaine borné, ce qui correspond a
prendre formellement s = co. On obtient alors fy(d, s) = 1/15 en 3D, 1/8 en 2D
et 1/3 en 1D. L’amélioration de ces seuils pour le cas de potentiels comportant
une partie attractive reste un probleme ouvert.
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(3) Lorsque (3 s’éloigne du seuil critique [y(d,s), la méthode de preuve fournit des
estimations quantitatives pour la convergence , voir ci-dessous. Voir [97,
Remarque 4.2] pour une discussion des cas ou un taux de convergence pour le
minimiseur peut étre déduit en se basant sur des outils de |26}, [67] et des hypotheses
sur le comportement de la fonctionnelle NLS. 0

La preuve de ce résultat occupe le reste de ce chapitre. On procede en deux temps.
Le gros du travail consiste en 'obtention d’une estimation quantitative entre 1’énergie N
corps par particules N~!E(N) et I’énergie de Hartree

eg:= inf  Exlu] (7.24)

”u”LZ(]Rd)Zl

donnée par la minimisation de la fonctionnelle
1
Eul] ::/ (1Vuf? + VIuf?) da + // (@) P (@ — o) u)Pdedy.  (7.25)
Rd 2 J JrixRrd

Ces objets dépendent de N quand 8 > 0, d’ou la nécessité d’éviter les arguments de
compacité et d’obtenir de vraies estimations. Une fois que le lien entre N~ E(N) et
est établi, il reste & estimer la différence |eys — eq|, ce qui est un probléeme beaucoup plus
simple. La plupart des hypotheses contraignantes que nous avons faites sur w ne servent
que lors de cette deuxieme étape. Les estimations sur la différence |ey — N1 E(N)| sont
valides sans supposer ([7.11)) et (7.14) ou ([7.18)). Ils fournissent donc une information sur
la divergence de N1 E(N) dans le cas oll ey ne converge pas vers eys:

Théoréme 7.3 (Dérivation quantitative de la théorie de Hartree).

On fait les hypothéses ((7.9), (7.10). Soit
14 2dp

= 7.26
2+d/2+d/s (7.26)
Si on a
t>2dp, (7.27)
alors, pour tout d > 1 il existe une constante Cy telle que
E(N
ey > % > ey — CgN~+2d8, (7.28)

Remarque 7.4 (Estimations explicites dans la limite de champ moyen).

(1) La condition est satisfaite si 0 < S < fo(d,s). Pour la preuve du
Théoréme on ne s’intéresse qu’a des cas ou |ey| est borné indépendament
de N, et donne alors une information non triviale seulement si est
satisfait.

(2) Le résultat est valable dans le cas de la limite de champ moyen ou 5 = 0 et donc
erp ne dépend pas de N. On obtient alors des estimations explicites précisant
le Théoréme Ces estimations présentent une nouveauté dans le cas ou la
fonctionnelle de Hartree a plusieurs minimiseurs, ou un seul minimiseur dégénéré.
Dans le cas contrairﬂ de meilleures estimations sont connues, avec une erreur
d’ordre N~! donnée par la théorie de Bogoliubov [99] 148, [75], [49]. Voir [126] pour

32L’exemple le plus simple assurant unicité et non dégénérescence est celui ot w > 0 avec w la trans-
formée de Fourier de w.
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des extensions de la théorie de Bogoliubov au cas de minimiseurs mutliples et/ou
dégénérés.
O

La preuve du Théoreme [7.3| occupera la Section On completera ensuite la preuve
du Théoréeme a la Section

7.3. Estimations quantitatives pour la théorie de Hartree.

L’idée principale de la preuve est d’appliquer le Théoreme [4.1| & un sous-espace propre
de basse énergie de 'opérateur a un corps

T=-A+V

agissant sur $) = L2 (Rd). L’hypothese assure que la résolvante de cet opérateur est
compacte et donc que son spectre est constitué d’une suite de valeurs propres tendant
vers l'infini. On note P_ et P, les projecteurs spectraux correspondant aux énergies
respectivement plus grandes et plus petites qu'une certaine troncature L:

Po=1( ) (T), P =15 P_ =Pt (7.29)
On notera
Ny, :=dim(P_$) = nombre de valeurs propres de 7" inférieures a L. (7.30)

Puisque la précision du Théoreme de de Finetti quantitatif dépend de la dimension de
I’espace sur lequel on Dapplique, il est clair qu’il nous faudra un contrdéle convenable
sur Nz. Les outils pour obtenir ce controle sont bien connus sous le nom d’inégalités de
Lieb-Thirring, ou de Cwikel-Lieb-Rosenblum. Nous nous servirons du lemme suivant:

Lemme 7.5 (Nombre d’états liés d’un opérateur de Schrédinger).
Soit V' satisfaisant . Pour tout d > 1, il existe une constante Cq > 0 telle que, pour
L assez grand

Np < CgL4/s+d/2, (7.31)

Prewve. Quand d > 3, ceci est une application de [106, Théoreme 4.1]. Pour d < 2, le
résultat suit aisément en appliquant [37, Théoreme 2.1] ou [I57, Théoréme 15.8], voir [97].
Les lecteurs familiarisés peuvent se convaincre que le membre de droite de est
proportionnel au nombre de niveaux d’énergies attendu dans la limite semi-classique. On
renvoie a [106, Chapitre 4] pour une discussion plus poussée de ce genre d’inégalités. [

Le raisonnement que nous allons implémenter est le suivant:

(1) Les vecteurs propres de T forment une base de L?(R%) sur laquelle les N bosons
doivent se répartir. Les méthodes du Chapitre [5| fournissent la bonne facon
d’analyser la répartition des particules entre P_$) et P, $.

(2) Si la troncature L est choisie assez grande, les particules vivant sur les niveaux
d’énergie élevés ont une énergie par unité de masse bien plus grande que 1’énergie
de Hartree que 'on cherche a obtenir. Il ne peut donc il y avoir que peu de
particules sur les niveaux d’énergie élevés.

(3) Les particules vivant sur P_§) forment un état de F="(P_§)) (espace de Fock
bosonique tronqué). Puisque P_$) est de dimension finie, on peut se servir du
Théoreme [4.1] pour décrire ces particules. Ceci donnera ’énergie de Hartree a une
erreur pres, qui dépend de L et du nombre attendu de particules P_-localisées.
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Plus précisément, au vu de 'estimation , il faut s’attendre a ce que l’erreur
soit du genre
(L + N%) x Np
N_ )
i.e. dimension de l’espace localisé x norme d’opérateur du Hamiltonien restreint
a cet espace localisé / nombre de particules localisées.

(4) 1l s’agit ensuite d’optimiser la valeur de L en gardant l’heuristique suivante en
téte: si L est grand, il y aura beaucoup de particules P_-localisées ce qui favorise
le dénominateur de . En revanche, prendre L petit réduit le numérateur
de . La valeur optimale obtenue en considérant ces deux effets donne les
taux d’erreur du Théoreéme [7.3]

Preuve du Théoréme[7.3 La borne supérieure dans (7.28) se prouve comme d’habitude
en prenant un état test de forme ¥®V. Seule la borne inférieure est non triviale. On
procede en plusieurs étapes.

(7.32)

Etape 1, troncature du Hamiltonien. Il s’agit d’abord de se convaincre qu’il est
légitime de raisonner uniquement en termes de particules P, et P_-localisées comme nous
I’avons fait ci-dessus. C’est 'objet du lemme suivant, qui estime le Hamiltonien a 2 corps

Hy=T®1+107T +wy (7.33)

en fonction de sa restriction aux systémes P_-localisés P~ ® P_ Ho P~ ® P_ et d’une borne
grossiere sur ’énergie des particules Py -localisées.

Lemme 7.6 (Hamiltonien tronqué).
On suppose que L > C N2 pour une constante C' assez grande. On a alors

L 36N 245
Hy>P_®P_HyP_® P_ + §P+ ®PL — 7 (7.34)
Preuve. On note
HY=H ®1+1®H, (7.35)
le Hamiltonien a deux corps sans interaction. On peut alors écrire
HY) = (P-+P)®H)(P-+P)** = Y PROPHPROP
iujukvge{_7+}
= Z P,® P; H) P, ® P;. (7.36)
’L’,je{*,‘i’}

En effet,
P@PHYP,® P =0
sii# k or j # ¢, puisque T commute avec Py et que P_ P, = 0. On note ensuite que
P .H\P, > LPy et PHP->—-CP_,

ce qui donne

P,@P,HYP, @ P, >2LP, ® P,

P,®P_ HYP, ® P> (L—-C)P, ® P_

P.@P HYP-®P; >(L—-C)P; ®P_.
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Ainsi,
HY>P ®@P_ HYP. ®P_ +(L-C)(PL®P, +P_.®@P, + P, ® P_). (7.37)
On se tourne vers les interactions:
wy = (P-+ P)Pwy (P-+ P = Y PoPuvPeP, (7.38)
1,5,k Le{—,+}

et il s’agit de borner la différence
wy — P_ @ P_wy P-® P_

en controlant les termes non diagonaux (i,j) # (k,¢) de (7.38)) en fonction des termes
diagonaux. A cette fin, on écrit

wy = (wy) T = (wy)~ avec (wy)* >0

et on va utiliser le fait bien connu que les éléments diagonaux d’un opérateur auto-adjoint
positif controlent les éléments hors-diagonau

Comme wﬁ vus comme opérateurs de multiplication sur L?(R??) sont positifs, on a
pour tout b > 0 et tout (4,7) # (k,¥)

(2P @ Py £ b7 2P0 P) wh (2P @ B 26 PR By > 0,
En combinant ces inégalités de maniére appropriée on obtient
P;® Pjwy Py @ Pj+ Py @ Pywy Py ®@ Py > —bP; @ Pjlwy|Pi @ Py — b~ Py @ Pylwy| Py ® Py
pour tout b > 0. On rappelle alors qu’en tant qu’opérateur
jwn| < [lwn ] < N

et on choisit b = 12N /L, ce qui donne
N2P

12 L
B@ijNPk@Pz—l-Pk@PszPi(@PjZ— Pi®Pj—ﬁPk®Pg.

On applique cette borne a tous les termes (i, 7, k, £) de ((7.38)) ou au moins un indice differe
de — pour obtenir

wy > P ®P_wyP_-®P_ — 36]2/[2513 ® P_
_ (g + 48]}7/%6) (P-®Py +P,®@P_+P,®P.). (7.39)
En combinant et (7.39) on obtient pour tout L > 1 la borne inférieure
Hy>P_ ®@P_HyP.®P_ — 36JXWP_ ® P_
<23L - 48]22(” - c> (P_® Py +Py®P_+ProPy)

33¢f pour une matrice hermitienne positive (m; ;)1<i,j<n U'inégalité 2|m; ;| < m;,; +m; ;.
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Puisqu’on suppose L > C'N?% pour une grande constante C, on peut utiliser P-®@P_ < 1
et P~ ® Py, PL ® P_ > 0 pour déduire

36N248 [
— + 3P e P,

ce qui conclut la preuve. O

Ho>P_®P_HoyP_® P_ —

Etape 2, estimation de I’énergie localisée. Soit ¥ un minimiseur pour I’énergie a
N corps, 'y = |[¥n)(Un]| et

’YJ(\?) = Trpr1-n5 [N
les matrices réduites correspondantes. Nous pouvons maintenant raisonner uniquement
en termes des états P_ et P,-localisés définis comme au Lemme [5.2] par les relations

(G5)" = PEm Y pen. (7.40)

On rappelle que G]j\E, sont des états sur ’espace de Fock tronqué, i.e.

N
> TraeGyyl = 1. (7.41)
k=0

Nous comparons maintenant ey et 1’énergie localisée de I'y définie par le Hamiltonien
tronqué du Lemme [7.6}

Lemme 7.7 (Borne inférieure pour ’énergie localisée).
Si L > CN?% pour une constante C' assez grande, on a
LNy,
N
La preuve de ce lemme consiste en une application combinée du Théoréme [£.1] et des
méthodes du Chapitre o} On va définir une mesure de de Finetti approchée en partant de

G- L’idée est proche de celle que nous avons utilisé pour la preuve du théoreme de de
Finetti faible & la Section 5.3

NN\ Tk
dpn(u) = Z <2> (2> dim(P_ﬁ)’§<u®k, G]_\,7ku®k>du (7.43)
k=2
ou du est la mesure uniforme sur la sphere SP_$). Le choix des poids dans la somme
ci-dessus vient du fait que ’on cherche a approximer la matrice de densité a deux corps
localisée P_ ® P_’y](\?)P_ ® P_, ce qui est I'objet du

1 L L
5 Tr [P, ® P_HyP_ @ P,%(V”] + T [P+ ® Poy\P| > en — 02k - O (T42)

Lemme 7.8 (De Finetti quantitatif pour un état localisé.).
Pour tout L > 0, on a

8N
Trge P@QWJ(\%)PEW —/ [u®?) (u®?|dpy (u)]| < =L
SP_5 N
Preuve. A normalisation pres, G, est un état sur (P_$)%%.  En appliquant le

Théoreme avec la construction explicite (4.6) on a donc

. N, _
TI'S:JQ Trs_x |:GN,k:| — /SP . ’u®2><U®2|d/ﬁN7k(u) < 8% Tl“ﬁk |:GN,k]
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avec

dun ik (u) = dim(P_sﬁ)]§<u®k, G]_V,ku®k>du.
Au vu de ([7.40)) et (7.43)) on déduit

NN\ TR\ 8N
roz SZ<2> (2)1¢Lﬁﬁk [GI_V”f]'

k=2

PEAIPE — [ ) dp ()
SP_$

Il reste alors a utiliser la normalisation (7.41]) et
N\ (R _ k(=1 _k
2 2) N(N-1)~ N
pour conclure la preuve. U

On peut maintenant passer a la

Prewve du Lemme[7.7, On commence par le terme P_-localisé. Par cyclicité de la trace
on a

Tt |P- @ P-HP- @ Py | = Tv[P-@ P-HyP- @ P-(P- 2 Py P- @ P-)|.

On applique alors le Lemme ce qui donne

N
P®27§3)P®2—/ |u®2)(u®2|d,u]v(u) < 8 L

Tre2 —_—
9 N
SP_$

D’autre part on a bien sar

|P- @ P_HoP_ ® P_|| < 2L+ ||lwn||pe < 3L (7.44)
en norme d’opérateur, et donc
1 1 LN
STy [P_ ® P_H,P_ ® P_*y](\?)} > / Trgs [Halu®)(u®] dyuy — SENE
2 2 Jsp_ & N
CLN
- / Enlulduy — L (7.45)
SP_§

Par le principe variationnel Exfu] > ep, on déduit

N -1
%Tr Po@P-HP @ P Y| = end (];7 > <k> Trgr (G ) Cng L (7.46)
k=2

2

olt le calcul de [ dun est immédiat par la formule de Schur (4.5).
Pour les termes P, -localisés on utilise (|7.40f), (5.10) et (5.12)) pour obtenir

N ~1
L (2) L N k
4MP+®P+7NP+®P+]_4Z<2> <2>TY[GEJ<]

_ ZN_Q (27) - <N2_ k> Te[Gy,].  (7am)
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En rassemblant (7.46)), (7.47)) et en rappellant que

(Y (5 = B ()75 - S oo,

on trouve
1 @], L 2)
5T [P_ ® P_HyP_ @ P_+ } + 7 TP ® Pia)]
N
_ k2 (N—-k)?L C(len| + L) CLN
k=0

Le premier terme d’erreur vient du fait que les sommes dans et ne vont pas
exactement de 0 a IV, et nous avons utilisé la normalisation des état localisés pour
controler le terme manquant.

1l est facile de voir que pour tout p,q, 0 < A <1

2 2 102
pAT+q(1 =) Zp—?

On prend alors p = ey, ¢ = L/4, A = k/N et on utilise (7.41)) & nouveau pour déduire
L
Tr [P, ® P_HyP_ ® P;y](?)] + 5 Te(Py & P)
e Cenl+L) CLN

>
=TT N2 N
de ([7.48). Il reste a appliquer I'estimation simple
len| < C+ ||lwn|pe <C+N¥ <C+1L (7.49)
pour obtenir la borne inférieure désirée. O

Etape 3, optimisation finale.. Il ne nous reste qu’a optimiser la valeur de L. En effet,
on rappelle que par définition
E(N) @)

1
T == 5 TI'SJJQ [HQ’}/N

avec le Hamiltonien & deux corps ([7.33). En combinant les Lemmes et on a la
borne inférieure

E(N) C N8 LNy, L
— >eg— -C —C—
N~ N UN?
pour tout L > CN2% avec C assez grand. En utilisant le Lemme ceci se réduit a
E(N) C N2d8 L1+d/s+d/2
— Z €H — — g
N N
En optimisant par rapport a L on obtient
L=N"' (7.50)
avec
f 1+ 2dp3

- S48—|—ds+2d
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et la condition ¢ > 2df dans (7.27) assure que L > N2 pour N grand. On conclut donc

eq > EW) > ey — CyN 1248,
N
ce qui est le résultat désiré. O

Remarque 7.9 (Note pour plus tard.).
En suivant les étapes de la preuve plus précisément on obtient des informations sur le
comportement asymptotique des minimiseurs. Plus spécifiquement, revenant a ([7.45),
utilisant le Lemme et ignorant les termes Py localisés qui sont positifs, on a
E(N 1

(V) > Tr[P?QHgPig)zfy](\?)] +o(1) > Enluldun (u) + o(1)

ey > > =
2 5

et donc
o) = [ (Eulu) - en) dux (v (7.51)
59

quand N — oo. Nous ne spécifions pas ici (cf le point (3) de la Remarque
Pordre de grandeur exact du o(1) obtenu par 'optimisation finale de 1’étape 3 ci-dessus.
L’estimation dit moralement que p doit étre concentrée sur les minimiseurs de &y,
ce dont nous nous servirons pour prouver le Théoreme 7.1 O

7.4. De Hartree a NLS.

Il nous reste & déduire le Théoréme comme corollaire de Panalyse ci-dessus. On
commence par le lemme suivant

Lemme 7.10 (Stabilité des fonctionnelles & un corps).
On consideére les fonctionnelles (7.25)) et (7.6). Sous les hypothéses du Théoréme il

existe un minimiseur pour Eys. De plus, pour toute fonction normalisée u € L?(RY) on a

lullF < C(Enlu] +C) (7.52)
et
2
eul ~ edull < o8 (14 [ [9u) (7.53)
Rd
Par conséquent
’eH - enls| < CN_/B (754)

Preuve. Les hypotheses de stabilité que nous avons faites garantissent que les suites min-
imisantes pour la minimisation de &5 sont bornées dans H'. L’hypothese permet
d’estimer aisément la différence entre les fonctionnelles de Hartree et NLS pour des fonc-
tions bornées dans H'. Les détails sont omis, on peut les trouver dans [97]. O

Nous somme maintenant armés pour compléter la dérivation de la fonctionnelle NLS.

Preuve du Théoréme 7.1, Combiner ((7.54)) avec (7.28) conclut la preuve de (7.20)). Il reste
donc a prouver la convergence des états, deuxieme point du Théoreme. On procede en
quatre étapes:

Etape 1, compacité forte des matrices densité. On extrait une sous-suite diagonale
le long de laquelle

7 =y (7.55)
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s quand N — oo, pour tout n € N. On a par ailleurs

Tr [Hw}é)} ~Tr [(—A +V) fyj(v”} <, (7.56)
indépendament de N. Pour le voir, on choisit un o > 0 et on définit
N 14+«
Hyo = Z (A +V(z;)) + N_1 Z NWw(NP(z; — x;))
j=1 1<i<j<N

auquel on applique le Théoreme On trouve en particulier Hy o > —CN et on déduit

(Un, HN U )

N 1) > N INENT i

€ IS + O( ) —_ N 1 + o

ce qui donne ([7.56). Comme H; = —A 4+ V est a résolvante compacte, (7.55)) et (7.56)
(1)

impliquent que, a une sous-suite pres, vy’ converge fortement en norme de trace. Comme

noté précédement, le Théoreme implique que 7](\7) aussi converge fortement pour n > 1.

>—C(l+a) "+ Tr [Hiyy],

Etape 2, définition de la mesure limite. On allégera les notations en notant ry la
meilleure borne sur |E(N)/N — eps| obtenue précédemment. Soit duy définie comme au
Lemme [7-8], satisfaisant

pn(SP_9) = Tr [PE2,() P22
On a
SNy [L+d/s+d/2

< < .
_N_C N —0

Tr

PP [ ) ()
SP_$

On peut d’autre part déduire des estimations d’énergie de la Section [7.3| un controle sur
le nombre de particules excitées:

1 — un(SP_$H) = Tr [(1 - me)y](\?)] < %N (7.57)

Par I'inégalité triangulaire et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit

[ 1+d/s+d/2 -
e —/ ) | dpy ()| < C=—— +c,/fN. (7.58)
SP_$

On note maintenant Py le projecteur spectral de Hy sur les énergies sous une troncature
K, défini comme en ([7.29)). Comme 7](\?) -~y et Px — 1

lim lim puy(SPkg$H)=1.

K—o00 N—oo

Tr

Cette condition permet d’utiliser le Théoreme de Prokhorov’s et [158, Lemme 1] pour
assurer que, apres éventuellement extraction d’une sous-suite, py converge vers une mesure
w sur la boule Bf). En passant a la limite, on trouve

1 = [ ) du
B%

et il s’ensuit que p est a support sur la spheére S$) puisque Tr[’y(Q)] = 1 par convergence
forte de la sous-suite.



THEOREMES DE DE FINETTI ET CONDENSATION DE BOSE-EINSTEIN 99

Etape 3, la mesure limite ne charge que les minimiseurs NLS. En utilisant ((7.51))
et

. TN
N(SP-9) =140 <7L ) ,
on déduit que

/ (Enlu] — ex)dun (u) < o1)
SP_$

dans la limite N — oo. Par les estimations du Lemme il s’ensuit que, pour une
constante B assez grande (indépendament de N),
BQ
g duy() < [ (Eulu] — en) dun (w) < o(1),
IVull2=2B IVull 2B
et

/ (Ens[u] — ents)dpun < C(1+ BHNF + / (Eulu] — en)dpn (u) < o(1).
IVull 2<B IVull 2<B

En passant a la limite N — oo, on voit maintenant que p a son support dans M.
A ce stade, en utilisant ((7.58) et la convergence de py on a, fortement en norme de
trace,

M. / ) (| dpa(u),

nls

ou p est une probabilité a support dans Mys. En prenant une trace partielle on obtient

”YN _>/ u)(uldp(u

et il ne reste donc plus qu’a obtenir la convergence des matrices densité réduites d’ordre
n > 2.

Etape 4, matrices densité d’ordre élevé. On veut obtenir

’YN _>/ ®n‘dﬂ )

en norme de trace quand N — oco. Vue la définition de u, il suffit de montrer

= [ e s )
SP_$

~0 (7.59)

ol uy est la mesure définie en appliquant le Lemme a 'Yz(v) Pour ce faire on commence

(n)

par approximer «y,;’ en utilisant une nouvelle mesure, a priori différente de puy = u?\,

At (u) = i (N >_1 (D dim(P_9)} (™, Gy yu™* ) du. (7.60)

n
k=n

En procédant comme a la preuve du Lemme on obtient
N
PP - [ ey (w)| < €M (7.61)
SP_9

Trf)n N
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Une estimation similaire a ([7.57)) montre ensuite que
W= [ ()
SP_$

En utilisant & nouveau la borne

() )= () oo

ainsi que 'inégalité triangulaire et la formule de Schur (4.5) on déduit de (7.61) que

— 0.

Trﬁn

T ]y () — /Spﬁ W™ (W dpay ()| < ké ((];3)2 ) <§>n) Trye [G;\f,k}
n—1 n
> (;) Trge |Gy
£ el o
k=0

Finalement, en combinant les différentes bornes obtenues on a

N k 2
k=2
mais, par ([7.41]) il suit que

Nk _
kzzo (N) Trgk [GNJJ — 1.

On peut donc appliquer I'inégalité de Jensen pour obtenir
n/2

BN ENORE (i (5) s [GMD o1

I1 ne reste qu’a insérer ceci et ([7.41]) dans (7.62)) pour conclure la preuve de (7.59) et donc

celle du théoreme. O

APPENDICE A. Usage Quantique du Théoréme Classique

Cet appendice est consacré a une preuve alternative d’une version plus faible du
Théoreme La méthode, introduite dans [86] est de portée moins générale que
celles décrites précédemment, ce qui est inévitable puisqu’elle consiste en ’application
du théoreme de Hewitt-Savage (de Finetti classique) a un probléme quantique. Nous
suivrons ici une note non publiée de & Mathieu Lewin et Nicolas Rougerie [100].

Dans certains cas (absence de champ magnétique essentiellement), la fonction d’onde
¥ minimisant une énergie & N corps peut-étre choisie strictement positive. Le fondamen-
tal du probleme quantique peut alors étre entierement analysé en termes de la densite a NV
corps py, = |¥ ~|? qui est un objet purement classique (mesure de probabilité symétrique)
dont la limite peut-étre décrite a ’aide du Théoreme Cette approche ne fonctionne
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toutefois que sous certaines hypotheses sur le Hamiltonien & un corps du probléeme, beau-
coup plus restrictives que celles évoquées & la Remarque [3.1]

A.1l. Formulation classique du probléme quantique.
On considere ici un Hamiltonien quantique & N corps agissant sur L?(R)
al 1
Hy =3 (G4 V@) + g > wle—w) (A1)
j=1 1<i<j<N
olt les potentiels de piégeage V et d’interaction w sont choisis comme & la Section 3.1} En
particulier on suppose que V est confinant. L’opérateur T' décrit I’énergie cinétique des
particules et nous ferons I’ hypothese que T est de la forme suivante:
Définition A.1 (Energie cinétique a noyau positif).
On dit que T est & noyau positif si il existe T'(z,y) : R? x R? — R* tel que

(6, T) = // T(2,y) [¥(z) — ()| dudy (A2)

pour toute fonction ¢ € L? (Rd Il

Il est bien connu que les énergies cinétiques non-relativistes et pseudo-relativistes sont
de cette forme. On a en effet

LA = 2 _ (@) = ¢ ()”
R e B e e

2 — 2
wvio =cy [ DB ey (A3)

pour des constantes Cy et C”, bien choisies, voir [104, Chapitre 7]. Plus généralement on
peut considérerﬂT = |p|*, 0 < s < 2. Les cas notoirement exclus de la définition ci-dessus
sont ceux avec champ magnétique 7' = (p + A)2 et T'= |p+ A|, que l'on peut traiter avec
les méthodes du corps de ces notes, mais pas celles de cet appendice.
Une conséquence importante du choix d’énergie cinétique fait ici est qu’on a par

I'inégalité triangulaire

(0, T) = ([¢], TIv])
et donc Iénergie totale a N corps

En[YN] = (Un, HN U N)

satisfait

EN[UN] 2 EN[|TN]].
L’énergie fondamentale peut donc se calculer en prenant uniquement des fonctions test
positives

E(N) = inf{SN[\I/N],\I/N c Lg(RdN)} - inf{é’N[\I/N],\I/N e L2(RM), Uy > o}. (A.4)

Cette remarque permet de démontrer un fait évoqué précédemment: le fondamental
bosonique correspond avec le fondamental absolu dans le cas d’une énergie cinétique de

forme (A.2)), voir [106, Chapitre 3.
sicr @2,
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Rappellons que la fonctionnelle de Hartree est donnée par

enlul = wTu)+ [ Vit g [[ - juta)Pute = pluty) Pdedy

et son infimum noté ey. Nous allons dans la suite de cet appendice prouver I’énoncé
suivant, qui est une variante un peu affaiblie du Théoréme [3.5

Théoréme A.2 (Dérivation de la théorie de Hartree, énoncé alternatif).
Sous les hypotheses précédentes, en particulier et T a noyau positif au sens de la
Définition on a

E(N)

lim ———= = ey.

Soit Uy > 0 un fondamental de Hy réalisant l'infimum (A.4) et

pg\?)(xl, cey Tp) 1= / Uy (21, ... ,mN)IQda:n+1 ...dxy
RA(N—n)

sa n-iéme densité réduite. Il existe une mesure de probabilité p sur My [’ensemble des
minimiseurs de &g (modulo une phase), telle que, le long d’une sous-suite et pour tout
neN

. (n) ®n|2
Jim py —/MH || dpa(u) (A.5)

fortement dans L (Rd") . En particulier, si ey a un minimiseur unique (modulo une phase
constante), alors pour toute la suite
lim P\ = [u@"[*. A6
N PN Juy”| (A.6)
Remarque A.3 (Unicité pour la théorie de Hartree).
Dans le cas d’une énérgie cinétique a noyau positif, I'unicité pour la théorie de Hartree
est immédiate si w > 0. En effet, 'énergie cinétique (¢, T%) est dans ce cas une fonction
strictement convexe de p = /|¢|2, voir [104, Chapitre 7]. Si w est positif I’énergie &y est
donc elle-méme strictement convexe en p. O

Le cas particulier oi T'= —A a été obtenu par Kiessling dans [86], et nous suivrons sa
méthode de preuve pour le cas général. Elle consiste a traiter le probleme quantique comme
un probleme purement classique, ce qui explique que nous n’obtiendrons que la convergence

des densités réduites (A.5) au lieu de celle des matrices de densité réduites (3.18]). On
continue dans la direction de (|A.4]) en écrivant

E(N) = inf {Ex[ /iy, my € Po(R™Y)} (A7)

ot py joue le role de |¥y|? et on s’est servi du fait que 'on peut supposer ¥y > 0.
L’objet que nous avons a traiter est une probabilité symétrique de N variables, et notre
stratégie sera similaire a celle employée pour la preuve du Théoreme ([2.4]):

e Puisque le probleme est confiné, on pourra passer aisément a la limite et obtenir
un probléme pour un état classique & nombre infini de particules g € Py(R™). On
utilisera alors le Théorémepour décrire la limite p(™ de p,g\?;), pour tout n, par

une unique mesure de probabilité P, € P(P(R?)).
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e Le point subtil est de démontrer que 1’énergie limite est bien une fonction affine
de p, ce qui utilise de maniere essentielle le fait que ’énergie cinétique est a noyau
positif, ainsi que le Théoreme de Hewitt-Savage.

Ces deux étapes sont contenues dans les deux sections suivantes. On concluera
brieévement la preuve du Théoréme dans une troisiéme section.

A.2. Passage a la limite.
Le probleme limite que nous allons obtenir est décrit par la fonctionnelle (comparer

avec (2.44))
E[p] := limsup lT < ,u(")>

D () 4 L wlz — Ndu® (z ,
+/Rdv< " <>+2//RW (z— y)du(z.y), (A8)

ot i € Py(R™M) et on a posé

pour toute mesure de probabilité u, € P(Rd").

Lemme A.4 (Passage a la limite).
Soit puy € Ps(RWN) réalisant Uinfimum dans (A.7). Le long d’une sous-suite on a

ply) = p e (R

pour tout n € N, au sens des mesures. La suite (“(n))neN définit une mesure de probabilité
p € Ps(R™MY) et on a
E(N
lim inf (7)
N—o0

> £[ul. (A.10)

Preuve. L’extraction des limites p(™ fonctionne comme en Section L’existence de la
mesure p € Ps(RN) également, en utilisant le théoreme de Kolmogorov.
Passer a la liminf dans les termes

Ly ; - (1)
N Z L V@ duten.on) = [ Vi) duld @)

et

1 (2)
NN— Z /RdN Ti — Tj dp‘N(xlv'”va):2//RdXRdw(x_y)dllfN (z,y)

1<i<j<N

utilise les mémes idées qu’aux Chapitres [2] et [3] nous n’élaborerons pas plus sur ce point.
Le point nouveau est le traitement de 1’énergie cinétique en vue d’obtenir

N—o00 n—oo N

lim inf %T(w/HN) > lim sup lT < u(”)) ) (A.11)
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Pour ce faire, on note ¥y = p3, un minimiseur dans (A.4) et on a alors

N
1 1
NI Wey) =5 T > T |UN) (Ty]
j=1
N m
=-Tr ZTJ N
j=1

ou 7](\7) est la n-ieme matrice de densité reduite de Wy . Il s’agit d’'un opérateur a trace,

que ’'on décompose sous la forme
() _ N~
ki, k k
TN =D Al (uy
k=1

avec uf normalisé dans LZ(R%) et S22, » = 1. En insérant cette décomposition dans

I’équation précédente et en rappellant ((A.9)) on obtient par linéarité de la trace

e = 25 (Vuk)
k=1

1
=T .
()

ou l'inégalité utilise la convexité de I’énergie cinétique en la densité p, déja rappellée a la
Remarque cf [104, Chapitre 7]. Dans la derniere égalité

oo
b = SN
N
k=1

est 1a densitd de 4™ et il est aisé de voir que
IN

P_(n) :pg\?) :/ ]\IIN(:cl,...,xN)|2dxn+1...da:N,
TN RA(N—n)
ce qui donne
LT (Viy) > ST ()
N (VeN) = n By

Pour obtenir (A.11)), il ne reste plus qu’a passer d’abord a la liminf en N (en utilisant le
lemme de Fatou), puis a la limsup en n. O

La notion d’énergie cinétique a noyau positif est déja cruciale a ce niveau. C’est elle qui
garantit la propriété de convexité que nous venons d’utiliser. Elle va jouer un réle encore
plus important a la section suivante.

35Forrnellement, la partie diagonale du noyau.
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A.3. Le probléme limite. Il s’agit maintenant de montrer que la fonctionnelle
est affine sur Ps(R™). Les deux derniers termes le sont évidemment, ce qui n’est pas
surprenant puisque ce sont des termes de nature classique. Il suffit donc de montrer que
le premier terme, qui encode 'aspect quantique du probleme, est également linéaire en la
densité:

Lemme A.5 (Linéarité de I’énergie cinétique limite).
La fonctionnelle

n—oo N

T (v/p) := limsup lT < M("))
est affine sur Ps(R™).

Kiessling [86] a donné une preuve tres élégante de ce lemme dans le cas de 1’énergie
cinétique non relativitse. Il note que dans ce cas

1 1 < 21 &
2 (Vi) :njzl/ﬂgdn‘vjv“( ’ :M;/Rdn

et que la derniere expression est identique a l'information de Fisher de la mesure de
probabilité (™. Comme le nom “information” le suggere, cette quantité a une connexion
intéressante avec ’entropie classique d’une mesure de probabilité. La quantité que nous
étudions peut donc s’interpréter comme une “information de Fisher moyenne” de la mesure
p € Py(R™M), en analogie avec I’entropie moyenne introduite en .

En faisant évoluer ,u(”) suivant le flot de la chaleur, on peut montrer qu’a chaque instant
le long du flot, I'information de Fisher est la dérivée de ’entropie. Puisque le flot de la
chaleur est linéaire et que l’entropie moyenne est affine (cf le calcul simple présenté lors
de la preuve du Théoreme issu de [137]), Kiessling déduit que 'information de Fisher
moyenne est affine.

On suivra ici une approche plus pédestre qui a 'avantage de s’adapter aux énergies
cinétiques plus générales décrites a la Définition entre autres 1’énergie cinétique
pseudo-relativiste.

2
V,log u™|" ™

Preuve. Le Théoreme implique que PS(RdN) est ’enveloppe convexe des mesures de
probabilité symétriques caractérisées par p(™ = p® p e P(R%). Pour prouver le lemme,
il suffit donc de prendre

1 1
pr =" e =p5", p= Blat’ + o2

avec p1, p2 € P(Rd), p1 # p2 et de démontrer que

1 1
T - 5T (Vi) - T (Vi)
quand n — co. Par symétrie de p(™ et au vu de la Définition il s’agit de calculer

T (i) =n /R Y /R T Vel - Val0)[

<o(n) =0 (A.12)

, (A.13)

ou on a noté

X =(z1,...,2n), Y =(y,x2...,2,), X = (x2,...,2p).
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Nous commencons par prétendre que pour tout X,Y

)= [Vl = V[ = 5 Vi = Vi = 5 [Vl - Vit

1/2
<c (Hm(xj)pz(xj)) ([varte - Vo[ +|vaate) - Voatw| )
j=2
’ (A.14)
Nous allons prouver dans le cas

p2(y1) < pa(x1) et pi(y1) < pa(z1) (A.15)
en laissant au lecteur les adaptation simples nécessaires pour les autres cas. En développant

les carrés et en notant U; = 4/ ,OZ@“ on obtient
21(X,Y) = UL((X)Ur(Y) + Ua(X)Ua(Y)
—JURX)UR(Y) + U3(X)UR(Y) + U(X)UR(Y) + U3 (X)UR(Y).

Ensuite
UR(X)UL(Y) + UF(X)U3(Y) + UH(X)U3 (V) + U3 (X)UE(Y)
= (X UL(Y) + Ua(X)Ua(Y)*+UF (X)U3 (V) +U3(X)UF (V) =2U1 (X)U2(Y) UL (Y ) Ua(X)
et donc, avec u; = /p;
(X, Y)| = [(h(X)UL(Y) + Ua(X)U2(Y))
) (1 . \/1+ URX)UF(Y) + U3 (X)U(Y) —2U1<X>U§<Y>U1<Y>UQ<X>>‘
(UL(X)UL(Y) + Uz (X)Ua(Y))?

< ULX)UF(Y) + U3 (X)UR(Y) — 201 (X)UF(Y)U1(Y)Ua(X)
- Ur(X)Ur(Y) + U2(X)Us(Y)

ui(21)ua(y1) — wa (y1)uz(a1)]
ug(w1)ur(y1) + ua(w1)uz(y1)

uy(1)ur(y1) + uz(21)uz(y1)

) (H U1($j)uz(xj)> () (o) — san)) + o) (valon) = valon))

<2 ﬁu1(9€‘)uz($') ( el (w1 (1) — ur (1))
= ! ! ur(z1)ur(y1) + uz(z1)uz(yr)

ui(y1)? )
+U1($1)U1(y1) + ug(z1)u2(y1) (u2(y1) — u2(z1)) ) :

L’estimation ({A.14)) suit immédiatement dans le cas (A.15)) et par des considérations sim-
ilaires dans les autres cas.




THEOREMES DE DE FINETTI ET CONDENSATION DE BOSE-EINSTEIN 107

En insérant (A.14)) dans (A.13)) et en rappellant (A.9) on obtient

n—1
T - 37 (Vi) - 3T W) < 0o ([ varve) (@ Wm +T )

par Fubini. On peut supposer que T’ (\ /pl) et T (. /pg) sont finis, sinon toutes les quantités
que nous évaluons sont égales a 400 et il n’y rien a prouver. Il reste a noter que

1
53:/ \/01\/02<</ ,01+/ P2> <1
Rd 2 R4 R4

puisque p1 # p2 par hypotheése. On conclut que

TR - 5T (Vi) - T ()

et "1 — 0 quand n — +00, comme désiré. a

< Cné™ !

A .4. Conclusion.

La borne supérieure est comme d’habitude triviale en prenant un état test factorisé.
En combinant les Lemmes et ainsi que la représentation de p donnée par le
Théoreme 2.1] on déduit

lim inf E(N) =& / p®°du(p)
N P(EY)

N—o0

= / & [p®] du(p)
P(RY)

— [ el = [ endulp) = en
P(RA) P(Rd)

ce qui fournit la convergence de I’énergie. La convergence des densités réduites suit en
notant qu’il doit y avoir égalité dans toutes les inégalités précédentes.
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APPENDICE B. Bosons en dimension finie 4 grande température

Nous avons jusqu’a présent considéré des systemes quantiques de champ moyen unique-
ment & température nulle, et obtenu quand N — oo des mesures de de Finetti concentrées
sur les minimiseurs de la fonctionnelle d’énergie limite. Il est possible, en prenant une
limite de grande température en méme temps que la limite de champ moyen, d’obtenir
une mesure de Gibbs a la limite. Dans cet appendice nous expliquerons ceci pour le cas
de bosons dans un espace de dimension finie, en suivant [74} [T0T].

En dimension inifinie, des problémes importants se posent, notamment pour la définition
du probleme limite. Les mesures de Gibbs non linéaires qu’on obtient jouent un roéle
important en théorie quantique des champs [47, [153], 165, [72] et dans la construction de
solutions peu régulieres a 1’équation de Schrédinger non linéaire, voir par exemple [93] 19
20, 167, 24], 23, 166], 45]. On renvoie a l'article en préparation [98] pour des résultats sur
la limite “champ moyen/grande température en dimension infinie” et une discussion plus
poussée de ces sujets.

B.1. Cadre et résultat.

Dans cet appendice I'espace a une particule sera un espace de Hilbert $) de dimension
finie

dim$H = d.
On considere le Hamiltonien de type champ moyen
al 1
j=1 1<i<j<N

ol h est un opérateur linéaire sur $ et w un opérateur linéaire sur $H ® $H symétrique au
sens ou

wu®v)=wlveu), YuvE .
La fonctionnelle d’énergie est comme d’habitude définie par
EN[UN] = (Un, HyUn)
pour ¥y € ®ivﬁ et s'étend aux états mixtes 'y de HV = ®évjﬁ par la formule
En[TN] = Trgn [HyTn].

L’état d’équilibre du syteme a température T est obtenu en minimisant la fonctionnelle
d’énergie libre

.FN[FN] = SN[PN]—FTTI‘[FNIOgFN] (BQ)
parmi les états mixtes, ce qui donne pour minimiseur I’état de Gibbs
exp (-T'H
r <D N) (B.3)

N7 Tefexp (-T-THy)]

L’énergie libre minimum est obtenue a partir de la fonction de partition (facteur de nor-
malisation dans (B.3])) comme suit:

Fy =inf {Fy[[n],Ty € S(HY)} = —Tlog Tr [exp (—;HNH . (B.4)
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On va s’intéresser au comportement de ces objets dans la limite
N — oo, T =1tN, tfixe (B.5)

qui se trouve étre le bon régime pour obtenir un probléeme limite intéressant. On va en
fait obtenir a la limite une fonctionnelle d’énergie libre classique, que nous définissons
maintenant.

Puisque $ est de dimension finie, on peut définir du la mesure de Lebesgues normalisée
sur sa sphere unité S$). Les objets limites seront des mesures de de Finetti, donc des
mesures de probabilité p sur S, et plus précisément des fonctions L!(S$,du). On intro-
duit pour ces objets une fonctionnelle d’énergie libre classique

Falpl = 5H[U]M(U)du+t/ p(u)log (pu(u)) du (B.6)
59 S9

dont on notera Fy I'infimum parmi les fonctions L! positives et normalisées. 11 est atteint
par la mesure de Gibbs classique

exp (—t‘lﬁH [u])

q= B.7
fel Jsg exp (=t~ En(u]) du (B-7)
et on a
1
Fy = —tlog </ exp <—5H[u]> du)
S9 t
Ici Exfu] est la fonctionnelle d’énergie de Hartree
1 1
Enlu] = N <u®N,HNu®N>ﬁN = (u, hu) ¢ + 5 (U ® u, wu @ u)go - (B.8)

Le théoréme que nous allons démontrer, du a Gottlieb [74] est de nature semi-classique
puisqu’il fait le lien entre les mesures de Gibbs quantique (B.3) et classique (B.7)):

Théoréme B.1 (Limite champ moyen/grande température en dimension finie).

Dans la limite (B.5)), on a
Fy = —Tlogdim (%) + NF, + O(d). (B.9)

De plus, en notant ’y](\r;) la n-iéme matrice de densité réduite de l’état de Gibbs (B.3),

W = [ ) (8.10)
59
fortement en norme de trace sur H".

Remarque B.2 (Limite de champ moyen/grande température).
Quelques commentaires:

(1) Il faut comprendre ce théoréme comme disant que essentiellemnt, dans la limite
qui nous intéresse

Iy ~ / @Y (W |y ()
S9H

L’état de Gibbs est donc essentiellement une superposition d’états de Hartree. Les
notions de matrices de densités réduites et de mesures de de Finetti donnent la
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bonne maniere de rendre ceci rigoureux. On verra que la mesure de de Finetti
(symbole inférieur) associé a I'y par les méthodes du Chapitre [4| converge vers
per(w)du.

(2) Notons que le premier terme dans ’expansion d’énergie diverge tres rapi-
dement, voir . L’énergie libre classique apparalt seulement comme une cor-
rection. Vue la dépendence en la dimension d de ce premier terme, il est clair
que ’approche de cet appendice ne peut s’adapter telle quelle dans un espace de
dimension infinie.

(3) Notre méthode de preuve differera de celle de [74]. On exploitera plus a fond le
caractere semi-classique du probleme en utilisant les inégalités de Berezin-Lieb in-
troduites dans [13] [102], voir aussi [I56]. La méthode présentée [101] doit beaucoup
a larticle fondateur [102] et rappelle certains aspects de [110].

(4) 11 sera crucial pour cette preuve que le symbole inférieur de I'y constitue une
mesure de de Finetti approchée pour I'y. Cela nous permettra d’appliquer la
premiere inégalité de Berezin-Lieb pour obtenir une borne inférieure sur ’entropie.
Un nouvel intérét des constructions du Chapitre[d]se révele donc dans cet appendice
ol on utilise non seulement l'estimation fournie par le Théoréme[4.I|mais également
la forme particuliere de la mesure construite.

g

B.2. Inégalités de Berezin-Lieb.
On rappelle la décomposition de I'identité ([£.5]) sur $HV fournie par le lemme de Schur.
On a donc pour chaque état 'y € S(HY) un symbole inférieur défini comme

un = dim (ﬁév) Tr [FN|U®N><U®N|] .
La premiere inégalité de Berezin-Lieb est ’énoncé suivant

Lemme B.3 (Premiére inégalité de Berezin-Lieb).
Soit Ty € S(HY) de symbole inférieur py et f: RT — R une fonction conveze. On a

. N UN
Tr[f(Tn)] > dim () )/Sﬁf (dlm(ﬁSN)> du. (B.11)

La seconde inégalité de Berezin-Lieb s’applique a des états ayant un symbole supérieur
positif (voir Section 4.2]). On peut en fait montrer que tout état a un symbole supérieur,
mais il n’est en général pas donné par une mesure positive.

Lemme B.4 (Seconde inégalité de Berezin-Lieb).
Soit Ty € S(HY) de symbole supérieur uy > 0,

Ty = / @Y (N |y () du (B.12)
ueSH
et f:RT — R une fonction conveze. On a

. HN
Tr[f(Tn)] < dim (ﬁiv) /Sf) f (dlm(f_)SN)> du. (B.13)
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Preuve des Lemmes[B.3 et[B-4 On suit [156]. Comme I'y est un état, on le décompose

sous la forme

o0
k k
Ty =D ANIVANVAI
k=1
avec VE € HY normalisé et Y, )‘?\/ = 1. On note

uho() = [V u®N) [
et par on a
dim (ﬁév)/ ik (w)du = <VNK,V]<‘}> =
S5

D’autre part, comme (V]f})k est une base de .V)N, pour tout u € 59
k vE N
SICES SILERETEE
k

Premieére inégalité. Ici uy est le symbole inférieur de I'y et on a

pn (w) dlm Z )\NHN

et donc
im (53) [ 1 (ot ) du<aim (52) [ 55 () uhtw)a
S5 im (H3) s
par l'inégalité de Jensen et , puis
: N kY k k
dim (52) [ D7 () uhtuau =3 1 () = Tl
par (B-14).

Seconde inégalité. Ici I'y et un sont reliés par (B.12)). On écrit

=S 1 (%) = (k)
% k

—Zf(/ (u)y

<Y (s [ (G ) b

=i (o) [ 1 (i)

(B.14)

(B.15)

en utilisant 1'inégalité de Jensen et (B.14]) pour montrer 'inégalité et (B.15)) pour conclure.

0

Nous avons présenté ici une version spécifique de ces fameuses inégalités. Il est clair
que la preuve s’applique plus généralement a tout opérateur auto-adjoint sur un espace de
Hilbert disposant d’une décomposition en états cohérents de forme . Dans la section
suivante ces inégalités serviront a traiter le terme d’entropie en prenant f(z) = zlogzx.
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Ceci complétera le traitement de 1’énergie utilisant le Théoreme et fera le lien avec les
considérations présentées au Chapitre [4]

B.3. Preuve du Théoréme [B.1l
Borne supérieure. On prend comme état test

test N N
D= [ ) awda
59
L’énergie étant linéaire en la matrice densité

En [IW] = EN [|U®N><U®N|] tei(u)du = N Enlulpe (u)du.
SH 59

Pour le terme d’entropie on utilise la seconde inégalité de Berezin-Lieb, Lemme [B.4] avec
f(x) = zlogx, ce qui donne

test test . N MCI(U) Mcl(u)
Tr [FN log 'y ] < dim ()ﬁs ) /ng T (7N ) log (dim ) du

= —logdim (sﬁﬁ’) + /Ssa per(w) log (per(w)) du.

En sommant ces estimations on obtient
Fy < Fy [I%] < —Tlogdim (9)) + NFy
puisque i) minimise F.

Borne inférieure. Pour l'énergie on utilise les matrices de densité réduites comme
d’habitude pour écrire

EnI'n] = N Try [h’y](\})} + %Trﬁz {w%(\?)} :

En notant
un (u) = dim (ﬁév) <u®N, FNU®N>

le symbole inférieur de 'y, on rappelle qu’il a été démontré au Chapitre 4] que

d
Ty 1 = [ ) {ulnv(da| < Cryg
59
(2 ®2\ /, ®2 i
Trez | 7N |u®) (u® | py (w)du SCQN.
59

Puisque nous travaillons en dimension finie, h et w sont des opérateurs bornés et il s’ensuit
que

ENON] > N [ T [hlu) (ul] o (w)du + g / Trgs [w]u®) (u®2|] iy (u)du — Cd
S9 S9H

=N | Eululpn(u)du— Cd.
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Pour estimer I’entropie on utilise la premiére inégalité de Berezin-Lieb, Lemme avec
f(x) = zlogx, ce qui donne

Tr [y logT'y] > dim (9Y) /syg (% log <C%> du

= —log dim (ﬁév) + / N (u) log (un(u)) du.
S9H
Il ne reste qu’a grouper ces estimations pour déduire

Fy = Fy[['n] > —Tlogdim (92) + NFa[un] — Cd
> —Tlogdim ($Y) + NF, — Cd

/555 p (u)du = 1

Convergence des matrices de densité réduites. Le symbole inférieur pun(u)du est une
mesure de probailité sur I’espace compact S$). On en extrait une sous-suite convergente

pn (u)du — p(du) € P(SH)

et il s’ensuit des résultats du Chapitre [4] que, pout tout n > 0 et le long d’une sous-suite,

puisque

par définition.

A - /S [ dp () (B.16)
)
Les estimations d’énergie précédentes une fois combinées donnent
d
Fg > Falpn] — CN. (B.17)

Pour passer a la liminf N — oo dans cette estimation, le terme d’énergie est traitée comme
dans les chapitres précédents. Pour le terme d’entropie on remarque que comme du est
normalisée

/ pn log undu > 0
59

puisque cette quantité peut s’interpréter comme ’entropie relative de uy par rapport a la
fonction constante 1. Par le lemme de Fatou on déduit donc de (B.17)) que

Fcl 2 ]:cl[,u']

et donc que du(u) = pe(u)du par unicité du minimiseur de Fj. L’unicité de la limite
garantit également que toute la suite converge, et il ne reste qu’a revenir a (B.16|) pour
conclure. O
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