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|. Introduction



Equation

» On considére Q un domaine borné et régulier du plan, simplement
connexe pour simplifier.

» Equation d'Euler des fluides parfaits incompressibles

Ot + (u.V)u+ Vp=0dans [0, T] x Q,
div u =0 dans [0, T] x Q.

> Ici, u: [0, T] x Q — R? est le champ de vitesses du fluide,
p:[0, T] x Q@ — R est le champ de pression.

» Lorsque le fluide ne peut pas pénétrer le domaine :
u.n=0sur [0, T] x 09,

avec n la normale unitaire extérieure, le systéme est globalement
bien posé : pour ug tel que div up = 0 dans Q et ug.n = 0 sur le
bord, il existe une unique solution réguliére globale partant de cette
donnée initiale, cf. Wolibner (1933).



Contrdle frontiére

» On considére une partie ouverte non vide > du bord 99.
» Les conditions au bord sont les suivantes :

> sur 9N\ X, le fluide glisse sans pénétrer dans le domaine.
> sur X, on suppose que I'on peut choisir les conditions au bord qui
sont les suivantes (Yudovich) :

{ u(t,x).n(x) sur [0, T] x X,
rot u(t,x) sur X7 = {(t,x) € [0, T] x X / u(t,x).n(x) < 0}.

» Cette condition est un contréle dont on dispose sur le systéme, i.e.
un moyen que I'on se donne d'influencer son évolution.




Probléme de controlabilité exacte
» Question générale de théorie du contréle des EDP : peut-on utiliser

le contréle afin de « commander » la dynamique du systéme?

» L'un des principaux problémes de controle est la question de
contrdlabilité exacte :

Etant donnés deux états possibles du systéme ug et u; et un temps
T > 0, peut-on trouver un contrdle tel que la solution
correspondante du syséme partant de ug au temps t = 0 atteigne la
cible u; au temps t = T 7

» Formulation alternative : étant donnés ug, u; et T, peut-on trouver
une solution de I'équation satisfaisant au bord :

u.n=_0sur [0, T] x (0Q\ X),

(systéme sous-déterminé) et amenant up a uy en temps T 7



Résultats de contrélabilité exacte

Théoréme (Coron)

L’équation d’Euler bidimensionnelle est exactement contrélable en temps

arbitraire si et seulement si X rencontre toutes les composantes connexes
du bord.

Remarque

Au moins deux conservations montrent que cette condition est
nécessaire :

» La loi de Kelvin, qui prouve que la circulation de vitesse le long
d’une courbe de Jordan est conservée lorsqu’on suit le flot,

> La vorticité w := rot u suit également le flot (dans le cas 2D).

Théoreme (G.)

Le résultat précédent est valable en trois dimensions d’espace.



Probléme de controlabilité approchée

» Lorsque la controlabilité exacte n'a pas lieu, on peut se poser le
problemes de contrélabilité approchée pour la norme || - || x sur
|'espace des états :

Etant donnés deux états possibles du systéme ug et w1, un temps
T > 0 et € > 0, peut-on trouver un contrdle tel que la solution
correspondante du syséme partant de up au temps t = 0 satisfasse
autemps t =T :

[u(T,) —wllx <e7?

» Formulation alternative : étant donnés wug, u; et T, peut-on trouver
une solution du systéme sous-déterminé avec la contrainte au bord :

u.n=0sur [0, T] x (0Q\ X),

et amenant ug a un état au temps T satisfaisant la condition
précédente ?



Résultats de contrélabilité approchée

Théoreme (Coron)

Si X est non vide (mais ne rencontre pas toutes les composantes
connexes du bord), le systéme est approximativement contrélable pour la
norme LP(Q), p < 0.

Remarque

Les mémes conservation que précédemment (circulation de vitesse,
répartition de vorticité) montrent qu'en général le résultat est faux si
p = +00.



Résultats de contrélabilité approchée

Théoréme (G.)

Si de plus ug et u; ont méme circulation sur les composantes du bord
non contrélée, alors la contrélabilité approchée a lieu dans W1P, p < co.
Si de surcroit il existe des difféfomoprhismes de ces composantes menant
la répartition de vorticité de uy sur celle de u, elle a lieu dans W2,

p < oo.

Remarques

» Méme dans ce cas, la contrélabilité approchée dans W2 n'a pas
lieu.

» Le cas tridimensionnel est ouvert quand ¥ ne rencontre pas toutes
les composantes connexes du bord.



Un autre type de contrdlabilité

» Un autre type de contrdlabilité est naturel pour des équations
fluides : est-il possible de déplacer une zone de fluide d'un endroit a
un autre en employant le contréle 7 (D'aprés une suggestion de J.-P.
Puel)

» On peut par exemple penser & une zone de fluide polluée, que I'on
souhaite déplacer a une zone de traitement.

» Si on souhaite maitriser la zone de fluide durant tout son parcours, il
est naturel de demander a ce que celui-ci ait entiérement lieu dans le
domaine.

» Cf. Horsin dans le cas de I'équation de Burgers.



Premiére définition
» Par incompressibilité du fluide, la zone de départ et la zone cible
doivent avoir la méme aire.

» Il n'y a pas ici d'obstruction topologique.

» Dans la suite, on s'intéressera a des zones données par |'intérieur
(dans ) de courbes de Jordan régulieres (C).

Définition

On dira qu'il y a contrélabilité lagrangienne exacte, si étant données
deux courbes de Jordan réguliéres g, v1 dans QQ, encerclant la méme aire,
un temps T > 0, une donnée initiale uy, on peut trouver un contréle tel
que le flot du champ de vitesse méne ~y a 1, en restant dans le domaine.



Objection
La contrélabilité lagrangienne exacte n'a pas lieu en général, en effet :

» Prenons rot ug = 0. Alors si le flot laisse vg dans le domaine, on
aura pour tout temps rot u(t,-) = 0 au voisinage de 0.

» Comme div u = 0, on a que localement autour de g, u est le
gradient d'une fonction harmonique; u est donc analytique au
voisinage de vp.

» |l suit que si yo est analytique, son analyticité est propageée.

> Si on prend 7; réguliére mais non analytique, la propriété ne peut
pas avoir lieu.



Controlabilité lagrangienne approchée

Définition

On dira qu'il y a contrélabilité lagrangienne approchée dans C*, si étant
données deux courbes de Jordan réguliéres o, 1 dans QQ, encerclant la
méme aire, un temps T > 0, une donnée initiale ug et un réel € > 0, on
peut trouver un contréle tel que le flot du champ de vitesse laisse vy dans
Q pour tout temps t € [0, T] et satisfait, 4 reparamétrisation prés :

[®“(T,v0) = mllex < e

Ici, (t,x) — ®U(t,x) est le flot du champ de vecteurs u.



Résultat principal

Théoréme (G.-Horsin)
Soient deux courbes de Jordan réguliéres o, 71 dans 0, encerclant la
méme aire. Soit k € N. On considére ug € C>(Q; R?) satisfaisant

div(ug) = 0 dans Q et ug.n =0 sur [0, T] x (9Q\ X).

Quels que soient T > 0, €> 0, il existe une solution u de I'équation
d’Euler dans C>([0, T] x Q; R?) avec

u.n=0sur 0, T] x (0Q\ X) et up—o = up dans Q,
et dont le flot satisfait
Vt e [0, T], ®“(t,v) C Q,
et a reparamétrisation pres

71— “(T,70)llcx < e



Un résultat connexe : les poches de tourbillon

Théoreme (Yudovich, 1961)

Pour tout ug € C°(2; R?) tel que ug.n = 0 sur Q et rot ug € L=, il existe
une unique solution (faible) globale a I'équation d’Euler partant de ug et
satisfaisant u.n = 0 sur le bord.

Un cas particulier de donnée initiale a vorticité L est celui des poches
de tourbillon.

Définition

Une solution « poche de tourbillon » est une solution de I'équation
d’Euler dont la donnée initiale est la fonction caractéristique de I'intérieur
d'une courbe de Jordan réguliére (au moins C*<).



Théoréme (Chemin, 1993)

Dans R?, la régularité du bord de la courbe est propagée globalement en
temps.

Cf. aussi Bertozzi-Constantin, Danchin, Depauw, Dutrifoy, Gamblin &
Saint-Raymond, Hmidi, Serfati, Sueur,. ..

Question : peut-on contrdler la forme d'une poche de tourbillon située
dans un domaine borné, par un contréle frontiére ?



Contréle de la forme d'une poche de tourbillon

Théoréme (G.-Horsin)
Soient deux courbes de Jordan réguliéres v, v1 dans , encerclant la

méme aire. Soit uy € Lip(Q; R?) avec ug.n € C*(9Q) une poche de
tourbillon correspondant a g, i.e.

rot (up) = Lint(y) dans €,
div(ug) = 0 dans Q,
up.n =0 sur 02\ X.

Pour tout T > 0, tout k € N, tout € > 0, il existe
u € L>([0, T]; Lip(2)) solution de I'équation d'Euler telle que

rot u=0sur[0, T] x X,
u.n=0sur 0, T] x (0Q\ X) et up—o = up dans Q,

que ®Y(T,0,v9) ne sorte pas du domaine et qu’'a reparamétrisation pres
on ait

72 = ®“(T,0,70)llcx <&



Remarques

» Tant que la poche reste réguliére, on a seulement u(t,-) € Lip(Q).
» Sans la régularité de la poche u(t,-) est seulement log-Lipschitz :

u(t, x) — u(t, y)| S |x = yllog(e + |x = yl).



II. Eléments de preuve



Flots potentiels

> Quel que soit §(t, x) harmonique en x pour tout ¢,

v(t, x) := V,0(t, x) est solution de I'équation d’Euler avec
p(t,x) = —(0: +|V0|?/2).

» |l s'agit des flots potentiels classiques en mécanique des fluides

» La construction de flot potentiels bien choisis est aussi au coeur de la
preuve de la contrélabilité exacte de I'équation.

> A noter qu'en dimension 2, I'outil complexe est trés utile pour
construire de tels flots dans la mesure ou

f satisfait les équations de Cauchy-Riemann
< rot Vf =div Vf =0,

ot Vf:=(Ref,—Imf).



Proposition principale

Proposition

Soient deux courbes de Jordan réguliéres o, 1 dans Q, encerclant la
méme aire. Quels que soient k € N, T >0, ¢ > 0, il existe

0 € C§°([0,1]; C>*(; R)) tel que

AO(t,-) =0inQ, pour tout t € [0,1],
00
o 0 sur [0,1] x (022 \ X),
et dont le flot satisfait
vt e [0,1], ®¥(t,0,70) € Q,
et a reparamétrisation prés

lve = ®¥9(T,0,7%)ll cx < e



|dées de preuve de la proposition principale

» |l s’agit de trouver un flot potentiel menant (de maniére approchée
dans C¥) ~o a 71 et respectant la condition aux limites sur 9Q \ .

> Cela se prouve en deux parties :

> Partie 1 : trouver un champ de vecteurs a divergence nulle menant

Yo @ 1.

» Partie 2 : approcher a chaque instant sur la courbe le champ de
vecteurs précédent, par le gradient d'une fonction harmonique défini
sur tout € et satisfaisant la contrainte.



Partie 1

Proposition
Soient vy et 1 deux courbes de Jordan de classe C*> incluses dans ). Si

~o et 1 satisfont
Int(~0)| = [Int(y1)l,

alors il existe v € C§°((0,1) x Q;R?) tel que

divv =0 dans (0,1) x Q,

¢v(1707,y0) = 71-



Une preuve pour la partie 1

> Le cas ol Int(vo) et Int(y1) ne s'intersectent pas pourrait étre traité
relativement simplement.

» Mais une facon de traiter le cas général est de se ramener au cas
opposé :
|nt(’70) N |nt(’}/1) 7& 0.

Il suffit pour cela de trouver un champ v de divergence nulle
amenant un point de vy dans Int(71), et de prendre ®¥(1,7)
comme nouvelle courbe initiale.

> Cela n'est pas difficile dans la mesure ot tout champ
v(t,x) = V(L x) = (=01, 0 ¥),

est de divergence nulle.

» Quitte 3 opérer une petite translation, on peut supposer de plus que
~o €t 1 se coupent transversalement.



Partie 1, suite

» On a (pour simplifier!) une situation du type

71

Yo

» On travaille uniquement sur la différence symétrique des deux
intérieurs.

» Le but est sur chaque composante, de trouver un champ de vecteurs
qui améne 7o a 1 (zone verte) ou 71 a o (zone violette).



Partie 1, suite

» Sur chaque composante de la différence symétrique, on construit un
champ de vecteurs amenant I'intervalle & de 7o sur I'intervalle &
de Y1-

» Une facon de construire un tel champ est de considérer Vi ot ¢ est
I'extension harmonique d'une fonction valant 0 (respectivement 1)
sur l'intervalle 7§ (resp. sur I'intervalle v¥) et « régularisé aux
intersections ».

=1

o

Y1



Partie 1, suite

>

Ensuite on normalise ces champs de sorte que par le flot
correspondant, pour t € [0,1]

Aire(yg, (t,75)) = tAire(7§, 75). *)

Il faut veiller a ce que ces champs de vecteurs se recollent de
maniére réguliére aux points de o N ;.

Ensuite, on considére le champ restreint a {(t, ®(t,70))} se prolonge
en un champ de divergence nulle grace a (*).



Partie 2

Proposition

Soit vo une courbe de Jordan de classe C* ; soit X € C°([0, 1]; C*°(Q))
un champ de vecteurs régulier et de divergence nulle, avec X.n =0 sur
[0,1] x OQ. Alors pour tout k € N et £ > 0 il existe

6 € C>=([0,1] x Q;R) tel que

A,O(t,-) =0inQ, pour tout t € [0,1],
% =0 sur [0,1] x (02 \ X),

et dont le flot satisfait
vt e [0,1], ®V¥(t,0,7) C Q,

et a reparamétrisation prés

||¢X(t70770) - ¢V0(t’ O770)||C“ S g, Vt € [07 1]



Une preuve pour la partie 2

» La preuve s'opére en trois étapes successives.

» Premiére étape : lorsque toutes les données sont analytiques réelles :
70 € C¥(SY; R?) et X € C°([0,1]; C*()).

» Soit y(t) := ®X(t,70), qui pour chaque t est une courbe analytique.

» Dans ce cas, on considére pour chaque temps la solution du
probléme elliptique suivant :

At ) = 0 dans Int(+(£)),
O (1) = X(t, ).n() sur (),

/ e



Partie 2, suite

>

Comme ~(t) et X.n sur (t) sont anaytiques, on peut étendre la
solution ¢ au-dela du bord ~(t) (résultat a la Cauchy-Kowalevski).

En utilisant la continuité en temps de X et -y & valeurs analytiques,
on voit que la taille du voisinage de v(t) ou I'on peut prolonger la
solution est localement minorée donc minorée.

Cela permet a I'aide du théoreme de Runge d'obtenir des
approximations définies sur tout €, et qui satisfont

V(t,-).n=0sur 9Q\ L.

On obtient alors la fonction @ recherchée sous la forme :
9(t7 X) = Z pi(t)/&(th ')7
k=1

avec p; une certaine partition de |'unité.



Partie 2, suite

>

Deuxieme étape : lorsque seul le champ de vecteurs est analytique
réel : vo € C(SY;R?) et X € CO([0,1]; C¥(Q)).

On utilise qu'on peut approcher o (et 1) extérieurement par une
courbe analytique réelle. Cela provient d’un résultat général de H.
Whitney, ou plus simplement dans notre cas :

On considére Cy le complémentaire de Int(~o) dans la sphére de
Riemann. Par théoréme de I'application conforme, il existe ¢ une
transformation conforme de Cy dans B¢(0,1).

Alors par régularité jusqu'au bord de I'application conforme
(théoréme de Kellogg-Warschawski), la courbe ¢(S(0,1 — v)) est
une approximation convenable.



Partie 2, suite

> Ensuite, on applique le procédé précédent aux approximations 5 et
v} de 7o et 1 obtenues & v prés. On obtient une fonction 6.

» Le point central est de montrer que, sur @V (t,70), on a des
estimées uniformes sur V60" lorsque v — 07,

» Cela provient de la construction et du fait que les constantes des
estimées elliptiques sont bornées indépendamment de v.

» On conclut alors par lemme de Gronwall.



Partie 2, suite

» Troisieme étape : lorsque les données sont seulement C*° :
70 € C(St;R?) et X € CO([0, 1]; C*°()).

» On utilise le théoréme d'approximation analytique de Whitney : X
peut étre arbitrairement approché pour la topologie
CO([0, 1]; C>°(Q)) par X¥ € C°([0,1]; C¥(Q)).

» On conclut alors en utilisant |'étape précédente et le lemme de
Gronwall.



Obtenir les résultats a partir de la proposition principale

» On suppose la proposition principale établie. Montrons le résultat
lorsque ug € C est non nul.

» On utilise la forme tourbillon de I'équation :

Oww + (u.V)w = 0 dans [0, T] x €,
divu=0dans [0, T] x Q,
rot u = w dans [0, T] x Q.

» C'est un couplage équation de transport/équation elliptique : on
note que u = V1) ol ¢ satisfait

Ay = w dans [0, T] x Q.



Connaissant la proposition principale, suite

> Sion avait ||uo|| ckrr.« < 1, alors des arguments standard de
perturbation de flot montreraient qu’en utilisant comme contréle au
bord le méme que celui de V6, on aurait

104(T,70) = mllex < [9U(T,70) = ®V(T, 70)l| ck

+ [10V(T.70) — 7l cx
5 ||U()||Ck+1,a + €.

> L'idée est alors d'essayer de se ramener a cette situation en utilisant

I'invariance par changement d'échelle en temps de |'équation : pour
A>0,

u(t, x) est une solution de I'équation définie dans [0, T] x Q
= u(t,x) := Au(\t, x) est une solution de I'équation
définie dans [0, T /A] x €.



Connaissant la proposition principale, suite

» On découpe alors I'intervalle de temps de la maniére suivante : pour

v petit :
t=0 t=T—-v t=T
%ﬁ_// —
Evolution « sans contréle » Contrdle en VO

remis a |'échelle, ou 6 est tq
oV9(1,50) = m

Fo := (T — v, v0)

» Dans un premier temps, on ne « fait rien » (en fait, il faut prendre
en compte ug.n)

» Vers la fin de I'intervalle de temps, on agit trés rapidement et trés
fort : avec (essentiellement) le méme contréle que 1VO(t — T+, ).



Connaissant la proposition principale, suite

» Soit u la solution obtenue.

» Si on change encore |'échelle en temps pour voir sur un temps 1 ce
qui se passe dans le dernier intervalle de temps [T — v, T],
|"évolution est celle de I'équation d'Euler, avec :

» Comme condition au bord la méme que celle de V6
» Comme condition initiale vu(T — v, ).
» = on récupére de la petitesse de la donnée initiale!

» On montre alors que pour la solution construite sur tout [0, T] :

1®9(T,70) = nllek Sv +e



Dans le cas poche de tourbillon

» La construction est similaire, mais on ne peut plus utiliser
[vu(T —v, )l crra SV,

dans la mesure ou u est juste Lipschitz !
» On utilise alors des arguments dis a :

» N. Depauw : poches de tourbillon dans un domaine

» Bertozzi-Constantin : approche du probléme des poches de tourbillon
par |'équation intégro-différentielle satisfaite par le bord de celles-ci :

G = o [ logh 1) ()d
(69 =5 | loglx—(0)|7(c)do

™

+ ici des termes diis au bord et au contréle.



Problémes ouverts

» La dimension trois. Plusieurs problémes apparaissent :

» Comment déformer un domaine en un autre?
» Comment empécher une éventuelle explosion des solutions de

|'équation ?

» Domaines non simplement connexes. Que peut-on dire si le domaine
fluide a déplacer n'est plus |'intérieur d'une courbe de Jordan?

» Numeérique. Peut-on trouver un algorithme efficace de calcul du
contréle ?



Problémes ouverts

» L'équation de Navier-Stokes. Peut-on obtenir un résultat similaire
pour I'équation de Navier-Stokes incompressible ?

Oru+ (u.V)u—Au+Vp=0dans [0, T] x Q,
divu=0dans [0, T] x Q.

Avec par exemple les conditions au bord de glissement de Navier (cf.
Coron, Chapouly) ?

» Stabilisation. Peut-on trouver un contrdle sous forme d’'un retour
d’état :
contrédle(t) = f(v(t), u(t)),

et stabilisant une zone de fluide 3 un endroit fixé?



