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Caractérisation spectrale des variétés

1. Introduction

J’ai donné cette année dans mon cours la solution d’un probléme que j'avais
formulé il y a quelques années et qui donne une caractérisation spectrale des
variétés Riemanniennes.

2. Les axiomes et la caractérisation

Les cinq conditions, en dimension p, sont
(1) La valeur caractéristique 41, de la résolvante de D vérifie u,, = O(n1/7).
() [[D, 4], b)=0 Va, b € A

(3) Pour tout a € A, a et [D, a] appartiennent au domaine de §”, pour tout
entier 7 olt § est la dérivation : 6(7) = [|D|, T

(4) 1l existe un cycle de Hochschild ¢ € Z, (A, A) tel que 7p (¢) =1 pour p

impair, alors que pour p pair, 7 (¢) =7 est une Z/2 graduation.

(5) Le A-module H,, =N Dom D" est projectif de type fini. De plus I'égalité
suivante le dote d’une structure hermitienne ( | ) : (€, an) = fa(é\n) |D|?,Vac A,
VE n € Hy.

Lapplication 7 est définie par
2.1 p (@4 ® ... at)=4dD, 4] ... D, a?], Yal € A.

Le symbole ][ représente la trace de Dixmier.
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Théoréme 2.1. Soit (A, H, D) un triplet spectral, avec A commutative, vérifiant
les cing conditions ci-dessus, on suppose que :

— la régularité (3) est vérifiée par rous les endomorphismes de H,
— le cycle de Hochschild ¢ est antisymétrique.

1] existe alors une variété compacte orientée X telle que A soit lalgébre C(X) des
Jfonctions de classe C> sur X.

De plus toute variété compacte orientée apparait de cette maniere. On a aussi la
variante suivante qui ne suppose plus la régularité forte, définie ainsi :

Définition 2.2. Un triplet spectral est fortement régulier si tous les endomorphismes
du A-module H ., appartiennent au domaine de 8™, pour tout entier m.

Théoreme 2.3. Soit (A, H, D) un triplet spectral, avec A commutative, vérifiant
les cing conditions ci-dessus, avec ¢ antisymétrique. On suppose que la multiplicité de
Laction de A" dans H est 2212, 1l existe alors une variété compacte X (spin®) telle que
A= C>(X).

Cette hypothése de multiplicité est une forme faible de la dualité de Poincaré
qui était la condition (6) de ma formulation du probléme. J’avais montré dans un
cours antérieur que l'opérateur D est alors un opérateur de Dirac. La condition de
réalité sélectionne ensuite les variétés spinorielles et 'action spectrale sélectionne la
connection de Levi-Civita.

Il y a trois étapes dans la démonstration :

a) Montrer que le spectre X de l'algebre A est suffisamment grand i.e. que
I'image d’une « carte locale » 4, contient un ouvert de R?.

b) Montrer que la mesure spectrale des @/ (j > 0) sur une « carte locale » est la
mesure de Lebesgue.

c) Appliquer l'estimation de 'obstruction de Voiculescu sur les unités quasi-
centrales et en déduire que les « cartes locales » sont localement injectives.

3. Topologie de A

Le lemme suivant montre que le triplet spectral (A, H, D) est uniquement
, . s . n > . .
déterminé par (A", H, D) ot A" est lalgebre de von Neumann commutative

fermeture faible de A.

Lemme 3.1. Soit T € A”. Les conditions suivantes sont équimlmtey :

(1) Te A

(2) [D, T est borné exr T et [ D, T sont dans le domaine de 5™, pour tout entier m
(3) T est dans le domaine de 6™, pour rour entier m

(4) THy C Hyo
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On utilise I'égalité :
e 5

(3.1) |D|’”T§:Z<k)§/e(T)|D|m k.f, V& € Dom|D|™
k=0

On montre alors que A est une algebre de Fréchet avec les semi-normes sous-
multiplicatives

(3.2) 2e(xp) < pr(x) pr(9)s Vx, ye A
associées a la condition de régularité,
x O(x) - OF(x)/E!
x
3.3 = , =
(3.3) 2 = [|pe()]], palx) . W)
0 - 0 x
ol py, est une représentation de A.

Le Lemme 3.1 donne des estimés de Sobolev. Soient 7, des générateurs du
A-module H, on définit les normes de Sobolev sur A par

(3.4) ||ﬂ||§obolW:(ZH(I_A,_DZ):/ZLZ”/[||2)1/2’ Yac A
u

Ona

Proposition 3.2.
(1) Munie des normes (3.4), A est un espace de Fréchet nucléaire séparable.
(2) On a des estimés de Sobolev de la forme

3.5 pe@<cp|la ||§2’b°lc",pk([D, a)<ch | a ||j§b°16", Vae A
avec ¢, < 00, c) < 0o et des suites s, >0, s), > 0.
(3) Le spectre X = Spec(A) est métrisable.

(4) Tour T € End g H agit continiiment dans H, et définit un opérateur borné
dans H.

(5) Lisomorphisme algébrique H, = eA” est topologique.

(6) Lapplication (a, &) = a et le produit a valeurs dans A sont des applications
continues A X Hoo — Ho et Hoo X Hoo = A.

On a de plus la stabilité par calcul fonctionnel démontrée par Varilly et
Rennie :

Proposition 3.3. Soient a j=apn éléments auto-adjoints de A et f: R"+— C

une fonction de classe C> définie sur un wvoisinage du spectre des a; Alors
flay,..., a,) € A appartient & A C A.
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4. Fonctions implicites et cartes locales

Soit (A, H, D) un triplet spectral vérifiant les cing conditions du §2.

Lemme 4.1. Soit B l'algébre des endomorphismes of H... On a une décomposition
finie de la forme

(4.1) (D,a)=> 5;(a) y;, Vae A,
o y; € B et les 0; sont des dérivations
pour & € H.
Par hypothése le cycle ¢ est de la forme :
(4.3) =3ty 0,= eV @ 0as?
« V4

ot 'on peut supposer que les @/ sont auto-adjoints pour g > 0. Le module

projectif de type fini H,, sur A est de la forme H,, = eA”, ot e € M,(A) est un
idempotent auto-adjoint. La trace 7="Tr(e)= Z"jje A détermine uniquement
les projecteurs pi€ A associés a la dimension j de la fibre, par I'égalité

(4.4) r=Tie)=) _jp; >, pi=L

On note que po=0. On définit une espérance conditionnelle £4:

End 4(H.) = A, par

1

(4.5) EAT)=>"=p; > Tw VT=(Ty) € eM,(A)e

>0/
On définit alors p, € A par

2(p+1)
(4.6) Pa=i 2 EApY &B)D,al V) [D,al ).
s

On pose
(4.7) Cy = {x € X| polx) = 0}

dési U, =C§ 1¢ e. I t 3 1
et on désigne par U, = C§ son complément i.e. 'ouvert ol p, ne s'annule pas.

Lemme 4.2. Les U, forment un recouvrement ouvert de X = Spec(A).
On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 4.3. Soit A commutative, et a = (a)), p éléments auto-adjoints de A. Soit
X un caractére de A, et 8; € Der A des dérivations telles que

— cbﬂque 5]- sexponentie ;

— le déterminant de la matrice x(ﬁj(ak)) nest pas nul.
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Alors l'image par a de tout voisinage de y dans Spec(A) contient un voisinage de
a(y) dans Re. I existe de plus une famille de classe C*>, o, € Aut(A), r€ R, un
voisinage Z de y dans X=Spec(A) et W de 0 € R? rels que, pour tour x € Z,
Lapplication t — a(k o ©,) soit un diffeomorphisme, dépendant continiiment de «, de
W avec un voisinage de a(x) dans R?.

5. Dérivations dissipatives

Commengons par la propriété de dissipativité des dérivations. On a en effet :

Lemme 5.1. Supposons que les dérivations de la forme (4.2) sexponentient. Alors,
pour tout h=h* € A, le commutateur D, h] est nul la oir h atteint son maximum.
Réciproquement, cette propriété entraine que les dérivations + 5 de la forme (4.2) sont
dissipatives i.e.

(5.1) [+ 28,Ge) || > |||, Vxe A, AeR.

On notera que la commutativité de [D, 4] avec b et 'auto-adjonction de D ne
suffisent pas a entrainer la conclusion du Lemme 5.1. En effet considérons le
triplet spectral

52 A=C>([0, 1), H=L*([0, 1)) ® C?, D:( g ax)

avec la condition au bord 0

(5.3 Dom D= {¢ = (fl) £10)=0, &(1) =0}
&
Pour tout » € A on a [D, h] =d.hyi,

_(0 1)
Y1= 10

Ainsi [D, h] commute avec . Mais pour A(x) = x le maximum est en x=1 et
[D, 5] ne sannule pas en ce point.

Un point crucial est la détermination du symbole principal de |D| sous la
forme,

Proposition 5.2. Soit h=h* € A, alors on a pour la convergence en norme dans

H:
(5.4) lim z-lei®h | D|e~ithE=|[D,h]|E,  VE € Dom D.
T—oo
Remarque 5.3. La Proposition 5.2 montre que, sous Uhypothése de régularité,
(.5) (|[D, K|, [D, a]l =0, Vh=h, ac A

Si Pon fait 'hypothese de régularité forte de la Définition 2.2 on obtient

(5.0) (D, h)? € A, Vh=h"e A
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On montre de plus que la régularité suffit a assurer la propriété de dissipativité
du Lemme 5.1.

Théoreme 5.4. Soir (A, H, D) un triplet spectral régulier, vérifiant la condition
dordre un. Alors pour rour h = b* € A, le commutateur | D, h] sannule lix 01 b arreint
son maximum, i.e. pour toute suite b, € A, ||b,|| < 1, de support tendant vers {x},
|x(h)| maximum, on a

1D, hb,|| — o.
Corollaire 5.5. Soit (A, H, D) un triplet spectral avec A commutative vérifiant
les cing conditions du §2. Les dérivations :|:5]- du Lemme 4.1 sont dissipatives.

Cela résulte du Théoréme 5.4 et du Lemme 5.1.

Corollaire 5.6. Soit h=h* € A. Le symbole principal de ['opérateur
(5.7) Grad(h) = [D?, /]

est nul la o1t b atteint son maximum.

6. DERIVATIONS AUTO-ADJOINTES

Nous dirons qu'un opérateur borné A est régulier si il appartient au domaine de
6" pour tout 7.

Proposition 6.1. Soit A un opérateur régulier. Alors lopérateur H=A*DA de
domaine Dom D est essentiellement auto-adjoint. Le domaine de la fermeture de H
est lensemble des & € H pour lesquels A*DA(1 + €|D|)'E converge en norme pour
£ — 0. La limite des A*DA(1 + £|D|)~'¢ donne H¢.

On applique ce résultat aux endomorphismes du A-module H,, qui sont de
rang un, pour obtenir un opérateur de A dans A.

Lemme 6.2. Soit &, 1 € H., la formule suivante définit un endomorphisme du
A-module H., :

(6.1) Te(8) = |08, VieHy
ots (N|§) est le produit & valeurs dans A. On a
(6.2) Tag, o= ab* T§,77’ Va, be A, Tgﬂ =Tye

Le résultat principal est le suivant :

Théoréeme 6.3. Soit (A, H, D) un triplet spectral fortement régulier, avec A
commutative, vérifiant les cing conditions du §2. Alors toute dérivation de A de la
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Jorme (4.2) i.e. 8o(a) =i|[D, all), Vac A, est le générateur d'un groupe & un
paramétre d automorphismes o, € Aut(A) tels que

— d,0{a) = 6p(0/a).
— Lapplication (t, a) € R x A+ o/a) € A est continue.
On peut alors montrer directement la continuité absolue des mesures o7 (L) par

rapport 3 A. Nous dirons qu'une mesure i est fortement équivalente 2 v si et
seulement si il existe ¢ > 0 tel que cv < p < o,

Proposition 6.4. Soit (A, H, D), 8 et 6, comme dans le Théoréme 6.3. Alors
pour tout t € R la mesure A de

(6.3) /ﬂd?\. = ][a|D|‘P, Va e CX).

est fortement équivalente & ses transformées par o,.

7. MULTIPLICITE SPECTRALE

La mesure (6.3) est localement équivalente 3 la mesure spectrale de la

représentation de A= C(X) dans H. On a en effet :

Lemme 7.1. Pour tout ouvert V C X les mesures suivantes sont fortement
équivalentes :

— la restriction M|y a V de la mesure \ de (6.3) ;

— la restriction a'V de la mesure spectrale associée & un vecteur & € H> pour lequel
(&, &) est strictement positif sur V.

On a de plus

Théoreme 7.2. Soit V C U, un ouvert et al, |y la restriction des aly € A au sous-
espace 1y H C H. Alors

— la mesure spectrale jointe des aly |y est la mesure de Lebesgue sur so(V) 5
— la multiplicité spectrale m,y) vérifie

(7.1 mae(y)2n(y)=#{sz!(y) NV}, Vy € so(V),
presque partout pour la mesure de Lebesgue.

8. FORME LOCALE DES EsTIMEs L 1)

Lobstruction de Voiculescu relative 3 un idéal / d’opérateurs compacts est donnée par
(8.1) k;({a;})= lim inf max|[A,a;]|;
AeRf,AT1

olt RT est 'ensemble partiellement ordonné des opérateurs positifs de rang fini,
de norme < 1, dans H.
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Théoréme 8.1. [/ existe une constante finie K telle que pour rous a; € A et tout
compact K C X on ait, avec J= LV, l'inégalité

5.2) /(L 1) <, mas [50a) | (A(K)V?
ou :
MO = int ][17|D\—P.

+ blg=1g

Corollaire 8.2. 1/ existe C < oo tel que la multiplicité spectrale m},(x) du spectre
absolument continu de la restriction aly|y des al,, a 1/H vérifie :

(8.3) mY(x)<C, Vxe& W=s,V)

Corollaire 8.3. 1/ existe m < oo tel que

(8.4) #A(x)NVYSm, Vxe& W=sy(V)

9. THEOREME DE RECONSTRUCTION

On utilise le Corollaire 8.3 ainsi que I'existence de suffisamment d’automorphismes
de A pour démontrer le lemme clef suivant :

Lemme 9.1. Pour tout point Y, € X il existe p éléments auto-adjoints x* € A et
une famille, de classe C*®, 1, € Aut(A), r € R, 7y =1id, tels que

— les x* définissent un homéomorphisme d’un voisinage de 7, avec un ouvert de

R?;

— lapplication t— h(t) =y o 1, est un homéomorphisme d’un voisinage de O dans
R? avec un voisinage de 7 ;

— lapplication x o b est un difféomorphisme local.

Il en résulte alors

Lemme 9.2. Lulgébre A est localement l'algébre des restrictions de fonctions C>
sur R? & un ouvert borné de R?.

En utilisant ce lemme, 'on montre que 'on peut doter le spectre X de A d’une
unique structure de variéeé compacte lisse telle que A = C*(X).
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