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1. INTRODUCTION

Mon cours cette année portait sur les résultats récents obtenus en collaboration avec
C. Consani. Nous avons obtenu dans [3] la formule (1) ci-dessous pour la fonction de
comptage N(g), g € [1,00) associée par C. Soulé a la courbe hypothétique C = SpecZ
sur 'y dont la fonction zéta {¢(s) sur F; est la fonction de Riemann compléte
Sols) = 73121°(s/2)¢(s). La fonction N(g) est positive pour g > 1 et donnée par

N(g)= q—%(Z ordre(p)%)—&-l 1)

pEZ
ou Z est ’ensemble des zéros non-triviaux de la fonction zéta de Riemann et la

dérivée est prise au sens des distributions. L’égalité (1) est une application typique
des formules explicites de Riemann-Weil qui se formulent simplement sur le
groupe des classes d’ideles. Il est donc naturel de rechercher & décrire, sinon la
courbe C elle méme, du moins sa contrepartie par 'isomorphisme du corps de
classes, comme un espace construit en termes adeliques et muni d’une action du
groupe des classes d’ideles.

Nous construisons une compactification naturelle de Pespace M= Ag/K* des
classes d’adéles d’un corps global K en considérant M comme un monoide et en
passant de la droite affine a I'espace projectif de dimension un, en utilisant le
F;-schéma PL. Nous montrons que la réalisation spectrale des zéros des fonctions
L, Iéquation fonctionnelle et les formules explicites apparaissent naturellement en
calculant la cohomologie des faisccaux de fonctions sur ]P’l (M ). Plus
précisément

(1) La cohomologle H I(PF F) du faisceau F des fonctions complexes sur
Iespace projectif PF (M) donne la réalisation spectrale des zéros des fonctions L
et la symétrie associée & 'équation fonctionnelle.
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(2) Lespace P(K) des éléments premiers du monoide M = Ag/K* sous I'action
du groupe Cx est, en caractéristique p > 1, isomorphe de maniére équivariante a
Pespace des valuations de 'extension abélienne maximale K*> munie de laction du

groupe de Weil : Wb © Gal(K2b : K).

(3) Lespace P(K) donne, en caractéristique zéro, une contrepartie de la courbe !
associée & un corps global en caractéristique p > 1 et une interprétation des formules
explicites de Riemann-Weil.

2. o-SCHEMAS

La théorie des 200-schémas se dévéloppe en paralléle avec celle des schémas et
remonte a K. Karo, A. Derrmar, N. Kurokawa, H. Ocuiai, M. Wakavama,
B. TOEN et M. VAQUIE.

On note 200 la catégorie des monoides commutatifs M notés multiplicativement,
avec élément neutre 1 et élément absorbant 0 (ie. 0-x=0, Vx&€ M). Un
homomorphisme ¢ : M — N dans 200 est unifere (i.e. p(1) = 1) et vérifie ¢(0) = 0.
Un idéal 7 d’'un monoide M est un sous-ensemble / C M tel que 0 € [ et:

xel = xyel, VyeM.
Un idéal p C M est premier ssi son complément p°© est multiplicatif z.e.

XEPpyEp = &P
Le foncteur covariant
Fi[-]: 26— Mo Hw—TF[H]=HU{0}
identifie la catégorie Ab des groupes abéliens 4 une sous-catégorie pleine de 2o.
Un espace monoidal est un couple (X, Ox) ou
— X est un espace topologique ;
— Oy est un faisceau de monoides.

Les notions de morphismes, de spectre premier Spec/V, et de schéma géométrique,
sadaptent directement (¢f [8]). La topologie de SpecM a pour base les ouverts

D(f) =1{p € SpecM|f¢ p}

On appelle Wo-foncteur tout foncteur covariant de la catégorie 2Wo vers la
catégorie des ensembles. Un morphisme de 2o-foncteurs, ¢ : X — Y est une
transformation naturelle, 7.e. une application (ensembliste)

onp: XIM) — VM), VM

1. Plus précisément d’un revétement abélien convenable.
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telle que pour tout homomorphisme p: M — M’ le diagramme suivant
commute

X s v
X(p) Yp)
XM) 25 vy

Un foncteur F est local ssi pour tout objet M de 2o et recouvrement ouvert
U D( ]?) = Spec(M) dans M la suite suivante d’ensembles est exacte :

u -
Fn->[[Fwy) S T[FWy )
i i
Lemme 2.1. Tour Wo-foncteur est local.

Soit Y'un sous-foncteur du 2Qo-foncteur X, i.e. on a une inclusion Y(M) C X(M)
pour tout objet M de 2Wo.

On dit que Y est ouvert dans X ssi pour tout morphisme ¢: Spec(M) — X
il existe un idéal /C M tel que pour tout objet N de 2Wo et tout
p € Spec(M)(N) = Homygy, (M, N) on ait:

p(p) € Y(N) CXN) < p)N=N.

Soit X un 2Wo-foncteur. On dit qu'une famille X, de sous-foncteurs de X
recouvre X si pour tout groupe abélien A I'ensemble X([F;[H]) est la réunion des
Xo(F1[H]). Pour X=SpecM et les X, ouverts correspondants 2 des idéaux 7, la
condition de recouvrement est équivalente 2 la condition ensembliste dans 'espace
géométrique SpecM, ie. & Ja, Iy=M. On prend e: M — F[M*] =k, on a
e € X(F\[H)), H=M*. 3o, € € X,(F,[H)) et donc [, M* £ 0 ot [, = M.

Un 2o-schéma est un Wo-foncteur qui admet un recouvrement par des sous-

foncteurs ouverts et affines.

Théoreme 2.2. Tout o-schéma X est associé & un espace spectral (unique) |X|

X(M) = Hom(Spec M, |X]), YM

3. COLLAGE DE CATEGORIES ET [F{-scHEMAS

On note An la catégorie des anneaux commutatifs uniféres et
B:Wo —An, M B(M)=7Z[M] )

le foncteur qui associe 3 un monoide M lanneau de convolution Z[M] (avec
0 € M envoyé en 0), et f* le foncteur adjoint

B*:An — Wo, R—P*R) =R (3)

qui est le foncteur d’oubli de la structure additive.
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Un [Fi-schéma est donné par un 2Wo-schéma X, un Z-schéma X et une

transformation naturelle de X o 8* vers X qui est bijective lorsque A=K est un
corps.

On peut de maniere équivalente donner une transformation naturelle de X vers
Xop.

Suivant une idée de P Cartier on peut recoller deux catégories en utilisant un
couple de foncteurs adjoints. On obtient la notion de F;-schéma en recollant la
catégorie 2o avec celle An des anneaux commutatifs en utilisant le couple de
foncteurs adjoints ci-dessus. On peut alors reformuler la notion de [Fj-schéma
comme celle de foncteur covariant X de 2R = An Upg g+ Wo vers la catégorie des
ensembles, tel que

— sa restriction a n est un Z-schéma ;
— sa restriction a 200 est un 200-schéma ;
— la transformation naturelle associée & un corps est bijective.

Nous avons montré que les schémas sous-jacents aux groupes de Chevalley sont
des [F:-schémas au sens suivant qui utilise nos résultats de [2].

Théoreme 3.1. Soit & le schéma sur Z associé au  groupe de Chevalley G.

— La construction du foncteur G se prolonge & la catégorie des couples (M, €) d'un
monoide abélien et un élément de carré 1.

— La construction de la transformation naturelle e se prolonge aux anneaux
commutatifs A et donne une application

€GA" Q(A, —1) —> @(A)

— Quand A est un corps Lapplication eg, 4 est une bijection.

4. COHOMOLOGIE DES FAISCEAUX SUR UN 2J0-SCHEMA

Soit X un espace topologique, la catégorie 2Ab(X) des faisceaux de groupes
abéliens sur X est une catégorie abélienne et elle a assez d’éléments injectifs [11].

Pour tout ouvert U C X le foncteur de 2Ab(X) vers 2Ab
F—T(U, F)=FU) (4)

i.e. les sections de F sur U, est exact & gauche. Ses foncteurs dérivés sont les
groupes de cohomologie H?(U,F). Pour x € X le foncteur de 2Ab(X) vers b

Fi=> lim (U, F)=F, 5)
xeU
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ie. la fibre de F en x, est un foncteur exact. Pour tout ouvert U C X de
complémentaire ¥'= UF, on a une longue suite exacte de cohomologie pour tout
faisceau F de groupes abéliens :
0 — HYX,F) > HYX,F)— H (U,F|y)
— HL(X,F) - H\(X,F) - H U, F|y) (6)
— HP(X,F) > ..

ol Hy désigne la cohomologie a support dans Y et F|; est la restriction du faisceau

F alouvert U. Dans le cadre des 200-schémas (¢f [8], [3]) on en déduit
Lemme 4.1. Soit X la réalisation géomérrique d’un LWo-schéma.

1) Soir U C X un ouvert affine, alors

Hr (U, F)=0, Vp>0, F € obj Ab(X). ?)

2) Soit U= {Uj}je] un recouvrement ouvert de X tel que les () Uj, soient affines,
alors pour rout faisceau F sur X, on a l'égaliré

HI(X,F)=Hr(U,F), Vp20 (®)
avec la cohomologie de Cech associée au recouvrement U.

3) Soir Y= UF le complémentaire d'un ouvert affine, on a, pour tout faiscean F de
groupes abéliens, la suite exacte

0 — HYX,F) > HYX,F)— H " U,F|y)
— HL(X,F) - HY(X,F) =0

)

5. ESPACE PROJECTIF DES CLASSES D ADELES

Nous renvoyons au § 3 pour la théorie des 200-schémas en tant que foncteurs
covariants M — X(M) de la catégorie 2o des monoides abéliens vers celle des
ensembles. Soit X l'espace géométrique associé. Nous utiliserons la projection
canonique X(M) — X ainsi définie

Lemme 5.1. Soit X un WWo-schéma et X sa réalisation géométrique. Pour tout
monoide M il existe une application canonique

Tpr: X(M) — X, m0a0) = 0(Pap)s V¢ € Homgy,(Spec(M), X) (10)

o1t Py est Lidéal premier maximal de M. Pour tour ouvert U de X on a

UM) =7z (U)c X(M) (11)

ot U est le sous-foncteur de X associé & U.
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5.1. Le 200-schéma E%Fl. On prend le 2Wo-schéma H_DIE. En tant que foncteur

il est donné, pour tout monoide M, en recollant deux copies de M sur M* par

x> x 1

Pr (M)=M Uy« M (12)

Sa réalisation géométrique (cf [8], [3]) i.e lespace topologique JP’%I a trois
points

P = {0}, {0}=1(0}, W} =P}, [} =1} (13)

et trois ouverts Uy et U= U, N U- dans P}
Uy =Pp\{=}, U_=Pp\{0}, U=U,NU_ (14)
5.2. Le monoide M = Ag/K* des classes d’adéles. Soit K un corps global. Le

groupe Cg des classes d’ideles est le groupe M* des éléments inversibles du
monoide

M=Ag/K*, K*=GL;(K) (15)

La projection canonique (10)
nM:EFI(M):MUM*Me]P’IIFl (16)
associe % € ]P’]%T1 A tout élément de M* = C et 0 ou co aux autres éléments de ]I_Dl@F](M ).
5.3. Lespace des fonctions sur M. Pour obtenir un espace naturel S(M) de
fonctions sur M on considére I'espace des coinvariants pour 'action de K* donnée

par f7(x) =f(gx) sur lespace de Bruhat-Schwartz S(Ag) de fonctions a valeurs

complexes. Plus précisément on part de la suite exacte

0 SAg)y—>SAg) 5> CaC] -0 (17)
ou &(f) = (£(0), [ f(x)dx) € C & C[1] est K*-invariante et 'on pose
SM)=SyM) & C o C[1], SoM)=SAglo/{f - f,} (18)

ot {f — f,} est la fermeture du sous-espace engendré par les /- f;, g € K*.

, 1
6. LE raisceau F SUR Pl DES DEMI-DENSITES SUR IE]FI (M)
1

On définit un faisceau F sur ]P’]Bl‘ en posant
1

[(U,, F) = S(M)
(U, F) =S(M)
(U, N U, F=8,.(Cg)

ol S,,(Ck) est, pour les corps de nombres
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SolCig) = Nper WP S(Cp) = {f€ S(Ci) | WP f€ S(Cr), VBER}  (19)

ott u € C(Cx) est le module u: Cx — R%, ub(g) =u(gP et S(Ck) lespace de
Bruhat-Schwartz (¢f [7], [13]). Les applications de restriction & U sont nulles sur
les composantes C & C [1] et données par :

Res )@= 2 flge, Vfe SoM) CT(U,, F)

geK*

(Res h)(@ = g™ D hlgg™), Vhe Sy C T(UL, F).
g€k

6.1. Représentation de N= Cg x W. Les égalités suivantes définissent une
action de Cy sur le faisceau F

5fW) = FO ), VfeT(Us, F)
S_fW) = JAlf(Ax), VfeT(U., F)
S = FA %), VfeT(U.NU, F).

0 1
Le générateur w = L o du groupe de Weyl W de PGL, agit sur Cg par
Pautomorphisme g ¢! de ce groupe abélien, ce qui donne un sens au produit
semi-direct N= Cxg x W. Il agit sur P} en échangeant 0 et oo. Laction de w sur
1
le faisceau F est donnée par :

wf fell(U, F), VfeI(U,F)
wf fell(U,, ), Vfe (U, F)

W'l = lgl ! Fg™D), Vf e T(U, N U, F).

qui envoie F = w, F.

Proposition 6.1. 1/ existe une unique action du produit semi-direct N= Cg x W

1
sur le faisceau F donnée comme ci-dessus sur W et sur Cg par la représentation ¥[——]
obtenue comme produit tensoriel de O par la représentation u=V'? de Cg.

7. REALISATION SPECTRALE sur H!(PL, F)
1

7.1. Complexe de Cech. Le complexe de Cech du recouvrement {f = {U.} de
PIIFI a deux termes

Co (U, F) x (U, F)
Cl ri.nu., F).
On introduit la notation >2(f)(x) = quK* f(gx). Alors, le cobord 9 : C®— C!

est donné par

I h) (@=2() @—lg™ X2h) (¢ e C! (20)
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Lemme 7.1. Le noyau de 9 : C® — C! est le graphe de la transformée de Fourier
HO(IP”I, F)={(f Ff) | fe SApo/{f - fii ®@2C®2C1]. (21

Démonstration. Soit K un corps global, & un caractere non trivial de Ag/K. Le
réseau K € Ay est son propre dual. La transformation de Fourier

Ff) (a) = / ) o (a) dix (22)

est définie canoniquement modulo le sous-espace {f— ﬁl}. La formule de Poisson
s’écrit

2hg ' g) = |el2Fh) (gg) (23)
et donne pour (f; 4) € Ker 2
X(Fh) (9 = g h) ). 24)
Dot I'égalité
Y (f-Fh) =0 (25)

qui montre que f— Fh est nul dans I'espace des coinvariants [13].

1
Théoréme 7.2. La représentation ﬁ[—z] de Cg sur Hl(}P’ll, F) donne la

réalisation spectrale des zéros des fonctions L. Cette représentation est invariante par la
symétrie x(g) > x(g~") du groupe des Gréssencharakters du corps global K.

Démonstration. On prend louvert U_ C IPl de complémentaire ¥'={0}. La
cohomologie 4 support H},(U,, F) donne la reahsatlon spectrale de [13], [4], [7],
comme laction de Cg sur le conoyau de l'application >-. Par excision on a
HY (U, F)= H}( ]P’11 ,F) et comme U_ est affine, on a la suite exacte (9), d’ou
Iégalité

O%H}/(]P’ll,f)%Hl(Pll,}')ﬁo (26)
car

HO(IP’]},I,]-“)—>HO(U_,JT|U_) (27)

est surjective (Lemme 27).La symétrie résulte de 'action de N=Cg x W sur le
faisceau F et donc sur H(PL, F).
1

8. ESPACE PROJECTIF DES CLASSES D’'ADELES ET K*\PGL,(Ag)/B(Ag)

On a une inclusion naturelle

PE, (Ax/K*) C KAPGL(Ag)/B(Ag) (28)
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ou l'on désigne par B le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires. On a en
effet, avec M = Ag/K*,

Pk, (M) = MUy M= (Ag Uy, Ag)/K* C P (Ag) /K™,
Soit T le tore maximal, et N son normalisateur. On a
Kt=7T(K)CT(Ag), TAR/TK) ~Ck, NA)/TEK) ~CxkxW (29)

Le quotient de PGL,(Ag)/ B(Ag) par K* est identique & I'espace des feuilles du
feuilletage de 7 (K)\PGL,(Ag) par les orbites de I'action de B(Ag). Le faisceau
F est celui des demi-densités. Linterprétation donnée par Guillemin dans [12] de la
formule des traces de Selberg en termes de la quantification géométrique associée
au feuilletage horocyclique, est analogue a l'interprétation ci-dessous (cf. §10) des
formules explicites.

9. LactioN DE Ck SUR LES ELEMENTS PREMIERS DE M = Ai/K*

Soit K un corps global de caractéristique p > 1 et F,; C K son corps de constantes.
Les points de la courbe C sur F,, projective et non-singuliere dont K est le corps
de fonctions sont les valuations discrétes du corps

K =F, ®p, K. (30)

Considérons, au lieu de K, I'extension abélienne maximale (séparable) Q = Ka2b
de K. Nous montrons que Iaction du groupe de Weil abélianisé W C Gal(K2b : K)
sur espace des valuations de K*b est isomorphe 4 I'action du groupe Ci des classes
d’ideles sur l'espace P(K) des éléments premiers du monoide M = Ag/K*. Nous
dirons qu'un élément p € M d'un monoide M est premier si I'idéal pM qu’il
engendre est premier (i.e. son complémentaire est multiplicatif). On identifie le
groupe W C Gal(K : K) avec Ck par la théorie du corps de classe.

Proposition 9.1. Lespace val(K®®) des valuations de K® muni de laction de
Wb Gal(K2b : K) est isomorphe de maniére équivariante non-canonique a l'espace
P(K) des éléments premiers du monoide M = Ag/K* sous action du groupe Cx.

Tout idéal premier principal du monoide M = Ag/K* est de la forme
p,={x€M|x,=0} 31

oll v € Y est une place de K. Pour les deux espaces va/(IK®) et P(K) on a une
application canonique vers 'ensemble des places de K

val(K2b) — Y « PK) (32)

et Uon montre que les groupes d’isotropie se correspondent par I'isomorphisme
Wb ~ Ci de la théorie du corps de classes.
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En caractéristique zéro, il manque un morceau Galoisien dans I'isomorphisme du
corps de classe, mais 'espace P(K) des éléments premiers du monoide M = Ag/K*
sous l'action du groupe CK continue a avoir un sens. Une motivation importante
de létude de F1 (¢f [6]) est darriver & donner a P'espace P(K) une structure
géométrique qui joue un role analogue A celle de la courbe C.

10. ORBITES PERIODIQUES SUR P!

Le passage de 'espace des classes d’adéles M a I'espace projectif IP’I (M) double
le nombre des orbites périodiques de I'action de Cg. Nous vérifions ci-dessous que
le méme doublement apparait dans le calcul de H°— H! pour 'espace projectif,
quand on passe de la cohomologie 4 support Hy a la cohomologie globale. Pour
(x, u) € M x Cx, tel que u x=x, avec u # 1, il existe une place v € > telle que
x €p,. Lespace transverse a p, C M sidentifie au corps local K,. Laction du
groupe d’isotropie 7, = K} est I'action de K} sur K, par multiplication. La trace
au sens des distributions est donnée par (¢f [7])

Trgiser (/b(u)ﬁ(u)d*u): > Alu— Livu (33)
v K:
On note succintement | k; la contribution locale J K; =] u‘ d*u. Les formules
explicites de Weil s'écrivent

r+rU]—§:ﬂ1¢ﬂ=2yQ* (34)

v
ol 7 et 7[1] désignent les caracteres de la représentation triviale de Cyk et du
module p, et X, p] le caractére associé a un zéro p € Z, de la fonction L(y;, s).
Pour la cohomologie 4 support (26) on a directement

HY (P, F)=t+7(1] (35)
HY (BL, F)=H' (L, )= tlpl=t+c[11-3 [ (36)

et I'on obtient ,
H,Q([P]ELI, F)- H} (]P’ll, =31 . (37)
K;
Le passage a I'espace projectif double le nombre d’orbites périodiques de I'action
de Ci et il faut vérifier que ceci est cohérent avec le calcul de H° et H! pour P
On a en effet, en notant A la représentation réguliere de C,

HO (PL, F) = A+Z/ +r+1 (1] (38)

Hl(]Pll,]:) St e pl=t+1[l - (39)
K*

HO (PL, F)—H' (P, F)=A+2Y ' (40)
K;

ce qui rend bien compte du doublement du nombre d’orbites périodiques de
I'action de Ck.
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