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Introduction

En géométrie non commutative un espace géométrique est donné par un
triplet spectral (s, ¥, D) ou # désigne une algebre involutive représentée dans
I’espace de Hilbert # et ou D est un opérateur autoadjoint a résolvante
compacte. La condition essentielle est que les commutateurs [D, a] soient bornés
pour tout a € . On obtient alors une classe de cohomologie cyclique bien défi-
nie sur 4, dont la dimension est fixée par la croissance des valeurs propres de D
et qui représente le caractere de Chern ch (¥, D) en K-homologie de la donnée
opératorielle ci-dessus. J’ai montré dans mon cours comment obtenir, en utilisant
les résidus de fonctions { associées au probleme, une formule locale pour la clas-
se de cohomologie cyclique ch (#, D). J’ai ensuite appliqué ce résultat au triplet
spectral associé a I'opérateur hypoelliptique de signature pour le produit croisé
d’une variété par son groupe de diffeomorphismes.

La démonstration et ’élaboration de la formule générale comprennent trois
étapes essentielles 1) Le calcul pseudodifférentiel pour les triplets spectraux 2)
Le spectre de dimension, le résidu de Wodzciki et ses analogues pour les pdles
d’ordre supérieur 3) La formule locale et sa renormalisation.

Je donnerai ici un bref résumé des résultats.

1. Calcul pseudodifférentiel pour les triplets spectraux

Soit (4, %, D) un triplet spectral. Pour tout s € R soit %* = Domaine (|D|?)
et

(1) H> = ﬂo%{ H~ = dual de #~.
§=
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On obtient ainsi une échelle d’espaces de Hilbert et pour tout r on définit op”
comme I’espace des opérateurs dans 3> qui sont continus pour tout s :

2) op": HS— T

Nous supposerons que pour tout a € A, a et [D, a] sont dans le domaine de
toutes les puissances de la dérivation & = [| DI, -].

Lemme 1. — Alors a et [D, a] sont dans op° et de plus,
b-|D| b|D|-! € op™! (b = aou D, a]).

Il est important de noter que I’hypothése de régularité ci-dessus équivaut a:

a et [D, a] € N Dom L*RY, L(b) = | D|-! [D?, b], R(b) = [D?, b] | D| .

Lemme 2. —kﬂ Dom LKR4= N Dom &".
,q n

Corollaire 3. — Avec I’hypothése ci-dessus on a :
[p% [D2... D% b]...] € op” Vb € s ou [D, .
-
n
Nous définirons I’ordre des opérateurs par la filtration suivante :

3) P € OP“ssi|D|-® P € N Dom &".

Ainsi OP%= N Dom 8" eton a:
OP%C op“ Voa.

Décrivons maintenant le calcul pseudodifférentiel.

Soit V la dérivation : V (T) = [D?, T], et considérons I’algébre engendrée par
les VX(T), T € A ou [D, A].

Cette algebre 9 est I’analogue de I’algebre des opérateurs différentiels.

En fait le Corollaire 3 donne une filtration naturelle de & par la puissance de
V utilisée.

De plus on a:
4) g" C OP".
Nous allons développer un calcul pour les opérateurs de la forme :

%) A DIz ZEC,AE 9
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Nous utiliserons la notation A = D? et commencerons par analyser I’action de
C donnée par :

6) 021 = AT- A2,
Par construction & est stable par la dérivation V et :

@) V(2" C @l
De plus pour A € 9" etz €ECona:

(8) A|D|z € Opn*Re(2),

Nous utiliserons le groupe 0% pour comprendre comment multiplier les
opérateurs d’ordre complexe modulo OP~% pour tout k. Ona: 62 =1 + €

©) &(T) = V() A

Lemme 4. — Soit T € 99 alors €X(T) € OP*  Vk=0.
En effet,

EX(T) = VK(T) A% € OPI+k Ak C OP9+.
Justifions I’expression formelle :

(10) o1 =(1+z¢€+ Z‘;_"”eh...) (1),

qui doit donner 622 (T) modulo OP3-*%1i I’on s’arréte au terme £%(7).

Il s’agit de contréler le reste de la formule de Taylor :

n+l-a)(n-a) e2

(11) A+ =14+ (n+1-a)€ + 5 o+
k+1 n
n+l-a)...(n+1-k-o) (—lf%)!---+(n+l—a)..‘ (2—a)%+

1
e [(ne1-a). (1-a)(1+ ey L= gy
0 n!
Le lemme essentiel est le suivant :

Lemme 5. — Soit o« € C,0<Re a <1 et f>0, B<a = Re a. alors l'opéra-
teur suivant préserve l'espace OP" pour tout r :

. ozﬂl (1 +68)% (1-1y" dr.

Démonstration. — Il suffit d’exprimer ¥ sous forme d’une intégrale

(12) Y= fortdut) <o



100 ALAIN CONNES

Montrons que la transformée de Fourier de la fonction suivante est intégrable

(13) u _)/ eﬁu (l + t(eu_l))__a (1 —[)" dt.
0 n!

En fait il suffit de vérifier que la fonction suivante est dans l’espace de
Schwartz § (R) :

(14) @, (u) = (e - 1) ~(n+D) ePu (e("”“")“ -1-(n+1-a)(e*-1)

_(n+1—a) (n-a) (e“—l)z—...—(n+1_a) n-oa)..2-a)
2! n!

(en-1y7),

Ce qui est immédiat.

On obtient alors le théoréme suivant :

Théoreme 6. — Soit T € D9et n € N. Alors pour tout 7z € C

z(z-1)

o2 (- (T+ 2o+ L exry 4 . 2D lzmnsD)

n!

e (1))

€ Opa-(n+),

I1. Spectre de dimension, résidu de Wodzicki et ses analogues pour les péles
d’ordre supérieur

La notion usuelle de dimension pour les triplets spectraux, donnée par le degré
de sommabilité

1) D'e W),

ne donne qu’une borne supérieure de la dimension et ne peut détecter les dimen-
sions des composantes d’un espace construit comme la réunion de composantes
de dimensions différentes (4, #,, D,), k =1, ..., N,

(2) A=0d, # =¥, D=aD,.

Dans un cours précédent nous avons donné la formule suivante pour la classe
de Hochschild du caractére :

3) 7(a, ..., aP) = Tr, (a® [D, a'] ... [D,a?] | DIP).

Clairement ce cocycle de Hochschild ne tient pas compte des composantes de
plus basses dimensions dans un espace tel que (2).
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En fait la notion correcte de dimension n’est pas donnée par un seul nombre
réel p mais par un sous-ensemble

4) . SdccC

que nous appellerons le spectre de dimension du triplet donné. Nous supposerons
que Sd est un sous-ensemble discret de C. Cette condition est incorporée de la
maniere suivante dans la définition de Sd :

Définition 7. — Un triplet spectral a un spectre de dimension discret Sd, si
Sd C C est discret et pour tout élément de l'algébre B engendrée par les 5" (a),
a € A4, la fonction

L, (z) = Trace (bl Dl %)
se prolonge holomorphiquement a C\Sd.

Il n’est pas difficile de vérifier que Sd se comporte de la maniére suivante pour
les opérations de sommes et produits.

5) Sd (Somme de deux espaces) = USd(Espaces)
(6) Sd (Produit de deux espaces) = Sd(Espace,) + Sd(Espace,).

11 est facile de donner de nombreux exemples de triplets spectraux a spectre
de dimension discret.

1. Variétés Riemanniennes (avec quelques variantes incluant les métriques de
Finsler et le remplacement de |D| par |D|%, a € ]0, 1]).

2. Variétés a singularités. En fait les triplets spectraux sont stables par 1’opéra-
tion qui remplace un espace par le cone au-dessus de cet espace.

3. Espaces discrets et leurs produits par les variétés. Les triplets spectraux sont
bien entendu stables par produits.

4. Ensembles de Cantor. Ils sont importants car ils donnent des exemples de
spectres de dimention contenant des nombres complexes.

5. Algebres des groupes discrets nilpotents. L’algébre o est I’algebre du groupe
discret I, dont la nilpotence est nécessaire pour assurer la condition D1ege~)

6. Structure transverse des feuilletages. Cet exemple et I'’exemple tres voisin des
structures Diff-invariantes sur une variété est traité en détail dans un travail en
collaboration avec H. Moscovici.

Nous allons étendre le résidu du Wodzicki a notre cadre général. C’est-a-dire,
nous allons étendre la trace de Dixmier aux opérateurs P|D|~* d’ordre arbitrai-
re ol P est un élément de B. Introduisons ’algebre ¥ () des opérateurs qui ont
un développement :

7) P=b, Dl9+b,,|Dl*"+ ..., b €3,
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ot I'égalité avec >, b, |D|" a lieu modulo OPV.
-N<n=q

Pour vérifier qu’il s’agit d’'une algebre on utilise le Théoréme 6 qui donne une
identité de la forme :

®) IDlab = D¢, , 8% (b) DI o,
0

ol ¢, , est le coefficient de €k dans le développement de

) 1+ €)%= ia(a—l)... (a-k+1) oy
0 k!

avec £(b) = 8(b)| Dl -.

Proposition 8. — Soit p < o le degré de sommabilité de D.

a) Pour P € ¥*(«A) la fonction h (z) = Trace (P|D|-%) est holomorphe pour
Rez >4(Ordre P + p) et se prolonge en une fonction holomorphe sur le complé-
ment d’un sous-ensemble discret de C.

b) Soit 7,(P) le résidu en 0 de 2¥h (2), k 20; alors

1y

n!

(PP, = P,Py) =’; Teon(Py L™ (Py)),

ou L est la dérivation L = 2 log(1+€).

Dans le cas de spectre simple, la trace 7 = 7, est une extension de la trace de
Dixmier.

III. La formule locale et sa renormalisation

La classe de cohomologie de Hochschild du caractere est donnée par la for-
mule suivante :

6)) ¢ (@, ...,a") =1, Tr(a°[D,a'] ... [D,a"] IDI "),V a/ € 4.

Notre formule locale pour la classe de cohomologie cyclique du caractere de
Chern sera exprimée par un cocycle dans le bicomplexe (b, B) ce qui conduit a
utiliser la normalisation suivante au lieu de A,

) w, = DI @, = V2i PG+l (pour n impair).

n!
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Enongons maintenant le résultat. Soit (#, ¥, D) un triplet spectral a spectre de
dimension discret avec D! € £(P-=). Nous utiliserons les notations suivantes :

3) da = [D, a], Va opérateur dans #.
4) V (a) = [D? a] ; a®®) = VX(a), a opérateur dans ¥.

Théoréeme 9. — a) La formule suivante définit un cocycle dans le bicomplexe
(b, B) de l'algébre A :

@@, ..., a") = V2i > Coitn (ao (daV)k) ... (da™)kn) IDl_("+22kj)),

q20. kj20

ou
Cukg = DR+ +Rn (kL k NTT@ (ky + .+ b, + _) N
% ((kl +1)(ky +ky+2)...(ky + ...+ k, + n))— i

ou T'D est la dérivée d’ordre q de la fonction T.

b) La classe de cohomologie du cocycle (¢,), n impair, dans HC'™P3" (4) coin-
cide avec le caractére de Chern ch (4, ¥, D).

Il est important de noter que le terme T ( k) avec coefficient ¢, dans la
somme ci-dessus s’annule quand :

&) n+ Zk].> p-

Cela implique en particulier que la somme impliquée dans le Théoréme 8 n’a
qu’un nombre fini de termes. Cela implique également :

(6) ¢, =0, si n>p.

On utilise alors le procédé de renormalisation sous la forme de soustraction
d’un cobord au cocycle ci-dessus pour éliminer les nombres transcendants qui
apparaissent dans le développement de Taylor de la fonction I'. On obtient ainsi
la variante suivante du Théore¢me 9.

Théoréme 10. — Les énoncés du Théoréme 9 sont valables pour le cocycle ¢,
donné par la formule :

¢, (@l .., am=

Il
\/—2 - " 1% ' o L m—q(m) T <a (dal)(k) (dan)(kn)|D|~(2|k|+n)),
.k, q!

avec m = =k +1) (ky+ky+2) ... (ky+ ... + k,+n)
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et o défini par

I (z + (2[_;1_)) - Zzi O(pm_jy (M)
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